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  در جریان هوا شدهقیتزرای جت مایع رژیم شکست کیسه گیریفرآیند شکل تجربی مطالعۀ
 پژوهشی  –مقاله علمی 

 

 (2)فرمهران تاج                  (9)یئرضایوسف 

 

جت  به درون جریان هوا انجام شد. شدهقیتزرای جت مایع گیری رژیم شکست کیسهفرآیند شکل بررسی منظوربهتجربی  مطالعۀ  چکیده
جت مایع استفاده  آشکارسازی جهت نگاریسایه از روش متر در جریان هوا تزریق شده است.میلی 28.9مایع توسط یک نازل دایروی به قطر 

بهره  ،مایع بر روی ستون جت شدهلیتشکهای کیسه و شکست گیریشکل فرآیند و ثبت جهت ضبط بالاسرعتاز یک دوربین  همچنین وشده 
 تحلیل یکدر این مطالعه  .است شده داده تغییر 91تا  5 بین هوا به مایع جت ممنتوم نسبت و 01تا  189 بین هوا وبر عدد گرفته شده است.

 هاکیسه یریگشکل برای معیار عدد یک تیدرنهاه ک است شده انجام یسهک یکروی  بره وارد نیروهای بین تعادلدر نظر گرفتن وجود  با تئوری
 دهدمی شاننبه دست آمده  نتایج. است گرفته قرار بررسی مورد مطالعه این در نیز هاکیسه غشاء یا پوسته اندازۀ و حلقه قطر .است آمده دست به
همچنین نتایج حاکی  .کندنمی تغییر ممنتوم نسبت و هوا وبر عدد تغییر با و هبود ثابت یعدد هاپوستۀ کیسه اندازۀ و حلقه قطر بعدبی تنسب که

 کنند.رشد بیشتری به سمت جریان هوا می حلقۀ خودها نسبت قطر پوستۀ کیسهاز آن است که 

 

 .فازیچند جریان جریان هوا، تزریق جت مایع، ای، رژیم شکست کیسه  ی کلیدیهاواژه

 
 

 
Experiments on the Formation Process of Bag Breakup Regime of Injected Liquid Jet into 

an Airstream 

 
Y. Rezaei                      M. Tadjfar 

  
Abstract An experiment was conducted to investigate the bag breakup process of round liquid jet injected 

into an airstream. The liquid jet was visualized using shadowgraph technique and also a high-speed camera 

was used to observe the formation and breakup of bags in a water jet injected from a 2.83 mm diameter 

nozzle with air Weber number in the range of 0.1 to 40 and the liquid-to-air momentum ratio from 5 to 30. 

An analysis of the force balance on bags was conducted and a criterion for bag formation is obtained. In 

this study, the diameter of the bag ring and the size of the membrane of the bag are calculated. Present 

results indicate that the normalized ring diameter and the membrane size are constant. Results also show 

that the membrane of a bag grows more than its ring towards the airstream direction. 
 
Key Words Bag Breakup Regime, Liquid Jet Injection, Airstream, Multiphase flow. 
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 مهمقدّ
 ریانج درون به مایع جت تزریق روی بر تحقیق پیشینۀ

 تزریق که یزمان. گرددیبازم میلادی نوزدهم قرن به هوا

 در متنوعی و فراوان کاربردهای مایع جت پاشش و

 .نمود پیدااز جمله در صنایع هوافضا  مختلف صنایع

 به عمودی در جریان هوا صورتبه مایع جت تزریق

 از یکی بالا، تبخیر نرخ و مناسب اسیوناتمیز دلیل

 است تسوخ تزریق سیستم برای هاروش ترینپیشرفته

 زریقت هایسیستم در ایگسترده کاربردهای کهیطوربه

 میان از. دارد هواپیما پیشرفته موتورهای سوخت

 تسوخ تزریق سیستم بهتوان می کاربردها ترینمهم

 در ختسو تزریق گاز، توربین احتراق محفظۀ

 و جت رم موتورهای در سوخت تزریق و سوزهاپس

 این بازدهی و راندمان. [1,2] نمود اشاره جت اسکرم

 اسیوناتمیز انتشار، هایپروسه به کامل بستگی موتورها

 این .[1] دارد شدهیقتزر مایع سوخت جت تبخیر و

 هب زیادی قان    محق  که است شده باعث کاربرد گسترۀ

 مایع جت شکست و مایع تزریق کفیزی روی بر پژوهش

 رارق بررسی مورد را آن گوناگون هایجنبه از و بپردازند

 .دهند

 های شکست جت مایعپروسه مطالعات اخیر دربارۀ 

 باعث مسطحهوا فشار دینامیکی جریان د که دهنشان می

خم شدن آن به  باعث و شده جت مایعستون نمودن 

به مایع شدن جت شود. بعد از خم سمت جریان هوا می

شکسته شده و به ستون جت مایع سمت جریان هوا، 

بزرگ و قطرات کوچک تبدیل  (Ligament) هایهتک 

های رژیم. با افزایش سرعت جریان هوا، [3,4] ودشمی

ستون جت مایع شوند و شکست متفاوتی پدیدار می

که  ایگونهبهشود. های متفاوت شکست میرژیم متحمل

جت مایع در رژیم ایین جریان هوا، های پرعتدر س

شکسته  (Column Breakup Regime) ستونیشکست 

با افزایش سرعت هوا ستون جت مایع وارد شود. می

 ایهکیسو در رژیم شکست  ای شدهت کیسهرژیم شکس

(Bag Breakup Regime) ا ب درنهایت و شودمی کستهش

ژیم تحمل رسرعت هوا ستون جت مایع م افزایش بیشتر

 Multimode) ای/برشی()کیسهترکیبی شکست 

Breakup Regime (Bag/Shear))  رژیم  درنهایتو

 شودمی (Shear Breakup Regime) برشیشکست 

های شکست جت مایع رژیم ازسه نوع  (9)شکل  .[5,6]

 دهد.را نشان می

همکاران  و وو توسط مایع جت شکست هایرژیم 

 مطالعۀ یک طی نهاآ کهطوریبه شدند بندیطبقه [7]

 انجری در شدهجت تزریق شکست هایمشخصه تجربی

 هایرژیم و دادند قرار بررسی مورد را هوا جانبی

: اصلی رژیم دو به را هوا جریان در مایع جت شکست

 (سطحی )برشی شکست رژیم و ستونی شکست رژیم

 هوا، به مایع ممنتوم نسبت و هوا وبر عدد اساس بر

تون س شکست ناحیۀ همچنین آنها .نمودند بندیتقسیم

𝑊𝑒𝑎)ستونی  شکست ناحیه، زیر چهار به را مایع جت <

11)ای کیسه شکست ،(11 < 𝑊𝑒𝑎 <  شکست ،(30

30)ای/برشی( ترکیبی )کیسه < 𝑊𝑒𝑎 <  شکست و (90

90)برشی  < 𝑊𝑒𝑎) محل  درنهایتنمودند.  بندییمتقس

ه یافتند کشکست ستون جت را شناسایی کردند و در

عمق نفوذ جت مایع تابعی از نسبت ممنتوم مایع به هوا 

بینی مسیر جت ارائه دادند. ای برای پیشرابطۀو  است

به بررسی میزان اثر پارامترهایی  [8]مازالون و همکارانش 

های مایع در جریان جت ۀکه روی خواص شکست اولی

 ،هستند تأثیرگذارعرضی و شکست ثانویه قطرات 

های شکست اولیه جت مایع را نیز رژیم آنهاپرداختند. 

: بندی نمودندزیر طبقه صورتبهبر اساس عدد وبر هوا 

𝑊𝑒𝑎)ستونی شکست  < 5)ای ،کیسه(5 < 𝑊𝑒𝑎 <

60) ،ترکیبی(60 < 𝑊𝑒𝑎 < و شکست برشی  (110

(110 < 𝑊𝑒𝑎). پژوهش چند در [9]همکاران  و سلام 

 به دایروی مایع جت رفتار بررسی به جداگانه صورتبه



 فرمهران تاج -یوسف رضائی ای جت مایع...رژیم شکست کیسه گیریفرآیند شکل مطالعه تجربی

 

3 

 آرام مایع جت آنها. پرداختند عرضی گازی جریان دورن

 و الکل، آب، همچون تلفیمخ مایعات از استفاده با را

 کار بۀنیز مشا آنها. کردند طالعه را گلیسیرول-آب ترکیب

 نوع چهار و [8]و مازالون و همکاران  [7] همکاران و وو

 نجریا در آشفته غیر مایع جت برای شکست هایرژیم

: دانکرده بندیتقسیم هوا وبر افزایش اساس بر را هوا

𝑊𝑒𝑎)ستونی  شکست ≤ 4)ای کیسه شکست ،(4 <

𝑊𝑒𝑎 < 30)ترکیبی  شکست ،(30 < 𝑊𝑒𝑎 <  و (110

110)برشی  شکست < 𝑊𝑒𝑎). طور که مشاهده همان

های مختلف نتایج متفاوتی ششود در بین پژوهمی

های شکست بر اساس انواع رژیم هایبندییمتقس دربارۀ

های دلیل اصلی وجود اختلافعدد وبر هوا وجود دارد. 

توان های متفاوت را میرژیم هایبندیتقسیم جزئی بین

 گیریاندازههای ها و روشبه تجربی بودن پژوهش

 نیکه در ب یوجه اشتراک کاما ی .[2]متفاوت اشاره نمود 

ب ترتی وجود دارد این است که هابندیدسته نیا یتمام

و همه  استها یکسان های شکست در آنآغاز رژیم

ر مورد ترتیب پدیدار شدن ها گزارش یکسانی دپژوهش

 محدودۀ (9)در جدول اند. های شکست ارائه نمودهرژیم

ستون جت که توسط  شکست ی مختلفهامیرژ وقوع

 پژوهشگران مختلف ارائه شده است آورده شده است.

های مایع را بر روی ویژگی تأثیرقان برخی از محق  

های جت تزریق شده در جریان هوا بررسی مشخصه

 لزجت تغییر تأثیر ،[10]همکاران  و بیروک. اندنموده

 مورد اولیه شکست هایرژیم روی بر را مایع جت

 مایع لزجت که شدند توجّهم آنها دادند قرار مطالعه

 رد شده تزریق جت شکست هایمکانیزم روی تأثیری

 ایرابطۀ که دادند نشان آنها همچنین و ندارد هوا جریان

 تج مسیر بینیپیش برای ،[7]همکاران  و وو توسط که

 ایینپ لزجت با مایعات برای فقط بود شده داده پیشنهاد

 با تمایعا جت مسیر بینیپیش به قادر و رودیم کاره ب

 نیست. بالا لزجت

 

 
 

 ای/برشی(ج( شکست ترکیبی )کیسه ،ایهای شکست. الف( شکست ستونی، ب( شکست کیسهسه نوع متفاوت از رژیم (:9)شکل 

 

 های شکست مختلفاعداد وبر هوا متناظر با آغاز رژیم  (:9)ل جدو

 [8] مازالون و همکاران [5] سلام و همکاران [7] وو و همکاران رژیم شکست

Wea شکست ستونی < 11 Wea ≤ 4 Wea < 5 

11 ایشکست کیسه < Wea < 30 4 < Wea < 30 5 < Wea < 60 

30 ای / برشیشکست کیسه < Wea < 90 30 < Wea < 110 60 < Wea < 110 

90 شکست برشی < Wea 110 < Wea 110 < Wea 
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کشش سطحی مایعات  تأثیر، [11] تمبه و همکاران 
را بر روی رفتار ستون جت مورد بررسی قرار دادند، آنها 

که در رژیم شکست سطحی، مایعات با کشش  دریافتند
 در نسبت با مایعات یترکوچکهای سطحی پایین قطره

 شود و همچنین آنها همانندا کشش سطحی بالا تولید میب
دو نوع رژیم شکست شدند:  توجّهم، [7] وو و همکاران

شکست ستونی که در نسبت ممنتوم و وبر هوای پایین 
دهد و شکست سطحی که در نسبت ممنتوم و رخ می

، [12] افتد. استنزلر و همکارانوبر هوای بالا اتفاق می
مایع، ستون جت مایع  لزجتافزایش  گزارش دادند که با

 تمایل بیشتری به خم شدن در جهت جریان هوا را دارد.
تجربی به  طی یک مطالعۀ [13]برومند و همکاران 

بررسی پارامترهایی همچون رژیم شکست اولیه، مسیر و 
ارتفاع شکست جت مایع تزریق شده به درون جریان 

که افزایش هوای آشفته پرداختند. آنها گزارش نمودند 
ژیم گیری رشکل یرتأخشدت آشفتگی جریان هوا باعث 

ه شدند ک توجّهمشود. همچنین آنها ای میشکست کیسه
ستون جت مایع در جریان هوای آشفته نسبت به جریان 
هوا بیشتر خم شده که این منجر به کاهش ارتفاع 

 شود.شکست جت مایع می
 رب ذارتأثیرگ عوامل ترینمهم از یکی نازل هندسۀ 
 یجادا باعث تواندمی که است شده تزریق مایع جت رفتار

 ۀ، نحومایع جت ستون شکل در تغییرات بیشترین
 زا بسیاری در. شود شکستن و محل شکست جت مایع

 بررسی دایروی هایجت شده، انجام هایپژوهش
های همچون جت غیردایروی هایجت و اندشده

 .اندتهگرف قرار بررسی مورد کمتر بیضوی و مستطیلی
 مایع جت ناپایداری افزایش باعث دایروی غیر هایجت
 گاهدید از. بخشندمی تسریع را شکست فرآیند و شده

 اختلاط افزایش باعث غیردایروی هایجت احتراقی،
راندمان و  بهبودی باعث توانندمی و شده سوخت
 شوند آن هایناپایداری کاهش و احتراق عملکرد
های های جتویژگی [16]و همکاران  جدیدی. [14,15]

دایروی و بیضوی تزریق شده به درون جریان هوا را 

تجربی مورد بررسی قرار دادند. آنها گزارش  صورتبه
های بیضوی نفوذ کمتری نسبت به جت نمودند که جت

کنند و همچنین در دایروی به درون جریان هوا می
 یهای بیضوی طول شکست کمترشرایط یکسان، جت

ای هجت دیگرعبارتبهنسبت به جت دایروی دارند یا 
وند. شبیضوی نسبت به جت دایروی زودتر شکسته می

نازل بر روی مسیر  هندسۀ تأثیر [17]و همکاران سانگ 
های مایع بیضوی و دایروی را مورد بررسی ستون جت

ی های تجربی روابطبا استفاده از دادهو  تجربی قرار دادند
هاد های بیضوی و دایروی پیشننی مسیر جتبیبرای پیش
 مطالعۀ تجربی دوطی  [18,19]فر جابری و تاجنمودند. 

 ناپایداری یهاو تئوری به بررسی ساختار و مشخصه
نوسانات ایجاد شده حاصل  نظیر فرکانس و طول موج

 (Axis-Switching Phenomenon) محورتغییر  از پدیدۀ
 تزریق شده به درون بیضوی و مستطیلیهای مایع جت

ییر تغ توجّه شدند که پدیدۀمآنها  پرداختند. هوای ساکن
های غیر دایروی نقش بسیار مهمی در تعیین محور جت

ها دارد و همچنین آنها دریافتند که افزایش نوسانات جت
دایروی باعث افزایش طول های غیر نسبت منظری جت

 شود.تغییر محور می موج پدیدۀ

های تشکیل شده در قطرات و کیسه ۀمحاسبۀ انداز 
 عوامل ترینمهمیکی از نیز های مختلف که رژیم

تراق اح و بازدۀاختلاط سوخت با هوا  بر نحوۀ تأثیرگذار
قان را به خود جلب از محق  برخی توجّه اخیراً، است

ل تر به دلیکرده است. از دیدگاه احتراقی قطرات کوچک
 اعث افزایش اختلاطب آنهاسریع ون یو اتمیزاستبخیر 
توانند باعث بهبودی عملکرد شده و می و هوا سوخت

در پژوهش دیگری  [20] وو و همکاران احتراق بشوند.
ت ه، سرعشدتشکیل قطراتبه بررسی قطر میانگین 

 مرتبط منظوربهشده را قطرات و شار قطرات تشکیل
کردن ساختار اسپری، مورد بررسی قرار دادند. همچنین 

ساختار  بینیهایی برای پیشروابط و تصحیح ۀبه توسع
اسپری پرداختند. ساختار دوبعدی اسپری و چندین 

نامورا ای شناسایی شد. آنهامختلف اسپری توسط  ۀپدید
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ای به پیدیبا استفاده از روش پی [21] و همکارانش
سایز قطره در ستون اسپری و سرعت امواج  گیریاندازه
توانستند  [22] کیم و همکاران .مایع پرداختندهای ستون

با بررسی تجربی تزریق چندین جت دایروی با قطرهای 
تجربی ای نیمهرابطۀتحلیل ابعادی، به  مختلف و با کمک

برای تخمین قطر میانگین قطرات تشکیل شده برحسب 
پارامترهای مختلف همچون قطر نازل، عدد وبر جت، 

یت طولی و عدد رینولدز جت، عدد رینولدز گاز و موقع
در  [23]سلام و همکاران  عرضی جت توسعه دهند.

های تشکیل شده در پژوهش دیگری به بررسی کیسه
 اندازۀه ک دریافتند آنهاای پرداختند. رژیم شکست کیسه

ا تغییر ای بهای تشکیل شده در رژیم شکست کیسهکیسه
 یباًتقرکند و نسبت ممنتوم و عدد وبر هوا تغییر نمی

طی یک  [24] و همکارانوانگ  ار ثابتی است.مقددارای 
به بررسی پارامترهایی همچون و تحلیلی  مطالعۀ تجربی

ها، محل تشکیل کیسه کیسه اندازۀطول شکست جت، 
زمان تشکیل کیسه پرداختند.  مدّتبر روی ستون جت و 

ن با آ ها و تغییر نکردنکیسه اندازۀدن نیز بر ثابت بو آنها
مودند نداشتند و گزارش  تأکیدهوا نسبت ممنتوم و وبر 

ها شود که کیسهمیکاهش عدد رینولدز جت باعث  که
در  یل شوندتشک نقطۀ تزریقبیشتری نسبت به  فاصلۀدر 

تشکیل کیسه بر روی ستون جت افزایش  فاصلۀحقیقت 
به بررسی مقدار  [25]ژانگ و همکاران  .یابدمی

 تپراکندگی قطرات تشکیل شده حاصل از تزریق ج
مایع از نازل مخروطی به درون جریان هوا پرداختند. 

به  مطالعۀ تجربیطی یک  [26] و همکاران عمیقی
 رد مایعجت ایجاد شده در تزریق  قطرات اندازۀ محاسبه

ی نتایج آنها حاکپرداختند.  دما و فشار بالا جریان هوا با
افزایش قطر نازل و سرعت جت مایع هر  کهاز آن است 
ایش نفوذ جت مایع به درون جریان هوا دو باعث افز

شود. قطرات جت مایع می اندازۀشده ولی باعث کاهش 
از طرفی دیگر، افزایش سرعت جریان هوا باعث کاهش 

ا شده و همچنین نفوذ جت مایع به درون جریان هو
 دهد.قطرات تشکیل شده را کاهش می اندازۀ

دهد می نشان مطالعات صورت گرفته نهیشیپ بررسی 
های کیسه قطر قطرات و اندازۀعلیرغم اینکه محاسبه که 

 جهّتومورد  یتازگبههای مختلف تشکیل شده در رژیم
 تاکنون، ولی قرار گرفته استبسیاری از محققان 

یل کیسه و تشک چگونگیجامع در مورد  یپژوهش
 .صورت نگرفته است همچنین محاسبه پارامترهای آن

 اندازۀها پارامتر پژوهشاز این  یکیچهدر  کهطوریبه
 ؛کیسه مورد محاسبه قرار نگرفته است یا غشاء پوسته

ه های آن نیاز بمشخصه خصوصاًبنابراین رفتار کیسه 
که در این پژوهش مورد بررسی  بررسی بیشتری دارد
بررسی  ابتدا به در این مقاله .قرار خواهد گرفت

در رژیم شکست  چگونگی و عوامل تشکیل کیسه
 یک پارامترهای سپسو  پرداخته شده استی اکیسه
همچون:  تشکیل شده بر روی ستون جت مایع کیسۀ
مان ز مدّتو  پوستۀ کیسه اندازۀ، حلقۀ کیسهقطر  اندازۀ

 و قرار گرفته است محاسبه و بررسیمورد رشد کیسه 
کمی و کیفی تحلیل  صورتبههای آن مشخصه همچنین

 مسیر ستونبه به محاس درنهایت و مقایسه شده است.
 شکست ستون جت مایعمحل طول و ارتفاع جت، 

 .است پرداخته شده نیز تزریق شده به درون جریان هوا
 

تجهیزات تجربی، پردازش تصویر و شرایط 
 آزمایش

در این بخش به ترتیب به سیستم تزریق جت مایع، تونل 
باد دو فازی، پردازش تصویر و شرایط آزمایش پرداخته 

 شود.می
 

 م تزریق جت مایعسیست
 در ایعم جت تزریق سیستمتجهیزات تجربی و  وارهطرح
 یقتزر سیستمنشان داده شده است.  یخوببه (2) شکل
 ایع،م مخزن پرفشار، نیتروژن کپسول از متشکل مایع

 خزنم یک در شونده تست مایع. است انژکتور و فلومتر
 داخل مایع مخزن، زیر از جریان ایجاد برای و ذخیره
 از .گیردمی قرار فشار تحت نیتروژن گاز توسط زنمخ



 .991، و یکم، شمارۀ یک سال سی  نشریۀ علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک

 

6 

 ریگیاندازه برای مختلف کاری هایبازه با فلومتر سه
 هک فلومتر سه این. است شده استفاده آب جریان دبی
 به قادر اند،گرفته قرار مدار در موازی صورتبه

 بر لیتر 00 تا 0 هایبازه در جریان دبی گیریاندازه
 بر لیتر 961 تا 921 و ساعت بر یترل 961 تا 21 ساعت،
 هک نازل یک توسط مایع جت درنهایت .باشندمی ساعت

 211 فاصلۀ در و آزمون اتاقک بالایی قسمت در
 شده نصب آزمون اتاقک به هوا ورودی از متریمیلی
 تزریق عمودی صورتبه هوا جریان داخل به است،
 آب از مطالعه این در که است یادآوری به لازم. شودمی
 .است شده استفاده شوندهتزریق مایع جت عنوانبه

اه دانشگ فازی دو باد تونل طرح شماتیک (9) شکل 
 واناییتاین تونل باد  دهد.صنننعتی امیرکبیر را نشننان می

با شنندت آشننفتگی   یکنواخت کاملاً هوای جریان ایجاد
خل  در درصننند 189کمتر از  قک   دا تا نۀ  با  آزمون ا  دام
 در محفظۀ . دارد را ثانیه   بر متر 05 تا  182 بین سنننرعت 

ای بر یزنبورلانه صننفحات چندینآرامش این تونل باد 
 شده  داده قرار آزمون، اتاقک در یکنواخت جریان ایجاد

 مایع، جت   جریان  آشنننکارسنننازی   منظوربه . اسنننت
 زا اسنننتفاده با  باد  تونل  آزمون اتاقک   کناری  های دیواره
. است شده ساخته افشف  هایشیشه

 

 
 

 سیستم تزریق جت مایع و تجربی تجهیزات وارهطرح (:2)شکل 

 

 
 

 طرح شماتیک تونل باد دو فازی (:9)شکل 
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 فرآیند پردازش تصویر. الف( تصویر اصلی، ب( شناسایی مرزهای جت مایع، ج( پروفیل جت مایع (:0)شکل 

 
 پردازش تصویر
 یسازنگاری آشکارجت مایع با استفاده از روش سایه

، رهای حاضبه فرکانس بالای پدیده توجّهبا شده است. 
وربین از دبنابراین ؛ است بالاسرعت یک دوربیننیاز به 
 دّتماستفاده شد که قادر به ثبت تصاویر با  J4-1نیکون 

فریم بر  9211سرعت  ومیکروثانیه  5/62 زمان نورگیری
 از پس. است 5292  ×..90ثانیه و با وضوح تصویر 

 رارق پردازش مورد باید شدهثبت تصاویر ،یداربرعکس
 اهمفر نیاز مورد هایداده آوردن دست به امکان تا بگیرند
 که دش نوشته متلب افزارنرم در کُد یک بنابراین؛ شود
 پردازش. سازدمی میسر را تصاویر پردازش امکان

 ابعاد اول مسیر در. شودمی انجام مسیر دو در تصاویر
بدین  .ودشمی مشخص تصویر هر از لپیکس یک فیزیکی

 26مشخصی ) اندازۀمنظور، از قطر خارجی انژکتور که 
شود، ثبت می و سایه آن نیز در تصاویرمتر( دارد میلی
ودکار خ صورتبه کُدمقیاس استفاده شده است.  عنوانبه

و با شمارش تعداد پیکسل آن،  کردهمقیاس را شناسایی 
کل شپیکسل را محاسبه کند )فیزیکی هر  تواند ابعادمی
 جت خام عکس تصویر، پردازش دوم مسیر در (.(ج -0)

 اولین در و شودمی دریافت( (الف -0) شکل) مایع
 از آن هایسایه مرز و شده شناسایی جت ستون مرحله،
 گام در(. (ب -0) شکل) شودمی جدا زمینهپس تصاویر
. ودشمی مشخصمایع  جت ستون اصلی پروفیل نهایی

 نیز مورد پارامترهای توانمی نهایی پروفیل این کمک به
 ،پوستۀ کیسهقطر حلقه و  اندازۀ همانند جت ستون از

. آورد دست به را غیره وطول و ارتفاع شکست جت 
 اول رمسی در آمده دست به فیزیکی بعد کمک به یتاًنها

 هر برای آمده دست به پیکسل تعداد تصویر، پردازش
 .شودمی تبدیل یزیکیف طول به پارامتر

بررسی تزریق جت مایع به کمک تصاویر  ۀدر حیط 

عدم قطعیت  نگاری دو چشمه خطا وجود دارد:سایه

در ادامه  .عدم قطعیت طول یک کمیتو  پیکسل اندازۀ

 پرداخته شده است.در این پژوهش ها محاسبه آن نحوۀبه 

سل   اندازۀاگر    زیر تعریف رابطۀ صورت بههر پیک
 :نماییم

(9                                                   )δ =
D

N
   

بیانگر   𝑁مقیاس و   طولی اندازۀ بیانگر   𝐷که در آن   

عدم  رابطۀابراین بن؛  .است های آن مقیاس تعداد پیکسل 

 پیکسل خواهد بود: اندازۀقطعیت 
 

(2        )               σδ = {(
∂δ

∂D
σD)

2

+ (
∂δ

∂N
σN)

2

}

1

2 
 

𝛿��خواهیم داشننت که  ( 9) رابطۀبه  توجّهبا  

𝜕𝐷
=

1

𝑁
 

𝛿��و 

𝜕𝑁
= −

𝐷

𝑁2     رابطۀ ، (2) رابطۀ اکنون با جایگذاری در 
سل   اندازۀنهایی برای عدم قطعیت   بطۀرا صورت بهپیک

 آید:می به دستزیر 
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(9                       )σδ = {(
1

N
σD)

2

+ (
D

N2 σN)
2

}

1

2 
 

یا  مقیاسعدم قطعیت طول مشخصه  𝜎𝐷که در آن  

 1815که در این پژوهش مقدار  است نشانگر پیکسل

عدم قطعیت تعداد  𝜎𝑁و  محاسبه گردیده استمتر میلی

از میانگین تعداد زیادی عکس به دست  و استپیکسل 

 آید.می

ول یک کمیت در فرآیند ط گیریاندازهبرای  
 شده است:( استفاده 0) رابطۀپردازش تصویر، از 

(0                                                   )𝐿 = 𝑀𝛿 
پیکسل  اندازۀ 𝛿تعداد پیکسل و  𝑀 رابطۀکه در این  

ه شد گیریاندازهاست. برای محاسبه عدم قطعیت طول 
𝐿 :داریم که 

 

(5 )                    σL = {(
∂L

∂M
σM)

2

+ (
∂L

∂δ
σδ)

2

}

1

2 
 

با      جّه که  طۀ به   تو که   (0) راب 𝐿��داریم 

𝜕𝑀
= 𝛿  و

𝜕𝐿

𝜕𝛿
= 𝑀 اب خواهد بودبرابر . بنابراین عدم قطعیت طول: 

 

(6                        )σL = {(δσM)2 + (Mσδ)2}
1

2 
 

از بخش قبل محاسبه شده و  𝜎𝛿 بطۀراکه در این  
𝜎𝑀  مشابه با𝜎𝑁 ، .قابل محاسبه است 

 

 شرایط آزمایش
در شرایط دمای اتاق و فشار اتمسفریک  هایشآزما کلیۀ

انجام شده است. در این مطالعه سرعت تزریق مایع بین    
سرعت هوا بین   98.6تا  1822  9متر بر ثانیه و همچنین 
ست ثانیه متغیر متر بر  21تا  ا . برای یک نازل دایروی با

متر شرایط زیر آزمایش شده است: عدد    میلی 28.9قطر 
 01 تا  189، عدد وبر هوا بین  929 تا  .98وبر جت بین  

به هوا بین      تغییر کرده  91 تا  5و نسنننبت ممنتوم مایع 
باعث به وجود آمدن  هایشآزما این محدودۀ ؛ کهاسننت
ستونی،     رژیم شکست  سه  شک های   بیو ترکی ایست کی
 (2)خلاصه در جدول   طوربهشوند. شرایط آزمایش   می

 آورده شده است.
 

 خلاصه شرایط آزمایش (:2)جدول 
 

 هوا آب پارامترها

ρ (kg چگالی m3⁄ ) 998 1.225 

μ (N لزجت m2⁄ ) 8.02 × 10−4 1.73 × 10−5 

σ (Nکشش سطحی  m⁄ ) 0.0728 – 

V (m سرعت s)⁄ 0.22 - 1.76 1 - 29 

 We 1.81 - 121 0.1 - 40 وبر

 – q 5 - 30نسبت ممنتوم 

 

 نتایج و بحث
در  تداد. ابنشوبخش ارائه می پنجبه دست آمده در  نتایج

تصویر جت مایع در رژیم  قسمت آشکارسازی جریان،

در د. نگیرقرار می کیفی مورد تحلیل ایشکست کیسه

 صورتبهکیسه نیروهای وارد بر یک  به بخش بعد

ۀ پوستقطر و  اندازۀشود. در ادامه تحلیلی پرداخته می

قبل از شکست زمان رشد یک کیسه تا  مدّتو  هاکیسه

به مسیر ستون جت و  درنهایت شده است وبررسی آن 

 محل شکست آن پرداخته خواهد شد.

 
 آشکارسازی جریان

 امکان بررسی شکل ظاهری یخوببهنگاری تصاویر سایه
جت و تغییرات آن با پارامترهای مختلف را فراهم ستون 

سزایی در شناخت رفتار جت هتواند کمک بکند که میمی
جت  های شکستدر این مطالعه سه نوع از رژیمباشد. 
 کهطوریبه. در اعداد وبر هوای مختلف مشاهده شد مایع

𝑊𝑒𝑎در اعداد وبر هوای  رژیم شکست ستونی < با و  5
در اعداد ای وا شاهد رژیم شکست کیسهوبر ه افزایش
5وبر  < 𝑊𝑒𝑎 < با افزایش بیشتر  درنهایتو  بودیم 25

از عدد  ای(وبر هوا رژیم شکست ترکیبی )برشی/ کیسه
25وبر هوا  < 𝑊𝑒𝑎  .تمرکز اصلی  کهییازآنجاپدیدار شد

 استای مطالعه رژیم شکست کیسه، این پژوهش
رژیم  هایمشخصهررسی در ادامه تنها به ببنابراین 
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های قسمت (5) شکلپردازیم. ای میشکست کیسه
ی امختلف ستون جت مایع را در رژیم شکست کیسه

ستون جت  شودمیطور که مشاهده همان کند.معرفی می
در اثر جریان از جانب هوا تغییر شکل داده و تبدیل به 

هر کیسه از سه قسمت . یک کیسه تو خالی شده است
 و گره (Ring) ، حلقه(Membrane) ته یا غشاءپوساصلی 

(Node) رشد کیسه تا رسیدن به  .تشکیل شده است
 کیسۀ بعدازآنکند و حداکثر مقدار خود ادامه پیدا می
های مختلف تبدیل شکسته شده و به قطرات و تکه

ا ب رابطۀدر قسمت بعدی توضیحات کاملی در  شود.می
ست در رژیم شککیسه و فروپاشی  گیریشکلچگونگی 

 ستون جت داده خواهد شد. ایکیسه
 

 
 

جت مایع در رژیم شکست های مختلف قسمت (:5)شکل 

𝐖𝐞𝐚و وبر هوا  q = 20نسبت ممنتوم  ایکیسه = 𝟔 

 
 کیسه های وارد بر یکنیروی

مایع تزریق شده در جریان جت ستون شکل تغییر روند 
شده  نشان داده (6)شماتیک در شکل  صورتبههوا 

جت مایع پس از تزریق، به درون جریان هوا نفوذ است. 
ت سرعبا برخورد با ستون جت مایع کند. جریان هوا می

منجر به افزایش  یجهدرنتاز دست داده که  یعاًسرخود را 
ستون جت مایع  بالادستدر قسمت  استاتیک فشار
و  دستبالاافزایش اختلاف فشار استاتیک بین شود. می
تون س مقطعستون جت باعث تغییر شکل  دستیینپا

سطح مقطع ستون جت از  یجهدرنت شود.جت مایع می

طور کند. همانشکل دایروی به شکل بیضوی تغییر می
داده شده، قطر ستون جت در نشان  (6)که در شکل 

 یابد.امتداد جریان هوا کاهش می
نیروی درگ آیرودینامیکی جریان هوا نیز باعث  

 ایتدرنهر ستون جت مایع شده که تغییر شکل بیشت
 یمانزشود. و خالی میتُ ستون جت تبدیل به یک کیسۀ

های ستون جت افزایش سرعت جریان هوا در کناره که
یابد فشار جریان هوا در اطراف ستون جت مایع می

بنابراین، فشار داخل کیسه بیشتر از ؛ کندکاهش پیدا می
 باعث رشد . این اختلاف فشاراستفشار خارج کیسه 

اهش ک پوستۀ کیسهشود. با رشد کیسه ضخامت کیسه می
 یمانزیابد. رشد کیسه تا افزایش می حلقۀ کیسهو قطر 

نازک شده باشد که دیگر  یااندازۀبهضخامت کیسه  که
کشش سطحی مایع توانایی غلبه بر نیروی درگ 
آیرودینامیکی جریان هوا را نداشته باشد، ادامه پیدا 

کیسه به حداکثر رشد خود رسید،  دازآنکهبعکند. می
سه، شود. پس از شکست شدن کیشکسته می پوستۀ کیسه

ود شهای گوناگونی تولید میاندازۀقطرات مختلف و با 
. 9ند: شوکه این قطرات به سه دسته مشخص تقسیم می

 نسبتاًهای که قطره (Node-Dropletsای )های گرهقطره
. 2وند، شهای تولید میسهکیتوسط گره بزرگی هستند و 

که ناشی از شکسته  (Ring-Dropletsای )های حلقهقطره
. تعداد زیادی از 9شود، ها تولید میکیسه شدن حلقۀ

 کوچک که ناشی از شکسته شدن پوستۀ های بسیارقطره
ای های پوستهقطره آنهاکه به  اندکیسه تولید شده

(Membrane-Droplets) [24]شود گفته می. 
عدد وبر هوا یک پارامتر بسیار مهم برای تعیین  
های شکست جت مایع تزریق شده به درون جریان رژیم
مه به آن اشاره طور که در قسمت مقدّ. هماناستهوا 

قان مختلف عدد وبر هوای متفاوتی برای شد محق 
مازالون مثال اند. برای های شکست گزارش نمودهرژیم

ن با عدد دند که برای جریانموگزارش  [8]و همکارانش 
ر بای از عدد و، رژیم شکست کیسه189آنسرج کمتر از 

5هوا  < 𝑊𝑒𝑎 در این مطالعه یک تحلیل  شود.شروع می
بینی عدد وبر هوای بحرانی برای تئوری ساده برای پیش
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ای، انجام شده است. در تحلیلی که رژیم شکست کیسه
شد اکثر رصورت گرفته، فرض شده است که کیسه حد

های وارد بر کیسه در حالت تعادل خود را کرده و نیروی
ه کیس ۀقرار دارند. همچنین فرض شده است که پوست

نیروهای وارد  .است 𝑑𝑟و با قطر  کرهیمنیک  صورتبه
نشان  (.)در شکل شماتیک  صورتبهکیسه شده بر یک 

 داده شده است.
س      شده که  سه در جریان هوا باعث  رعت وجود کی

کاهش پیدا کرده  سننرعتبهجریان هوا در داخل کیسننه 
تمامی فشار دینامیک جریان هوا به فشار    تقریباً یجهدرنت

شود   ستاتیک تبدیل  سه بی  ؛ ا شار داخل کی شتر  بنابراین، ف
. در این صورت تعادل نیروهای  است از فشار خارج آن  

سه را می    شده بر یک کی یر ز رابطۀ صورت بهتوان وارد 
 نوشت:

=  BagDifferential Static Pressure)( 

(Surface Tension)Bag                                                               ).( 
 
(.                             )π dr

2

4
×

1

2
 ρa ua

2  =  π dr σ 

 

(1                                           )ρa ua
2 dr

σ
  = 8     

طۀ که در    قدار  1) راب قۀ کیسنننه  )قطر  𝑑𝑟( م ( حل
 آید.می به دستتجربی  گیریاندازهمجهول بوده و از 

 

 
 

گیری کیسهتغییر شکل سطح مقطع ستون جت مایع تا شکل(: 6)شکل   

 

 
 

 شماتیک نیروهای وارد بر کیسه (:.)شکل 
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 اهکیسه و پوستۀحلقه قطر  اندازۀ
 زۀاندانتایج به دست آمده از محاسبه به  قسمتدر این 

 در این شود.ها پرداخته میکیسه قطر حلقه و پوستۀ
 یکهای مختلف قسمت اندازۀ محاسبۀ منظوربهمطالعه 
 استفاده شده است. (ImageJ) ج جیایم افزارنرمکیسه از 

انجام  یبردارعکس 51در هر شرایط آزمایش، بیش از 
ه تصاویر ثبت شد یج ارائه شده میانگین همۀده و نتاش

 (.)در شکل کیسه شده  گیریاندازهپارامترهای  .است
 نماییدمیطور که مشاهده نشان داده شده است. همان

 با حلقۀ کیسه قطر اندازۀ و λ حرف با پوستۀ کیسه اندازۀ
داشته باشید که  توجّه .است شده مشخص 𝑑𝑟 حرف

ر اند که کیسه حداکثشده گیریندازهاپارامترها در حالتی 
محاسبات  دیگرعبارتبهرشد خود را کرده است یا 

 .انجام شده است ،قبل از شکست کیسه لحظۀدرست در 
پوستۀ قطر حلقه و  اندازۀ( 1نمودارهای شکل ) 
مده آ به دستبه نتایج  توجهّدهند. با ها نشان میکیسه

 تقریباًها وستۀ کیسهپقطر حلقه و  اندازۀبعد شده مقدار بی
و با تغییر  است 989و  2896ثابت و با میانگین به ترتیب 

 کند. در حقیقتنمینسبت ممنتوم جت به هوا تغییر 
اختلاف فشار استاتیک بین دو طرف ستون جت باعث 

شود ولی میزان رشد کیسه به وجود آمدن کیسه می
بستگی به مقدار کشش سطحی مایع دارد زیرا که کشش 

عامل مقاومت کیسه  درنهایت شوندهتزریقحی مایع سط
تیجه توان به این ن. بنابراین میاستدر برابر شکست آن 

ها با تغییر سرعت جت حلقۀ کیسهقطر  اندازۀرسید که 
  ًا نسبتو هوا نیز تغییر نکرده و همواره دارای یک مقدار 

 [24] همکاران و وانگ توسط مشابهی . نتیجۀاستثابتی 
 منتومم نسبت از هاکیسه اندازۀ بودن مستقل با رابطۀ در

 .است شده گزارش هوا، به جت
 

 
 

شده یک کیسه گیریاندازهپارامترهای  (:.)شکل 

 

    
 )ب(                                                                              )الف(

 

 پوستۀ کیسه، ب( حلقۀ کیسهها. الف( قطر هپوستۀ کیسقطر حلقه و  اندازۀنتایج  (:1)شکل 
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 هاپوستۀ کیسهقطر حلقه و  اندازۀمقایسه  (:91)شکل 

 
𝑑𝑟مقدار  اکنون با داشننتن 

𝑑𝑜
= و قرار دادن آن  2.16

طۀ در  یاز برای        (1) راب عدد وبر هوای مورد ن قل  حدا
 به دسننتای جت مایع کسننت کیسننهشننروع رژیم شنن

 آید:می
(91     )                𝑊𝑒𝑎 =

𝜌𝑎𝑢𝑎
2𝑑𝑜

𝜎
=  

𝜌𝑎𝑢𝑎
2𝑑𝑟

2.16 𝜎
≈ 4 

ز ای که اعدد وبر هوای بحرانی رژیم شکست کیسه 
که با  است 0مقدار  تقریباًآمد  به دستتحلیل تئوری 

که  [8]توسط مازالون و همکارانش  شدهگزارشعدد 
یکی از دلایل اصلی  .استکمی متفاوت ، است 5عدد 

وجود اختلاف بین تحلیل تئوری با آزمایش تجربی، 
فرضیاتی است که در تحلیل تئوری بکار گرفتیم. وجود 

گیری کلسبب شدلیل دیگر، اختلاف فشار استاتیکی که 
کمی بیشتر از نیروی کشش  در واقعیت شودکیسه می

زیرا کشش سطحی مایع توانایی غلبه ؛ استسطحی مایع 
 .نیروی درگ آیرودینامیکی وارد بر کیسه را نداردبر 

پوستۀ قطر حلقه و  اندازۀ (91)شکل  نمودار 
ا برا  جت مایعهای تشکیل شده بر روی ستون کیسه

اساس محاسبات صورت  . برنمایدیگر مقایسه میکُدی
یشتر کمی ب پوستۀ کیسه اندازۀکه  گرفته، مشخص شد

 ۀ کیسهپوست دیگررتعبابهیا . استخود  نسبت به حلقۀ
ه طور کهمانکند. خود می رشد بیشتر نسبت به حلقۀ

 989 پوستۀ کیسهمقدار میانگین  شودمیمشاهده 

آمده  به دست 2896 حلقۀ کیسهمقدار میانگین  کهیدرحال
ر د کیسه حقیقتدلیل این امر این است که در  است.

 بلکهکند رشد نمی کرهیمن یک صورتبه جریان هوا
در جهت  پوستۀ کیسهدن ن هوا باعث کشیده شجریا

ش آمدن جریان هوا باعث کِ دیگرعبارتبهشود. خود می
و همین  شودجریان می دستیینپابه سمت  پوستۀ کیسه

 حلقۀ کمی بیشتر از پوستۀ کیسه اندازۀامر باعث شده که 
 خود باشد.

 
 ها در زمانرشد کیسه

 هکیس یک شدن متلاشی و گیریشکل نحوۀ (99) شکل
 998662 زمان مدّت برای کامل طوربه زمان را در
 طور که پیشتر توضیح دادههمان. دهدمی نشان ثانیهمیلی

یری گشد اختلاف فشار دو طرف ستون جت باعث شکل
 یمانز. رشد کیسه تا شودکیسه بر روی ستون جت می

د که شده باش یااندازۀبه پوستۀ کیسهدیگر ضخامت  که
داشته آن را ن داشتننگهطحی مایع توانایی دیگر کشش س

کند. بعد از رسیدن کیسه به حداکثر باشد، ادامه پیدا می
شکسته شده و به قطرات  پوستۀ کیسهخود،  اندازۀ

 از یک ره که باشید داشته توجّهشود. مختلفی تبدیل می
 .باشندمی هم از ثانیهیلیم 18.99 فاصلۀ با تصاویر این
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حلقۀ  قطر و پوسته رشد اندازۀ مطالعه این در 
 ررسیب مورد نیز زمان حین رشدشان نسبت به در هاکیسه
گیری در ابتدای شکل کهییازآنجا گرفته شده است. قرار

 هحلقۀ کیسپوسته و قطر  اندازۀکیسه امکان محاسبه 
ثانیه قبل از میلی 6بنابراین محاسبات  یستنفراهم 

 (92) شکل دارنموشکست کیسه انجام گردیده است. 
 رشدشان حین در هاحلقۀ کیسه قطر و پوسته اندازۀ
. دهندمی نشان ثانیهمیلی 6 مدّت برای زمان به نسبت

 کیسه یک پوسته شد داده توضیح قبل قسمت در چنانچه
 لیلد. کندمی حلقۀ خود قطر به نسبت بیشتری رشد
 دهش تشکیل هایکیسه حقیقت در که است این آن اصلی

 هوا جریان سمت به و نبوده شکل کروی صورتبه
 وستهپ اندازۀ شده باعث کشیدگی این و شوندمی کشیده
 که طورهمان. باشد حلقۀ خود قطر از تربزرگ کیسۀ یک

 هایزمان در کیسه یک پوسته اندازۀ شودمی مشاهده
 .است حلقۀ خود قطر از بیشترنیز  مختلف

 

 
 

 کیسهگیری و شکست یک روند شکل (:99)شکل 
 

 
 

 در زمان پوستۀ کیسهقطر حلقه و  اندازۀرشد  (: مقایسۀ92)شکل 
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 شکست مسیر، طول و ارتفاع محل

 ستون جت مایع 
اده ه در قسمت پردازش تصویر دبه توضیحاتی ک توجّهبا 

ن تزریق شده به درو مایع از جت با داشتن تصویری شد،
های مرز توانیم یراحتبه( (الف -99)هوا )شکل جریان 
 سپس ( و(ب -99)کرد )شکل را شناسایی  مایعجت 

 -99)آورد )شکل  به دستپروفیل ستون جت مایع را 
 توانیمبا داشتن پروفیل ستون جت مایع،  درنهایت (.(ج

پارامترهایی همچون مسیر، طول و ارتفاع محل شکست 
 فرآیند پردازش (99)شکل ستون جت را محاسبه نمود. 

 دهد.می را نشان مایع ستون جت
تغییر مسیر ستون جت مایع با تغییر  پژوهشدر این  

و در عدد وبر هوای  در شرایط یکسان نسبت ممنتوم
𝑊𝑒𝑎 ثابت =  در که طورهمانبررسی شده است.  3

 از حاکی نتایج ،شودیممشاهده  (90) شکل نمودارهای
 باعث هوا، به جت ممنتوم نسبت افزایش که است آن

د شون جت به سمت جریان هوا میکاهش خمیدگی ستو
لا جت مایع با نسبت ممنتوم بازمانی که  دیگرعبارتبهیا 

مقاومت شود، ستون جت تزریق می به درون جریان هوا
بیشتری در برابر تغییر مسیر به سمت جهت جریان هوا 

𝑞پر واضح است که نمودار کند. می = به  (90)شکل  10
 جت ستون به هوا، نسبت ممنتوم جت دلیل پایین بودن

 یجۀنت سمت جریان هوا منحرف گردیده است.به بیشتر 
و تمبه و همکاران  [7] مشابهی توسط وو و همکاران

ون نسبت ممنتوم بر روی مسیر ست تأثیربا  رابطۀدر  [11]
 افزایش نسبت ممنتوم، گزارش شده است. جت مایع
باعث افزایش نفوذ ستون جت به درون جریان  همچنین

 (90)طور که در نمودارهای شکل شود. همانیز میهوا ن
𝑞شود، ستون جت با نسبت ممنتوم مشاهده می = 30 

جریان هوا نموده است که در ادامه  نفوذ بیشتری به درون
 بحث قرار خواهد گرفت. مورد 
 محل ارتفاع و طولمقادیر مربوط به  (95) شکل 

 داشته توجهّ .دهدمی نشان را مایع جت ستون شکست
 تج نقطۀ تزریق در درست مختصات محور که باشید
 قطهن آن به نسبت هاگیریاندازه بنابراین گرفته قرار

 اینکه به توجّه با. ج(( -99)شکل ) است گرفته صورت
 رد آن غیریکنواخت ماهیت دلیل به جت شدن شکسته

 در دهش ارائه نتایج یجهدرنت دهدنمی رخ ثابت نقطه یک
 .است شده گرفته تصاویر از عدد 51 میانگین مطالعه این

الف(( مشاهده  -95نمودار )شکل ) در که طورهمان
 نسبت افزایش که است آن از حاکی نتایج ،شودیم

 شکست محل ارتفاع افزایش باعث هوا، به جت ممنتوم
 به ربیشت مایع جت دیگرعبارتبه یا شده هاجت ستون
 محل تفاعار یجهدرنت و کندمی نفوذ هوا جریان درون

. از طرفی دیگر با افزایش یابدمی افزایش جت شکست
نسبت ممنتوم، طول محل شکست جت مایع تغییر 

ر دارای یک مقدا تقریباًکند و طول شکست چندانی نمی
ب((. این  -95)شکل ) است .9080ثابت و با میانگین 

و تمبه و  [7]نتایج با مشاهدات تجربی وو و همکاران 
هر دو نتایج  ؛ وباشندسازگار می ملاًکا [11]همکاران 

 افزایش نسبت ممنتوم منجر ینکهباا رابطۀمشابهی را در 
به افزایش ارتفاع محل شکست و ثابت بودن طول محل 

 اند.، گزارش نمودهشودیمشکست 

 

 
 مایع، د( مسیر ستون جت مایع فرآیند پردازش ستون جت، الف( تصویر اصلی، ب( شناسایی مرزهای جت مایع، ج( پروفیل جت (:99)شکل 
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 های مایع با افزایش نسبت ممنتوم جت مایع به هوامقایسه مسیر ستون جت (:90)شکل 

 

 )ب( )الف(
 

تغییر محل شکست ستون جت با افزایش نسبت ممنتوم. الف( ارتفاع محل شکست جت، ب( طول محل شکست  مقایسۀ (:95)شکل 

 جت

 
 گیرینتیجه

 تزریق ای جت مایعم شکست کیسهرژی هایمشخصه
 و تحلیلی تجربی صورتبه هوا جریان درون به شده
از یک نازل دایروی با قطر  .گرفت قرار بررسی مورد
ن به درون جریا تزریق جت مایع منظوربه مترمیلی 28.9
 کتکنی توسط مایع هایجت بهره گرفته شده است. هوا

 هاجت ایلحظه وضعیت و شده آشکارسازی نگاریسایه
 گردیده ثبت و ضبط بالاسرعت دوربین یک از استفاده با

 لبمت افزارنرمدر ی که کُد استفاده از تصاویر با .است
 روب عددمورد پردازش قرار گرفتند.  نوشته شده است،

 نبی هوا به مایع جت ممنتوم نسبت و 01 تا 189 بین هوا
 بر روی رژیم شکست یرشانتأثبرای بررسی  91 تا 5
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 یلتحل یک مطالعه این در .است شده داده تغییرکیسه 
 اردهو نیروهای بین تعادل وجود گرفتن نظر در با تئوری

 ددع یک درنهایت که است شده انجام کیسه یک روی بر
در  .است آمده به دست هاکیسه گیریشکل برای معیار

های از رژیم متفاوت سه نوعاین مطالعه همچنین 
عداد وبر هوای مختلف مشاهده شکست جت مایع در ا

رژیم شکست ستونی در اعداد وبر هوای  کهطوریبهشد. 
𝑊𝑒𝑎 < وبر هوا شاهد رژیم شکست  با افزایشو  5

5ای در اعداد وبر کیسه < 𝑊𝑒𝑎 <  درنهایتو  بودیم 25
با افزایش بیشتر وبر هوا رژیم شکست ترکیبی )برشی/ 

25ای( از عدد وبر هوا کیسه < 𝑊𝑒𝑎  .در این پدیدار شد
ررسی بمورد  نیز هاپوستۀ کیسهقطر حلقه و  اندازۀمطالعه 

ه محاسبات صورت گرفت اساس برمحاسبه قرار گرفت. و 
ها پوستۀ کیسهقطر حلقه و  اندازۀمشخص گردید که 

 2896با میانگین به ترتیب  دارای یک مقدار ثابت تقریباً
یر ت به هوا تغیتغییر نسبت ممنتوم ج او ب است 989و 

پوستۀ چنین نتایج حاکی از آن است که مه .کندنمی
کنند یم حلقۀ خودها رشد بیشتری نسبت به قطر کیسه
جریان  به سمت پوستۀ کیسهکشیده شدن دلیل این امر  که

کره یک نیم صورتبهکیسه  دیگرعبارتبه ای استهوا 
 ۀحلق قطر و پوسته اندازۀ کند.در جریان هوا رشد نمی

 برای های مختلفدر زمان رشدشان حین در هاکیسه
بررسی گردید. مشخص شد که در  ثانیهمیلی 6 مدّت
ر از کمی بیشت پوستۀ کیسه اندازۀهای مختلف نیز زمان
مسیر ستون جت مایع و همچنین  .است حلقۀ کیسهقطر 

طول و ارتفاع محل شکست ستون جت نیز در این 

ند. نتایج حاکی از آن شد مطالعه مورد بررسی قرار گرفت
که با افزایش نسبت ممنتوم مقدار انحراف ستون جت به 

یا  کندسمت جهت جریان هوا کاهش پیدا می
 ستون جت در برابر تغییر مسیر به سمت دیگریعبارتبه

ث باع یجهدرنتکه  کندجریان هوا مقاومت بیشتری می
ع اافزایش نفوذ جت مایع به درون جریان هوا شده و ارتف

 یابد. محل شکست ستون جت افزایش می
 

 ه نامه ژوا
 

 علائم انگلیسی

d  قطر، mm 

do   ،قطر نازلmm 

u   ،سرعتm/s 

We  عدد وبر 

 علائم یونانی

ρ   ،3چگالیkg/m 

σ   کشش سطحیN/m 

μ   2لزجتN/m 

λ  اندازۀ پوستۀ کیسه 

 زیرنویس

j 
 جت مایع 

a  هوا 

r  حلقه 
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 یهاداده از نوک ترک با استفاده ناحیۀ پلاستیکو  ICKبر چقرمگی شکست  شکل V اریشبررسی اثر عمق 

 API X65فولاد  در ضربۀ شارپی آزمایش

 پژوهشی  –مقاله علمی 

 

 (9)محمدرضا مرکی          (2)نگ دوستخلیل فره          (9)علی حسین زاده

 

شیار بر     مقاله نیادر  چکیده سی اثر عمق  ست     یچقرمگبرر ستیک و  (ICK)شک ستفاده  ناحیۀ پلا ضربۀ   ایشآزم یهااز داده نوک ترک با ا
شااکساات  یم و انرژمتفاوت انجا یارهایبا عمق شاا API X65از جنس های انتقال نفت و گاز فولادی لولهشااده از اسااتارا  (CVN) شااارپی

افزار آباکوس شده گرسون در نرم  اصلاح  بیبر اساس قانون آس   یبعدضربه با مدل سه   شیآزما یوتریکامپ یساز هیشب  نیشد. همچن  یریگاندازه
از  دهآمدست به (CVN) ضربۀ شارپی  های آزمایش و انرژی شکست   میتسل  ش، معادلات بر اساس تن ICK ریبه دست آوردن مقاد  یانجام شد. برا 

 .دابییکاهش م ضربۀ شارپیشیار نمونه عمق  شیبرآورد شده با افزانوک ترک  ناحیۀ پلاستیکو  ICK یهاداده. استفاده شد موردنظرفولاد 

 

 ..API X65، اثر عمق شیار، فولاد ضربۀ شارپیپلاستیک نوک ترک، آزمایش  چقرمگی شکست، ناحیۀ كلیدی هایواژه

 

 
Effect of V-notch Depth on Fracture Toughness and the Plastic Region of the Crack Tip 

Using Charpy Impact Test Data in API X65 Steel 
 

A. Hosseinzadeh  Kh. Farhangdoost  M. R. Maraki 

 

Abstract  In this paper, the effect of notch depth on the fracture toughness (KIC) and the plastic region of 

the crack tip material using the Charpy V-Notch test (CVN) data extracted from API X65 with different 

notch depth were conducted and the fracture energy was measured. Also, computer simulation of the 

experiment with a three-dimensional model was performed based on Gurson's modified damage law in 

Abaqus software. To obtain KIC values, equations based on the yield stress (σYS) and the failure energy of 

the Charpy V-Notch test (CVN) obtained from the steel was used. The estimated KIC data and plastic region 

of the crack tip, decreased with increasing notch depth. 

 

Key Words Fracture toughness, Crack tip plastic region, charpy impact test, notch depth effect, API X65 

steel. 
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 مهمقدّ
کاررفته در ایران به لولۀ فولادیای از خطوط باش عمده

و در حال حاضر  است API X65د از جنس فولا

اینچ از این فولاد  61هایی قطور با قطر خارجی لوله

شوند. لذا ضروری است تا در مورد این نوع ساخته می

لاعاتی نظیر خواص مکانیکی )چقرمگی شکست، لوله اطّ

، (انرژی شکست، استحکام تسلیم، استحکام کششی

بیل ن قلاعاتی از ایریزساختار، ترکیب شیمیایی و اطّ

 .[9] ی و بررسی گرددآورجمع

( ICK)ای ماده چقرمگی شکست کرنش صفحه 

 یهاضاامتمستقل از ضاامت قطعه است. ولی برای 

ی برقرار است، ممکن است اصفحهکم که شرایط تنش 

مقاومت ماده با رشد ترک افزایش یابد و قبل از شکست 

. دایجاد شوی از رشد ترک نرم امحدودهنی ماده، ناگها

برای  مورداستفادهی هاشیآزمانین شرایطی در چ

 یساتبه ( CKی )اصفحهی چقرمگی تنش ریگاندازه

محیط،  تابعی از دمای CK کهنیا ژهیوبهقابل تفسیر است، 

فقط تابع  ICK. لیکن استنرخ کرنش و ضاامت قطعه 

تر به اینکه بیش توجّه. با استدمای محیط و نرخ کرنش 

 معمولاً، روندیمی مهندسی به کار هاهسازقطعاتی که در 

حاکم  هاآنی بر اصفحهبه شکلی هستند که شرایط تنش 

ی اصفحهاست، لازم است چقرمگی شکست تنش 

 .[2] یردقرار گبیشتری  توجّهمورد

 مقدار  ICK خطی، الاستیک شکست مکانیک در 

 جسم در کرنش اگر است ترک نوک در تنش تشدّ

-ASTM E استاندارد حاضر، حال در. [3]باشد  الاستیک

 کرنش در ICK مقادیر آوردنبه دست  برای 399

 ادهاستف ترک شدن باز جابجایی حالت برای یاصفحه

ا زیر؛ است نهیپرهز و پیچیده استاندارد این. شودیم

 پیچیده هندسۀ با یکارنیماش آزمایش یهانمونه شامل

 ،این بر علاوه. است سات بسیار یهاتلورانس تحت

 شده آنالیز مواد اگر ساخت، را نمونه توانینم همیشه

 مقادیر توانیم ،وجودینباا. [4]باشد  نداشته مناسب ابعاد

ICK بین  رابطۀ از راICK 5]-[17 ضربۀ شارپیآزمایش  و 

. است CVN نمونه بر اساسها رابطه این. آوردبه دست 

 هندسۀ از مستقل که است ماده خواص یک ICK مقدار

 به تواندیم ICK مقدار بنابراین،؛ است یاصفحه شکرن

شود  اعمال ماده همان ازشده ساخته عنصر یا ساختار

[18]. 

و انرژی  ICK روابط بین از ICK مقادیر مقاله، این در 

 آزمون یهاداده برایشده انجام مطالعات در ضربۀ شارپی

 کار از CVN مقادیر. استشده گزارش CVN ضربه

. آمدبه دست  [9و  96]زاده حسین توسطشده گزارش

 66×91×91) استاندارد ابعاد با شارپیآزمون  نمونه

، زاویه متریلیم 26/1)شعاع قوس شیار  شیار و( متریلیم

 ( در فلز پایهمتریلیم 9تا  26/9و عمق شیار از  درجه 46

مق ع ریتأثدر این مقاله به  شد.  استارا API X65فولاد 

 نوک ترک و چقرمگی شکست پلاستیکناحیۀ شیار بر 

 API X65نتایج تجربی و عددی برای فولاد  بر اساس

 است. شدهپرداخته

 

 معرفی ماده
پراستحکام مانند  یمشاصات فولادها APIاستاندارد 

ست، استحکام شک م،یاستحکام تسل ،ییایمیش بیترک

انجام  ۀساخت، نحو یندهایفرا ،یجوشکار طیشرا

 انیرا ب دستنیازا یو موارد یکیمکان یهاشیآزما

 کیتوسط  ییدهایفولادها با گر نیا ی. تمامکندیم

جز عدد )به نیکه ا شوندیعدد مشاص م کیحرف و 

نوع  نیا می( حداقل استحکام تسلBو  A یدهایگر

( مشاص ksi) یسیفولادها را بر اساس واحد انگل

اند عبارت دهایگر نیا API. بر اساس استاندارد کندیم

، A25 ،B ،X42 ،X46 ،X52 ،X56 ،X60 ،X65 ،X70: از

X80  وX100 محصولات .API  در دو سطحPSL1  و

PSL2 یماتلف استاندارد تاصص طحدو س انگریکه ب 
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 .[91شوند ]یم انیمحصولات هستند، ب نیا ازیموردن

 دو هاب نعتاصدر  دیولااف اهیس ۀلول یطورکلّبه 

 یها. لولهودشیم تقسیمدرز  وندابدسته درزدار و 

 ،قوطی یهالیپروف داتولی ت،اامایع لاانتقا ایرابدرزدار 

 شودیکاربرده مبه یفلز یهاو سازه تمصنوعا ساخت

[21]. 

فولاد  ییایمیش بیو ترک یکیمکان خواص 

ذکرشده  (2)و  (9)در جدول  بیبه ترت شدهشیآزما

 است.

 
 API X65 [21]خواص مکانیکی فولاد  (:9) جدول

 

 خواص مکانیکی مقدار

291 Young’s modulus (GPa) 

616 Yield strength (MPa) 

199 Tensile strength (MPa) 

99/1 Yield to UTS 

21 Elongation (%) 

961 K(GPa) 

119/1 n 

229-297 Vickers Hardness (HV) 

 
 API X65 [21] لولۀ فولادیترکیب شیمیایی  (:2)جدول 

 

Fe Cr Si S Mn P C 

Balance 921/1 219/1 112/1 46/9 119/1 172/1 

 

 آزمایش تجربی
ست به ضربۀ  نمونه  24به اهداف پژوهش،  یابیمنظور د

 اسیشده در مق از لوله ساخته  ییتا 9گروه  9در  شارپی 

با  API X65 دیگر یاژیآل کرویبا جنس فولاد م یصنعت 

 9/94 ۀواریو ضااااامت د   متریلیم 9291 یقطر خارج 

 .جداشده است متریلیم

ه ب آنهارساندن  منظوربهها نمونه پس از برش اولیۀ 

عملیات  آنهابایست بر روی ابعاد استاندارد، می

برشکاری و تراشکاری صورت پذیرد. با استفاده از 

ای برش خورده صفحه لولۀ فولادیزن لوله، دستگاه برش

اشد. باز آن جداشده که این صفحه در قسمت فلز پایه می

متر میلی 9291ای به قطر ها از لولهبه اینکه نمونه توجّهبا 

 هبود کشوند، پس از برش دارای انحنا خواهند بریده می

متر و میلی 91توسط دستگاه فرز، ضاامت آن به 

استاندارد  اندازۀمتر )میلی 66چنین عرض ستون به هم

( کاهش یافت. ضربۀ شارپیهای آزمایش طول نمونه

ی زنی سطح آن صاف و صیقلگاه سنگسپس توسط دست

 شد.

گاه وایرکات        فاده از دسااات با اسااات در این تحقیق 

متر و شاایار میلی 91×91×66ها با ابعاد اسااتاندارد نمونه

 26/1درجه و قوس انتهای شیار با شعاع  46 آن با زاویۀ

نمونه با  9متر )میلی 9تا  26/9متر و عمق شاایار از میلی

ت کافی و رعایت               ّ   با اعمال دق    ( مترمیلی 26/1اختلاف 

 ساخته شد. الزامات استاندارد

ها )ضاامت، طول ت سنجی ابعاد نمونهبرای صحّ 

ها ابعاد شیار نمونه شد. یریگاندازه کرومتریمو عرض( با 

 یعدسبرداری با )عمق و شعاع قوس( با دوربین عکس

متر میلی 119/1افزار پردازش تصویر با دقت ماکرو و نرم

 کاملاًگیری شد که طور دقیق اندازهبه (9)ابق شکل مط

بود و سپس   ASTM E23استاندارد یهاتلورانسمطابق 

واز( سازی اهبه آزمایشگاه کنترل کیفیت )کارخانه لوله

 برای انجام آزمایش ضربه منتقل شد.

با استفاده از ماشین زوئیک  ضربۀ شارپیآزمایش  

 مشاهده (2)ر شکل ژول که د 761رول آلمان با ظرفیت 

سلسیوس )دمای محیط شهر  درجۀ 21شود، در دمای می

برای  ضربۀ شارپی( انجام شد. آزمایش آذرماهاهواز در 

بار تکرار شده و میانگین انرژی  9های فلز پایه نمونه

 آمده است.دستشکست به
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 [96افزار دیجیمایزر ]با نرمگیری اندازه (:9)شکل 

 

 
 

 زوئیک رول آلمان ضربۀ شارپیماشین  (:2)شکل 

 

در این آزمایش سه نمونه با ابعاد استاندارد و  

یراستاندارد غشکل  Vنمونه با عمق شیار  کیوستیب

قرار گرفت. مشاصات  ضربۀ شارپیتحت آزمایش 

در  شدهیشآزمازوئیک رول  ضربۀ شارپیاصلی ماشین 

 است. شدهدادهنشان  (9)جدول 

 
 ضربۀ شارپیت اصلی ماشین مشاصا (:9)جدول 

 ظرفیت

(J) 
زن شعاع ضربه

(mm) 

سرعت 

 (m/s)زن ضربه
 زنجرم ضربه

(kg) 

761 9 42/6 61 

ستم نمایش انرژی بوده و       سی ستگاه مجهز به  این د
ش   به ست نمونه را می صورت دیجیتال انرژی   توان ازک

 مانیتور آن قرائت کرد. روی صفحۀ

ادیر انرژی شکست به مق توجّهطی این مرحله، با  

آمده، انرژی شکست میانگین سه نمونه استاندارد دستبه

درصد ظرفیت  92که این انرژی معادل  استژول  249

دستگاه آزمایش این شرکت بوده است. ازآنجاکه مطابق 

ز بایست اها میاستاندارد، حداکثر انرژی شکست نمونه

این آزمایش ازنظر  ظرفیت ماشین کمتر باشد، 91%
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یک گروه  (9)در شکل  .[22] استقبول تاندارد قابلاس

یی از نمونه آزمایش شارپی قبل و بعد شکست تاسه

ها شود نمونهکه مشاهده می طورهمانشود. مشاهده می

صورت کامل شکسته نشده و شکست نرم اتفاق افتاده به

 است.
 

 نتایج و بحث

 شبودن آزمای ریگوقتو  نهیپرهزبه دلیل دشوار بودن، 

 ترسادهی هاروشاز  شودیمچقرمگی شکست، تلاش 

استفاده  ICKجهت محاسبه  ضربۀ شارپیمانند آزمایش 

و  Rolfe ،Novakقانی نظیر محقّ 9171گردد. از سال 

د به وجود روابطی بین ی متعدّهاشیآزماسایرین با انجام 

ضربۀ چقرمگی شکست و انرژی شکست آزمایش 

شکل( پی بردند.  Vبا شیار  )با استفاده از نمونه شارپی

 لولۀ فولادیتعدادی از روابط که برای  (4)در جدول 

API X65  [21]کاربرد دارد آورده شده است. 

چقرمگی شکست در  ICK (،4)در روابط جدول  
انرژی  CVNتنش تسلیم و  yσحالت کرنش مسطح، 

روی نمونه  ضربۀ شارپیحاصل از آزمایش  شکست
به  هاتیکمو واحد این  است شکل Vشیاردار با شیار 

 است. Jو  MPa√m، MPaترتیب 

با استفاده از روابط جدول و انرژی شکست  

با داشتن  نیچنهمو  ضربۀ شارپیاز آزمایش  آمدهدستبه

σYS = 505MPa  ابتداICK  آورده  به دستحالت  9در

تاندارد اس قان دیگر که برای نمونۀبه محقّ توجهّو سپس با 

ICK دشویمآوردند مقایسه  به دسترای این فولاد را ب 

سپس  .شودیمرابطه که تطابق خوبی دارند برگزیده  2و 

وک ترک ن ناحیۀ پلاستیکبا استفاده از روابط فون میزز 

رین و بهت شودیمی نمونه استاندارد مقایسه سازهیشبو 

ان و در پای شودیممدنظر انتااب  رابطۀ عنوانبهتطابق 

رک و نوک ت ناحیۀ پلاستیکاثر عمق شیار در  به مقایسۀ

ICK  شودیمپرداخته  شدهشیآزمابرای فولاد. 
 

 

 

 
 [96] آزمایش شارپی قبل و بعد شکست با عمق شیار استاندارد( از نمونۀیی )تاسهیک گروه  (:9)شکل 
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 ضربۀ شارپیو انرژی  ICKروابط بین  (:4)جدول 

 

 رابطه مرجع ردیف

1 Rolfe-Novak-Barsom [23,24] (
KIC

σYS

)
2

= 0.64(
CVN

σYS

− 0.01) 

2 Ault et al.  [25] (
KIC

σYS

)
2

= 1.37(
CVN

σYS

− 0.045) 

3 Van der Sluys et al. [26] and Witt [27] (
KIC

σYS

)
2

= 0.893(
CVN

σYS

− 0.0291) 

4 Kussmaul and Roos [28] (
KIC

σYS

)
2

= 1.23(
CVN

σYS

− 0.0061) 

5 WRC 265 [10] KIC = 8.47(CVN)0.63 

6 Sailors and Corten [11] KIC = 14.6(CVN)0.50 

7 Marandet and Sanz [15] KIC = 19(CVN)1/2 

8 Robert and Newton [13] KIC = 8.47(CVN)0.63 

قرمگای شکسات در عمل برای به دست آوردن چ 

 CTو  یانقطهاز دو روش متاداول آزمون خمش سه

اندارد با ابعاد است ییها. بدین منظور نمونهشودیاستفاده م

. حاصل شودیموردنظر اساتارا  و آزماایش م ۀاز ماد

ها برحسب د بر نمونهاین آزمایش نمودار نیروی وار

ترک خواهد بود. سپس از نمودار  ۀگشودگی دهان

آمده مقدار گشودگی ناوک تارک را به دست تدسبه

باین چقرمگی شکست و  ۀباه رابطا توجّهآورده و باا 

گشودگی نوک ترک که در استاندارد آورده شده است، 

. برای [32] آورندیمقدار چقرمگی شکست را به دست م

[ با استفاده ,9121هاشمی و همکار ] شدهشیآزمافولاد 

بر روی  CTی سازهیشبو  یانقطهسهاز آزمایش خمش 

 MPa√m 994تا  299 چقرمگی شکست بین نمونه 911

[ با استفاده از 91آوردند. اصغری و همکاران ] به دست

 mMPa 914√را برای این فولاد  ICKمقدار  CTآزمایش 

برای این فولاد  [31]گزارش کردند. بیک و همکاران 

داشتن  گزارش کردند. با mMPa 919√ را  ICKمقدار 

و همچنین مقادیر  21,29]-[31 شدهگزارش  ICKمقادیر 

ICK  ا ب ضربۀ شارپیبرای نمونه استاندارد  آمدهدستبه

 شدهگزارش (6)، در جدول (4)استفاده از روابط جدول 

 است.

، دو رابطه بر اساس (6)و  (4)از روابط جداول  

 به دست. برای است موردقبول شدهانجامتحقیقات 

ستناد ا قطعی که بتوان برای این فولاد به آن رابطۀآوردن 

وک ترک ن ناحیۀ پلاستیکفون میزز  رابطۀبه  توجهّکرد با 

ه و آورد به دست ضربۀ شارپیرا برای نمونه استاندارد 

ی سازهیشبنوک ترک که در  ناحیۀ پلاستیکسپس با 

 .شودیممقایسه  آمدهدستبه

 ۀرابطاساااس نوک ترک بر  ناحیۀ پلاسااتیک اندازۀ 

 :است [33] (9) رابطۀ صورتبهفون میزز 
 

(9          )r =
1

4π
(

KIC 

σYS
)

2

[
3

2
sin2θ + h(1 + cosθ)]  

نوک ترک،  ناحیۀ پلاسااتیک اندازۀ r(، 9) رابطۀدر  

KIC  ،چقرمگی شااکسااتσYS  تنش تساالیم وh  برای

لت تنش     حه حا حه یا کرنش   h=1ی اصاااف        یاصاااف

h=(1-2ν)2  ست شارپی   ی هانمونه. برای ا حالت  ضربۀ 

ش ی آزمایهانمونهبرای  نیبنابرا، استی اصفحه کرنش 

 رابطۀ بر اساس نوک ترک  ناحیۀ پلاستیک  ضربۀ شارپی  

 :است (2) رابطۀ صورتبهفون میزز 
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r =
1

4π
(

KIC 

σYS
)

2

[
3

2
sin2θ + (1 − 2ϑ)2(1 + cosθ)]     

(2) 

 ICK و ν ،GPa 505  =σYS=  0.3 ادیربا داشااتن مق 

جدول   دی تائ مورد  های  یۀ   نمودار  توانیم (6)در  ناح

یک   با   پلاسااات طۀ نوک ترک را  نه   (2) راب برای نمو

ستاندارد آزمایش   شارپی  ا سه    ضربۀ  سیم کرد.   ابطۀرتر

شتن سه    توجّهبا ماتلف  شرح   (1)در جدول  ICKبه دا

 است. شدهداده

نوک ترک بر اساس  تیکناحیۀ پلاس (4)شکل  

تنش  ی واصفحهکرنش  صورتبهروابط فون میزز 

 .[33] دهدیمشماتیک نشان  صورتبهی اصفحه

 ضربۀ شارپیی آزمایش هانمونهی سازهیشب 

دل م بر اساسپذیر و ی و تغییر شکلبعدسه صورتبه

[ و مراحل ماتلف 96اصلاح گرسون انجام شد ]

 (6)ارد در شکل ی نمونه استاندسازهیشبشکست 

. در این تحقیق قسمت مدنظر در لحظه شودیممشاهده 

 .تاس، شودیمنوک ترک ایجاد  ناحیۀ پلاستیکشروع 

جدول        فاده از روابط  یۀ    نمودار  (1)با اسااات ناح

ستیک  شکل     پلا ستاندارد مطابق  نوک ترک برای نمونه ا

 .است (1)

 

 
 

 

 رپیهای نمونه استاندارد آزمایش شا  ICK (:6)جدول 
 

 ICK مرجع ردیف

MPa√m 
 توضیحات

1 Rolfe-Novak-Barsom [23,24] 4719/271 
 [31-21,29]ی مراجع سازهیشبعدم تطابق با آزمایش تجربی و 

2 Ault et al.  [25] 9117/991 

3 Van der Sluys et al. [26] and 

Witt [27] 9696/991  است [31-21,29]ی مراجع سازهیشبمطابق آزمایش تجربی و 

4 Kussmaul and Roos [28] 9999/994 

 WRC 265 [10] 1699/219 5 [31-21,29]ی مراجع سازهیشبعدم تطابق با آزمایش تجربی و 

6 Sailors and Corten [11] 1977/221 

7 Marandet and Sanz [15] 9199/216  است [31-21,29]ی مراجع سازهیشبمطابق آزمایش تجربی و 

8 Robert and Newton [13] 1699/219  [31-21,29]ی مراجع سازهیشبعدم تطابق با آزمایش تجربی و 

 

 

 

 نمونه استاندارد شارپی ناحیۀ پلاستیکمعادلات  (:1)جدول 

 

 ICK ردیف

(MPa√m) 
 ارپیضربۀ شنوک ترک نمونه استاندارد آزمایش  ناحیۀ پلاستیک رابطۀ

9 9696/991 r1 = 0.03192(1.5 sin2 θ + 0.16(1 + cosθ)) 

2 9199/216 r2 = 0.02721(1.5 sin2 θ + 0.16(1 + cosθ)) 
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[33]ی             ّی در حالت کل اصفحهی و کرنش اصفحهنوک ترک برای تنش  ناحیۀ پلاستیکشماتیک  (:4)شکل 

 

 
 

 شکست،  افزار آباکوس؛ الف( تصویر نمونه قبل ازدر نرم ضربۀ شارپیمراحل شکست نمونه  (:6)شکل 

 ثانیه، میلی 9ثانیه،  ( تصویر نمونه در لحظه میلی 6/9ب( تصویر نمونه در لحظه 

 [96د( تصویر نمونه بعد از اتمام شکست ]
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از تحقیق  آمدهدستبهاز نتایج  r3، (1)در شکل  
که با مقایسه  است [29][ و اصغری ,9121هاشمی ]

 نمودارها بهترین چقرمگی شکست را مقدار 
MPa√m9199/216 گزارش کرد که این  توانیم

که  (1)به شکل  توجّهدرصدی با  4تا  9اختلاف بین 
، ددهیمرا نشان  وپنجشصتنمودار دمایی فولاد ایکس 

 در چقرمگی مؤثریک عامل  عنوانبهاختلاف دما  تبه علّ
 .استشکست 

که  هانمونهسایر   ICKآوردن  به دستبنابراین برای  

 [15]مارندت و ساانز  رابطۀاز  کندیمغییر عمق شاایار ت
ستفاده   به ترتیب اثر عمق  (9)و  (7). در شکل  شود یما
 نوک ناحیۀ پلاسااتیکو اثر عمق شاایار بر  ICKشاایار بر 

 .دهدیمرا نشان  وپنجشصتترک در فولاد ایکس 
 تیشکست که خاص یچقرمگ (7)در نمودار شکل  

ست   ش  یتابع عنوانبهماده ا ست.   شده داده اریاز عمق  ا
تابع ضاااامت نمونه  ،مقاومت ماده در برابر شااکساات

 نیشااد، ا ادیز یکاف اندازۀبهضاااامت  یاساات و وقت
 یمقدار ثابت، چقرمگ  نیرود. به ا یم نیاز ب یوابساااتگ

شود.یشکست گفته م
 

 
 

  نوک ترک نمونه استاندارد شارپی ناحیۀ پلاستیک (:1)شکل 

 

 
 

 ICKشیار نمونه شارپی بر نمودار اثر عمق  (:7)شکل 
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 ی شارپی با تغییر عمق شیارهانمونهنواحی پلاستیک نوک ترک  (:9)شکل 

 

 
 

 API X65 [34]دما برای فولاد -نمودار انرژی (:1)شکل 

 

با  شااودیممشاااهده  (7)که در شااکل  طورهمان 
شکست طبق رابطه نمایی      شیار چقرمگی  افزایش عمق 

شاادن سااطح  کم تبه علّکاهش که این  ابدییمکاهش 
که با افزایش  شودیممشاهده  (9). در شکل است مقطع 

 .دابییمنوک ترک کاهش  ناحیۀ پلاستیکعمق شیار 

شکل    ستیک  (99)و  (91)در  نوک ترک  ناحیۀ پلا
ش  در نمونۀ شیار از   اریبا شاهده  ساز هیشب و بدون  ی م

 .شودیم
دون نمودار شاایاردار و ب که از مقایسااۀ طورهمان 

ست،       شاص ا ستیک شیار م در نمونۀ بدون  ناحیۀ پلا
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شتر از نمونۀ    سیار بی ل شیاردار است و مانند شک    شیار ب
 .کندینمتبعیت  است دارترکی هانمونهکه برای  (1)

 

 
 

 نوک ترک نمونه استاندارد شارپی ناحیۀ پلاستیک (:91)شکل 
 

 
 

 نمونه شارپی بدون شیار ناحیۀ پلاستیک (:99)شکل 

 
 یریگجهیتن

بر  شکل  Vبررسی اثر عمق شیارحاضر  قیدر تحق
 تفادهنوک ترک با اس ناحیۀ پلاستیکچقرمگی شکست و 

 کسیافولاد  در ضربۀ شارپی آزمایش یهاداده از
 وچهارستیب قیتحق نیا یشد. برا یوپنج بررسشصت

تکرار( با  بار 9نمونه )هر نمونه با  ینمونه در هفت سر
نمونه با ابعاد  ییتا 9 یسر کیو  نداردراستایغ اریعمق ش

ضربۀ قرار گرفت. دستگاه  شیاستاندارد مورد آزما
ژول  761 تیبا ظرف شیآزما نیمورداستفاده در ا شارپی

 نیانتااب شد. همچن ASTM E23مطابق استاندارد 
افزار آباکوس صورت رمنمونه در ن یبعدسه یسازهیشب

 رت است از:آمده عبادستبه جینتا ۀگرفت. خلاص
 یشاااکسااات شاااارپ یانرژ اریعمق شااا شیبا افزا .9

ساس   ییصورت نما به  0.352a-E = 503.44e رابطۀبر ا

همچنین با افزایش عمق شااایار، . کندیم دای کاهش پ 

ست     شک ساس نمایی  صورت بهچقرمگی   ۀرابط بر ا
0.181a-= 430.24e  ICK  کندیمکاهش پیدا. 

ون ف رابطۀه از نوک ترک با اسااتفاد ناحیۀ پلاسااتیک .2
 رابطۀاز  آمدهدسااتبهمیزز و چقرمگی شااکساات  

سنز   ست ماندرات و  شد که با     به د شاهده  آمد و م
ش نوک ترک کاه ناحیۀ پلاستیکافزایش عمق شیار، 

 .ابدییم
بارسااانج   یبرا .9 تا  یاعت چقرمگی شاااکساااات  جین

 ضاااربۀ شاااارپی ی تجرب شیآزما  از آمده دساااتبه 
صغری     شمی و ا ستفاده تحقیقات ها  سه یشد. مقا  ا

تحقیقات  و  یتجرب شیآزما  جیمقدار حاصااال از نتا   
 4 تا 9ماراندت و سنز   رابطۀهاشمی و اصغری طبق   
اختلاف دمای محیط   تبه علّ  درصاااد خطا دارد که   

 .استآزمایش 
 از هآمددستبه ناحیۀ پلاستیک یاعتبارسنج یبرا. 4

 یبعدهس یسازهیاز شب ضربۀ شارپیی تجرب شیآزما
 گرسون استفاده شد. بیشده آسدل اصلاحبر اساس م

یزز از معیار فون م آمدهدستبه ناحیۀ پلاستیک ۀسیمقا
 ی تطابق خوبیسازهیشبماراندت و سنز با  رابطۀو 

 داشت.
 

 تقدیر و تشکر

 خود را از یمقاله مراتب سپاس و قدردان سندگانینو
های های حاصل از آزمایشدانشگاه بیرجند که داده

است و همچنین  شدهانجامین دانشگاه تجربی در ا
دارند. ت هاشمی اعلام میحجّدراهنمایی دکتر سیّ

پژوهش و  ریزاده )مدبیمهندس غر انیآقا همچنین از
رنجبر،  انیمهندس داود ،یتوسعه(، مهندس احمد

رل کنت شگاهیدر آزما یو مهندس سلطان یمهندس کلانتر
ر تشککمال تقدیر و اهواز  یسازشرکت لوله تیفیک

به  دیسد زاتیاز شرکت لوله و تجه نیچن. همرادارند
 قرار دادن فولاد اریدر اخت لحاظ

API X65 و سلوکلو  یقاسم لیمهندس اسماع یانو آقا
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 یاری یسازهیکه در شببادزردشتی آدعلی مهندس محمّ
 .گرددیو تشکر م ینمودند قدردان

 
 نامهواژه

 3D Pointing Test       نقطهسهآزمایش خمش 

 Charpy Impact Test    ضربۀ شارپیآزمایش 

 Tresca Stress   تنش ترسکا

 Von Mises Stress       تنش فن میزز
 Fracture toughness      چقرمگی شکست 

 Simulation        سازییهشب
 Notch Depth    عمق شیار

 Steel              فولاد

 Polar              قطبی
 Fracture Mechanic      مکانیک شکست

   Impact Mechanic      مکانیک ضربه 

 Crack tip plastic region   نوک ترک ناحیۀ پلاستیک
 Specimen        نمونه
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 خودروی الکتریکی یون-لیتیوم باتریسلول حرارتی -سازی الکتروشیمیاییشبیه

 پژوهشی –مقاله علمی 

 

 (2)آرش محمدی                       (9)محمد امیر بیاتی نژاد

 

صلی جهانی شده است      امروزه مشکلاتی مانند تولید آلاینده  چکیده ایی که هتعداد زیاد خودرو .ها و کاهش منابع فسیلی از جمله مشکلات ا
سوخت  ستفاده می از  صلی های هیدروکربنی ا ست   کنند ا شکلات ا ستفاده از خودرو  .ترین عامل بروز این م سب  من حلراهیک  های الکتریکیا ا

 لولس تکدر این مقاله یک  میزان سطح شارژ آن است.    محاسبۀ الکتریکی  هایخودروبرای باتری  هامؤلفهترین یکی از مهم .شود محسوب می 
 شده یساز هیشب  یعدبسه حرارتی با استفاده از دینامیک سیالات محاسباتی    -به روش الکتروشیمیایی  چرخۀ تخلیهحین  منشوری  باتری لیتیومی

شبیه    ست. ابتدا نتایج  شگاهی ولتاژ و دما اعتبار   ا سپس نتایج        سازی با نتایج آزمای ست.  شده ا سیل الکتریکی د سنجی  کننده ر جمعتوزیع پتان
 آورده شده است. در باتری دشدهیتولهای توزیع دما و حرارت ،لیتیوم در الکترود جریان، سطح شارژ، غلظت یون

 

 .، غلظت یون لیتیومباتری لیتیومی، سطح شارژ ی کلیدیهاواژه

 

 

 
Electrochemical-Thermal Simulation of Cell Lithium-Ion Battery of Electrical Vehicle 

 
M. A. Bayati Nezhad               A. Mohammadi 

 

Abstract Nowadays, pollution and reduction in fossil resources are major problems for world. The large 

number of cars which use hydrocarbons fuels is the main factor of this problem. Using of electric vehicles 

is a suitable solution. One of the most important parameters to calculate for electric vehicles battery is its 

state of charge. In this paper, a single prismatic cell of lithium ion battery in discharge cycle with 

electrochemical-thermal has been simulated with 3D CFD. First, numerical results are validated with 

experimental results of voltage and temperature. Then, the results of the electrical potential distribution in 

the current collector, state of charge, the lithium ion concentration in electrode, the temperature 

distribution and generated heat in battery are presented. 

 

Key Words Lithium Ion Battery, State of Charge, Lithium Ion Concentration. 
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 مهمقدّ
در آینده جایگزین  الکتریکی تمام خودروهای
 عنوانبه خواهند شد. باتری داخلی احتراق خودروهای

های این خودرو قوای محرکۀ انرژی تأمین بخش
های تریابهای قابل شارژ در بین باتری. استالکتریکی 

برابر باتری  2 تقریباً) چگالی انرژی بالالیتیومی به دلیل 
برابر  5تا  9حدود تر )، وزن و حجم سبکنیکل کادمیوم(

شارژ سریع، نرخ پایین خود قابلیت ها(، دیگر باتری
 یطولاندرصد در هر ماه( و عمر  91کمتر از بودن )تخلیه 

یل در وساچرخه(، انتخاب مناسبی برای استفاده  511<)
های لیتیومی که اساس کار . باتری[1] الکتریکی است

 بین الکترودهای مثبت و ها بر جابجایی یون لیتیومآن
مثبت جریان  کنندۀجمعدارای اجزای  ،منفی است

ت، زبانه مثبمس(، ) یمنفجریان  کنندۀجمعآلومینیوم(، )
آند(، ) یمنفکاتد(، الکترود مثبت )الکترود زبانه منفی، 

جداساز و محلول الکترولیت است که فضای بین دو 
 های لیتیومیکند. عملکرد باتریالکترود را اشغال می

 تبدیل انرژی) یهتخلبدین گونه است که در فرآیند 
وجود ذرات مهای لیتیوم از شیمیایی به الکتریکی(، یون

 الکترود طرف بهو  جداشده الکترود منفیدر ساختار 
ساختار الکترود  در یتدرنهاو  کنندمیحرکت  مثبت

تبدیل انرژی شارژ )در فرآیند  گیرند.مثبت قرار می
لیتیوم  هایاست و یون الکتریکی به شیمیایی(، بالعکس

رود ای الکتاز الکترود مثبت جدا شده و وارد ساختار لایه
-ومدهی و لیتیهای لیتیومشوند. در اثر فرآیندمنفی می

توسط  والکترون( ایجاد شده ) یمنفالکتریکی گیری، بار 
هایی با رسانایی الکتریکی جریان که ورقه هایکنندهجمع

ریان بنابراین جو  شودمیبسیار بالایی هستند دریافت 
این . آیدیدرمباتری به حرکت  بیرونیدر مدار الکتریکی 

های زبانه. نیز خواهد شدعمل منجر به تولید حرارت 
رودی و عنوانبه مثبت و منفی(های پایانه) یمنفمثبت و 

 کنندۀجمعو خروجی جریان الکتریکی به صفحات 
ا هاند. جریان الکتریکی از طریق زبانهمتصل شده جریان

جریان مثبت و منفی  هایکنندهجمعبه درون صفحات 

ده در های انجام شواکنش شود.یا از آن خارج میو وارد 
 است (9)تا  (9) معادلات صورتبهفرآیند شارژ و تخلیه 

فرآیند الکتروشیمیایی در باتری  (9)در شکل  .[2]
 نشان داده شده است. چرخۀ تخلیهلیتیومی طی 

یه        ند شاااارژ )تخل بت در فرآی واکنش الکترود مث
 :[2] بالعکس است(

(9                )LiMO2 → Li1−xMO2 + xLi+ + xe− 
یه      ند شااااارژ )تخل واکنش الکترود منفی در فرآی

 :[2]است(بالعکس 
(2                                )C + xLi+ + xe− → LixC 

 :   [2] کلّیواکنش 
(9                    )LiMO2 + C → LixC + Li1−xMO2 
 

 
 

 [3] میویتیل تخلیۀ باتریدر  ییایمیالکتروش ندیفرآ (:9)شکل 

 
های لیتیومی شامل های استفاده از باتریچالش 

افزایش کارایی، ایمنی و طول عمر باتری است. استفاده 
و  یپرانرژدلیل ترکیب مواد به های لیتیومی از باتری

های الکترولیت ممکن است باعث بروز اشتعال و حلال
حداکثر دما و  . همچنین افزایش[4]شود انفجار باتری

ما در باتری منجر به عدم تعادل د یریکنواختغتوزیع 
ها سلولدر  سطح شارژ اختلاف یجهدرنتالکتریکی و 

بنابراین به یک سیستم مدیریت باتری دقیق نیاز ؛ شودمی
م مناسب ایفای نقش کند. سیست صورتبهاست تا باتری 

 منظوربه) یباترعواملی چون دمای  مدیریت باتری
دمای باتری و خطر  ازحدیشبجلوگیری از افزایش 
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ما سازی د)یکنواخت انفجار(، توزیع دما در سلول باتری
ا هدر سلول باتری(، توزیع غلظت یون لیتیوم در الکترود

)جلوگیری از کاهش ظرفیت باتری(،  و الکترولیت
عیین لتاژ باتری و ت، ومحدودۀ بهینهجریان باتری و تعیین 

از  وگیری)جل ، تخمین سطح شارژ باتریمحدودۀ بهینه
شارژ/تخلیه( و تخمین سطح سلامت  ازحدبیشافزایش 
فرار  های فیزیکی،جلوگیری از تخریب منظوربهباتری را 

 کندحرارتی، پیری و عدم تعادل در سلول نظارت می
 اجزای از است ممکن. سیستم مدیریت باتری [5]

 هاکننده اعمال و هاکنندهکنترل سنسورها، مانند بسیاری

 هاسیگنال و هاالگوریتم ها،مدل از بسیاری توسط که

-در حال حاضر، شرکت. [6] شود تشکیل شود،می کنترل

 ،A123Systems،Tesla  ،BMZ، CATL همچونهایی 
Panasonic، Leclanché ،LG Chem ،SK Innovation ،

BYD  وTargray ولید به تتخصصی و متمرکز  صورتبه
استفاده در خودروهای  جهتهای لیتیومی باتری

ای هسازی باتریبرای شبیهاند. الکتریکی پرداخته
اتری بتوصیف ) یاضیر سازیشبیههای لیتیومی، روش

-بیهش(، ها و نمادهاقضیه ،به کمک زبان ریاضیلیتیومی 

 و مقاومت شامل تعدادیمعادل )مدار  وسیلۀبهسازی 
مامی تو با خاصیت حفظ  منبع ولتاژمتصل شده به  خازن

 یحرارت-الکتریکیسازی شبیه(، خواص الکتریکی
بررسی رفتار حرارتی باتری با قرار دادن ترم منبع تولید )

-یهشبگرما و محاسبه دما، جریان، ولتاژ و سطح شارژ( و 

 وتحلیلتجزیه برای اغلب) یمیاییش-الکتریکیسازی 

داخلی و  مواد از بسیاری با رابطه در باتری عملکرد
با در نظر  های شیمیایی صورت گرفته در باتریواکنش
و  شیمیایی و ترمودینامیک الکترودینامیک اثرات گرفتن

محاسبه دما، جریان، ولتاژ، سطح شارژ و توزیع  درنتیجه
در این مقاله،  .غلظت یون لیتیوم در باتری( وجود دارد

 حرارتی-کوپل شده الکتروشیمیایی سازیشبیهاز 

 و قابلیت اعتماد در نتایج استفاده دقّتافزایش  منظوربه
 یتخلیۀ باتر، فرآیند سازیشبیهد. از نتیجه خواهد ش

 توان سطح شارژ باتری راو بنابراین می گیردصورت می

 تخمین زد.
 

 تحقیق پیشینۀ
 یومیتیل یعملکرد باتر چانگ و همکاران، 2112در سال 

LiFePO4 برابر( و  91الی  9) مواد تیهدا شیبا افزا را
ود بهب ومیرکونیو ز ومیوبینا وم،ینیآلوم استفاده از

و همکاران بر روی کنته  2112در سال  .[7] بخشیدند
ام تطبیقی انج های مختلف ذخیره انرژی، مطالعۀدستگاه

دریافتند که باتری لیتیومی دارای  وضوحبهها دادند. آن
-قدرت و چگالی انرژی بیشتری نسبت به سایر دستگاه

انرژی است. علاوه بر این، برخی  سازییرهذخهای 
ها مانند راندمان بالا، چرخۀ عمر طولانی، نرخ ویژگی
-شرکت ،2119در سال  .[8] کم و ولتاژ بالا را دارد تخلیۀ

 لیتیوم نیکل منگنز یاز تکنولوژ های نیسان و ایمارا
( استفاده کردند که LiNixMnyCozO2) یداکس کبالت

، 2119در سال . [9] منجر به چگالی انرژی بالایی شد
-پیش برای معادل مدارشبکه دو یا یک شامل تونین مدل

 مدار ولتاژ و شارژ از یخاصّ وضعیت در باتری پاسخ بینی

-پیش به قادر این مدل شد. ارائه توسط کروز و کرین باز

 و است جریان تغییر با باتری ولتاژ از گذرا پاسخ بینی
 بکار دینامیکی مختلف شرایط در را آن توانمی بنابراین

این مدل آسانی و سادگی اجرای آن است و  مزیّت برد.
عیب آن این است که واحدهای مقاومت و خازن ثابت 

 بینی کاهش ظرفیت نیستفرض شده و قادر به پیش
مدل ترکیبی الکتریکی  چن و رینک، 2199در سال  .[10]

ل و مدار معادهای را پیشنهاد کردند که ترکیبی از شبکه
 پایانهولتاژ ، و در آن و مدل زمان اجرا بودتونین  مدل

تحت شرایط  معادل مدارشبکهباتری توسط یک 
این  مزیّتسازی شد. بارگذاری دینامیکی مختلف شبیه

بالا در شرایط بارگذاری دینامیکی است و  دقتّروش 
-به یخوببههای مدل پارامتر عیب آن این است که

و ینگ ژ 2199در سال  .[11] شودروزرسانی نمی
 ساختار دو دیدگاه به راهمکاران سیستم مدیریت باتری 

کردند. در بخش  بندیطبقه یافزارنرم و یافزارسخت

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%88%D9%85%D8%AA
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%88%D9%85%D8%AA
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%86%D8%A8%D8%B9_%D9%88%D9%84%D8%AA%D8%A7%DA%98
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%86%D8%A8%D8%B9_%D9%88%D9%84%D8%AA%D8%A7%DA%98
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 پارامترهای گیریاندازه و نظارت منظوربه افزارسخت
 هایسیستم دما، و جریان باتری، ولتاژ مانند باتری

 .دش سیستم مدیریت باتری گنجانده در حسگر مختلف
 سیستم مدیریت باتری در مرکز عنوانبه افزارنرمبخش 

طح س و کردهکنترل  را افزارسخت زیرا ،شد گرفته نظر
 تخمین سنسورها همۀ برای شارژ و سطح سلامت را

و ژ لمن توسطاروش فیلتر ک 2192در سال  .[12] زندمی
 تمزیّتخمین سطح شارژ ارائه گردید.  منظوربهوانگ  و

 رتأثیبالای تخمین سطح شارژ تحت  دقّتاین روش 
اغتشاشات خارجی مانند نویز است. عیب این روش این 

ه مستقیم قادر ب صورتبهلمن افیلتر کاست که روش 
تخمین سطح شارژ یک سیستم غیر خطی نیست. 

 .[13] ای داردهمچنین نیاز به محاسبات ریاضی پیچیده
 ینتعی برای آزمایش یک همکاران و لی 2192در سال 

 انجام ماد تغییرات با لیتیومی هایباتری کاهش ظرفیت
با  هاباتری ظرفیت که دهدمی نشان نتایج .دادند

 کمتر از به دما که ، زمانیLiBF4 و LiPF6 الکترولیت
 کاهش گیریچشم طوربهبرسد،  گراددرجۀ سانتی -21
تر ، کمگراددرجۀ سانتی 25در دمای  کهیدرحال یابد،می
در سال  .[14] درصد کاهش ظرفیت وجود دارد 91از 

-عددی الکتریکیسازی شبیه یی و همکاران ،2192
توسط  LiMn2O4حرارتی را برای باتری لیتیومی 

-شبیهانجام دادند. در این  Ansys Workbench افزارنرم

، توزیع یون لیتیوم در سلول باتری تعیین شد و سازی
وم غلظت یون لیتیدریافتند که با کاهش دما، تغییرات 

افزایش یافته که منجر به از دست رفتن ظرفیت باتری 
یند آشود. نشان داده شد که گرمای آنتروپی در فرمی

ا هتخلیه با نرخ پایین، غالب و گرمای واکنش در الکترود
. برای استدر فرآیند تخلیه با نرخ بالا، غالب 

تری ااعتبارسنجی با نتایج تجربی به روش آزمون پالس، ب
( گراددرجۀ سانتی 25اتاق )با جریان ثابت در دمای 

ین ا تا رفتار باتری مشخص گردد. مقایسۀتخلیه شد 
. در سال [15] داد درصد را نتیجه 2نتایج خطای کمتر از 

منظور را به LiFePO4باتری  همکاران و ینگژ 2194

بررسی سطح شارژ و ولتاژ تحت آزمایش قرار دادند. 
در حین تخلیه بر حسب زمان در  را ولتاژها نمودار آن

ترسیم و مشاهده کردند که با  گراددرجۀ سانتی 21دمای 
افزایش زمان، ولتاژ خروجی کاهش یافته است. همچنین 
مشاهده شده است که با افزایش زمان، سطح شارژ باتری 

 H∞، روش فیلتر 2194. در سال [16] یابدنیز کاهش می

برای تخمین سطح شارژ استفاده شد. فیلتر ژانگ توسط 

∞H و گیردمی نظر در زمان با متغیر های باتری راپارامتر 
 هایویژگی و فرآیند نویز مشخصات دانستن به نیازی

 شده طراحی سادگیبه مدل این .نیست گیریاندازه نویز

 .است خاص شرایط در عمل برای بالا قدرت دارای که
دقّت، هزینۀ این روش عملکرد بهینه از نظر  مزیّت

زمانی است. عیب این روش این است  محاسبات و بازدۀ
دل را م دقّتتواند دما، پیری و هیسترزیس می تأثیرکه 

با  همکاران چنگ و، 2195در سال  .[17]کاهش دهد
 افزارنرم وسیلۀبهاستفاده از باتری لیتیومی کبالت اکسید و 

AutoLionسازی باتری لیتیومی را توسط مدل ، شبیه
حرارتی در دماهای مختلف محیط انجام دادند -فیزیکی

اژ و پاسخ ولت دما بر مقاومت درونی باتری، دامنۀ تأثیرو 
عمر باتری( را بررسی کردند. کاهش ) یباترظرفیت 

ولتاژ خروجی  ی باتری منجر به افزایش محدودۀدما
دمای باتری  شود. نشان داده شد که کاهشباتری می

باعث افزایش مقاومت درونی باتری شده که این عامل 
 در باتری ظرفیتشود و باعث کاهش ظرفیت باتری می

 تخریب ترسریع بالاتر دماهای به نسبت ترپایین دماهای

بهیرایی، فرتاج و نظری،  ،2192در سال  .[18] شودمی
را برای سلول باتری  حرارتی-الکتریکی سازیشبیه

در  ساعتآمپر 5 لیتیومی با استفاده از باتری
انجام دادند. در این  COMSOL Multiphysicsافزارنرم

آب( جهت کاهش دمای ) هکنندخنک سیّالپروژه از یک 
مشخص شد که افزایش عدد  .باتری استفاده شده است

 باعثحداکثر دمای باتری را کاهش داده ولی  ،رینولدز
به دلیل هدایت نامناسب حرارت یکنواخت دما توزیع غیر

که با افزایش ضخامت  مشخص شد . همچنینشودمی
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کننده، سطح تماس افزایش یافته، انتقال صفحات خنک
حرارت بیشتر شده، حداکثر دما کاهش و توزیع دما 

سنجی نتایج، دمای منظور اعتباربه. شودتر مییکنواخت
وربین د سلول باتری به روش تجربی و با استفاده از یک

شده است. مشخص شد که  گیریاندازه قرمزمادون
 رتدارای حداکثر دمای پایین ،دو کاناله ۀکنندسیستم خنک

-تری نسبت به سیستم خنکو توزیع دمای یکنواخت

تانگ و وو  2199در سال  .[19] تک کاناله است ۀکنند
های لیتیومی در طول به بررسی خواص حرارتی باتری

 ، از یک باتریپژوهشپرداختند. در این  تخلیه فرآیند
و از جنس  ساعتآمپر 21لیتیومی با ظرفیت 

LiFePO4 / MCMB ه استفادعددی سازی برای یک شبیه
تغییرات گرمای اهمی، گرمای واکنش  شد.

الکتروشیمیایی و گرمای قطبش در تخلیه با جریان و 
همچنین ارتباط آن با میزان کاهش ظرفیت باتری در طی 

در هنگام مشخص شد که آیند، بررسی شد. فر
شارژ/تخلیه با نرخ معمولی، گرمای قطبش فعال و 
گرمای واکنش الکتروشیمیایی، برای کاتد و آند، منبع 

از بین رفتن  آید.حساب میهاصلی تولید حرارت ب
مان ز مدّتتخلیه، هر دو بر /ظرفیت در طول فرآیند شارژ

ز چنین بر سطح شارژ نیگذارد. هممی تأثیرشارژ و تخلیه 
گذاشته که موجب تغییر در رفتار حرارتی باتری  تأثیر
شود. علاوه بر این مشاهده شد که به دلیل از بین می

بیشتر،  ۀچرخرفتن لیتیوم فعال در طول فرآیند، باتری با 
-تولید می کمتری را در فرآیند شارژ/تخلیه کلّیحرارت 

مدل  کی همکارانزاده و حسین 2199در سال  .[20] کند
رفتار  فیتوص یبرا را بعدییک یحرارت-ییایمیالکتروش

 فرمول شیمیایی و ساعتآمپر 59 باتری لیتیومی
LiNixMnyCo1−x−yO2  طیاز شرا یاگسترده بازهدر 

 هیتخل ،(C2الی  C5/1) پیوستهاز جمله شارژ  یاتیعمل
 لهیوس کیدر  یباتر و عملکرد (C5الی  C5/1) پیوسته

. ندتوسعه داد رانندگی شهری چرخۀ در یکیالکتر هیلنق
 یمدل حرارت کیجفت الکترود با  کی بعدییکمدل 

ما در د عیشده است تا توز بیسلول ترک کی بعدیسه

دامنه  ی. عملکرد مدل برادیآ به دست یسلول اسیمق
 .تصدیق داده شد گراددرجۀ سانتی 45الی  5 طیمح یادم
به درجه حرارت  یعملکرد باتردهد که ینشان م جینتا
 45 از طیمح یوابسته است. با کاهش دما اریبس طیمح

در  ی، انرژگراددرجۀ سانتی 5به  گراددرجۀ سانتی
 هیدر تخل بیبه ترت درصد 9/2 و درصد 9/92 به دسترس

C5/1  وC5  چن و  2191در سال  .[21] یابدیمکاهش
شبکۀ  یلهوسهب یافتهبهبود یمدل باتر کیابتدا در  زیونگ
 ،یدجد شدهیفتعر یهایورود یبا معرف پیشرو عصبی

 و پیشرو شبکۀ عصبی. بر اساس مدل ایجاد کردند
سطح  نیروش تخم کیگسترده،  کالمن لتریف تمیالگور
و  دش یطراح پیشرو شبکۀ عصبیبر  یمبتن شارژ

مده آ به دست یتجرب یهااستحکام آن با استفاده از داده
ان نش نتایج. قرار گرفت تأیید مورد مختلف یدر دماها

روش  کی پیشرو شبکۀ عصبیبر  یدهد که روش مبتنیم
کاربرد  طیدر مح سطح شارژ قیبرآورد دق یمؤثر برا

در این مقاله  .[22] است وسایل نقلیه الکتریکی دهیچیپ
خۀ چرباتری لیتیومی منشوری در طول  سلولتکیک 
-الکتروشیمیاییهای مختلف به روش با نرخ تخلیه

الات محاسباتی حرارتی با استفاده از دینامیک سیّ
 شدهسازییهشب AVL FIRE افزارنرمو در  بعدیسه

ان زم مدّتسبب کاهش  سلولتکاستفاده از یک  است.
ری بات هایمؤلفهمحاسبات و همچنین سادگی در تغییر 

 مید به یک استک باتری لیتیوتوانمی یتدرنهاشود که می
استفاده از روش  نوآوری این مقاله. ه شودم دادتعمی

حرارتی است که با در نظر گرفتن -الکتروشیمیایی
های الکتروشیمیایی بین الکترودها و الکترولیت و واکنش

معادلات الکتریکی، شیمیایی و  زمانهمهمچنین با حل 
یار بس دقتّها با سازیشبیه کهشود حرارتی باعث می

ر د بالاتری نسبت به اکثر مطالعات پیشین انجام شود.
-اینکه روش الکتروشیمیایی علّتپیشین به  هایپژوهش

و  است ورودی مؤلفهتعداد زیادی حرارتی نیازمند 
ر تزمان محاسباتی بسیار بالایی دارد، کم مدّتهمچنین 

نوآوری دیگر این مقاله  از این روش استفاده شده است.
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 باتری لیتیومی از جمله سطح شارژ هایمؤلفه سبۀدر محا
قیم مست صورتبهاست که همگی با حل معادلات،  باتری

در  کهیدرصورتهر لحظه قابل محاسبه است.  درو 
های تخمین سطح از روشاغلب ، سایر افراد مطالعات

شارژ مانند روش فیلتر کالمن استفاده شده که هزینه و 
نتایج  در این مقاله لایی دارد.با نسبتاًخطای محاسباتی 

عددی با نتایج آزمایشگاهی ولتاژ و دما با نرخ تخلیه 
طح سپس نتایج س .سنجی شده استجریان ثابت اعتبار

شارژ باتری لیتیومی، توزیع پتانسیل الکتریکی در 
جریان، غلظت یون لیتیوم در الکترود مثبت،  کنندۀجمع

ی ط یدشدهتولهای توزیع دما در سطح باتری و حرارت
شده  محاسبه C5و  C9 ،C9های فرآیند تخلیه در نرخ

 است.
 

 معادلات حاکم
حرارتی شااامل -سااازی الکتروشاایمیاییمعادلات شاابیه

  .کوپل معادلات الکتریکی، شاایمیایی و حرارتی اساات 
قا و انتقال در       تدا معادلات ب جریان و   های کننده جمعاب

شامل الکترود شود ناحیه واکنش حل می  . ناحیه واکنش 
  یکیلکترامنفی و جداساز است. پتانسیل    ، الکترود مثبت

(ϕ
ele

شارژ الکتریکی یعنی معادلۀ از معادل ( به  4 ه بقای 
 .[23] آیدمی دست

(4                                              )∇ ∙ iele
→ = 0 

یان الکتریکی     نده جمعدر  که تراکم جر  های کن
 است. (5) جریان برابر با معادلۀ

(5                                         )iele
→ = −σc∇ϕ

ele
 

 (2) مقدار دما از معادلۀ تعادل انرژی یعنی معادلۀ         
 .[23] شودمیمحاسبه 

 

(2                   )∂(ρccp.cT)

∂t
+ ∇ ∙ q⃗̇ = −iele

→ ∙  ∇ϕ
ele

 

 است. (2)که شار حرارتی رسانش برابر با معادله 
(2                                               )q⃗̇ = −λc∇T 
حرارتی، واکنش -در مدل الکتروشیمیایی 

الکتروشیمیایی در حجم الکترود و در سطح بین 
یل پتانسشود. ت الکترود محاسبه میالکترولیت و ذرا

الکتریکی در الکترودها و پتانسیل یونی در الکترولیت 
مربوطه  از معادلات بقای شارژ (1)و  (9)طبق معادلات 

 .[23] شوندمحاسبه می
(9                                           )∇ ∙ iele

→ = −iras 
 و
(1                                               )∇ ∙ iion

→ = iras 
iele) کاه تراکم جریاان الکتریکی در الکترود   

و  (→
یت    یان یونی در الکترول iion) تراکم جر

صاااورت به  (→
 است. (99)و  (91)معادلات 

(91                                     )iele
→ = −σsεs∇ϕ

ele
 

 و
(99            )      iion

→ = κεe
q
(∇ϕ

ion
−

2RT(1−t+)∇ce

Fce
) 

و دما  (ce) به غلظت نمک لیتیوم (κ) رسانش یونی 
 .[23] شودمحاسبه می (92) بستگی دارد و طبق معادلۀ

 

(92                )κ = κref(ce)exp [
Eact.κ

R
(

1

Tref
−

1

T
)] 

 

ظت یون لیتیوم در ذرات    مد )  غل ظت  ( csجا و غل
یت    مک لیتیوم در الکترول عادلات  ( ce) ن و  (99)از م

 .[23] شوندمحاسبه می (94)
 

(99                     )∂cs

∂t
−

∂

∂r
(Ds

∂cs

∂r
) −

2

r
Ds

∂cs

∂r
= 0 

 و
(94                           )∂(εece)

∂t
+ ∇ ∙ je

→ =
(1−t+)iras

F
 

 (95) صااورت معادلۀکه شااار پخش نمک لیتیوم به 
 است.

(95                                        )je
→ = −Deεe

q
∇ce 

 و )الکترودها( در ذرات جامد ضرایب توزیع لیتیوم 
بق روابط ط ترتیببه کهسااتگی دارند به دما ب الکترولیت

 .[23] دنآیمی به دست (92)و  (92)
 

(92                )Ds = Ds.refexp [
Eact.Ds

R
(

1

Tref
−

1

T
)] 

 و
De = De.ref + δ1(T − Tref) + δ2(T − Tref)

2 
     +δ3(T − Tref)

3 

(92) 
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ϕپتانساایل مدار باز) رابطۀ 
oc

ه شااده برای ( اسااتفاد
 .[24] شودمحاسبه می (99) این باتری، طبق معادلۀ

 

ϕ
oc

= 8 + 5.06θse − 12.58θse
0.5

 

        −8.63 × 10−4θse
−1 + 2.18 × 10−5θse

1.5
 

         −0.46 exp[15(0.06 − θse)] 

        −0.55exp [−2.43(θse − 0.92)] 

(99) 
شارژ     تعریف  (91) صورت معادلۀ به باتری سطح 

 .[23] شودمی
 

(91                                            )SOC =
θ−θ0

θ1−θ0
 

محاساابه  (21) اسااتوکیومتری متوسااط طبق معادلۀ 
 .[23] شودمی

 

(21                                                 )θ =
cs̅̅ ̅

cs.max
 

 

ظت یون لیتیوم متوساااط در ذره     طبق ( cs̅) که غل
 آید.می به دست (29) رابطۀ

 

(29                                 )cs̅ =
1

rs
∫ cs(r. t)dr

rs
0

 
 

در هر  مستقیم صورتبهبنابراین سطح شارژ باتری  
لحظه و در تمامی نقاط الکترود، با استفاده از غلظت یون 

)الکترود( محاسبه خواهد  لیتیوم متوسط در سطح جامد
، (92)و  (99)شد. غلظت یون لیتیوم نیز طبق معادلات 

بنابراین سطح شارژ باتری تابع ؛ وابسته به دما است
(، استوکیومتری سطح T) بسیاری از جمله دما هایمؤلفه

(، ضریب توزیع θ1و  θ0) در سطح شارژ صفر و یک
وم در ( و غلظت یون لیتیDs) یون لیتیوم در سطح جامد

 ( است.cs) ذرات جامد

 

 مشخصات باتری
 باتری لیتیومی از باتریسازی شبیهدر این مقاله جهت 

کره  EiGساخت شرکت  ePLB C020لیتیوم پلیمر نوع 
سازی توسط این شبیه. [25] کنیمجنوبی استفاده می

انجام شده است. هر استک این  AVL FIRE افزارنرم
موازی به  صورتبهسلول است که  94باتری دارای 

الکترود مثبت از  جنساند. یکدیگر متصل شده
Li[NiMnCo]O2، سجنالکترود منفی از گرافیت،  جنس 

 ندۀکنجمع جنسجریان مثبت از آلومینیوم و  کنندۀجمع
 . الکترولیت بکار رفته در باتریاستجریان منفی از مس 

و ( LiPF6فسفات )لیتیوم هگزا فلوئورو  از نوع نیز
. تاسترکیبی از اتیلن کربنات و دی متیل کربنات 

ضخامت و تعداد  و (9)جدول  درمشخصات باتری 
 .استآورده شده  (2)های اجزای باتری در جدول لایه

 
 ePLB C020 [26]باتری  مشخصات (:9) جدول

 

 مقدار مشخصه )واحد( نوع مشخصه

 (مترمیلی) 2 ضخامت

 (مترمیلی) 915 ها(زبانه جزبه) طول

 (مترمیلی) 925 عرض

 )گرم( 412 وزن

 )ولت( 25/9 ولتاژ اسمی

 (آمپرساعت) 21 ظرفیت اسمی

 (آمپرساعت) 29 بیشینه ظرفیت

 ساعت/کیلوگرم()وات 925 انرژی مخصوص

 ساعت/لیتر()وات 921 چگالی انرژی

 )ولت( 9 تخلیه شدهیهتوصحد ولتاژ 

 )ولت( 5/2 حد ولتاژ پایین تخلیه

 

 [26] های اجزای باتریضخامت و تعداد لایه (:2)جدول 
 

 هایهلاتعداد  ضخامت )میکرومتر( جنس ماده

 92 29 آلومینیوم

 99 92 مس

 94 21 +الکترود 

 92 21 -الکترود 

  

 LiPF6خواص الکتریکی و شیمیایی الکترولیت 
خواص  است. (4)مطابق جدول  ePLB C020باتری

جریان مثبت و منفی باتری  هایکنندهجمعالکتریکی 
ePLB C020   است. (5)صورت جدول بهنیز 

باتری   جدول   خواص حرارتی اجزای   (9)نیز در 
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 .شوددیده می
 سلولتکیک  بعدیسهسازی در این مقاله، شبیه 

تی حرار-صورت الکتروشیمیاییباتری لیتیومی به
ظرفیت  نۀبیشیه به بنابراین با توجّ؛ صورت گرفته است
آمپرساعت(، ظرفیت  29سلول ) 94استک باتری حاوی 

ها آمپرساعت است. سلول 2922/1برابر با  سلولتکیک 
 یستبایم سلولتکاند پس موازی متصل شده صورتبه

 94سلول داشته و جریان آن بر  94ولتاژی برابر با ولتاژ 
ظر در ن گراددرجۀ سانتی 25شود. دمای محیط تقسیم 

 کیباتری را برابر  گرفته شده است. سطح شارژ اولیۀ
جریان ثابت برای  چرخۀ تخلیهصد در صد( قرار داده و )

ها سازیشود. در شبیهانجام می C5و  C9 ،C9 یهانرخ
جریان( و  هایکنندهجمعالکترودها و جامد )از دو فاز 

ین های لیتیوم بالکترولیت( جهت انتقال یون) یعمافاز 
از ف عنوانبهجداساز  ناحیۀها استفاده شده است. دالکترو

گرفته شده و تمامی خواص  در نظرمایع یا الکترولیت 
الکتریکی، حرارتی و شیمیایی الکترولیت به این ناحیه 

آن دیده شده است. معادلات انرژی،  تأثیرداده شده و 
فشار و حرارت ویسکوز برای این ناحیه حل شده و نوع 

فحه ص تأثیر نیز تراکم ناپذیر انتخاب شده است. سیّال
متخلخل جداساز نیز با استفاده از عدد تخلخل وارد 

 شود.سازی میشبیه
 

 [26] خواص حرارتی اجزای باتری (:9) جدول
 

 جنس ماده
 چگالی

 (مترمکعب)کیلوگرم/

ظرفیت حرارتی 

 )ژول/کیلوگرم کلوین(

هدایت حرارتی 

 )وات/متر کلوین(

 299 119 2212 آلومینیوم

 919 995 9199 مس

  94/1  9129  9192 جداساز

 59/9  9221  2915 +الکترود 

  14/9  9492  9555 -الکترود 

 

 

 ePLB C020 [23,26]  یباتریت الکترول ییایمیو ش یکیخواص الکتر (:4)جدول 
 

 در الکترود منفی در جداساز در الکترود مثبت خاصیت )واحد(

 (92فرمول ) (92فرمول ) (92فرمول ) (A/V.m) هدایت الکتریکی

 (92فرمول ) (92فرمول ) (92فرمول ) (s2m/)ضریب توزیع یون لیتیوم 

 519/1 9 29/1 (-) تخلخل

 Bruggeman (-) 9/9 9/9 9/9شاخص 

 929/1 929/1 929/1 (-) عدد انتقال کاتیون

 2 2 2 (3kmol/m)غلظت اولیه یون لیتیوم 

 

 

 ePLB C020 [23,26]  یباتر جریان هایکنندهجمع یکیخواص الکتر (:5)جدول 
 

 جریان منفی )مس( کنندۀجمع جریان مثبت )آلومینیوم( کنندۀجمع خاصیت )واحد(

 99911111 29911111 (A/V.m)هدایت الکتریکی 
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 محاسباتی ایجاد شبکۀ
بکه مبحث استقلال از ش بایستیم سازیدر ابتدای شبیه

را جهت دقیق بودن نتایج خروجی بررسی کرد. برای این 
عداد های مکانی و تسلول باتری لیتیومی را با گام ،منظور

ای بندی کرده و نتایج خروجی برتقسیمات مختلف شبکه
سطح شارژ باتری طی فرآیند تخلیه جریان ثابت  مؤلفه

بندی محاسباتی شبکه بررسی شده است. C9با نرخ 
منظم  صورتبهانجام شده و  AVL FIRE افزارنرمتوسط 

نمودار تغییرات سطح  (2) در شکلو سازمان یافته است. 
های یبندشارژ باتری بر حسب ظرفیت در تعداد شبکه

شود، طور که دیده میه است. همانمختلف نشان داده شد
-ازیسدقیق و مناسب برای انجام شبیه شبکۀ محاسباتی

شبکه است و افزایش  29221با  شبکۀ محاسباتیها، 
-ایج شبیهدر نت یریتأثبیش از آن  شبکۀ محاسباتیتعداد 

سازی نخواهد داشت و تغییرات سطح شارژ کمتر از یک 
 درصد خواهد بود.

ر د شبکۀ محاسباتیتعداد تقسیمات  (2)در جدول  
راستاهای مختلف سلول باتری لیتیومی ارائه شده است. 

های های ایجاد شده در کل حجم بخشتعداد شبکه
است. (2)صورت جدول مختلف باتری نیز به

 

 
 

 مختلف شبکۀ محاسباتیبا تعداد  C9تغییرات سطح شارژ بر حسب ظرفیت باتری در نرخ  (:2)شکل 

 
 یمختلف سلول باتر یدر راستاها شبکۀ محاسباتی ماتیتعداد تقس (:2)جدول 

 

 تعداد تقسیمات راستا

 25 ها(زبانه جزبهطول باتری )

 42 عرض باتری

 5 هاطول زبانه

 99 هاعرض زبانه

 4 زبانه منفی با جریان منفی همراه کنندۀجمعضخامت 

 2 الکترود منفیضخامت 

 5 جداسازضخامت 

 2 الکترود مثبتضخامت 

 4 زبانه مثبتبا همراه جریان مثبت  کنندۀجمعضخامت 
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 باتریسلول  های مختلفبخش در حجم شبکۀ محاسباتیتعداد  (:2)جدول 
 

 شبکۀ محاسباتیتعداد  بخش

 99991 زبانه منفی خروجی با همراهجریان منفی  کنندۀجمع

 92991 الکترود منفی

 99251 جداساز

 92991 الکترود مثبت

 99991 زبانه مثبت خروجی با همراهجریان مثبت  کنندۀجمع

 29221 کل سلول باتری

 
ر ایجاد شده د  سلول تک شبکۀ محاسباتی  هندسه و   

 است. (4)و  (9) هایشکل  مطابق AVL FIRE افزارنرم
باتری در    قرارگیری بخش نحوۀ های مختلف سااالول 

 نشان داده شده است. (9)و جدول  (5)شکل 
 

 
 

 باتری لیتیومی سلولتکبندی هندسه و شبکه (:9)شکل 

 

 
 

 باتری لیتیومی سلولتکبندی شبکهو  هندسه (:4)شکل 
 

 
 

 قرارگیری اجزای سلول باتری لیتیومینحوه  (:5)شکل 

 

 اجزای سلول باتری لیتیومی (:9)جدول 
 

 نام بخش شماره

 جریان منفی کنندۀجمع 9

 زبانه منفی 2

 )آند( -الکترود  9

 جداساز )الکترولیت( 4

 )کاتد( +الکترود  5

 جریان مثبت کنندۀجمع 2

 زبانه مثبت 2

  
 سازیشبیه چرخۀ

شبیه   تأییددر این بخش، جهت  صدیق نتایج  ازی، س و ت
بت      چرخه  ثا یان  یه جر حت نرخ  های تخل یه   ت های تخل

C9،C2، C9  وC5  جام می یان ان یه   شاااود. جر های تخل
صاااورت به ePLB C020 باتری  سااالولتکبرای یک 

 است. (1)جدول 
 

 باتری لیتیومی سلولتکنرخ و جریان تخلیه  (:1)جدول 
 

 جریان تخلیه )آمپر( نرخ تخلیه

C9 2922/1 

C2 2952/9 

C9 9529/9 

C5 199/9 

 

 سازیسنجی نتایج شبیهاعتبار
-اییالکتروشیمیسازی سنجی نتایج شبیهبرای اعتبار
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بر حسب ظرفیت باتری در حالت  ژنمودار ولتا، حرارتی
مودار ن .شوندزمایشگاهی با هم مقایسه میآسازی و شبیه

ریان ج تخلیۀهای ولتاژ بر حسب ظرفیت باتری در نرخ
است. نتایج  (2)مطابق شکل  C5و  C9 ،C2 ،C9ثابت 
سازی تطبیق خوبی را با نتایج آزمایشگاهی نشان شبیه
سازی شبیهدر  تخلیۀ باتریزمان  مدّتکل  دهد.می

به ترتیب برابر با  C5و  C9، C2، C9های عددی با نرخ
طا مقادیر خ بیشینۀ .ثانیه است 421و  155 ،9592 ،9111

، 22/9به ترتیب برابر با  C5و  C9 ،C2 ،C9های در نرخ
 درصد است. 25/9و  41/9، 92/9

ه در نرخ تخلی مثالعنوانبه) با افزایش نرخ تخلیه 
C5 ،)نیز افزایش یافته و  تخلیۀ باتریجریان  شدّت

های الکتروشیمیایی بین سرعت و میزان وقوع واکنش
های انتقال یون شدّت درنتیجهالکترودها و الکترولیت و 

ا شود تیابد. این عمل منجر میلیتیوم نیز افزایش می
سازی عددی و درصد خطای موجود میان نتایج شبیه

ود شنتایج تجربی کمی افزایش یابد. همچنین مشاهده می
(، C9نرخ تخلیه  در مثالعنوانبه) که با کاهش نرخ تخلیه

های الکتروشیمیایی کاهش جریان تخلیه و واکنش شدّت
ازی کاسته سیافته و از اختلاف میان نتایج تجربی و شبیه

دهد که نشان می ها طبق شکلسازیشبیهشده است. 
به  C5و  C9 ،C2 ،C9های تخلیه منحنی ولتاژ در نرخ

شروع ولت  15/9و  14/4، 99/4، 94/4ترتیب از مقادیر 
ولت  99/9و  92/9، 91/9، 4/9و به ترتیب تا مقادیر 

بنابراین با کاهش نرخ تخلیه، ولتاژ باتری ؛ یابدکاهش می
از مقادیر بالاتری شروع به کاهش کرده و میزان تغییرات 
ولتاژ تا انتهای تخلیه افزایش یافته است. همچنین با 

ی در ترهای پایینتوان به ولتاژافزایش نرخ تخلیه، می
زایش بنابراین با اف؛ شروع و پایان فرآیند دست پیدا کرد

ک شده به ولتاژ قطع نزدیتر نرخ تخلیه ولتاژ باتری سریع
تری متوقف خواهد های پایینسازی در ظرفیتو شبیه

 شد.
 ها، تغییرات دمایسازیبیشتر شبیه تأییدجهت  

ه ظرفیت باتری طی فرآیند تخلی متوسط سطح بر حسب

محاسبه شده و با نتایج آزمایشگاهی مقایسه شده است. 
دهد که تطبیق خوبی با این نمودار را نشان می (2)شکل 

ای هنتایج آزمایشگاهی دارد. بیشینه مقادیر خطا در نرخ
C9 ،C9  وC5  5/1و  99/1، 922/1به ترتیب برابر با 

در نرخ تخلیه  مجدداًترین مقدار خطا بیش درصد است.
C5  های آن تشدید واکنش علّترخ داده که

-های بالای تخلیه است. شبیهالکتروشیمیایی در نرخ

دهد که دمای متوسط نشان می (2)ها طبق شکل سازی
های تخلیه از مقدار دمای اولیه سطح باتری در تمامی نرخ

، C9لیه تخ هاینرخکلوین شروع شده است. در  219
C2 ،C9  وC5  دمای متوسط سطح باتری به ترتیب تا

کلوین افزایش یافته  925و  999، 9/912، 2/911مقادیر 
 شدّتبا افزایش نرخ تخلیه و همچنین افزایش است. 

 های الکتروشیمیاییجریان تخلیه، سرعت وقوع واکنش
بنابراین  ؛بین الکترودها و الکترولیت افزایش یافته است

ولید اعم از ت یدشدهتولهای افزایش نرخ تخلیه، حرارتبا 
های درونی باتری و حرارت ژول ناشی از مقاومت

های همچنین تولید حرارت واکنش ناشی از واکنش
زایش ها و الکترولیت نیز افالکتروشیمیایی بین الکترود

شود تا در یک ظرفیت مشخص، در یابد که سبب میمی
یزان افزایش دمای بیشتری رخ بالاتر م های تخلیۀنرخ

 هایدر انتهای فرآیند تخلیه در نرخ مثالعنوانبهدهد. 
، افزایش دمای متوسط سطح باتری C9پایین مانند  تخلیۀ
 بالا های تخلیۀکه در نرخکلوین بوده درحالی 2/2فقط 
کلوین  22، افزایش دمای متوسط سطح باتری C5مانند 
جهت  C2 در نرخ تخلیۀنتایج آزمایشگاهی  ضمناًاست. 

در . وجود ندارد هاگزارشسازی در تصدیق با نتایج شبیه
ارائه  سازیانتهای این بخش، تحلیل حساسیت در شبیه

شده است. سطح شارژ باتری جهت تعیین مقدار انرژی 
ام عملیات شارژ و تخلیه در و همچنین انج در دسترس

درصد  11الی  21)سطح شارژ  ایمن سطح شارژ محدودۀ
طول عمر باتری لیتیومی منشوری(  جهت افزایش

 شود. بدینبسیار مهم محسوب می یاسمقیک  عنوانبه
منظور، تحلیل حساسیت برای تغییرات سطح شارژ 



 9911،دوو یکم، شمارۀ  سال سی  نشریۀ علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک

 

33 

ای هخروجی( در نرخ عنوانبه) یتظرفباتری بر حسب 
یر جزئی تغی طوربهورودی( که  عنوانبه) یهتخلمختلف 
نمودار  (9)در شکل  است.شوند، انجام شده داده می

ای هتغییرات سطح شارژ بر حسب ظرفیت باتری در نرخ
 طورهمانارائه شده است.  C15/9و  C15/1 ،C9تخلیه 

شود، در یک ظرفیت مشخص که در شکل مشاهده می
با تغییر در نرخ تخلیه، بیشترین مقدار تغییرات سطح 

ن شارژ در انتهای فرآیند تخلیه رخ داده که مقدار ای
نسبت به نرخ  C15/9و  C15/1های تغییرات برای نرخ

C9  9)195/1درصد( و  5)199/1به ترتیب برابر با 
بنابراین با ایجاد تغییرات جزئی در مقدار ؛ درصد( است
ورودی، بیشترین مقدار تغییرات  عنوانبهنرخ تخلیه 
خروجی بسیار کوچک خواهد بود. عنوانبهسطح شارژ 

 

 
 

 [25]( )نقاط )خطوط( و آزمایش تجربی سازیدر حالت شبیه هیمختلف تخل هایدر نرخ یباتر تیولتاژ بر حسب ظرف راتییتغ (:2)شکل 

 

 
 

 ی)خطوط( و آزمایش تجرب سازیدر حالت شبیهیه مختلف تخلی هادر نرخ تیبر حسب ظرف یسطح باتر ی متوسطدما راتییتغ (:2)شکل 

 [23] )نقاط(
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 دی(ورو عنوانبه) خروجی( بر حسب ظرفیت با تغییر جزئی در نرخ تخلیه عنوانبه) حساسیت تغییرات سطح شارژتحلیل  (:9)شکل 

 
 بحث بر روی نتایج

-سنجی و تصدیق نتایج حاصل از شبیهپس از اعتبار

های انجام شده با نتایج آزمایشگاهی، سایر سازی
-عیین خواهد شد. نتایج حاصل از شبیهباتری ت هایمؤلفه

 سلولتکحرارتی یک -و الکتروشیمیایی بعدیسهسازی 
با استفاده از دینامیک  ePLB C020باتری لیتیومی 

، C9جریان ثابت  های تخلیۀت محاسباتی در نرخسیّالا
C9  وC5 آمده است. در تمامی کانتورهای ارائه  به دست

از  C9 ط به نرخ تخلیهشده در این مقاله، سطر اول مربو
 9551)ثانیه  ام(، وسط 91)ثانیه  چپ به راست در ابتدا

ام( تخلیه، سطر دوم مربوط به  9111)ثانیه  ام( و انتها
ام(،  91)ثانیه  از چپ به راست در ابتدا C9 نرخ تخلیه

ام( تخلیه و سطر  155)ثانیه  ام( و انتها 491)ثانیه  وسط
 از چپ به راست در ابتدا C5 سوم مربوط به نرخ تخلیه

ام(  421)ثانیه  ام( و انتها 229)ثانیه  ام(، وسط 91)ثانیه 
توزیع پتانسیل  دهندۀنشان (1)تخلیه است. شکل 
جریان مثبت تحت  کنندۀجمعالکتریکی در سطح 

جریان ثابت است. در هر  های مختلف تخلیۀچرخه
زیع وهای تخلیه، تلحظه از فرآیند تخلیه و در تمامی نرخ

 قریباًتجریان مثبت  کنندۀجمعپتانسیل الکتریکی در 
یکنواخت است. با گذر زمان و در انتهای فرآیند تخلیه، 

یکنواختی پتانسیل الکتریکی در سطح  یجتدربه
یابد. همچنین با جریان مثبت کاهش می کنندۀجمع

جریان و  شدّتافزایش  علّتافزایش نرخ تخلیه، به 
یل میایی در باتری، یکنواختی پتانسهای الکتروشیواکنش

جریان مثبت کاهش یافته است  کنندۀجمعالکتریکی در 
که این امر منجر به کاهش عمر باتری لیتیومی خواهد 

توزیع دما در سطح باتری تحت  (91)شد. در شکل 
جریان ثابت آورده شده است.  های مختلف تخلیۀنرخ

 و منفیهای مثبت های عددی، زبانهسازیدر شبیه
ورودی و خروجی  عنوانبههای مثبت و منفی( )پایانه

شرط مرزی( انتخاب شده و جریان ) یکیالکترجریان 
ها، وارد صفحات الکتریکی از طریق این زبانه

جریان شده و یا از طریق آن از صفحات  هایکنندهجمع
ود. شخارج شده و وارد مدار بیرونی باتری می کنندۀجمع
 های باتریان الکتریکی از طریق زبانهجری کهیهنگام

ا هکوچک بودن سطح مقطع زبانه علّت شود، بهوارد می
جریان، تراکم جریان  کنندۀجمعنسبت به صفحات 

یابد. افزایش تراکم ها افزایش میالکتریکی در زبانه
جریان سبب ایجاد تولید حرارتی اهمی بیشتری در این 

شود که دما در مشاهده مینواحی خواهد شد و بنابراین 
نین همچهای باتری افزایش بیشتری خواهد داشت. زبانه

های باتری، دما در هدایت کم حرارتی در گوشه علّتبه 
تر است. در هر نرخ تخلیه با گذر زمان، این نواحی کم

 ها به سمت مرکز باتری گسترشبیشینه دما از طرف زبانه
اهش ح سلول باتری کیافته و یکنواختی توزیع دما در سط

 چرخۀ تخلیهزمان  مدّتیابد. با کاهش نرخ تخلیه، می
میزان گسترش دما به  علّتافزایش یافته و به همین 

تر شده است. همچنین با افزایش سمت مرکز سلول بیش
های تشدید جریان و واکنش علتّنرخ تخلیه، به 
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ایش دمای سلول افز الکتروشیمیایی در باتری، بیشینه
ته و یکنواختی توزیع دما در سلول کاهش یافته است یاف

که این امر ممکن است باعث کاهش عمر و یا انفجار 
به دلیل کوچک بودن ضخامت  ضمناً باتری لیتیومی شود.

متر(، تغییرات دما در میکرو 212) سلول باتری لیتیومی
جریان مثبت به  کنندۀجمع)از  جهت عمود بر باتری

ان منفی( بسیار کوچک بوده و جری کنندۀجمعسمت 
در صفحه باتری است. در شکل  اًمدّتعتغییرات دما 

 باتری لیتیومی تحت سلولتک، نمودار سطح شارژ (99)
جریان ثابت آورده شده است. در هر سه  چرخۀ تخلیه
، سطح شارژ باتری از مقدار C5و  C9 ،C9نرخ تخلیه 

وع به ثابتی شر تقریباً)صد در صد( با شیب  اولیه یک
ح توان به سطکاهش کرده است. با کاهش نرخ تخلیه، می

 C9 ،C9های تخلیه تری دست یافت. در نرخشارژ پایین
، 922/1، سطح شارژ باتری به ترتیب تا مقادیر C5و 

 یابد.کاهش می 529/1و  925/1
 

 
 

 نندۀکجمع)ولت( در سطح  توزیع پتانسیل الکتریکی (:1) شکل

ه )از چپ ب ت در ابتدا، وسط و انتهای فرآیند تخلیهجریان مثب

و سطر سوم  C9، سطر دوم در نرخ C9راست(، سطر اول در نرخ 

 C5در نرخ 
 

 
 

)کلوین( در سطح باتری در ابتدا، وسط و  توزیع دما (:91) شکل

، C9)از چپ به راست(، سطر اول در نرخ  انتهای فرآیند تخلیه

 C5و سطر سوم در نرخ  C9سطر دوم در نرخ 

 

 
 

تغییرات سطح شارژ باتری بر حسب ظرفیت باتری  (:99)شکل 

 های مختلف تخلیهدر نرخ

 
کانتور توزیع سطح شارژ در الکترود  (92)در شکل  

هدایت  علّتایج، به تطبق نشود. مثبت مشاهده می
های باتری، سطح شارژ در الکتریکی بهتر در زبانه

تر است و با گذشت زمان، سطح شارژ کمها نزدیکی زبانه
کند. با افزایش زمان به طرف مرکز الکترود حرکت می

در هر نرخ تخلیه، یکنواختی سطح شارژ در الکترود 
یابد. با افزایش نرخ تخلیه، یکنواختی مثبت کاهش می

یابد که این امر باعث کاهش سطح شارژ نیز کاهش می
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 طول عمر باتری لیتیومی خواهد شد.
 

 
 

( در الکترود مثبت در ابتدا، -) توزیع سطح شارژ (:92)شکل 

)از چپ به راست(، سطر اول در نرخ  وسط و انتهای فرآیند تخلیه

C9 سطر دوم در نرخ ،C9  و سطر سوم در نرخC5 

 
تغییرات غلظت یون لیتیوم در الکترود مثبت باتری  

های مختلف تخلیه محاسبه گردید. نرخلیتیومی تحت 
طور که است. همان (99) این تغییرات مطابق با شکل

یوم های لیتشود، با شروع فرآیند تخلیه، یونمشاهده می
الکترود مثبت حرکت  از سمت الکترود منفی به طرف

 تقریباً مثبت با شیب کرده و غلظت یون لیتیوم در الکترود
مثبت  ظت یون لیتیوم در الکترودیابد. غلثابتی افزایش می

به ترتیب از مقادیر  C5و  C9 ،C9 های تخلیۀدر نرخ
و به  شدهشروع مترمکعبمول بر  9942و  9999، 9291

مول بر  49494و  42599، 49119ترتیب تا مقادیر 
شود که با افزایش یافته است. مشاهده می مترمکعب

ن بالاتری از یوهای توان به غلظتکاهش نرخ تخلیه، می
 (94) در شکل لیتیوم در الکترود مثبت دست پیدا کرد.

کانتور غلظت یون لیتیوم در الکترود مثبت آورده شده 
غلظت یون لیتیوم در الکترود مثبت در نزدیکی است. 

ین ا علّتباتری بیشتر از سایر نقاط است. های زبانه
ی ترهای باموضوع تراکم جریان و دمای بالاتر در زبانه

های باتری سبب افزایش زبانه بالاتر دراست. دمای 
در این نواحی  (92طبق معادله ) یتیوملضریب توزیع یون 

ای هشده و بنابراین غلظت یون لیتیوم در نزدیکی زبانه
باتری از سایر نقاط بیشتر است و با گذشت زمان و 

ا به سمت مرکز هندسه هگسترش دما از سمت زبانه
ول غلظت یون لیتیوم نیز به سمت مرکز سل سلول، بیشینۀ
یابد. افزایش نرخ تخلیه نیز باعث افزایش گسترش می

 ها و درنتیجه افزایش بیشتر غلظتدمای بیشتر در زبانه
 همچنین با افزایشیون لیتیوم در این نواحی خواهد شد. 

افزایش بیشتر در دمای باتری،  علّتبه نرخ تخلیه، 
 یوم در الکترود مثبت کاهشیکنواختی غلظت یون لیت

 حسابهبهای لیتیومی که امری نامناسب برای باتری یافته
آید. می

 

 
 

 هیمختلف تخل یهادر نرخ یباتر تیبر حسب ظرف غلظت یون لیتیوم در الکترود مثبت راتییتغ (:99)شکل 
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، سطر اول )از چپ به راست( ابتدا، وسط و انتهای فرآیند تخلیه( در الکترود مثبت در مترمکعب)مول بر  توزیع غلظت یون لیتیوم (:94)شکل 

 C5و سطر سوم در نرخ  C9، سطر دوم در نرخ C9در نرخ 

 
)تولید حرارت اهمی(  میزان تولید حرارت ژول 

 نیاز مورد سرعت ها باالکترون حرکت ناتوانی ناشی از

های مختلف تخلیه محاسبه گردید. تحت نرخ
ی های الکتروشیمیای، در حین انجام واکنشیگردعبارتبه

 لۀوسیبهو  یدشدهتول در باتری لیتیومی، الکترون
شود. حرکت این می جریان دریافت هایکنندهجمع

 های آن،جریان و زبانه کنندۀجمعها در صفحات الکترون
که مقدار آن باعث تولید حرارت ژول خواهد شد 

جریان تخلیه و میزان رسانایی و هدایت    ّ شد تبه
ی ها بستگالکتریکی مواد استفاده شده در جمع کننده

همچنین بخش دیگری از این حرارت مربوط به  دارد.
های داخلی اجزای های تولید شده در اثر مقاومتحرارت

باتری اعم از فاز جامد و مایع است که مانع از انتقال 
 (95)این تغییرات مطابق با شکل شوند. بار میمناسب 

، C9 های تخلیۀاست. مقدار تولید حرارت ژول در نرخ
C9  وC5  وات  5/1و  29/1، 19/1به ترتیب از مقادیر

 99/1و  92/1، 122/1شروع شده و به ترتیب تا مقادیر 
ه ب چرخۀ تخلیهیابد. در ابتدا و انتهای وات افزایش می

گیری توسط دهی و لیتیوملیتیومهای فرآیند علّت
های منفی و مثبت، میزان افزایش تولید حرارت الکترود

 علتّاهمی شدیدتر است. با افزایش نرخ تخلیه، به 
جریان تخلیه، تولید حرارت اهمی نیز  شدّتافزایش 

های تر شده و در کل، تولید حرارت اهمی در نرخبیش
 تری دارد.مقدار بیشبالاتر تخلیه 

 هایواکنشمیزان تولید حرارت واکنش ناشی از  

های نرخ و الکترولیت در بین الکترودها الکتروشیمیایی
مختلف تخلیه محاسبه گردید. این تغییرات مطابق با 

-است. مقدار تولید حرارت واکنش در نرخ (92)شکل 

 9/1، 14/1به ترتیب از مقادیر  C5و  C9 ،C9های تخلیه 
، 145/1به ترتیب تا مقادیر  وات شروع شده و 2/1و 
یابد. با افزایش نرخ تخلیه، وات افزایش می 99/1و  92/1

های جریان تخلیه و واکنش شدّتبه دلیل افزایش 
الکتروشیمیایی در باتری، مقدار و شیب افزایش تولید 

تر شده و در کل، تولید حرارت حرارت واکنش نیز بیش
 ری دارد.گیرتچشم تأثیربالاتر  های تخلیۀواکنش در نرخ
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تولید حرارت ناشی از گرمایش ژول بر حسب  (:95)شکل 

 های مختلف تخلیهباتری در نرخ ظرفیت

 

 
 

 حسب بر واکنش شیگرما از یناش حرارت دیتول (:92)شکل 

 هیتخل مختلف یهانرخ در یباتر تیظرف

 
 گیرینتیجه

ه باتری لیتیومی ب بعدیسه سلولتکدر این مقاله یک 
-هعددی شبی صورتبهحرارتی -روش الکتروشیمیایی

 C9، C9با نرخ  جریان ثابت ۀچرخۀ تخلیسهسازی شد. 
-سنجی نتایج عددی شبیهاعتبارگرفت.  صورت C5و 

 ،هتخلی نرخ سهدر هر  حرارتی-سازی الکتروشیمیایی
اتری از ب هایمؤلفه. داردتطبیق خوبی با نتایج تجربی 

ریان، ج کنندۀجمعتوزیع پتانسیل الکتریکی در جمله 
 ،ظت یون لیتیوم در الکترود مثبتسطح شارژ باتری، غل

های در سطح باتری و حرارت ی متوسطتوزیع دما
اسبه محهای مختلف نرخ درطی فرآیند تخلیه  یدشدهتول

ه مدآ به دستنتایج زیر  ،و بررسی شد. پس از تحلیل
 :است

بالاتری          .9 باتری از مقادیر  تاژ  با کاهش نرخ تخلیه، ول
تا        تاژ  کاهش کرده و میزان تغییرات ول به  شاااروع 

ست. همچنین با افزایش   انتهای تخلیه افزایش یافته ا
ش های پایینتوان به ولتاژنرخ تخلیه، می روع تری در 

 و پایان فرآیند دست پیدا کرد.
م      .2 یه و در ت ند تخل های  امی نرخدر هر لحظه از فرآی

یل الکتریکی در       تانسااا یه، توزیع پ  ندۀ کنجمعتخل
یکنواخت اساات. با گذر زمان و  تقریباًجریان مثبت 

انساایل یکنواختی پت یجتدربه ،در انتهای فرآیند تخلیه
جریان مثبت کاهش  کنندۀجمعالکتریکی در ساااطح 

به         می یه،  با افزایش نرخ تخل بد. همچنین  لّت یا  ع
شیمیایی   و واکنشجریان  شدّت افزایش  های الکترو

  کنندۀمعجدر باتری، یکنواختی پتانسیل الکتریکی در 
جریان مثبت کاهش یافته اساات که این امر منجر به 

 کاهش عمر باتری لیتیومی خواهد شد.
-هها، دما در زبانتر جریان در زبانهتراکم بیش علّتبه  .9

 نهای باتری بالاتر از سایر مناطق باتری است. همچنی
های باتری، دما هدایت کم حرارتی در گوشه علّتبه 

تر است. در هر نرخ تخلیه با گذر در این نواحی کم
 ها به سمت مرکز باتریزمان، بیشینه دما از طرف زبانه

گسترش یافته و یکنواختی توزیع دما در سطح سلول 
مان ز مدّتبا کاهش نرخ تخلیه، یابد. باتری کاهش می

 میزان علّتافزایش یافته و به همین  چرخۀ تخلیه
ت. تر شده اسگسترش دما به سمت مرکز سلول بیش

ریان تشدید ج علّتهمچنین با افزایش نرخ تخلیه، به 
مای د های الکتروشیمیایی در باتری، بیشینهو واکنش

سلول افزایش یافته و یکنواختی توزیع دما در سلول 
باعث  کاهش یافته است که این امر ممکن است
به  ناًضمکاهش عمر و یا انفجار باتری لیتیومی شود. 

دلیل کوچک بودن ضخامت سلول باتری لیتیومی 
بسیار کوچک  تغییرات دما در جهت عمود بر باتری

 در صفحه باتری است. اًمدّتع دما بوده و تغییرات
سطح شارژ باتری از مقدار اولیه  ،در هر سه نرخ تخلیه .4

ه ثابتی شروع ب تقریباًیب )صد در صد( با ش یک
توان به کاهش کرده است. با کاهش نرخ تخلیه، می

ت هدای علّتبه  تری دست یافت.سطح شارژ پایین
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های باتری، سطح شارژ در الکتریکی بهتر در زبانه
تر است و با گذشت زمان، سطح ها کمنزدیکی زبانه

ش کند. با افزایشارژ به طرف مرکز الکترود حرکت می
زمان در هر نرخ تخلیه، یکنواختی سطح شارژ در 

 یابد. با افزایش نرخ تخلیه،الکترود مثبت کاهش می
 یابد که این امریکنواختی سطح شارژ نیز کاهش می

 باعث کاهش طول عمر باتری لیتیومی خواهد شد.
های لیتیوم از سااامت   با شاااروع فرآیند تخلیه، یون    .5

ه و بت حرکت کرد  الکترود منفی به طرف الکترود مث 
 قریباً تغلظت یون لیتیوم در الکترود مثبت با شااایب     

شاهده می ثابتی افزایش می  شود که با کاهش یابد. م
یه، می  ظت  نرخ تخل به غل بالاتری از یون   توان  های 

یدا کرد.    بت دسااات پ  لّت عبه   لیتیوم در الکترود مث
وم  ها، غلظت یون لیتی  هدایت الکتریکی بهتر در زبانه    

ت تر است و با گذشهای باتری بیشکی زبانهدر نزدی
کند. همچنین زمان به طرف مرکز الکترود حرکت می

ظت یون لیتیوم       یه، یکنواختی غل با افزایش نرخ تخل
یابد که امری نامناساااب در الکترود مثبت کاهش می

 آید.می حساببههای لیتیومی برای باتری

تدا و انتهای    .2 یه  در اب ند  علّت به   چرخۀ تخل  های فرآی

منفی و  هایگیری توسااط الکترودلیتیوم دهی ولیتیوم

ید حرارت    بت، میزان افزایش تول شااادیدتر   ژولمث

ست. با افزایش نرخ تخلیه، به    دّتش افزایش  علّتا

ه و تر شاادنیز بیش ژولجریان تخلیه، تولید حرارت 

ید حرارت   یه   در نرخ ژولتول مقدار و   ،بالا های تخل

 .داردتری بیش تأثیر

ریان ج شدّت افزایش  علّتبا افزایش نرخ تخلیه، به  .2

شیمیایی در باتری، مقدار  تخلیه و واکنش های الکترو

ید حرارت واکنش نیز بیش    یب افزایش تول ر تو شااا

های  شاااده و در کل، تولید حرارت واکنش در نرخ  

 گیرتری دارد.چشم تأثیربالای تخلیه 

 

 واژه نامه
 m2m                  as/3 حجم، عال در واحدمساحت سطح ف

 3mol/m               ce ،غلظت نمک لیتیوم در الکترولیت
 J/kgK                                      cp ،ظرفیت حرارتی ویژه

 3mol/m                             cs ، غلظت لیتیوم در الکترود
 h                                               C/1 ،نرخ شارژ یا تخلیه

 s2m                                D/، یون لیتیوم ضریب توزیع

 J/mol                                               E، یسازالفعّانرژی

 As/mol                                       F ثابت فارادی،

. 2A/m                                        i، تراکم جریان i→ 

 A                                                   I     ،جریان الکتریکی

 →s2mol/m                                                j ،شار توزیع

 2W/m                                                     q̇ ،شار حرارتی

 m                                              r     ،شعاع ذرات الکترود

 m                                                     rs   ، شعاع متوسط ذرات

 J/mol.K                                                 R     ،ثابت جهانی گازها

 SoC                                                             -    ،شارژ سطح

 s                                                                       t    زمان،
   +t                                                                -  عدد انتقال کاتیون، 

 K                                                                         T ،دما
 ∞K                                                                       T ،محیط دمای

 
 های یونانینماد

 Ks2m                                             δ1/ ،وابستگی دمایی

 s2/K2m                                           δ2، دماییوابستگی 

 s3/K2m                                            δ3 ،وابستگی دمایی

 ε                                                        -    ،کسر حجمی

    θ                             -  ،استوکیومتری متوسط در الکترود

 θ0                             -   ،در سطح شارژ صفراستوکیومتری 
 θ1                        -    ،در سطح شارژ یکاستوکیومتری 

                                                                               A/Vm                                                  κ   هدایت یونی،

 W/m                                               λ  ، هدایت حرارتی

 J/kg.K                                                           ρ ،چگالی

 A/Vm                                               𝜎 هدایت الکتریکی،
 V                                                 ϕ ،پتانسیل الکتریکی
 V                                                ϕoc  ،پتانسیل مدار باز
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هازیرنویس  
c                 جریان                                 کنندۀجمع
c +                    جریان مثبت                       کنندۀجمع
c −                                   جریان منفی       کنندۀجمع
e                                             فاز الکترولیت         
s    فاز جامد الکترود                                                 

ele                                فاز انتقال الکترون               

ion                                                       فاز یونی 
ini                                            مقدار اولیه           
ref                                      مقدار مرجع                 
se                 الکترود/الکترولیت سطح مشترک بین ذرات
sep                                جداساز                             
+                                      الکترود مثبت                    
−                                                      الکترود منفی    
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 ارتعاشات آزاد گرافن یلدر تحل SSPHاربرد روش بدون المان ک

 پژوهشی –مقاله علمی 

 

 (2)حسن شکراللهی                (9)کوروش محمدی

 

لایه با در نظر در تن اثر  (، برای بررسیییی ارتااشیییات رااد درا ن دوSSPH)متقارن  در این مقاله روش هیدرودینامیک ذرات هموار  چکیده
شی بین لایه  ستفاده می بر شرایط مرای دیردار  ها ا شکل ثابت  رض می   -شود.  صله بین دو لایه بیرونی در حین تغییر  شود. ماادلات  رااد و  ا

 ه دسییتبیی عرضییی، برنولی برای هر لایه و در نظر در تن جابجایی داخل صییفحه عهوه بر جابجا -حاکم با در نظر در تن تئوری تیر اویلر
شبیه       رکانس SSPHبا حل ماادلات حاکم به روش رید. می ست. این نتایج با نتایج  شده ا سبه  و  یمولکولساای دینامیک  های اول و دوم محا

ست نتایج  ست و          GDQرمده اا حل عددی ماادله حاکم به روش  به د شده ا سه  ست، مقای شده ا ستخراج  ستی   دقّتکه اا مراجع دیگر ا و در
 نشان داده شده است. SSPHروش حل بدون مش 

 

 .SSPH روش ،تیر ساندویچی ،ارتااشات رااد ،درا ن دو لایه ،روش بدون مش کلیدی یهاواژه
 

 

 
Application of SSPH Method in Free Vibration Analysis of Graphene 

 

K. Mohammadi                H. Shokrollahi 

 

Abstract In this paper, the symmetric smoothed particle hydrodynamics (SSPH) as a meshless method is 

explained in detail. Free vibration analysis of bilayer graphenes with interlayer shear effect is modeled. 

The bilayer graphene is modeled as a sandwich beam with free-clamp end condition. To obtain the 

governing equations, each graphene layer is modeled based on the Euler-Bernoulli theory and in-plane 

displacements are also considered in addition to the transverse displacement. It is also assumed that the 

graphene layers do not have relative displacement during vibration. The results obtained by the sandwich 

beam model solved by SSPH method, include the first two natural frequencies of the bilayer graphenes. 

These results are validated by the molecular dynamic and compared with the GDQM results reported in 

the literature. 

 

Key Words Meshless Method, Bilayer Graphene, Free Vibration, Sandwich Beam Model, SSPH Method.
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 مهمقدّ
( یک FEMامان ایادی، روش اجزا محدود ) تبرای مدّ

وسیای اا  عددی دسترۀ روش استاندارد برای حلِّ
های ها و چالشمسألههای مهندسی بوده است. چالش

تری به خود شکل پیچیده مراتببهجهان امروای 
به  قادر ییتنهابهاند، بنابراین روش اجزا محدود در ته

این مسائل نبوده و ناکا ی است. برخی اا  حلِّ
 اا: اندعبارتهای روش اجزا محدود محدودیت

و  هبه هندس توجهّخوب با  یفیتباکتولید یک مش . 9
 مسأله همیشه رسان نیست، ،شرایط  یزیکی

 های بزرگ؛و کرنش شکل رییتغدر  لمثاعنوانبه

تولید و اصهح مش در روش اجزا محدود اا نظر . 2
 است؛ برینههزمحاسباتی 

در مکانیک شکست در مباحث مربوط به رشد . 9
و همچنین در  هاها، بخصوص در میکرو ترکترک
هایی که مسیر رن پیچیده است، به دلیل لزوم ترک

، روش اجزا محدود ممکن یفیتباکوجود یک مش 
 هایی نادرست به دست دهد؛است جواب

ها و یا در مرا دو  اا اا ماده، استفاده در ناپیوستگی. 4
 برهزینهاا روش اجزا محدود غیر ممکن و یا بسیار 

 است.

های روش اجزا محدود، به محدودیت توجّهبا  
های حل عددی که توانایی حل توساه سایر روش

چیده را بدون استفاده اا مش داشته باشد، های پیمسأله
 برای غلبه بر های بدون مشبسیار ضروری است. روش

اند. شدههای روش اجزا محدود توساه دادهمحدودیت
ها نیاای به مش برای دسسته ساای دامنه حل این روش

ندارند، بلکه اا یک سری توابع تقریب و یک دسته نقاط 
کنند. برخی اا مزایای یبرای تخمین توابع استفاده م

های بدون مش نسبت به روش اجزا محدود روش
 اا: اندعبارت

م نیاا به وجود مش، محاسبات به دلیل عد هزینۀ. 9
 یابد؛کاهش می

کردن  تنها با اضا ه یرسانبهبیشتر در محاسبات  دقّت. 2

که نیاا  ییهامحلدر  خصوصبهحل،  نقاط به دامنۀ
 ستیابی است؛به اصهح دارد، قابل د

های بزرگ و رنی و مسائل مربوط به تغییر شکل. 9
 های بدونبا روش یراحتبههمچنین مسائل غیرخطی 

قاط بین ن هستند، ایرا که  اصلۀ یساامدلمش قابل 
اتوماتیک تولید  صورتبهدر حین انجام محاسبات 

 .[1] کندشود و با تغییر امان نیز تغییر میمی

 (SPHذرات هموار )روش هیدرودینامیک  
(Smoothed Particle Hydrodynamics) یک روش ،

وش لادرانژی بدون نیاا به مش است که اا یک ر
میدان متغیرهای هموار  ای برای محاسبۀیابی نقطهدرون

ه( یک جرم، مختصات کند. هر نقطه )ذرّاستفاده می
لادرانژی، سرعت لادرانژی و انرژی درونی دارد؛ سایر 

ه بیابی و یا اا روابط ساختاری درون یلۀوسبهمقادیر 
ها با سرعت محیط پیوسته حرکت هرید. ذرّمی دست

صال ات یجهدرنتکنند، اما با یک شبکه همراه نیست و می
 .[2] ثابت ندارند

یک روش  کامهًروش هیدرودینامیک ذرات هموار،  
های در محیط اصولاًکه  بدون نیاا به استفاده اا مش است

ن تریقدیمی عنوانبهتوان ته کاربرد دارد و میپیوس
های بدون مش اا رن یاد کرد. این روش حل در روش

ابتدا برای پاسخ به مسائل  یزیکی مطرح در نجوم، در 
(، مانند انفجار خلأبدون شرایط مرای ) یبادسهحالت 

لد وینگج، [3] ستاردان، دینامیک ابرها و ... توسط لوسی
ابداع و دسترش  یهدیم 9111سال  در [4] و موناقان

 های یک تابع بدونداده شد. ابتکار رنها، محاسبه مشتق
استفاده اا ساختار محاسباتی مش است. تابع تقریب 

قان است و محقّ SPH)تابع هسته( جزء اصلی روش 
، لیو [6] ، بلسارا[5] بسیاری اا جمله موناقان و لاتانزیو

در این امینه بحث کرده و توابای را  [7,8] و همکاران
را برای  SPHاند. لیبرسکی و پتچک روش پیشنهاد داده

کار با تانسورهای تنش و مواد مقاوم )جامدات( در 
با . [9,10] دسترش دادند یبادسهو  یدوبادحالت 

دو  ،جامدات ساایمدلدر  SPH روش یریکاردبه
ا برو بیشترمحدودیت ذاتی موجود در اصل این روش 
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 ناپایداریپدیده  در نقاط مرای و دقّتنبود پیدا کرد؛ 
 تهش برای ر ع این .(Tensile instability) کششی

منجر به  SPHها و ا زایش کارایی روش محدودیت
های بدون مش دیگری اا بطن این روش ظهور روش

 EFGM (Element Free Galerkinشد؛ مانند روش 

Method ،) روشRKPM (Reproducing Kernel 

Particle Method ،) روشMLSPH (Moving Least 

Square Particle Hydrodynamics ) و روشMLPG ( 
Meshless Local Petrov Galerkin Method)[2]. 

 (SSPHروش هیدرودینامیک ذرات هموار متقارن ) 
(Symmetric Smoothed Particle Hydrodynamics) 

میهدی برای تحلیل  2111انگ در سال ژتوسط باترا و 
کرنش در حالت الاستیک پیشنهاد  -عددی مسایل تنش

رن متقا صورتبهشد. این روش حل، ماتریس ضرایب را 
کند و ضرایب مشتقات تابع هسته را ضرایب محاسبه می

دهد و همچنین تقریب بهتری اا غیر اا صفر قرار می
 .[11] دهدنتیجه می MLSPHجواب را نسبت به روش 

نسی کووالاپیوند ترین سااه اا نااک عنوانبهرا ن، د 
در  یانبورلانهساختار  صورتبه کههای کربن اتم بین

 به دلیل دارا بودن خواصو  اندکنار یکدیگر قرار در ته
 مچنینهو  مکانیکی، الکتریکی، اپتیکی و حرارتی ۀویژ
ویژه  توجهّرن، مورد  پایینبه نسبت تولید  ۀهزین

یک الاست مدولبا درا ن . پژوهشگران قرار در ته است
 ۀترین سااتراپاسکال قوی 9 ای برابر بادرون صفحه
. همچنین [12] استبوده  های اخیردر سالشناخته شده 

 های چند لایه درای در درا نبین لایهمدول برشی 
در بررسی ر تار  .است دیگاپاسکال 1/22حدود 

های چندلایه، اا روش هایکی درا ناستاتیکی و دینامی
 یک، مکانیمولکولساای دینامیک مختلفی مانند شبیه

 .شودهای پیوسته، استفاده میو مکانیک محیط مولکولی
انه ای، مدل تیر چنددبررسی اثر برش بین لایه منظوربه

پیشنهاد شده است.  [13] لیو و همکارانش توسط برشی
با  و مولکولی ساای دینامیکرنها با استفاده اا شبیه

 ای و درهای درون صفحهکردن اا جابجایی نظرصرف
 عرضی یکسان برای تمامی صر اً جابجایی نظر در تن

در ماادلات  برش را عبارتای درا ن چندلایه، هلایه
 هبرنولی اعمال نموده و مدل جدیدی ب-حرکت تیر اویلر

 Multi-Beam Shear) چنددانه برشی نام مدل تیر

Model (MBSM) ) را ارائه نمودند که نتایج حاصل اا
امیک ساای دیننتایج شبیهبا  روش  وق، همخوانی خوبی

 نژاد و همکاران. در مطالاۀ دیگری، ناظمدارد مولکولی
به دلیل شباهت درا ن دو لایه به تیر ساندویچی،  [14]

ارتااشاتی رن  ساایمدلاا مدل تیر ساندویچی برای 
 GDQMاند و سپس با استفاده اا روش دهاستفاده کر

(Generalized Differential Quadrature Method ) به
 اند.عددی ماادلات حاکم پرداخته حلِّ

اا مدل تیر ساندویچی برای تحلیل  مطالاه، در این 
ر شود. یک تیعددی ارتااشی درا ن دو لایه استفاده می

به  پذیر که تنها قادرساندویچی با یک لایه میانی اناطاف
ن(  تحمل نیروهای برشی است )برش بین صفحات درا

بیرونی تیر ساندویچی،  شود. دو لایۀدر نظر در ته می
در تحلیل اا تئوری  کند.صفحات درا ن را مدل می

شود و جابجایی عرضی برای برنولی استفاده می -اویلر
، پس اا یتدرنهاشود. هر سه لایه ثابت  رض می

استخراج ماادلات حاکم، این ماادلات با استفاده اا 
دسسته ساای شده و مدهای اول و دوم  SSPHروش 

ای ه رکانس دقّتشوند.  رکانس طبیای محاسبه می
های با نتایج حاصل اا روش SSPHاا روش  شدهمحاسبه

، تیر چنددانه برشی و مدل تیر مولکولیدینامیک 
که اا مراجع دیگر  GDQMبه روش  شدهحلساندویچی 

لاام به ذکر است  شود.مقایسه میاستخراج شده است، 
 توانیم درا ن، صفحات برای تیر  رض اا استفاده که با

 یا ت دست هادرا ن مکانیکی ر تار اا نسبی شناخت به
 اندتومی مطالاه این در شده انجام  رض دفت توانو می
 تحلیل در ترکامل و ترجامع هایمدل ارائه بر ایمقدمه

 مدل به تیر مدل تامیم با .باشد درا نی صفحات
 ظرن مورد سااۀ توانمی یبادسه مدل سپس و ایصفحه

 تیر دلم بنابراین؛ کرد تحلیل ترواقای و تردقیق طوربه را
 .تاس بادیسه و دوبادی هایتحلیل بر ایمقدمه و پایه
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 فرمولاسیون و معادلات حاکم

، (9)درا ن، تیر ساندویچی مطابق شکل  ساایمدلدر 
ه میانی تنها قادر ب اا سه لایه تشکیل شده است که لایۀ

تحمل نیروهای برشی است و به دلیل چگالی ناچیز اا 
شود، جابجایی نسبی عرضی هر می ظرنصرفاینرسی رن 

های بالایی و پایینی اا مواد سه لایه ثابت و لایه
نولی بر –و اا تئوری تیر اویلر  شدهیلتشکرد همسانگ

های و ضخامت، b، عرض تیر Lکند. طول تیر پیروی می
 رض  hcو  hfهای بیرونی و هسته به ترتیب لایه
 شود.می

 
 

 (یه)درا ن دو لا یچیساندو یرت یکشمات (:9)شکل 

 
 کرنش -جابجایی و تنش  –روابط کرنش 

 به دست( 9) برای رویه بالایی، اا رابطۀ ییجابجامیدان 
 رید.می

 

wt(x, z, t) = w1(x, t) 

ut(x. z. t) = u1(x, t) − (z −
hc + hf

2
)

∂w1(x, t)

∂x
 

(9) 
   رنکه در  

hc

2
 ≤ z ≤

hc

2
+ hf وu1  وw1 به ترتیب ،

جابجایی در راستای طولی و عرضی نقاط واقع بر صفحه 
میانی لایه بالایی است. برای لایه پایینی جابجایی 

 شود.(  رض می2رابطۀ ) صورتبه
 

wb(x, z, t) = w2(x, t) 

ub(x, z, t) = u2(x, t) − (z +
hc + hf

2
)

∂w2(x, t)

∂x
 

(2) 
hf−  پایینی که برای لایه  −

hc

2
 ≤ z ≤ −

hc

2
است و 

u2  وw2، ضی ربه ترتیب جابجایی در راستای طولی و ع

به  وجّهتپایینی است. با  نقاط واقع بر صفحۀ میانی لایۀ

 ل ومیانی حین تغییر شک  رض ثابت بودن ضخامت لایۀ

( بیانگر میدان 9توایع خطی در راستای طولی، رابطۀ )

 جابجایی لایۀ میانی است.
 

wc(x, z, t) = wb(x, z, t) = wt(x, z, t) = w(x, t) 
 

uc(x, z, t) =
u1(x,t)+u2(x,t)

2
+ 

 

                    
2z

hc
(

u1(x,t)−u2(x,t)

2
+

hf

2

∂w(x,t)

∂x
) 

(9) 

  که در رن 
hc

2
 ≤ z ≤

hc

2
جابجایی  –. روابط کرنش  

( و 4بط )ابرنولی اا رو -به تئوری تیر اویلر  توجهّنیز با 

 ریند.می تبه دسبالایی و پایینی  ( به ترتیب برای لایۀ2)
 

εx
t (x, z, t) =

∂ut(x, z, t)

∂x
 

 

                =
∂u1(x,t)

∂x
− (z −

hc+hf

2
)

∂2w1(x,t)

∂x2  

(4) 

εx
b(x, z, t) =

∂ub(x, z, t)

∂x
 

 

                =
∂u2(x,t)

∂x
− (z +

hc+hf

2
)

∂2w2(x,t)

∂x2  

(2) 
به تحمل نیروهای برشی است میانی تنها قادر  لایۀ 

به ( 6) رابطۀ صورتبهجابجایی رن  –کرنش  و رابطۀ
 رید.می دست

 

γxz
c (x, z, t) =

∂w3(x, z, t)

∂x
+

∂uc(x, z, t)

∂z
 

 

                  =
∂w(x,t)

∂x
+ 

 

                     
2

hc
(

u1(x,t)−u2(x,t)

2
+

hf

2

∂w(x,t)

∂x
) 

(6) 
تنش  لایی و پایینی وبا بنابراین تنش محوری در لایۀ 

های متناظر قابل نشمیانی برحسب کر برشی در لایۀ
 محاسبه هستند.

 

          

           

          

       
L 

hc 

hf 

hf 

z 

x 
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σx
t = Etεx

t  

 

= Et (
∂u1(x, t)

∂x
− (z −

hc + hf

2
)

∂2w(x, t)

∂x2
) 

(1) 
σx

b = Ebεx
b 

 

= Eb (
∂u2(x, t)

∂x
− (z +

hc + hf

2
)

∂2w(x, t)

∂x2
) 

(1 ) 
τxz

c = Gcγxz
c  

 

= Gc [
∂w(x, t)

∂x
+

2

hc

(
u1(x, t) − u2(x, t)

2
+

hf

2

∂w(x, t)

∂x
)] 

(1) 
، مدول برشی Gهای بیرونی و ، مدول یانگ لایهEکه  
 میانی است. لایۀ

 
 استخراج معادلات حاکم

اا اصل همیلتون  روردن ماادلات حاکم به دستبرای 
 کنیم.استفاده می

(91                                 )∫ (δU − δT)dt
t2

t1
= 0 

، امان t، انرژی جنبشی و T، انرژی پتانسیل و Uکه  
 شوند.( محاسبه می92( و )99اا روابط ) δUو  δTاست. 

 
  Δt = ∫ ρt (

∂2ut

∂t2 δut +
∂2w

∂t2 δw)
Vt

dVt + 

 

∫ ρb (
∂2ub

∂t2
δub +

∂2w

∂t2
δw)

Vb

dVb 

(99) 
δU = ∫ σx

t δεx
t

Vt

dVt + ∫ σx
bδεx

b

Vb

dVb  + 

 

    ∫ τxz
c δγxz

c
Vc

dVc 

(92) 
  

( و 91) رابطۀ( در 92( و )99)روابط با جایگذاری 
 صورتبه(، ماادلات حاکم 1( تا )4استفاده اا روابط )

 رید.می به دست( 92( تا )99روابط )
 

−EfAf

∂2u1

∂x2
+

GcAc

hc
2

[(hf + hc)
∂w

∂x
+ (u1 − u2)] − 

 

   ρAf
∂2u1

∂t2 = 0 

(99) 

−EfAf

∂2u2

∂x2
−

GcAc

hc
2

[(hf + hc)
∂w

∂x
+ (u1 − u2)] − 

 

−ρAf

∂2u2

∂t2
= 0 

(94) 
 

−
GcAc(hf + hc)

hc
2 [(hf + hc) (

∂2w

∂x2
) + (

∂u1

∂x
−

∂u2

∂x
)] 

 

+2EfIf (
∂4w

∂x4
) − 2ρAf

∂2w

∂t2
= 0 

(92) 

 یهای بیروندر اینجا هندسه و خواص مکانیکی لایه 
نشان داده شده است،  f نویسپایینیکسان است و با 

میانی با  همچنین هندسه و خواص مکانیکی لایۀ
سطح مقطع هر لایه  Aشود. نشان داده می c نویسپایین

ممان دوم سطح مقطع هر لایه است. شرایط مرای  Iو 
xدر  = 0, L ( رورده شده است.96ر رابطۀ )د 

 

(AW̅̅ ̅̅ ̅)δw = 0; (
∂2w

∂x2
) δ (

∂w

∂x
) = 0; 

 

(
∂u1

∂x
) δu1 = 0;   (

∂u2

∂x
) δu2 = 0 

(96) 
 که در رن

AW̅̅ ̅̅ ̅ = −2EfIf

∂3w

∂x3
+ 

 

GcAc(hf + hc)

hc
2

[(hf + hc)
∂w

∂x
+ (u1 − u2)] 

 

xتیر، نقطه ابتدای برای   = شرط مرای دیردار ، 0

w در این نقطه برقرار است یانی =
∂w

∂x
= u1 = u2 =

xبرای انتهای تیر، نقطه  است. 0 = L شرط مرای رااد ،

AW̅̅برقرار است یانی در این نقطه  ̅̅ ̅ =
∂2w

∂x2 =
∂u1

∂x
=

∂u2

∂x
=  است. 0

(، اا  رم 96( تا )99ماادلات حاکم، ) حلِّ منظوربه 
استفاده  (SSPHات هموار یا )متقارن هیدرودینامیک ذر
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 بسط تیلور یک تابع در نقطه شود. این روش بر پایۀمی
 د.شودلخواه بنا شده است و در ادامه جزئیات رن ارائه می

 
  SSPHفرم معادلات حاکم به روش 

بسط سری تیلور یک تابع اسکالر در .  SSPHروش 
توان به شکل را می xدلخواه  حول نقطۀ بادییکحالت 
 ( نشان داد.91رابطۀ )

f(ξ) = f(x) + (ξ − x)f ′(x) +
1

2!
(ξ − x)2f ′′(x) + 

           
1

3!
(ξ − x)3f ′′′(x) +

1

4!
(ξ − x)4f (IV)(x) + 

       
1

5!
(ξ − x)5f (V)(x) +

1

6!
(ξ − x)6f (VI)(x) 

(91) 
 که در نزدیکی نقطۀ 𝜉 مقدار تابع در نقطۀ f(ξ)که  

𝑥 صفر تا شش  های مرتبۀار دارد، است. ادر جملهقر
ود، نظر شها صرفو اا بقیۀ جمله هبسط را در نظر در ت

 ( نوشت.91توان به شکل رابطۀ )( را می91رابطۀ )
(91                                    )f(ξ) = P(ξ, x)Q(x)   

 که در رن،
 

Q(x) = [f(x),
df(x)

dx
,

1

2!

d2f(x)

dx2
, … ,

1

6!

d6f(x)

dx6
]

T

 

(91) 
P(ξ, x) = [1, (ξ − x), (ξ − x)2, (ξ − x)3, … , (ξ − x)6] 

(21) 
های مورد استفاده اا بسط تیلور تاداد جمله 

ت حاکم موجود در ماادلا بیشترین مرتبۀ برحسب
، Q(x)مقادیر مجهول در  شود. برای محاسبۀمشخص می

,W(ξ( را در عبارت 91) طر ین رابطۀ x)P(ξ, x)T ،
ه محاسب تأثیر کنیم و برای هر نقطه در دامنۀمی ضرب

,W(ξشود. می x)  در ساخت در اینجا تابع وان است که
کند. در سیستم تابع شکل مورد نیاا شرکت می

 کنیممی دذاری نقاط در مختصات عمومی،  رضشماره
,W(ξ تأثیر تاداد نقاطی که در ناحیۀ x)  اعمال شده به

( حاصل 29باشد. رابطۀ ) r(j)ام قرار دارند،  j نقطۀ
 شود.می

∑ f(ξr(j))

N(x)

j=1

W(ξr(j), x)P(ξr(j), x)
T 

 

= ∑ [P(ξr(j), x)
T

W(ξr(j), x)P(ξr(j), x)]

N(x)

j=1

 Q(x) 

(29) 
,W(ξ تأثیر تاداد نقاط موجود در ناحیۀ N(x)که   x) 

( 22رابطۀ ) صورتبه( را 29) توان رابطۀاست. می
 نوشت.

(22 )           C(ξ − x)Q(x) = D(ξ − x)F(x)(ξ − x) 
 که در رن، 

 

C(ξ − x) = P(ξ, x)TW(ξ, x)P(ξ, x) 
D(ξ − x) = P(ξ, x)TW(ξ, x) 

 

 ( است.29رابطۀ ) صورتبه( 22) جواب ماادلۀ 
(29                                  )Q(x) = K(ξ, x)F(ξ) 

,K(x)(ξکه در رن   x) = C(ξ − x)−1D(ξ − x) .
 توان به  رم سری نشان دادرا می (29) رابطۀ

 

(24            )QI(x) = ∑ KIJFJ
M
J=1  ;      I = 1,2, … ,7   

 

FJ، تاداد نقاط و Mکه   = f(ξJ).  ماادلۀ مؤلفههفت 
 رمده است. (22) در رابطۀ بادییک( در حالت 24)
 

dnf(x)

dxn
= n! Qn+1(x) = ∑ KIJFJ

M

J=1

;       

 

I = n + 1 = 1,2, … ,7 

(22) 

 [11] در مرجع SSPHجزئیات بیشتر در مورد روش 

 رمده است.

 

 SSPHسازی معادلات حاکم به روش گسسته

د، توابع جابجایی را به شکل برای تحلیل ارتااشات راا

 دیریم.( در نظر می21رابطۀ )

j(، 26) که در رابطۀ  =  رکانس طبیای  ωو  1−√
( 99است. درنهایت  رم دسسته ماادلات حاکم، روابط )
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( 21( تا )21به  رم رابطۀ ) SSPH(، به روش 92تا )
 شود.تبدیل می

{u1(x, t), u2(x, t), w(x, t)} 
 

= {u̅1(x), u̅2(x), w̅(x)}ejωt 

(26) 
  

GAc

ρhc
2Af

∑(k1j[(u̅1)j − (u̅2)j] + (hc + hf)k2j(w̅)j)

N(i)

j=1

 

 

−
E

ρ
2! ∑ k3j(u̅1)j

N(i)

j=1

− ω2 ∑ k1j(u̅1)j

N(i)

j=1

= 0 

(21) 

−
GAc

ρhc
2Af

∑(k1j[(u̅1)j − (u̅2)j] + (hc + hf)k2j(w̅)j)

N(i)

j=1

 

 

−
E

ρ
2! ∑ k3j(u̅2)j

N(i)

j=1

− ω2 ∑ k1j(u̅2)j

N(i)

j=1

= 0 

(21) 

4! EIf

ρAf
∑ k5jw̅j

N(i)

j=1

− 

 

GAc(hc + hf)

2ρhc
2Af

∑(k2j[(u̅1)j − (u̅2)j] + (hc + hf)2! k3jw̅j)

N(i)

j=1

 

 

−ω2 ∑ k1jw̅j

N(i)

j=1

= 0 

(21) 

(، 96دسسته ساای شده شرایط مرای، رابطۀ ) رم  
 شود.( ارائه می91نیز طبق رابطۀ )

∑ k1j(u̅1)j

N(i)

j=1

= ∑ k1j(u̅2)j

N(i)

j=1

= ∑ k1jw̅j

N(i)

j=1

= 0 
 

∑ k2jw̅j

N(i)

j=1

= 0 

 

∑ k2j(u̅1)j

N(i)

j=1

= ∑ k2j(u̅2)j

N(i)

j=1

= 2! ∑ k3jW̅j

N(i)

j=1

= 0 

 

−2EIf3! ∑ k4jw̅j

N(i)

j=1

+ 

 

GAc(hc + hf)

hc
2

∑(k1j[(u̅1)j − (u̅2)j] + (hc + hf)k2j(w̅)j)

N(i)

j=1

 

 

= 0 

(91) 
( در ماادلات 91با اعمال شرایط مرای روابط ) 

ه یک دستگاه ماادلات به شکل ( ب21( تا )21حاکم )
 رسیم.( می99) رابطۀ

 

(99)             [
[Kbb] [Kbd]

[Kdb] [Kdd]
] {

{db}

{dd}
} = ω2 {

0
{dd}} 

 

ضرایب جمهت نقاط مرای در  ،[Kbb]که  
ضرایب  ،[Kbd]های متناظر با نقاط مرای و ماادله

های متناظر با نقاط درونی جمهت نقاط مرای در ماادله
های ضرایب جمهت نقاط درونی در ماادله ،[Kdb]و 

ضرایب جمهت نقاط  ،[Kbb]متناظر با نقاط مرای و 
، {db}های متناظر با نقاط درونی است. ونی در ماادلهدر

های راادی درجه ،{dd}های راادی نقاط مرای و درجه
 ۀرابط صورتبهحل تیر هستند که  نقاط درونی دامنۀ

 شوند.( نمایش داده می92)
 

{db} = {u̅1(x1), u̅2(x1), w̅(x1), w̅(x2), 

 w̅(xN−1), u̅1(xN), u̅2(xN), w̅(xN)} 

{dd} = {u̅1(x2), u̅1(x3), … , u̅1(xN−1), 

  u̅2(x2), u̅2(x3), … , u̅2(xN−1), w̅(x3), 

  w̅(x4), … , w̅(xN−2)} 

(92) 
به یک مساله این ماادله (، 99) با ساده کردن ماادلۀ 

 شود.( تبدیل می99) قدار ویژه استاندارد به شکل رابطۀم
 

[[Kdd] − [Kdb][Kbb]−1[Kbd]]{dd} = ω2{dd} 

(99) 
این  اکنون یک دستگاه ماادلات داریم که با حلِّ 

 ه دستبدستگاه مقادیر  رکانس طبیای درا ن دو لایه 
طبیای  هایحاصل،  رکانس ماادلۀ حل خواهد رمد. با

اساس روابط و  بر. ریدمی به دستدولایه  درا ن
دنویسی در های به دست رمده و با استفاده اا کُماادله

های طبیای متناظر با ا زار متلب،  رکانسمحیط نرم
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در نظر در ته شده در این مطالاه به دست درا ن دولایه 
 رمده است.

 

 نتایج

اشاره شده است که صلبیت خمشی  [15,16] راجعدر م
قرار  ولتالکترون 19/1-94/2ه درا ن دو لایه در محدود

رورده شده است.  هاتادادی اا رن (9)دارد که در جدول 
اولین بخش اا نتایج، سرعت همگرایی روش  عنوانبه

SSPH های طبیای اول و ی به دست روردن  رکانسبرا
نانومتر و  91دوم تیر ساندویچی یک سر دیردار به طول 

، (2)نانومتر و سایر خواص موجود در جدول  2عرض 
حل در جدول  ه در دامنۀتاداد ذرّ برحسبنتایج  با ارائۀ

 سرعتشده است. این جدول بیانگر نشان داده (9)
 مک نسبتاً)نقاط درهی(  هذرّ تادادبه ااای  بالا همگرایی

است که در روند پاسخ، تابع  یادروریلاام به  .است
,W(ξوانی  x) ه ب ا استفاده اا تابع اصهح شده دوسب

 شود.تاریف می( 94) شکل رابطۀ
W(ξ, x) 

 

=
G

(h√π)
λ

{(64 − d2)e−d2
    0 ≤ d ≤ 9

    0                         d > 9
} ; 

d = |x − ξ| h⁄ (94                                        )  
، طول مشخصه hتابع وان و  تأثیر، شااع ناحیه dکه  

نیز پارامترهایی هستند که به دلیل نوع روش  λو  Gاست. 
SSPH در  یریتأثشوند و ها حذف میاا طر ین ماادله

 hاست که  شایان یادروریروند پاسخ نخواهند داشت. 
ترین  اصله بین دو نقطه )دره( کوتاه ∆، که ∆1.3برابر با 

اند ، طوری در نظر در ته شدهdاست، به همراه  جوارهم
ا در پاسخ حاصل شود.ترین خطکه کم

 
 [14] صلبیت خمشی درا ن (:9)جدول 

 (𝐞𝐕صلبیت خمشی ) روش محاسبه

 19/1 (AIREBOایربو ) پتانسیل تابع

 12/9 ایربو پتانسیل تابع

 21/9 رامایشگاهی

 4/9 ایربو پتانسیل تابع

 69/9 (Theoryunctional F Density) (DFT)تی .اف.دی

 94/2 (Dreidingدریدینگ ) پتانسیل تابع
 

 

 [14] درا ن یو هندس یکیخواص مکان (:2)جدول 

 مقدار ویژدی

 992/1×2 (nmارتفاع کل درا ن دو لایه )

 2261 (3kg/mچگالی )

 9 (TPa) (E)مدول الاستیسیته 

 22/1 (MPa) (G)مدول برشی 

 ررمچیر کایرالیتی

 

 اول درا ن یایدو بسامد طب ییهمگرا (:9)جدول 

 21 21 22 29 29 91 91 نقاط درهیتاداد 

 11/1 11/1 11/1 16/1 16/1 16/1 16/1 (GHz) بسامد اول

 99/99 11/99 11/99 11/99 11/99 11/99 11/99 (GHz) بسامد دوم
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نمودارهای مربوط به  (1)تا  (2)های در شکل 

ساای درا ن دو لایه با مدل تیر ساندویچی که مدل

ساای شده است، دسسته SSPHماادلات حاکم به روش 

های خمشی مختلف رورده شده است. خطوط در صلبیت

است  لیمولکوساای دینامیک ا قی نتایج مربوط به شبیه

 2/99و  12/1ل و دوم را به ترتیب که  رکانس طبیای اوّ

 .[14] دزارش کرده است یگاهرتزد

شود ، مشاهده می(1)تا  (2)های به شکل توجّهبا  

توان با در نظر های خمشی مختلف، میکه در صلبیت

 های بیرونی مدل تیرنی برای رویهدر تن ضخامت مایّ

اای سساندویچی به نتایج مشابه با نتایج مدل شبیه

مده دست ر رسید. همچنین، نتایج به مولکولیدینامیک 

 کیفی با نتایج ارائۀ صورتبه SSPHبا استفاده اا روش 

این  رد که در ادامۀتطابق خوبی دا [14] شده در مقاله

 .دیردتطابق به لحاظ کمی نیز مورد بررسی قرار می

 

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:2)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 19/1خمشی 

 رورده شده است
 

است که واحد صلبیت خمشی  یادروریلاام به  
( است که هر eV) ولتالکترون( EI/bدرا ن )

 ژول است. 19-10×1.6ماادل  تقریباً ولتالکترون

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:9)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 12/9خمشی 

 رورده شده است

 

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:4)شکل 

در صلبیت  SSPHبه روش بیرونی مدل تیر ساندویچی  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 21/9خمشی 

 رورده شده است
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خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:2)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 41/9خمشی 

 رورده شده است

 

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:6)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 69/9خمشی 

 رورده شده است

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:1)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 94/2خمشی 

 رورده شده است

 

های ماادل به دست ، ضخامت(2)و  (4)در جدول  

یچی های مدل تیر ساندوبرای رویه SSPHرمده اا روش 

ضخامت یک لایه درا ن است، به همراه  برحسبکه 

های ماادل بسامدهای اول و دوم متناظر با این ضخامت

رورده شده است. همچنین نتایج به دست رمده در مدل 

 GDQMتیر ساندویچی که ماادلات حاکم رن به روش 

ساای شده و نتایج حاصل اا مدل تیر چنددانه دسسته

اند.ده شدهبرشی، برای مقایسه ا زو

 

 مولکولیو مدل تیر چنددانه برشی با دینامیک  GDQMو  SSPHتیر ساندویچی به روش  در مدل اول یایبسامد طب (: مقایسۀ4)جدول 
 

 (GHzبسامد طبیای اول )
های ضخامت ماادل لایه

 𝐡𝐟/𝐡تیر ساندویچی 

 صلبیت خمشی

 (ولتالکترون)
 درصد

 خطا

مدل تیر چنددانه 

 [14] برشی

درصد 

 خطا
 روش

GDQM [14] 

درصد 

 خطا

 روش
SSPH 

1/1  21/1  2/94  12/6  1/94  14/6  91/1  19/1 

4/6  44/1  4/1  21/1  9/1  29/1  22/1  12/9 

1/4  12/1  1/6  42/1  2/6  49/1  26/1  21/9 

6/2  14/1  2/2  12/1  6/2  14/1  21/1  4/9 

1/1  11/1  9/2  11/1  1/2  11/1  99/1  69/9 

4/9  22/1  9/1  16/1  9/1  16/1  49/1  94/2 
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 مولکولیو مدل تیر چنددانه برشی با دینامیک  GDQMو  SSPHتیر ساندویچی به روش  دوم در مدل یایبسامد طب مقایسۀ (:2)جدول 
 

ضخامت ماادل  (GHzبسامد طبیای دوم )

های تیر لایه

 𝐡𝐟/𝐡ساندویچی 

 صلبیت خمشی

 (ولتالکترون)
درصد 

 خطا

مدل تیر چنددانه 

 [14] برشی

درصد 

 خطا
 روش

GDQM [14] 

درصد 

 خطا

 روش
SSPH 

4/91  96/22  1/2  11/92  1/2  11/92  91/1  19/1 

1/92  22/26  9/4  22/92  1/4  14/92  22/1  12/9 

1/92  91/21  2/2  11/99  9/9  91/92  26/1  21/9 

6/1  91/21  2/9  21/92  1/9  41/92  21/1  4/9 

4/6  21/21  9/9  24/99  9/9  24/99  99/1  69/9 

9/9  29/99  6/2  11/92  4/1  11/99  49/1  94/2 

 

شود مشاهده می (2)و  (4)های به جدول توجّهبا  
که در مدل تیر چنددانه برشی در بسامد طبیای اول، تنها 

و یا  ولتالکترون 21/9های خمشی برابر با در صلبیت
بیشتر و همچنین در بسامد طبیای دوم تنها در صلبیت 

است که نتایج با خطای کمتر  ولتالکترون 94/2خمشی 
اما در مدل تیر ساندویچی در ؛ ا تدفاق میدرصد اتّ 2اا 

، خطای GDQMو  SSPHساای هر دو روش دسسته
 هایل طبیای در صلبیتدرصد در بسامد اوّ 2کمتر اا 

و در  ولتالکترون 41/9یشتر اا خمشی مساوی و ب
ت به ااای تمامی مقادیر صلبی تقریباًبسامد طبیای دوم 

ل توان دفت که به دلیبنابراین می؛ شودخمشی دیده می
 دل تیر ساندویچی، نتایجها در ماثر برشی و ضخامت لایه

تری نسبت به مدل تیر چنددانه برشی وسیع در محدودۀ
 قابل قبول هستند.

های ماادل در مدل تیر ضخامت (6) در جدول 
 GDQMو  SSPHساندویچی به ااای هر دو روش حل 

 SSPHشود که در روش رورده شده است. مشاهده می
تابع وان در ساخت تابع  تأثیربه دلیل نوع روش حل و 

های ماادل محاسبه شده مقدار کمتری شکل، ضخامت
دارد و سهم بیشتری اا  GDQMنسبت به نتایج روش 

خامت کل برای اثر برشی به کار در ته شده است. به ض
نتایج به دست رمده  (4)همین دلیل است که در جدول 

به مقدار کمی،  SSPHل به روش در بسامد طبیای اوّ
دارد. همچنین در  GDQMبیشتری نسبت به روش  دقّت

شود که مشاهده می (2)بسامدهای طبیای دوم در جدول 

 94/2و  69/9های خمشی در صلبیت SSPHروش 
 GDQMبیشتری نسبت به روش  دقّتنیز  ولتالکترون

 دارد.
ی های خمشدر صلبیت اارنجاکهبه نتایج،  توجّهبا  

هم مدل تیر  ولتالکترون 94/2و  69/9، 41/9
ساندویچی و هم مدل تیر چنددانه برشی نتایج قابل 

 (91)تا  (1)های دهند، در شکلقبولی ارائه می
 برحسبل و دوم درا ن دو لایه بسامدهای طبیای اوّ

نانومتر نمایش داده شده  21تا  1های متفاوت اا طول
ها نتایج مدل تیر ساندویچی به ااای است. در این شکل
رورده شده است.  GDQMو  SSPHهر دو روش حل 

تر در در صلبیت خمشی پایین شدهمشاهدهاختهف 
های تیر ساندویچی نتایج مدل بین (91)تا  (1)های شکل

و تیر چنددانه برشی، ناشی اا عدم وجود پارامتر برش 
ی های خمشاما در صلبیت؛ در تیر چنددانه برشی است

بالاتر این پارامتر اثر کمتری داشته و بنابراین نتایج به 
های حل بسیار به یکدیگر روش هرکدامدست رمده اا 

 نزدیک بوده و اختهف جزیی دارند.
، و (2)و  (4)های به جدول توجّهدر انتها، با  
، بیشترین همگرایی نتایج مدل تیر (91)تا  (1) یهاشکل

در  مولکولیساای دینامیک ساندویچی با شبیه
مشاهده  ولتالکترون 94/2و  69/9های خمشی صلبیت

 SSPHمدل تیر ساندویچی به روش  بینیندراشود، می
به دلیل اختصاص دادن سهم بیشتری اا ضخامت به اثر 
برشی، بیشترین و بهترین همخوانی را نسبت به روش 
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GDQM ارد. د مولکولیساای دینامیک با نتایج شبیه
نتایج نزدیک به  GDQMو  SSPHکه روش حل  هرچند

دهند اما در اینجا استفاده اا روش هم را ارائه می
ر ساندویچی منجر به در مدل تی SSPHساای دسسته

ساای تری نسبت به روش دسستهنتایج به نسبت دقیق
GDQM ه تواند نماینداین مطالاه می یجهدرنته است. شد

ساای ماادلات دسسته یریکاردبهمسیری جدید در 
های مختلف با استفاده اا حاکم به دست رمده اا تئوری

های در تحلیل SSPHهای بدون مش مانند روش
 های چند لایه باشد.تی درا نارتااشا

 
های مدل تیر های ماادل برای رویهضخامت (:6)جدول 

 ساندویچی
 

 صلبیت خمشی

 (ولتالکترون)
hf/h 

 SSPHروش 

hf/h 
 GDQM [14]روش 

19/1 91/1  21/1  

12/9 22/1  22/1  

21/9 26/1  91/1  

4/9 21/1  922/1  

69/9 99/1  41/1  

94/2 49/1  22/1  

 

 
 

 ولط برحسب دولایه درا ن طبیای  رکانس تغییرات (:1)شکل 

تیر  . نتایجولتالکترون 41/9برابر  ااای صلبیت خمشی به رن

 است شده رورده [14] مرجع اا GDQMچنددانه برشی و 
 

 
 

 ولط برحسب دولایه درا ن طبیای  رکانس تغییرات (:1)شکل 

تیر  . نتایجولتالکترون 69/9برابر  ااای صلبیت خمشی به رن

 است شده رورده [14] مرجع اا GDQMچنددانه برشی و 

 

 
 

 ولط برحسب دولایه درا ن طبیای  رکانس تغییرات (:91)شکل 

تیر  . نتایجولتالکترون 94/2برابر  ااای صلبیت خمشی به رن

 است شده رورده [14] مرجع اا GDQMچنددانه برشی و 

 
 گیرینتیجه

ساای ماادلات حاکم در این مطالاه اا روش دسسته
برای بررسی  SSPHمدل تیر ساندویچی به روش 

ارتااشات رااد درا ن دو لایه، با هدف نمایش کارایی و 
های ماادلات حاکم در تحلیل این روش در حلِّ دقّت

ر نتایج بهتر با سای تااشاتی، استفاده شد. برای مقایسۀار
های مشابه با این مراجع ع،  رضبه دست رمده در مراج

در نظر در ته شد که شامل ثابت بودن  اصله نسبی بین 
 –ها به هنگام ارتااش، استفاده اا تئوری تیر اویلر لایه

های درا ن، در نظر در تن برنولی برای مدل کردن لایه
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دن اثر برشی میان یک مدول برشی ماادل برای مدل کر
میانی تیر ساندویچی و همچنین  ای در لایۀصفحه

ای عهوه بر جابجایی احتساب جابجایی درون صفحه
بسامدهای  ی است. در این مطالاه برای محاسبۀعرض

ل و دوم درا ن دو لایه، ماادلات حاکم بر تیر طبیای اوّ
ساای شد و دسسته SSPHساندویچی بر اساس روش 

تیر  هنتایج به دست رمده با نتایج ماادلات دسسته شد
و نتایج تیر چنددانه برشی  GDQMساندویچی به روش 

قایسه م مولکولیساای دینامیک با نتایج حاصل اا شبیه
های خمشی بالا، مدل تیر ساندویچی و شد. در صلبیت

تیر چنددانه برشی با خطای ناچیزی نتایج منطبق بر 
 بینیندرادهند و ارائه می مولکولیساای دینامیک شبیه

ای ماادلات حاکم تیر ساندویچی به روش سادسسته
SSPH  با در نظر در تن ضخامت بیشتری برای مدل

ی هاکردن اثر برشی، و همچنین امکان ارائه تابع شکل
ا به تری رهای دیگر نتایج دقیقمختلف، نسبت به مدل

دهد که روش دهد. این مطالاه نشان میدست می
 عنوانبهتوان را می SSPHساای بدون مش دسسته

روشی کاررمد در حل ماادلات حاکم مربوط به 
 ، استفاده کرد. البته برای مطالاۀهای ارتااشاتیتحلیل

به نتایج محدود رامایشگاهی و  توجّهموردی حاضر، با 
 و ، انتخاب بهترین مدلمولکولیساای دینامیک شبیه

ها و تئوری روش حل ماادلات، نیاامند توساۀ
ها و ین انجام رامایشنهمچ های حل ماادلات وروش

 تحقیقات بیشتری است.

 

 واژه نامه 
L  طول تیر 

b  عرض تیر 
h  ضخامت لایه 
u  ( جابجایی در راستای طولیx) 
w  ( جابجایی در راستای ضخامتz) 
ε  کرنش نرمال 
γ  کرنش برشی 
σ  تنش نرمال 
E  های بیرونیمدول یانگ لایه 
G   میانیمدول برشی لایه 
U  انرژی پتانسیل 
T  انرژی جنبشی 
t  امان 
A  سطح مقطع هر لایه 
I  ممان دوم سطح مقطع 
ω  رکانس طبیای  
t   بالانویس یا پایین نویس(: مربوط به لایه(

 بالایی
b   بالانویس یا پایین نویس(: مربوط به لایه(

 پایینی
c   یه لا)بالانویس یا پایین نویس(: مربوط به

 میانی
f   بالانویس یا پایین نویس(: مربوط به(

 های بیرونیلایه
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پرداخته  یاض یر یهایساز مناسب بر اساس مدل   کنندۀکنترل یر و طراحیکوادروتور گام متغ یکینامیساختار د  یبه بررس  مقاله نیدر ا دهيکچ

ن یا ار گرفته است.قر یقات علمیتحق توجّهمورد  شتریبها ر مدلینسبت به ساتر ساده یکینامیساختار د لیدلکوادروتور گام ثابت به  .شده است
سادگ یها در عکوادروتور نوع از سب  ین   .به همراه دارندرا  یمختلف پرواز یو انجام مانورها یمداومت پروازر کاهش ینظ ییهاتیمحدود، ین

ستفاده از  یم شده  یهاتیمحدود ،کوادروتورک یر در یگام متغ یاهملختوان با ا سب  طوربهرا  یاد  س ن مقاله، یادر  کاهش داد. ین  یابتدا به برر
و  بکدیف یسازیخطاز روش  دامهدر ا .ک کوادروتور پرداخته شده است ی یاگام ثابت بر یاهملخسه با  یر در مقایگام متغ یاهملخ یهایژگیو
ستفاده شده است   یجهت کنترل کوادروتور گام متغ میمستق  یقیدبک تطبیف یساز یخط  یشنهاد یپ یج حاصل از طرح کنترل یز نتاین درنهایت .ر ا

س  MATLAB افزارنرمبا  سازی شبیه ق یاز طر ست.     یبرر س جهت شده ا شب ینتا ،شده یطراح یهاکنندهبهتر عملکرد کنترل یبرر ا ب یساز هیج 
شی تطبیقی      (NID) یرخطیک معکوس غینامیدو  PID هایروش شی و مد لغز شرا و مدلغز ست.     یر جرم کوادروتور مقاییط تغیدر  شده ا سه 
 طوربه را ارتفاع دستورات  و متغیر زمان هایگیریجهت کوادروتور دهد تامی اجازه تطبیقی راهبرد این اتخاذ که دهدمی نشان  سازی شبیه  نتایج
کند و همچنین  لدنبا تطبیقی، سازی فیدبک غیر های خطیکنندهکنترل با مقایسه  در ،یپارامتر هایینینامع یا و اغتشاشات   حضور  در تری،دقیق

شان می  شی تطبیقی   های خطیکنندهدهد که کنترلن سه با کنترل  سازی فیدبک تطبیقی و مد لغز  ،سازی فیدبک طیهای خکنندهبه ترتیب در مقای

 کمتری دارند.تر و با خطای ردیابی دقیق NID و PID ،مد لغزشی
 

 .میمستق یقیتطب دبکیف یسازیخط کنترل ،دبکیف یسازیخط، کنترل سازیمدل ر،یکوادروتور گام متغ يديلک يهاواژه

 
Variable-Pitch Control of a Quadrotor Using Feedback Linearization Controller and 

Direct Adaptive Feedback Linearization Controller 
 

M. Mosalsal               M. Khodabandeh  

 

Abstract In this paper, the dynamic structure of variable pitch quadrotor and the design of a suitable 

controller based on mathematical modeling have been studied. The fixed pitch quadrotor because of having 

a simpler dynamic structure than other models has been the focus of scientific studies. This kind of 

quadrotors, despite their relative simplicity, creates limitations such as shortening the flight time and 

various maneuvers. In this paper, at first, the characteristics of variable pitch propeller are studied and 

compared with the fixed pitch propeller for a quadrotor. In continue, a Feedback Linearization Controller 
and a Direct Adaptive Feedback Linearization Controller are used to control the Variable-Pitch quadrotor. 

Ultimately, the results of the proposed control are investigated via MATLAB software simulation. To better 

evaluate the performance of the designed controllers, the simulation results are compared with PID and 

Nonlinear Inverse Dynamics (NID) and Sliding Mode and Adaptive Sliding Mode controllers in the mass 

change condition of the quadrotor.The simulation results show that this adaptive strategy allows the 

quadrotor to follow variable time attitude and altitude commands more accurately, in the presence of 

disturbances or parameter uncertainties, compared to non-adaptive feedback linearization controllers. And 

also it shows that adaptive feedback linearization and adaptive sliding mode controllers have more 

accurate tracking with less error compared to feedback linearization, sliding mode, PID and NID 

controllers, respectively. 
 

Key Words Variable Pitch Quadrotor, Modeling, Feedback Linearization Control, Direct Adaptive 

Feedback Linearization Control. 
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 مهمقدّ
 ت برخاست ویل ابعاد کوچک، قابلیها به دلکوادروتور
در انجام  توجّهابل ق یهاییو توانا یفرود عمود
 ین کاربردهایو همچن یمختلف پرواز یمانورها
قرار  یقات علمیتحق توجّهگسترده مورد  یاتیعمل
 بار به همراه ونقلحمل یتیامن یهاتیاند. قابلگرفته
 وجهّتز ین یط مختلف پروازیمانور بالا در شرا ییتوانا
 .نموده استنه به خود جلب ین زمیرا در ا یق تجاریعلا

ه باز یکاربران ن مورد نظر خاص یهابسته به کاربرد
 یمختلف و انتخاب مناسب ابزارها هایسازیمدل
 هنوببه رسد.یبه نظر م یقانون کنترل ضرور یطراح
، یداریبه پا یابی( دست9 :یکنترل کوادروتور برا ،خود

( داشتن 2ک مورد نظر، ینامیمقاوم بودن و خواص د
بت ق نسیت تطبی( داشتن قابل3، یرخطیکنترل غ ییتوانا
 یناسببه کنترل م یطیمح راتییتغر پارامترها و ییبه تغ
نهاد شیپ یروش کنترلک ین است که یهدف ا از دارد.ین

ک کوادروتور اجازه یمختلف  یهاکه به حالت گردد
دلخواه از حالات مرجع زمان  یک مجموعهیدهد تا به 

 د.نر همگرا شویمتغ

 یدارا که یمعمول کوادروتور یهاتیرغم موفقیعل 
سرعت  رییتغ توسط هرکدام و استروتور  چهار

ز هنو ،دنشویو کنترل م تیهدا جداگانه طوربه موتورها
 ثابت گام یکوادروتورها. وجود دارد ییهاتیمحدودهم 
 نترلک یر سرعت تفاضلییبا تغ موتور توسط صرفاً
 یروین توسط آن کنترل باند یپهنا روازاین که شوندیم

ابعاد  شیافزا با. [1,2] گرددیم محدود موتورها یچرخش
 ترلکن قیطر از صرفاً تواندینم گریکوادروتور د ،وزنو 

جاد یا یطیممکن است شرا رایز شود، داریپا سرعت
 شچرخ سرعت رییتغ یبرا ازین مورد گشتاور که گردد
 فته ور فراتر موتور یدیگشتاور تول تیظرف از موتور
 یبرا یفعل پرواز کنترل هایروش ،درنتیجه
 .نباشد مناسب تربزرگ با ابعاد یهاروتورکواد
 گام یاهملخ کهدرحالیر، یکوادروتور گام متغ در 
 ساده ورکوادروت به نسبت یدگیچیپش یموجب افزا ریمتغ

اضافه  و کنندهکنترل باند یپهنا شیافزا یایمزا ،شوندیم
 ییکارابا  را طرح نیا معکوس، رانش یهاتیقابل کردن

 و ساخت هاشرکت یبرخدرگذشته . دهدیبالاتر نشان م
 را دور اهر از ت کنترلیبا قابل ریمتغ گام پرواز کوادروتور

 و یجدّ تلاش کی توان بهیکه م نداهانجام داد
 همکاران و کاتلر توسط ن خصوصیدر ا یافتهسازمان

 .[1,2,3]اشاره کرد 
ر یکوادروتور گام متغ نۀیدر زم یقات محدودیتحق 

 ربات کی [4]در  مثال طوربهصورت گرفته است 

 است هوا و ایدر ن،یزم در کار به قادر که چندمنظوره
 با کوادروتور کی شامل ربات نیا. شده است یمعرف
 ات سازدیم قادر را لهیوس که است ریمتغ گام یاهملخ
 نیزم یرو ،یمعمول کوادروتور کی مانند پرواز بر علاوه
 نیزم یرو چرخ کی مانند ستد،یبا لیما هیزاو کی با

 لیدله ب .بماند شناور و کند حرکت آب یرو ،بچرخد
 یعیطب یایبلا در زمینۀن ربات از آن یخوب ا کارایی

 مستیس کی میتنظ مسألۀ به [5] دراستفاده شده است. 
 با ر،یمتغ گام کوادروتور کی یآبشار تیوضع کنترل
 وشر کی اساس بر عیسر داده بر یمبتن روش کی اتخاذ
 شدهاصلاح یمجاز مرجع دبکیف میتنظ

VRFT((Virtual Reference Feedback Tuning 
 هر تا دهدیم اجازه شدهارائه روش. شده استپرداخته 

 مجموعۀ کی از استفاده با یرونیب و یداخل حلقۀ دو
 نندهککنترلن یو ا شوند میتنظ یتجرب یهاداده از واحد

∞Hکنندهکنترلک یسه با یقابل مقا یسطح عملکرد   
 که شده استنشان داده . کندیبر مدل فراهم م یمبتن
دفع  تیخوب و قابل یابیک ردیداده محور  کنندهکنترل

ب مناس حلراهک ی درنتیجهکند و یرا ارائه م غتشاشاتا
ت با یوضع یهاکنندهکنترل یع برایاستقرار سر یبرا

 بالا را ارائه داده است. کارایی

 یبرا مقاوم کنترل یطراح مسألۀ به [6]در  
اخته پرد ریمتغ گام کوادروتور کی تیوضع یهاکینامید

 کنترل ستمیس کی میتنظ مشکل [7] . درشده است
 دو سۀیمقا با ر،یمتغ کوادروتور گام کی یآبشار تیوضع
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 .ستشده ا یبررس ،تکرارشونده یرغ دادۀ بر یمبتن روش
 VRFTمجازی  مرجع دبکیف میتنظ روش ل،اوّ روش
 یهمبستگ اساس بر میتنظ روش ،دومروش  کهدرحالی

CBT (Correlation –Based Tuning )دو هر .است 
 با ،یرونیب و یداخل حلقۀ دو میتنظ منظوربه روش
 اصلاح ،یتجرب یهاداده از واحد مجموعۀ کی از استفاده
 ترلکن یپارامترها عیسر میتنظ کی ها،روش نیا. اندشده
 قیقد شناخت بر هیتک بدون ،میمستق طوربه را هاداده از
 مسألۀ [8] در سازند.یم ممکن دستگاه کینامید از

 با کوادروتور کی یبرا کنترل قانون یطراح
 ظرن در نیزم کنترل و سرعت مؤلفۀ دو هر یتوانمندساز

 یراگام ب کنترل و سرعت نیب توازن. شده است گرفته
 یبررس یخط یطراح مسألۀ کی به ارجاع با بار نیاول

 امگ کنترل یرو یکل کنترل مسألۀ سپس. شده است
 و (تیموقع) یرونیب حلقۀ کی صورتبه و شده مطرح

کثر ا .شده است یبندفرمول( تیوضع) یدرون حلقۀ کی
 یمداومت پرواز ثابت، گام یامروز یهاکوادروتور
 یادیز حد تا که دارند (ساعت 9 از کمتر) یکوتاه
 .کندیم محدود را شانیهاییکارا
 کی ساخت یبرا یطراح روش کی [9] در 

 یهاروتور از استفاده با تمدّیطولان پرواز با کوادروتور
 روش نیا. شده است ارائه ینیبنز موتور کی و ریمتغگام 

 یهاپره ل،اوّ مرحلۀ در. است مرحله سه از متشکل
 انتخاب جفت کی عنوانبه ینیبنز موتور و روتور
 یکاف )تراست( بالابرنده یروین کهیطوربه اند،شده
 لۀمرح در. شود ینتأم موتور توسط یراحتبه تواندیم

 به عمده چالش. اندشده یطراح بدنه و شرانهیپ دوم،
 رموتو کی از قدرت انتقال و بدنه لرزش رساندن حداقل
 چرخش با روتورها داشتننگه نیع در روتور چهار به

 PD کنندهکنترل کی ،درنهایت. است بوده متضاد
(Proportional Derivative) هیاول پرواز لیتسه منظوربه 
 روازپ و ساخت وسیلهبه روش عملکرد. است شده میتنظ

 شده یطراح یطور که ینیبنز ۀیاول نمونه کوادروتور
 وزن حداکثر و ساعت 3 تا 2 از پرواز زمان کی تا است

 ت.اس شده یبررس ،باشد داشته لوگرمیک 91 برخاست
ور کنترل کوادروت در زمینۀکه  یقات یاز تحق یانمونه  
ست ن ش گام ثابت انجام  یبا روتورها یمعمول ه ز بیده ا
 :استر یشرح ز
حدود، برا   یدارساااازی پا  ،[10] در  مان م ک  ی  یز

نا  کوادروتور مد لغزشااا  ی  یبر مب  یک روش کنترل 
 .ه شده استئارا یقیتطب یانتگرال
ش  [11] در  شت  یمبتن یکنترل مد لغز  بر روش برگ

ن یاغتشاااش بار و تخم به عقب کوادروتور با حذف اثر
س یا ست   ارائه  یقیبه روش تطب ینر  کی [12] در .شده ا

 ناظر  کی  با  دبک ی ف یساااازیخط بر یمبتن کننده کنترل
 ااجر حال در یمواز طوربه که بالا مرتبۀ یلغزشاا حالت
 کی [13] در .شده است اعمال کوادروتور کی به است،
نده کنترل قاوم  کن  تی وضاااع یبرا دی جد  داری پا  و م

 دبکیف یساز یخط از یبیترک کهشده   ارائه کوادروتور
تژ    و ترا ترل      یاساااا ن  LQR  (Linear Quadraticک

Regulator)  یدارساز یپا یبرا ابتدا در روش نیا .است 
ه شااد اسااتفاده اغتشاااش برابر در کوادروتور تیوضااع
ست  شان  هایساز هیشب . ا  بودن مقاوم و یداریپا دهندهن
 کی ،نیا بر علاوه .است  ینام طیشرا  در کنترل ستم یس 
 و دهشاضافه  در حالت پرواز ستم یس  به محدود غتشاش ا
بوده  ینهادش یپ کنندۀکنترل موفق رفتار دهندۀنشان  جینتا

 .است
 PIDکنترل مانند  ییکردهایرو زین ،قبلاً 

(Proportional-Integral-Derivative) [14] ، کنترل مد
 یقی، کنترل تطب[16]پسگام  کنترل ،[15] یلغزش

 NID  یرخطیغ سمعکو کینامی، د[17,18]

(Nonlinear Inverse Dynamics )[19]  یسازیخطو 
 یهاکوادروتور دۀکننکنترل یطراح یبرا [20] دبکیف

 یکردها تاکنون براین رویاما ا مطرح شده است، یمعمول
ن یاستفاده نشده است که در ار یگام متغ کوادروتور

 یازسیخطکه  یکردهارون یاز ا یکی یق به بررسیتحق
 .شودیماست پرداخته  یقیدبک تطبیف

 یراب پرواز یکینامید مدل کی توسعۀ ق حاضریتحق 
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 نصرع یتئور .دینمایم یرا بررس ریمتغ گام کوادروتور
 تتراس نیتخم یبرا مومنتوم یتئور با همراه CBT غۀیت
 یاهیزاو عملکرد عنوانبه روتورها از کی هر گشتاور و
 تفادهاس ساده پرواز یکیمکان مدل کی جهت توسعۀ غهیت
دبک و یف یسازیخط یهاکنندهکنترلاز  شود ویم
م جهت کنترل یمستق یقیدبک تطبیف یسازیخط

 نیا یطورکلّبه .شودیمر استفاده یکوادروتور گام متغ
 مدل جادیا (9: نظر داردق دو موضوع را مد یتحق
 کی یطراح (2 و ریمتغ گام کوادروتور یبرا یکینامید

بک دیف یسازیخطدبک و یف یسازیخط کنندۀکنترل
ر در براب ریمس یابیرد و یسازداریپا یبرا یقیتطب
 ستم.یرات مدل سییتغ

 ر است:یز صورتبهمقاله  یساختار کلّ
گام   یها یژگیان وی به ب  2در بخش   کوادروتور 
شاره ر یمتغ ست    ا  سازی مدل نحوۀ 3در بخش  .شده ا

و  ده اسااتیان گردیکامل ب طوربهر یکوادروتور گام متغ
 وک دبیف یسازیخط کنندۀکنترل یبه طراح 4در بخش 
 پرداخته یقیدبک تطبیف یساز یخط کنندۀکنترل یطراح

 یسااازهیج حاصاال از شاابینتا 5در بخش  .شااده اساات
 ذکر یشاانهادیپ یهاکنندهکنترلر با یگام متغ کوادروتور

سااااه عملکرد ین بخش مقااای. در اشااااده اساااات 
ز ین NIDو  PIDشااده با کنترل  یطراح یهاکنندهکنترل

ارائه  یریگجهینت 1در بخش  تاًینها انجام شاااده اسااات.
 .شده است

 
 ريمتغ کوادروتور گام یهایژگیو

غیر در کوادروتور گام مت متغیر در ابتدا به بیان معنی گام
اصطلاح گام از فاصله بین دو دندانه شود. پرداخته می

با یک دور  کهینحوبه، شده استیک پیچ گرفته 
چرخش پیچ به میزان یک دندانه در امتداد محور عمود 

افتد. در اتفاق میبه میزان یک گام حرکت  ،آنبر 
 ۀاویز از با ملخ دوار مثل کوادروتور گام هایییستمس
. در شودحاصل میکوادروتور نسبت به هم  یهاملخ

ورها روت هایزاویۀ ملخامکان تغییر کوادروتورگام ثابت 

و تنها  استها ثابت روتور هایزاویۀ ملخوجود ندارد و 
حرکت  توان نحوۀها میشدن سرعت آن یادوزکمبا 

گام ت که در حالی اسکوادروتور را کنترل نمود. این 
 .تاسروتور  هایزاویۀ ملخعنای امکان تغییر متغیر به م
تغییر  و با ها ثابت، سرعت روتورردروتور گام متغیدر کوا

ها حرکت کوادروتور کنترل روتور هایزاویۀ ملخ
 .شودمی
 از یریگبهره با ستمیس نوع کی ر،یمتغ گام ملخ کی 
 ورروت یاهملخ گام رییتغ یبرا یکیمکان کار طرز کی

ر مورد استفاده قرار یمتغ کوادروتور گامکه در  [21] است
ر یکوادروتور گام متغ یرا برا ییهایژگیو که استگرفته
 سه با کوادروتور گام ثابت به ارمغان آورده است.یدر مقا
گام   یاه ملخ اضاااافه کردن از  یناشااا  یها یژگیو 
 از: اندعبارت [22] ر به کوادروتوریمتغ
س ییکه با تغ یعمولر مسه با کوادروتو یدر مقا .9 رعت ر 

گام متغ ، شاااودیمکنترل  ها روتور  ریدر کوادروتور 
 شودیمروتور استفاده  زاویۀ گامر ییکنترل از تغ یبرا

 ند؛کیرا فراهم م یتربزرگ یباند کنترل یکه پهنا
جازۀ  .2 فاده از موتورها   ا  که  دهد یمرا  ینیبنز یاسااات

آن در  یمداومت پرواز  ر یش چشااامگیسااابب افزا 
 ؛شودیم یباتر ۀیسه با کوادروتور با تغذیمقا
کان ا 3 ها  یرویجاد ن ی. ام که   معکوس توساااط روتور

ابر و تحمل در بر یریشتر و مانورپذ یب یباعث چابک
 یرویجاد نیت اپرواز وارونه را به علّ شااود ویم باد
 کند؛یم یرپذامکان یمنف
یۀ تجمعی ر ییتوساااط تغ .4 روتور کنترل   یاه ملخ زاو

 .شودیم
 شوند.یم یاندازراه ک سرعتیروتورها در  . همۀ5

شکل    ریمتغگام  یهاملخ با ساختار روتور  (9) در 
شده    شان داده  شکل   ن ست و در  ساختار   از یینما (2)ا

 ر نشان داده شده است.یک کوادروتور گام متغی
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 [22]ر یگام متغ یاهملخروتور با  ساختار (:9) شکل

 

 
 

 [22] ریک کوادروتور گام متغیاز ساختار  یینما (:2) شکل

 
 یر با کوادروتور معمولیشباهت کوادروتور گام متغ  

 عبارت است از:
ها   یرویر در نییق تغیه از طری کنترل اول .9 ه ب روتور

 .دیآیم دست
فاوت   گام متغ  های ت با کوادروتور  یکوادروتور  ر 
 از: استعبارت  یمعمول
 عیزاویۀ تجمر در ییتغ وسااایلهبه گشاااتاورر در ییتغ .9

 ؛دیآیبه دست م هاروتور یاهملخ
مۀ  .2 نام   ی در  ها روتور ه عت  ندازی راه یک سااار  ا

 .شوندیم
 نظرصرفکنترل گام ثابت،  هایمحدودیتبرخی از  

کننده، مربوط به ساختار مکانیکی است. بدیهی از کنترل
تر، از جمله طراحی کوادروتور های پیچیدهاست مکانیزم

با کنترل گام متغیر، از نظر طراحی و ساخت مکانیکی 
دارای مزایایی هستند که البته نیازمند طراحی کنترل 

. هدف اصلی از بیان عبارات فوق باشندیممتناسب نیز 
این است که برای داشتن کوادروتور با قابلت مانور 

. متغیر نیاز است بالاتر، استفاده از کوادروتور با گام

مواردی مانند اشباع عملگر برای هر دو نوع کوادروتور 
ممکن است رخ دهد. در کوادروتور گام ثابت، اشباع 

حداکثر  لگر رسیدن سرعت روتورها به محدودۀعم
ر اشباع عملگ سرعت خود و برای کوادروتور گام متغیر،

به حداکثر میزان ممکن  هاملخ به معنی رسیدن زاویۀ
 برای کوادروتورهای گام یطورکلّبه. استرات زاویه تغیی

ثابت در مقایسه با کوادروتورهای گام متغیر در پروازهای 
با مانور شدید و تغییرات ناگهانی جهت و موقعیت، برای 
تبعیت از ورودی مرجع احتمال به اشباع رفتن بیشتر شده 

ندی پاسخ یا عملکرد نسبتاً نامناسب ردیابی را به که کُ
نبال خواهد داشت. این امر در کوادروتورهای گام متغیر د

 افتد.فاق مینوعاً کمتر اتّ
 

 ريکوادروتور گام متغ یسازمدل
تدا  بخش، نیا در   ریمتغ گام  کوادروتور کنترل روش اب
بل   طوربه  که  فاوت  یتوجّه قا  یمعمول کوادروتور از مت
ست،  ثابت گام یهاپروانه بر یمبتن س  مورد ا  قرار یبرر

 Six) یآزاد درجه شش لریاو -وتنین گرفته و معادلات

Degrees of Freedom )ستخراج  یکوادروتور گام متغ ر ا
 .شودیم

 
 [23,24] کنترل یبرا یروش

چ یپ ،رول حرکت سه) مختلف یهاحرکت ۀیاول کنترل
 یهابیترک در مختلف یروتورها یروین رییتغ با (اوی و

 کنترل یبرا هیقض نیا .است آمده دست به مختلف
 در رییتغ .کندیم صدق زین ریمتغ گام کنترل با کوادروتور

 وطه ازمرب روتور زاویۀ گام رییتغ با روتور هر یبرا روین
 تمام که است یادآوری به لازم .است هاپروانه تمام

 مقدار در که کنندیم عمل ینام سرعت همان با روتورها
 .شودیم میتنظ رانش ۀیپا مقدار میتنظ یبرا شدهمشخص
 هشکا ای شیافزا با راحتیبه نییپا و بالا به حرکت
 ،یکلّ و زمانهم طوربهروتورها  تمام یبرا گام یهاهیزاو

 .شودیم کنترل
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  [25-23] یشناسحرکت
ص  یبرا صات برا  صلب،  بدنه کینامید فیتو  یدو مخت
 :است شده استفاده ،(3) شکل مشابه کوادروتور، ستمیس
 

 
 

 رابطۀ توسعۀ یدستگاه مختصات استفاده شده برا (:3) شکل

 [23] حرکت

 

 ریمقاد تمام ییاینرسیا و ثابت مختصات بدنه 

 یایزوا زا استفاده با مختصات ستمیس دو نیب یکیزیف

,φ)لریاو کیکلاس θ, ψ) او(یچ، ی)رول، پ (Roll, Pitch, 

Yaw) سرعت انگریب ریز عبارت .کنندیم رییغت 

 .است مختصاتدو  نیا در کوادروتور
 

(9 )             d

dt
(
x
y
z
) = R [

u
v
w

]                                                  

       
R = 

 

[

CθCψ     SϕSθCψ − CϕSψ         CϕSθCψ + SϕSψ
    CθSψ     SϕSθCSψ − CϕCψ     CϕSθSψ + SϕCψ  

−Sθ                           SϕCθ                            CϕCθ 
]  

 

c که  ییجا    β ≜ cos β و s β ≜ sin β  ند  .هسااات

(u, v, w) و بدنه مختصااات در اجزا ساارعت (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

صر  صات  در سرعت  عنا س یا مخت ست  ییاینر  طوربه. ا

به،   لریاو ۀی زاو نرخ به  را بدنه   نرخ ر،یز عبارت  مشاااا

ند یم مربوط ,pq) .ک r)   عت در  یاهی زاو یها سااار

 مختصات بدنه هستند.
 

[ 

ϕ̇

θ̇
ψ̇

] =

[
 
 
 1  

SϕSθ

Cθ
   

CϕSθ

Cθ

0       Cϕ  − Sϕ

0      
Sϕ

Cθ
      

Cϕ

Cθ ]
 
 
 
[
p
q
r
]      (2)                    

  ريکوادروتور گام متغ یکينامیمعادلات د
 نیقوان از اساااتفاده  با  توانیم را کوادروتور بدنه   رابطۀ 

ست  یحرکت ۀیزاو یستگ یپا و یخط مومنتوم  وردآ به د

  کنند یم عمل  کوادروتور کی  بر که  ییروها ین .[23-36]

ند یم ها ین ،یگرانشااا یروین مجموع عنوانبه  توان  یرو

 در. شوند  گرفته نظر در دافعه یروهاین و یکینامیرودیآ

ضر،  حال شتاور  رو وین) رانشیپ یروهاین حا  (موتور گ

. شااوندیم فرض غالب یروهاین ،یگرانشاا یروهاین و

ش    و بالابر مانند) کینامیرودیآ یروهاین ش  یور که( یک

 هدیناد هسااتند، کوچک اریبساا چون کنند،یم عمل بدنه

 .شوندیم گرفته

 مرکز ثقل برابر است با: یمعادلات حرکت خط 
 

[
u̇
v̇
ẇ

] = [

0
0

−
T

m

] + R [
0
0
g
]                    (3)                   

 

 .است نیزم یگرانشثابت g و کوادروتور جرم mکه  

T  نجا،یا در = u1است وتورهار کل از یناش تراست .

 محور در را کوادروتور یانتقال کینامید( 4) رابطۀ

 کینامید مشابه، طوربه. کندیم انیب ثابت مختصات

 ریز صورتبه ییاینرسیا مختصات در تواندیم یانتقال

 شوند. انیب
 

[
ẍ
ÿ
z̈
] = R−1 [

0
0

−
u1

m

] + [
0
0
g
]                      (4)                

 

 هر در یانتقال یهاکینامید که دیباشاا داشااته توجّه 

 در آن کاربرد  یبرا ییای نرسااایا و بدنه   مختصاااات دو

ئه  کنترل یطراح ند شاااده ارا  که  کرد فرضتوان یم .ا

 باشااد. متقارن  y و x  یمحورها به نساابت کوادروتور

 .است ریز شرح به یچرخش کینامید

[
ṗ
q̇
ṙ

] =

[
 
 
 
 
Iy−Iz

Ix
qr +

Jrωr

Ix
q

Iz−Ix

Iy
pr −

Jrωr

Iy
p

Ix−Iy

Iz
pq +

Jrωṙ

Iz ]
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
1

Ix
u2

1

Iy
u3

1

Iz
u4]

 
 
 
 

                     (5) 
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 رابطۀ دهندۀنشان  هم با( 5) و( 4، )(3) ،(2) روابط 
مل   جۀ  شاااش کا گام متغ  یبرا یآزاد در   ریکوادروتور 

ند   جه  .هسااات ها    درنتی گام متغ  ییمدل ن  ریکوادروتور 
 :استر یز صورتبه [27,28]

 

ẍ =
u1

m
(cos(φ) sin(θ) cos(ψ) + sin(φ) sin(ψ))      

 

ÿ =
u1

m
(cos(φ) sin(θ) sin(ψ) − sin(φ) cos(ψ))  

 

z̈ =
u1

m
(cos(φ) cos(θ)) − g  

 

φ̈ = θ̇ψ̇
Iy−Iz

Ix
+

Jr

Ix
θ̇ωr +

l

Ix
u2  

 

θ̈ = ψ̇φ̇
Iz−Ix

Iy
−

Jr

Iy
φ̇ωr +

l

Iy
u3  

 

ψ̈ = φ̇θ̇
Ix−Iy

Iz
+

1

Iz
u4   (1)                                  

 

φ, θ, ψ ∈ (−
π

2
,
π

2
و   (  ωr = ω1 − ω2 + ω3 − ω4  

 

 Ix،Iy،Iz یادر راست ینرسیا یب مومنتوم هایبه ترت 
,x یهامحور y, z  بوده وl  طول هر روتور تا مرکز جرم

 یاهیزاوسرعت  یکلّ ماندۀیباق ωr است.کوادروتور 
ωi iو  استروتورها  =  یاهیزاوسرعت  1,2,3,4
 ر چون همۀیکه در کوادروتور گام متغ است ام iروتور 
 اندازیراهثابت  یاهیزاوک سرعت یدر  هاروتور

 .خواهد بودبرابر صفر  ωrمقدار شوند یم
 طوربهر یبدنه کوادروتور گام متغ یرو یهامومنتوم 
 یوپروسکیچ مومنتوم ژیکوچک هستند و ه یتوجّهقابل 
 را سرعت همۀیوجود ندارد ز له عمل کندیوس یکه رو
چرخند یک جهت میاست و دو روتور در  یکی هاروتور
چرخند که باعث یگر در خلاف جهت میدو روتور د و

 .شودیم یروسکوپیژ یتعادل مومنتوم ها
 ۀدشساده  لبه مطالب ذکر شده مد  توجّهبا  درنتیجه 

 :شودیم انیبر یز صورتبهر یکوادروتور گام متغ
 

ẍ =
u1

m
(cos(φ) sin(θ) cos(ψ) + sin(φ) sin(ψ))  

 

ÿ =
u1

m
(cos(φ) sin(θ) sin(ψ) − sin(φ) cos(ψ))  

 

z̈ =
u1

m
(cos(φ) cos(θ)) − g  

 

φ̈ = θ̇ψ̇
Iy−Iz

Ix
+

l

Ix
u2  

 

θ̈ = ψ̇φ̇
Iz−Ix

Iy
+

l

Iy
u3  

 

ψ̈ = φ̇θ̇
Ix−Iy

Iz
+

1

Iz
u4 (7)                                       

 

φ, θ, ψ ∈ (−
π

2
,
π

2
)  

 
 روتور یکينامیمعادلات د

 H یکربند یپ یبرا مومنتوم و تراسااات تعادل  معادلات 
 آمده به دست  تیوضع  مورد در( "X"یکربندیپ مشابه )

ست  شان  ریز در که ا ست  شده  داده ن صر  یتئور. ا  عن
 و تراساات محاساابۀ یبرا مومنتوم یتئور با همراه غۀیت

س  تراست  بیضر  تابع عنوانبه روتور هر گشتاور   تفادها
 .[23,24,29] شودیم

مان  ریمتغ، یکوادروتور معمول یبرا    یکنترل یها فر
شتاور مجموعۀ   ییپرنده که از تغ ست و گ  رات مقدار ترا

 :استر یز صورتبهند یآیشران به دست میپ
   

 [
u1

u2
u3

u4

] = K𝐜

[
 
 
 
 
ω1

2

ω2
2

ω3
2

ω4
2]
 
 
 
 

 

 

Kc = [

lb
0
lb
−d

  

lb
−lb
0
d

   

lb
0
−l
−d

b
  

lb
lb
0
d

] 

(9                                     ) 

ب اصاااطکا  و یب ضاااریبه ترت d و b یرهایمتغ 
 رو به گشتاور هستند.یح نیب تصحیضر
ه از ک  یکنترل یها فرمان  ریکوادروتور گام متغ  یبرا 
ه شااران بیپ رات مقدار تراساات و گشااتاور مجموعۀییتغ

 :استر یز صورتبهند یآیدست م
 

u1 = K(CT1
+ CT2

+ CT3
+ CT4

)                       
 

u2 = Kd(CT1
− CT2

− CT3
+ CT4

)  
 

u3 = Kd(CT1
+ CT2

− CT3
− CT4

)  
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u4 =
KR

√2
(CT1

3

2 − CT2

3

2 + CT3

3

2 − CT4

3

2)  

(1) 
ضا،  بیضر  برابر یببه ترت  d و ،ρ، R  که   عاعش  ف
vtipو  کوادروتور یبازو  طول و روتور = ωR،K =

ρπvtip
2R 2  وTi = ρπvtip

2R 2CTi
ست     سرعت  ω. ا

CTi. است  روتور یاهیزاو
  روتور نیما i تراست  بیضر  

(i = 1,2,3,4 ) ست ست  بیضر  نیب رابطۀ. ا  از ،CT ،ترا
گام   و روتور هر یۀ    کی  یبرا( θ0) روتور یتجمع زاو
 ۀیظرن از اسااتفاده با تواندیم شااکل لیمسااتط بازه غهیت

 :دیآ به دست حرکت و غهیت عنصر
 

θ0i
=

6CT

σClα
+

3

2
√

CT

2
                                             (91)  

 

σ که  =
NbC

πR
 C و اساات هاغهیت تعداد Nb ،اساات 

 .استتراست  یرویب نیضر، Clα  روتور ملخ وتر طول

[
 
 
 
 
CT1

̇

CT2
̇

CT3
̇

CT4
̇ ]
 
 
 
 

= Th−1 [

u1̇

u̇2

u3̇

u4̇

]                                              (99)  

 شارح  به و تراسات  بیضار  سیماتر Th که ییجا 
 :است ریز

Th

=

[
 
 
 
 
 

 K                      K                      K                      K
Kl               − Kl               − Kl                   Kl
Kl                    Kl               − Kl              − Kl 

3KR

2
√

CT1

2
    −

3KR

2
√

CT2

2
     

3KR

2
√

CT3

2
    

3KR

2
  √

CT4

2 ]
 
 
 
 
 

           

(92) 
م   ه   ترل      یورود کااهینگااا ن U  یمجاااز   ک =

[CT1
̇ , CT2

̇ , CT3
̇ , CT4

̇ ]T  ست  یهاکینامید با د،یآیم به د
ست  بیضرا  تا شود یم ادغام ستم یس  . دیآ به دست  ترا
 زاویۀ گام توانیم شااده، داده تراساات بیضاارا یبرا

 به دساااتهر روتور  یبرا (91) رابطۀ  حل  با  را دلخواه
 .آورد
 

 یکیر تحریه با زهمواج
 یورود 4 یدر ازا یخروج 1ل داشتن یبه دلکوادروتور 
 توجّها ب دیگریانببه .استک یر تحریز جزء مسائلکنترل 

 (1) حالت کوادروتور که در رابطۀ یبه معادلات فضا
 انگریچهار حالت کوادروتور که ب شرح داده شده است،

,z) تیارتفاع و وضع φ, θ, ψ) طوربهباشند یآن م 
,u1) یهایورودم با یمستق u2, u3, u4)  شوند یمکنترل

ل وجود مستق ی( ورودx,y) یهااما جهت کنترل حالت
 یمجاز یهایورود، یکیتحرریه با زهمواج یندارد. برا

ن شده است که ییت کوادروتور تعیدر معادلات موقع
فتار ن رییمنجر به تع کنندهکنترلها توسط ن آنییتع
 .شودیمت کوادروتور یآل وضعدهیا

 :ف شده استیر تعریز صورتبه یمجاز یهایورود
 

ux =
u1

m
(cos(φ) sin(θ) cos(ψ) + sin(φ) sin(ψ))   

 

uy =
u1

m
(cos(φ) sin(θ) sin(ψ) − sin(φ) cos(ψ))  

 

uz =
u1

m
(cos(φ) cos(θ)) − g  

 

u1 =
m

(cos(φ) cos(θ))
(uz + g)  

 

ϕc = sin−1 (
m

u1
ux sinψ −

m

u1
uy cosψ)  

 

θc = sin−1 (
m

u1
ux cosψ +

m

u1
uy sinψ)  

(93) 

 
 کنندهکنترل یطراح

 یدبک برايف یسازیخط کنترل یطراح
 ريکوادروتور گام متغ

ت ک اساایرتحریسااتم زیک ساایکوادروتور  کهازآنجایی
ا نجیکنترل انتخاب شااوند که در ا یبرا یخروج 4د یبا
ها یمتغ در نظر  ψو  x ،y ،z صاااورتبه  یخروج یر

به  توجّهصورت با   اینبه  [30] ،[18]شوند.  یگرفته م
در  u3و  u2گردد که می مشاااهده کوادروتورمعادلات 

. گرددنمی ظاهر بی انتخا  یها یمعادلات حالت خروج   
د از معادلات ین عبارات بایظاهر شااادن ا ین برایبنابرا

ته شاااود   جه ، مشاااتق گرف ندۀ  کنترل احیطر درنتی کن
سبات  فید یساز خطی  شده و در مقابل  پیچیدهبک محا
ساس خواهد بود. برا  یزنو شتق  یح  یهاگیریکاهش م



 مهدی خدابنده -مریم مسلسل های...کنندهکنترل گام متغیر برای یک کوادروتور با استفاده از کنترل

 

07 

یده  چک بودن   ، پیچ قارن و فرض و  ψبا فرض کو  ت
ωr =  صاااورتبه و  شااادهساااادهمعادلات حالت    ، 0
 .آیندیمبه دست  (95) و (94معادلات )

 

ẍ =
u1

m
(cos(φ) sin(θ))                                    

 

ÿ =
u1

m
(− sin(φ))  

 

z̈ =
u1

m
(cos(φ) cos(θ)) − g  

(94) 

φ̈ =
l

Ix
u2                                                

 

θ̈ =
l

Iy
u3  

 

ψ̈ =
1

Iz
u4  

(95) 

تار متغ   ها یرف باق     یر لت  نده  یحا عد از   θو  φ ما ب
 u3و  u2 کنترلی یهایتنها به ورود ψو  x ،y ،zکنترل 

 .وابسته است
جّه با    به      تو عادلات مربوط  در  ψو  x ،y ،zبه م

برابر اساات با  یبردار درجات نسااب( 95( و )94روابط )
{r1, r2, r3, r4} = جات نساااب {3,3,3,3}  ی. مجموع در

ن یاست. بنابرا 91ستم برابر یس ابعاد حالینباا، است 92
 دیصااافر خواهد داشااات و با دینامیک کنندۀن کنترلیا
شوند.  لیصفر تح  یهاکدینامی ینا یداریپا  کتۀطبق نل 
  گیرک صفر، دو انتگرالینامیاجتناب از د یبرا [13]در  9

با هر انتگرال گیریقرار م u1راه  بر سااار عاد   گیرد.  اب
,r2}ش و یافزاواحد  کیسااتم یساا r3, r4}  رکدام ز هین
با   یدرجات نساااب  درنهایت  ش دارند و  یافزا واحد  کی 

 ستم برابر خواهند شد.یابعاد س
{r1, r2, r3, r4} = {3,5,5,5}  

ست  یبرا  از  zو  x,y عیتموق کنندۀبه کنترل یابید
 u3و  u2شود کهیمشتق گرفته م ییتا جا (94عادلات )م

ند.    لت    یندر ا ظاهر شاااو  روابطدر مشاااتق دوم  حا
u2 =

Ixϕ̈

l
u3و   =

Iyθ̈

l
مشاااتقات   د شاااد.ن ظاهر خواه  

خواهد بود و  (91) معادلات صاااورتبه (94لات )معاد
نوشااته  (91) رابطۀ صااورتبه یساایماتر صااورتبه

 رابطۀه افتیمیستم تعم یس  یکنترل یهایورودو شوند  یم
 هایینامیکدو  یکمک یکنترل یهایوروداست که  (21)

 ( هستند.99( و )97معادلات ) صورتبهب یخطا به ترت
 

x(3) = (
1

m
) (u̇1 cosφ sin θ − u1φ̇ sinφ̇ sin θ + 

 

             u1θ̇ cos θ cosφ)                                       

(91) 

x(4) = (
1

m
) (ü1 cosφ sin θ − 2u̇1 φ̇ sinφ̇ sin θ + 

 

           2u̇1θ̇ cos θ cosφ − u1θ̇
2 sin θ cosφ + 

 

            u1θ̈ cos θ cosφ − u1φ̈ sinφ sin θ − 

 

          u1φ̇
2 cosφ sin θ − 2u1φ̇ sinφθ̇̇ cos θ) 

 

 y(3) = (−
1

m
) (−u̇1 sinφ − u1φ̇ cosφ) 

 

y(4) = (−
1

m
) (ü1 sinφ + 2u̇1φ̇ cosφ − 

 

            u1φ̇
2 sinφ + u1φ̈ cosφ)  

 

z(3) = (
1

m
) (u̇1 cos θ cosφ − u1θ̇ sin θ cosφ − 

 

             u1φ̇ cos θ sinφ)  

 

z(4) = (
1

m
) (ü1 cos θ cos−2u̇1φ̇ sinφ cos θ −

            2u̇1 θ̇ cosφ sin θ − u1φ̈ sinφ cos θ −

            u1 cos θ cosφ (φ̇2 + θ̇2) −

            u1θ̈ cosφ sin θ + 2u1θ̇φ̇ sinφ̇ sin θ)  
 

v1 = xd
(4)

− kx1ex
(3)

− kx2ëx − kx3ėx − kx4ex   
 

v2 = yd
(4)

− ky1ey
(3)

− ky2ëy − ky3ėy − ky4ey 
 

v3 = zd
(4)

− kz1ez
(3)

− kz2ëz − kz3ėz − kz4ez  
(97) 

 

ex
(4)

− kx1ex
(3)

− kx2ëx − kx3ėx − kx4ex = 0     
 

ey
(4)

− ky1ey
(3)

− ky2ëy − ky3ėy − ky4ey = 0 

 

ez
(4)

− kz1ez
(3)

− kz2ëz − kz3ėz − kz4ez = 0 

(99)   



 9311، دوو یکم، شمارۀ  سال سی  نشریۀ علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک

 

08 

,kijکه در آن   i = {x, y, z}, j =  یها بهره {1,2,3,4}
خا  یابی  دسااا یبرا بیانت یک  به  ت نام در ریدا پا  یخطا  دی

ستم    ستند و  شده ساده  سی eiه = i − id i = {x, y, z} 
 .شودیف میتعر

 

[
x4

y4

z4

] = [
B11

B21

B31

] + [

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

] [
ü1

u2

u3

]  (91)       

 

B11 = (
1

m
) (−  2u̇1 φ̇ sinφ̇ sin θ +

            2u̇1θ̇ cos θ cosφ −

            u1θ̇
2 sin θ cosφ−u1φ̇

2 cosφ sin θ −

            2u1φ̇ sinφθ̇̇ cos θ)  

B21 = (−
1

m
) (2u̇1φ̇ cosφ − u1φ̇

2 sinφ)  

B31 = (
1

m
) (−2u̇1φ̇ sinφ cos θ −

        2u̇1 θ̇ cosφ sin θ−u1 cos θ cosφ (φ̇2 + θ̇2) +

        2u1θ̇φ̇ sinφ̇ sin θ)  

A11 = (
1

m
) cosϕ sin θ  

A12 = (
1

m
) u1 sinϕ cos θ

l

Ix
  

A13 = (
1

m
) u1 cos θ cosϕ

l

Iy
  

A21 = (
1

m
) cos θ cosϕ  

A22 = −(
1

m
) u1 cosϕ

l

Ix
  

A23 = 0  

A31 = (
1

m
) cos θ cosϕ  

A32 = −(
1

m
) u1 cos θ sinϕ

l

Ix
  

A33 = −(
1

m
) u1 sin θ cosϕ

l

Iy
  

[
ü1

u2

u3

] = [
A11 A12 A13
A21 A22 A23
A31 A32 A33

]

−1

  [
−B11 + v1

−B21 + v2

−B31 + v3

] (21)  

جّه با    حدودۀ    تو ماتر عملکرد  به م س یمعکوس 
ستفا  شده در رابطۀ ا  ψکنترل  یبراوجود دارد.  (21) ده 
نده  ک کنترلی  ته  29) صاااورتبه  PDکن ( در نظر گرف
  یمشتق یهاب بهرهیرتبه ت kψ2 و kψ1که در آن شودیم

در نظر گرفته  9برابر  یساز هیهستند که در شب   یو تناسب 
 اند.شده

 

u4 = ψ̈d + kψ1(ψ̇d − ψ̇) + kψ2(ψd − ψ) (29)  

 

 یقيدبک تطبيف یسازیخط کنندهکنترل 
 ميمستق

 طورهمان ، یرخطیغ یها کی نام یق دیحذف دق  ازآنجاکه  
 یاز اساات، در حالت عملیدبک نیف یسااازیکه در خط
ر یتغتواند میستم م یس  یپارامترها علاوهبهبوده و دشوار  

 یقیتطب یک روش کنترلی ن کار  یا ی. برابا زمان باشاااد   
ن یا یمجانب  یداری گردد. پا یم ارائه م یمساااتق یرخطیغ

ف اثبات اپانویل یبر تئور یر مبتنیک متغیروش توسااط 
 شده است.

بک را  ی ف یساااازی، عملکرد خطیقیتطب روش  د
ستق  سط کاهش خطا  ماًیم شد.  یبهبود م یابیرد یتو بخ
ها و       یا پارامتر با اصااالاح  کار  یت   ن  ها  یها بهره درن

نده کنترل جام م  یابی رد یبر خطا  ی، مبتنکن . شاااودیان
ست، نه لزوماً  یابیرد ی، کاهش خطاکنندهکنترلهدف   ا
طا  ها  یاگر ورود حال ینباا . ها پارامتر ن یتخم یخ
شند  یغن یکاف یاندازهبه صح ی، مقادبا ز ین اهح پارامتریر 

 آمد.د نخواهن به دست یدر تخم
 

 نیکیاسااتم مکساای .یقيدبک تطبيف یساز یکنترل خط
ر یتوابع غ Cو  Mشااود که می یفتعر زیر صااورتبه
هسااتند و  یخط p یبوده که نساابت به پارامترها یخط
 ] 39,32x[ کنندمیتوصاایف  ساایسااتم را یهاکینامید

 :است یورود یگشتاورها τها و حالت

τ = M(x, p)ẍ + C(x, ẋ, p)  (22)                        

 تصااوربهس یولیو شااتاب کور یس اثر جرمیماتر 
 :شوندیف میر تعریز
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M = [
m × I3×3 03×3

03×3 I
]   C = [

ωB × (mVB)

ωB × (IωB)
] 

 

عت   ی به ترت  VBو  ωBکه در آن    ب بردار سااار
سرعت خط  یاهیزاو صات محلّ ی در و  ستند،   یمخت ه
ωB کااه یطااور بااه  = [ωx ωy ωz]

T  وVB =

[Vx Vy Vz]
T. 

 یساااازخطی یکننده کنترلفوق با   یها دینامیک   
 شوند:میبک کنترل فید

u = τ = M(x, p)ẍ∗ + C(x, ẋ, p)                     (23) 
  :شودیم انتخاب شکل نیا به ∗ẍ که ییجا

ẍ∗ = ẍd − kvĖ − kpE  (24  )                              

ẍd    ها اسااات و  شاااتاب مطلوب حالتE و Ė  یخطا 
 دهند:یرا نشان محالت ت و سرعت یموقع

E = xd − x                                              (25) 
Ė = ẋd − x ̇ (21)                                             

 Kv و Kp طب  شاااینجان  یبرا ییها بهره  یها ق
ستۀ  حلقه یهاکینامید صفحۀ   ی در خط ب  سمت چپ 

 Cو  M (22) رابطۀدر  حال ینباا مختصاااات هساااتند.  
 یرز صورت بهاند و نامشخص  یپارامتر ینسبت به خطا 

 زده خواهند شد: مینتخ
τ = M̂(x, p̂)ẍ∗ + Ĉ(x, ẋ, p̂)  (27)                            
M̃ = M − M̂                                                  
C̃ = C − Ĉ                                                     (29) 
Φ = p − p̂                                                       (21) 

 Φ  یگذار یپارامترهاسااات و با جا    ن یتخم یخطا 
 م:یدار (22)در ( 27) رابطه

 

M̃(x,Φ)ẍ + C̃(x, ẋ, Φ) = M̂(x, p̂)(ẍd − kvĖ −

                                               kpE)                          

(31) 
 خطا: یهاکینامید

(Ë − kvĖ − kpE) = −M̂−1 (M̃(x,Φ)ẍ +

                                      C̃(x, ẋ, Φ))                              

(39) 

 به توجّه با(( 22) رابطه) یکینامید هایماتریس 
 در کینامید ن،یبنابرا. هستند یخط p یپارامترها
 یسیبازنو (32) رابطۀ صورتبه تواندیم خطا جملات
 شود.

M̃(x,Φ)ẍ + C̃(x, ẋ, Φ) = W(x, ẋ, ẍ)Φ         (32)    

 که است یرخطیغ سیماتر کی W که ییجا 
 ن،یبنابرا. ردیگیم بر در را خطا یهاکینامید
 صورتبه تواندیم( 39) رابطۀ از ستمیس یهاکینامید

 شود: نوشته (33) رابطۀ

Ë − kvĖ − kpE = −M̂(x, p̂)−1W(x, ẋ, ẍ)Φ (33)     

ر در یز صورت بهرا  W، (32) رابطهتوان در یکه م 
 نظر گرفت:

 

W(X, Ẋ, Ẍ) =

[
 
 
 
 

−z̈+g

cosθ sinϕ
0 0 0

0 ϕ̈ θ ̇ ψ̇ −θ ̇ ψ̇

0
0

−ϕ̇ψ̇

θ ̇ ϕ̇

θ̈
−θ ̇ ϕ̇

ϕ̇ψ̇

ψ̈ ]
 
 
 
 

  

(34) 
دو در  ستم درجۀ یک س ی صورت به( 33) رابطۀاگر  
شود نظ سمت چپ آن ورود  ر گرفته   Eبوده و  u یکه 

( 35) صورت بهک تحقق از آن یستم باشد،   یس  یخروج
 تز و زوجیروس هیماتر A  شاااود که در آنینوشاااته م
 (A, C1)ست ر یپذتیؤر  ین تحقق به نحوین ای. همچنا
 اپوپوف را ب-چیاکوبووی-شااود که لم کالمنیانتخاب م

 برآورده کند: E1د یجد یف خروجیتعر
 

Ż = AZ + Bu,   u = −M̂−1WΦ                    
E = C1Z 

(53) 

 .م اسااتیپارامتر تنظ  Ψ،دیجد یف خروجیدر تعر 
ست خواهد  ( 37) صورت بهد یجد یخروج رابطۀ به د
 آمد:

E1 = Ė + ΨE                     (31)                        
E1 = CZ                                                          (37)  

حقق کند که تیان میپوپوف ب-چیاکوبووی-لم کالمن 
د کنیر صدق میاست که در روابط ز یمورد نظر به نحو
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,P های ماتریس  که ینحوبه  Q  ن  یّمثبت مع  های ماتریس
 هستند.

ATP + PA = −Q  (39                       )             

PB = CT (31)                                                

تابع ل    خاب  پانوف ی انت بت بوده و   Γ که در آن   ا مث
 :است زیر صورتبهق است، یتطب یبهره

V = ZTPZ + ΘTΓ−1Θ (41)                                

و با اساااتفاده از لم    بالا  رابطۀ از  گیریبا مشاااتق  
 پوپوف:-یچکوبوویا-کالمن

V̇ = ŻTPZ + ZTPŻ + 2ΘTΓ−1Θ̇  (49)                   

V̇ = (AZ + Bu)TPZ + ZTP(AZ + Bu) +

         2ΘTΓ−1Θ̇  

 

V̇ = ZTATPZ + uTBTPZ + ZTPAZ + ZTPBu +

        2ΘTΓ−1Θ̇  

 

V̇ = −ZTQZ + 2uTE1 + 2ΘTΓ−1Θ̇ 

 

V̇ = −ZTQZ + 2(−M̂−1WΘ)
T
E1 + 2ΘTΓ−1Θ̇  

V̇ = −ZTQZ − 2ΘTWTM̂−1E1 + 2ΘTΓ−1Θ̇  

 :ریز صورتبهق یقانون تطبو با انتخاب 
Θ̇ = ΓWTM̂−1E1  (42 )                                       

شتق تابع ل   ر یز صورت به (37) رابطۀاپانوف در یم
 د:یآیبه دست م

V̇ = −ZTQZ (43  )                                           
 -مه ین ین، منفیمثبت مع  Q یبه ازا  (43) رابطۀ که   
هد بود یّمع جّه با   ؛ ون خوا که  یبه ا  تو Θن = p − p̂ 

نابرا  Θ̇ن یب = −ṗ̂ . قا ی ، لذا ناسااااب  ینون تطبک  ق م
 ر خواهد بود:یز صورتبه

ṗ̂ = −ΓWTM̂−1E1 (44)                                    
 

وتور کوادر یبرا یقيدبک تطب ي ف یساااازیکنترل خط
توان ی، مکوادروتور یها کی نام ید به  توجّه  با  .ريگام متغ 

 حالت   یبرا را دبک ی ف یساااازیخط قابل   یها کی نام ید
xq  کوادروتور = [Z ϕ θ ψ]T آورد دسته ب. 

 

τ = Mq(xq, pq)ẍq∗
+ Cq(xq, ẋ

q
, pq)        (45)      

 

τq =

[
 
 
 
uq

τφ
q

τθ
q

τψ
q
]
 
 
 

  

Mq(x, pq) =

[
 
 
 
 

 

−
m

CθCϕ

0
0
0

  

 
0
Ix
0
0

  

 
0
0
Iy
0

 

 
0
0
0
Iz

 

]
 
 
 
 

  

 

Cq(xq, ẋq, pq) =

[
 
 
 
 
 

mg

CθCϕ

θ̇ψ̇(Iy − Iz)

ϕ̇ψ̇(Iz − Ix)

φ̇θ̇(Ix − Iy)]
 
 
 
 
 

  

 ر در نظریز صااورتبه ناشااناخته یهاپارامتر بردار 
 .شده استگرفته 

 

p̂q =

[
 
 
 
 
p1

q

p2
q

p3
q

p4
q
]
 
 
 
 

= [

m
Ix
Iy
Iz

]                                           (41) 

ضم  p̂ انتخاب  ( 45) رابطۀ ستم یس  که کندیم نیت
  کننده کنترل نیا یکلّ هدف . اسااات یخط پارامترها،   در

 .است یابیرد یخطا کاهش
,W(x ریمتغ  ẋ, ẍ) ف شده استیر تعریز صورتبه، 

W(ẍq, ẋq, xq) =

[
 
 
 
 
−Z̈+g

CθCϕ

0
0
0

 

0
ϕ̈

−ϕ̇ψ̇

θ̇ϕ̇

  

0
θ̇ψ̇

θ̈
−θ̇ϕ̇

  

0
−θ̇ψ̇

ϕ̇ψ̇

ψ̈

 

]
 
 
 
 

(47)      

 

 ورکوادروت یبرا پااارامتر قیتطب قااانون  ،نی بنااابرا   
 :بود خواهد ریز صورتبه

p̂q̇ = −ΓWTM̂q−1
E1 (49 )                                

 در یببه ترت E1 یخروج و Γ قیبتط بهره که  ییجا  
طه  ند شاااده فیتعر (41) و (31) یها راب  قانون  نیا .ا
طۀ  در کنترل قانون  با  همراه پارامتر،  قیتطب  ،(45) راب
 باا  کوادروتور یهاااکیاانااامید تیااتثب یبرا تواناادیم

 .شود استفاده ینرسیا و جرم نینامع یپارامترها
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 سازیشبيهج ینتا

 کدبيف یسازیکنترل خط یسازهيج شبینتا
 یبرا یقيدبک تطبيف یساز یو خط

 ريکوادروتور گام متغ
شب ین بخش نتایدر ا  یساز یخط کنندهکنترل یساز هیج 
بک و ی ف ندۀ کنترل د بک تطب ی ف یساااازیخط کن  یقید

 (9). جاادول شاااودیم  ارائااهر ی کوادروتور گااام متغ     
کوادروتور  یاسااتفاده شااده برا یپارامترها ۀدهندنشااان
 ر است.یگام متغ
کل  در   یب    (7) و (1)، (5)، (4) های شااا  به ترت

نمودارهااای مربوط بااه کنترل موقعیاات، وضاااعیاات  
مایش ساااه   کوادروتور، ورودی عدی  های کنترلی و ن ب

ساااازی فیدبک و   کنترل خطی توساااط یرمساااردیابی  
سااازی فیدبک تطبیقی نشااان داده شااده اساات.   خطی
ود شااادیده می (5)و  (4) هایشاااکلکه در  طورهمان

رفته صورت گ  خوبیبه کنندۀردیابی توسط هر دو کنترل 
 است.
بیقی و تط کنندۀکنترلبهتر عملکرد  یبرای مقایسااه 

 نمایان شاادن مزیت آن نساابت به حالت اسااتاندارد در 
نۀ    یا مان     م کت )ز یه(،    95حر  2.5جرم جسااام از  ثان

شده و با   9.5کیلوگرم به  به  توجّهکیلوگرم کاهش داده 

نتایج  گر نمایان   به ترتیب  که   (99)تا   (9) های شاااکل 
ت حرککنترلی و  یهاردیابی موقعیت، وضعیت، ورودی

شاهده می  بعدیسه   سازی خطی کنندۀگردد که کنترلم
اد زی یو ساایسااتم خطا ندارد فیدبک عملکرد مناساابی

گردد ولی در حالت   نیز نزدیک می  ییدارد که به واگرا  
فیدبک تطبیقی با تخمین نامعینی،      یساااازکنترل خطی

 شود.انجام می خوبیبهو ردیابی  شدهاصلاحکنترل 
 

 ریکوادروتور گام متغ یاستفاده شده برا یپارامترها (:9) جدول
 

 

 

 
 یقیدبک تطبیف یسازیخطدبک و یف یسازیخط یهاکنندهکنترلت با یموقع یابیرد 4 شکل

 پارامتر مقدار

2.5 kg m 

0.18 m R 

0.03 m c 

0.3 m d 

5.23 clα 

2 Nb 

282.7 rad/sec Ω 
2kg.m 2 × 10−3 Ix 
2kg.m 2 × 10−3 Iy 
2kg.m 2 × 10−3 Iz 

)29.81(m/s g 
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 یقیدبک تطبیف یسازیخطدبک و یف یسازیخط یهاکنندهکنترلت با یوضع یابیرد (:5) شکل

 

 
 

 یقیدبک تطبیف یسازیدبک و خطیف یسازیخط یهاکنندهکنترل با یکنترل یهایورود (:1) شکل
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یقیدبک تطبیف یسازیدبک و خطیف یسازیخط یهاکنندهبا کنترل یبعدسهر کوادروتور در حالت یمس (:7) شکل

 

 
 

 ر در جرم جسمییبا تغ یقیدبک تطبیف یسازیخطدبک و یف یسازیخط یهاکنندهکنترلت با یموقع یابیرد (:9) شکل
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 ر در جرم جسمییبا تغ یقیدبک تطبیف یسازیخطدبک و یف یسازیخط یهاکنندهکنترلت با یوضع یابیرد (:1) شکل

 

 
 ر در جرم جسمییبا تغ یقیدبک تطبیف یسازیدبک و خطیف یسازیخط یهاکنندهکنترل با یکنترل یهایورود (:91) شکل
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 یقیدبک تطبیف یسازیخطدبک و یف یسازیخط یهاکنندهکنترل با یبعدسهر کوادروتور در حالت یمس (:99) شکل

 تغییر در جرم جسمبا 

 

 

 PID یهاکنندهبا کنترل یسازهيج شبینتا سۀیمقا
 یرخطيک معکوس غينامیو د

کرد                      ل م ع تر  ه ب بررسااای  جهاات  خش  ب ین  در ا

شبیه شده یطراحهای کنندهکنترل ایج سازی با نت ، نتایج 

در اند. مقایسااه شااده  NID [2]و  PIDهای کنندهکنترل

ت، ی موقع یابی رد به ترتیب   (94)تا   (92) های شاااکل 

ا ر ب یکوادروتور گام متغ  یکنترل یها یورود، تی وضاااع

 یساااازیخطدبک و  ی ف یساااازیخط یها کننده کنترل

بک تطب ی ف  ک معکوسی نام ی)د NID و PIDو  یقید

شان داده  یرخطیغ ست   ( ن شاهده  شده ا که  شود یم. م

 یساااازیخطدبک و  ی ف یساااازیخط یها کننده کنترل

  یهاکنندهرلکنتنسبت به   یعملکرد بهتر یقیدبک تطبیف

PID و NID .دارند 

 

دبک یف یسازیخط یهاکنندهکنترلت با یموقع یابیرد (:92) شکل

NID و PID یهاکنندهکنترلو  یقیدبک تطبیف یسازیخطو 
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 NIDو  PID یهاکنندهکنترلو  یقیدبک تطبیف یسازیخطدبک و یف یسازیخط یهاکنندهکنترلبا  وضعیت 9 یابیرد (:93) شکل

 

 
 

 NID و PID یهاکنندهکنترلو  یقیدبک تطبیف یسازیخطدبک و یف یسازیخط یهاکنندهکنترلبا  یکنترل یهایورود (:94) شکل
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های کنندهبا کنترلسازی نتایج شبيه مقایسۀ
 لغزشی تطبيقیمدلغزشی و مد

کرد                      ل م ع تر  ه ب بررسااای  جهاات  خش  ب ین  در ا
التی ازی در حس نتایج شبیه ، شده یطراحهای کنندهکنترل

 9.5کیلوگرم به  2.5حرکت از  که جرم جسااام در میانۀ   
تایج کنترل       با ن ن کیلوگرم کاهش یافته اسااات  های   دهکن

اند. در مقایسااه شااده  تطبیقیلغزشاای دلغزشاای و مدم
ردیابی موقعیت،    به ترتیب   (97)تا   (95) های شاااکل 

های کنترلی کوادروتور گام متغیر با    وضاااعیت، ورودی 
ساااازی ساااازی فیدبک و خطی  های خطی کننده کنترل

شان   یتطبیقلغزشی   و مدفیدبک تطبیقی و مد لغزشی   ن
های  کنندهشااود که کنترل. مشاااهده میشااده اسااتداده 
عملکرد  تطبیقیلغزشی  مد و سازی فیدبک تطبیقی خطی

سبت به کنتر  ک و سازی فیدب ای خطیهکنندهلبهتری ن
لغزشی دارند.مد

 

 
 

مد لغزشی  و مد لغزشیهای کنندهسازی فیدبک تطبیقی و کنترلسازی فیدبک و خطیی خطیهاکنندهردیابی موقعیت با کنترل (:95) شکل

 با تغییر در جرم جسم قیتطبی
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غزشی مد لغزشی و مد لهای کنندهسازی فیدبک تطبیقی و کنترلسازی فیدبک و خطیی خطیهاکنندهردیابی وضعیت با کنترل (:91) شکل

 با تغییر در جرم جسم قییتطب
 

 
د لغزشی مد لغزشی و مهای کنندهسازی فیدبک تطبیقی و کنترلسازی فیدبک و خطیی خطیهاکنندههای کنترلی با کنترلورودی (:97) شکل

 با تغییر در جرم جسم قییتطب
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 یريگجهينت
 کی پرواز کنترل و وتحلیلیهتجز به مقاله نیادر 

 کی با سهیمقا در .پرداخته شد ریگام متغ کوادروتور
 کانام یادیز حدِّ تا هاتیقابل نیا کوادروتور گام ثابت،

 که دهدیم شیافزا را کیآکروبات و یتهاجم یمانورها
 ابتث کوادروتور گام به نسبت عملکرد بهبود دهندۀنشان
 .است
 یسازیخط یهاکنندهکنترل مقاله نیا در ادامۀ 
 .شد یمعرف میمستق یقیتطبدبک یف یسازیخطو  دبکیف

عملکرد  شدهیطراحدبک یف یسازیخط کنندهکنترل
 ت کوادروتوریت و وضعیموقع یابیداشته و رد یخوب

صورت  یدرستبه کنندهکنترلن یاز ا با استفادهر یگام متغ
م یقدبک مستیف یسازیخط کنندۀکنترل گرفته است.

 یابیتدس یبرا را پارامترها خودکار طوربهز یشده ن یمعرف
 اپانفیل هینظر از استفاده با. دهدیم رییتغ ق،یدق یابیرد به

 جینتا .است داریپا کنندهکنترل نیا که است شده ثابت
 یقیتطب راهبرد نیا اتخاذ که دهدیم نشان یسازهیشب

 ریمتغ زمان یهایریگجهت کوادروتور تا دهدیم اجازه
 حضور در ،یترقیدق طوربه را ارتفاع دستورات و
 با سهیمقا در پارامتر، یخطاها ای و غتشاشاتا

 دنبال ،یقیتطب ریدبک غیف یسازیخط یهاکنندهکنترل
 یابیدر یبرا یج مطلوبینتاز ین یقیتطب کردیرو .کند
در  .ر داشته استیت کوادروتور گام متغیت و وضعیقعمو

 یسازیخط یهاکنندهکنترلج حاصل از یز نتایآخر ن
 یهاکنندهکنترلبا  یقیدبک تطبیف یسازیخطدبک و یف

PID شودیمسه شده است که مشاهده یمقا 
سازی و خطیدبک یف یسازیخط یهاکنندهکنترل

یر در ردیابی مس یعملکرد بهتر یدارافیدبک تطبیقی 
و همچنین نتایج  مرجع و کاهش خطای ردیابی هستند

-سازی فیدبک و خطیهای خطیکنندهحاصل از کنترل

ی و مد های مدلغزشکنندهسازی فیدبک تطبیقی با کنترل
لغزشی تطبیقی نیز در شرایط تغییر جرم کوادروتور 

 هایکنندهشود کنترلمشاهده میکه  شده استمقایسه 
دقت  ،سازی فیدبک تطبیقی و مدلغزشی تطبیقیخطی

 ردیابی خطایو داشته  بالایی در ردیابی مسیر مرجع
 دهددارند که نشان می موقعیت و وضعیت خیلی کمی

 .اندتهداشملکرد بهتری نسبت به حالت غیر تطبیقی ع
 

 واژه نامه
 

Virtual Reference 

Feedback Tuning 
تنظیم فیدبک مرجع  

 مجازی

Correlation –

Based Tuning 
 تنظیم بر اساس همبستگی 

Proportional 

Derivative 
 مشتقی -تناسبی 

Linear Quadratic 

Regulator 
تنظیم کننده درجه دو  

 خطی

Proportional-

Integral-

Derivative 

 تقیمش -انتگرالی -تناسبی 

Nonlinear 

Inverse 

Dynamics 

دینامیک معکوس  

  غیرخطی 

Six Degrees of 

Freedom 
 شش درجه آزادی 

Roll, Pitch, Yaw  رول، پیچ، یاو 
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 سازیمبتنی بر روش خطی دارحرکت یک ربات کروی بر روی سطح شیبرخطی یغکنترل 

 با استفاده از فیدبک
 پژوهشی  –مقاله علمی 

 

 (9)حسین کریم پور          (2)علی مختاریان           (9)محمد عالی پور

 

کت حر شانیخارج ۀپوست دنیغلت اثر بر نیزم یکه بر رو شکل مجهز به مکانیزم محرک داخلیکروی سیّار یهابه ربات یربات کرو چکیده
در طی  شده ارائهمدل  تحلیل دینامیکی به شده و سپس   سازی پاندولی مدل کروی ربات از نمونه یک ابتدادر این تحقیق،  شود. یم اطلاقکنند یم

رسیده  شده است. استخراج معادلات حرکت ربات با استفاده از روش لاگرانژ به انجام     ای بر روی سطحی با شیب ثابت پرداخته  حرکت صفحه 
ست.   ست  سازی به کمک های خطیمبتنی بر روش غیرخطی ۀکنندطراحی یک کنترل ،سپس ا رفتن . در ادامه، با در نظر گفیدبک انجام گرفته ا

سیر مطلوب  منطبق یرغ ۀشرایط اولی  شبیه        ، بر م ستم به  سی شی بر روی  شا ربات پرداخته  سازی حرکت نامعینی پارامتری و همچنین گشتاور اغت
کروی  ۀپوست  برای حرکت دورانی شده انتخابکننده در تعقیب تابع زمانی سازی بیانگر توانایی و عملکرد مطلوب کنترل . نتایج شبیه شده است  

 .استبرای ربات  شدهبینییشپتحت شرایط فیزیکی نامطلوب  داریبشبر روی سطح 
 

 خطی.کنترل غیر ،نامعینی پارامتری ،گشتاور اغتشاشی ،معادلات دینامیکی ،ربات کروی های کلیدیواژه

 
Nonlinear Control of Motion of A Spherical Robot on Inclined Surfaces Based on 

Feedback Linearization Method 
 

M. Aalipour               A. Mokhtarian               H. Karimpour 

 

Abstract Spherical robots are the mobile robots with spherical shape equipped to internal drive mechanism 

that move on the ground due to their external shell rolling. In this research, after modeling of a pendulum 

type of the spherical robots, dynamic analysis of their model during planar motion on an inclined surface 

is performed. The motion equations of spherical robot are derived using Lagrange method. Also, a 

nonlinear controller based on feedback linearization methods is designed. In the following, considering 

non-confirm initial conditions on trajectory, parametric uncertainty and also disturbance torque on robot, 

the motion of robot is simulated. The results indicate that the designed controller has proper and resistant 

performance in tracking selected trajectory for sphere shell rotation during moving on specified inclined 

surface. 

 

Key Words Spherical Robot, Dynamic Equations, Disturbance Torque, Parametric Uncertainty, Non-

linear Control. 
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 مهمقدّ
های کروی ، رباتسیّارهای در میان انواع مختلف ربات

 توجهّمورد ای فزاینده طوربه اخیر در طول پانزده سال
 سیّارهای رباتربات کروی به  .اندمحققین واقع شده

که بر روی شکل مجهز به مکانیزم محرک داخلی کروی
کنند شان حرکت میاثر غلتیدن پوسته خارجی زمین بر
ای هستند. ها دارای مزایای ویژهاین ربات شود.می اطلاق

که اجازه  تماس با زمین دارند ها فقط یک نقطۀآن
با حداقل اصطکاک بوده و با ربات حرکت  کهدهد می

. اجزای داخلی انجام شودانرژی میزان مصرف کمترین 
های کروی نظیر تجهیزات و حسگرهای درونی از ربات

محافظت  توسط پوسته گردوغبارخارجی و  ضربات
ات، این رب ۀبدن. علاوه بر این به دلیل بسته بودن شودمی

 ریفوذناپذنهای مایع و گاز ها در برخورد با محیطربات
ه بهمچنین در صورت سقوط از ارتفاع،  مقاوم بوده و و

دچار واژگونی  عنوانیچهبهدلیل شکل خاص آن 
ها از جمله برای اغلب ربات عضلکه این م شودنمی
 ۀپوست .است انگیزبرچالش سیّارب نماانسانهای ربات

کروی فضای مناسبی برای قرار گرفتن اجزای داخلی 
یک محافظ خوب برای  عنوانبهتواند فراهم کرده و می

نوع این  ،روازایناز اجزای داخلی عمل کند.  محافظت
ربات اغلب در تحقیقات فضایی و کاوش در مناطق 

های تاکنون پژوهش شود.نظامی و ناشناخته استفاده می
-سازی و کنترل رباتطراحی، مدل ی در رابطه باسیّارب

و همکارانش  بیکچیهای کروی به انجام رسیده است. 
مکانیزم  عنوانبهاز یک ارابه با دو چرخ  9117در سال 

 ربات پوسته کروی درآوردنحرکت به محرک برای 
، از یک چرخ 9116در سال  هالم .[1]استفاده کردند 

 استفاده کرد ویکر ۀپوستدرون کره برای حرکت دادن 
یک ربات  2222 و همکارانش در سال باتاچاریا .[2]

 .متقارن را ابداع کردند کاملاًبا ساختار داخلی کروی 
 نهقریاین ربات کروی  ۀپوست در شدهنصبروتورهای 

ربات  ،ایزاویه ۀتکانبوده و با استفاده از اصل پایستگی 
ل ژان و همکارانش در سا .[3] آوردیدرمرا به حرکت 

ربات کروی را مورد بررسی قرار دادند که یک  2226
 آزادی بود. یک پاندول دو درجۀمکانیزم محرک آن 

ز معادلات معادلات حرکت این ربات با استفاده ا
 ه دستباستاتیک بودن پاندول بولتزمان و با فرض شبه

شده  یلحلتای آمده و برای حرکت روی مسیر دایره
یک  2221وی ژانگ و همکارانش در سال  .[4]است 

 و معادلات حرکت مورد مطالعه قرار دادهربات کروی را 
یک اند. دینامرا با استفاده از روش کین استخراج کرده آن

حقیق ت آنمستقیم ربات با استفاده از معادلات حرکت در 
 2221باناوار و همکاران در سال  .[5]بررسی شده است 

یک ربات کروی و سپس به  تحلیلوتجزیهبه طراحی و 
لیو و . [6]بعدی پرداختند سازی آن در فضای سهمدل

ربات کروی با نوع جدیدی از محرک  ۀهمکاران به مطالع
 پرداخته و سپس پایداری آن را مورد ارزیابی قرار دادند

سازی دینامیکی و عزیزی و همکارانش به مدل .[7]
ت کروی یک ربا ۀرکت بهینحریزی مسیر برنامه

کنترل مسیر  2299یو و همکاران در سال  .[8] پرداختند
یک ربات کروی پاندولی در یک حرکت کلی بر روی 

 ها پسدار را مورد بررسی قرار دادند. آنیک سطح شیب
از تعیین قیود غیر هولونومیک و استخراج معادلات 

نترل الگوریتم ک ۀدینامیکی به روش لاگرانژ مقید، به ارائ
بات پرداختند. همچنین، با استفاده از تئوری مسیر ر

پایداری لیاپانوف یک قانون کنترلی بر مبنای صفحات 
مودهای لغزشی تعیین کرده و اعتبارسنجی آن از طریق 

گاجبهی  .[9]های عددی را به انجام رساندند سازیشبیه
دو قانون کنترلی مجزا بر مبنای  2296و همکاران در سال 
ای کنترل حرکت یک ربات کروی رهیافت هندسی بر

ها از سه موتور محرک واقع بر سه محور ارائه کردند. آن
هم و متصل به سطح داخلی پوسته جهت ایجاد  عمود بر

ایوانوا و  .[10] ربات استفاده نمودند ۀحرکت هم جانب
مدلی از یک ربات کروی با یک  2297همکاران در سال 

م استفاده از یک سیستبا  عملگر پاندولی، کنترل شده
را مورد بررسی قرار  بازخورد را ارائه کرده و پایداری آن

حرکت  2291ایوانوا و همکاران در سال  .[11] دادند
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ربات کروی پاندولی بر روی  یک ۀشدکنترلای صفحه
ها پس دار را مورد مطالعه قرار دادند. آنیک سطح شیب

ات دورانی رب یک الگوریتم کنترلی برای حرکت ۀاز ارائ
 سازی عددی حرکتبر یک مسیر زمانی دلخواه، به شبیه

 .[12]آن پرداختند  ۀشدکنترل
در تحقیق حاضر  ،اقدامات پیشین محققین ۀدر ادام 

ات ای یک ربو کنترل حرکت صفحهتحلیل دینامیکی 
به انجام رسیده دار شیب کروی پاندولی بر روی مسیر

سازی دینامیکی و مدلاست. در این راستا ابتدا به 
ای ربات کروی معادلات حرکت صفحهاستخراج 

احی پس از طرپرداخته و  داربر روی مسیر شیب پاندولی
 سازی حرکت ربات در، شبیهخطیغیر ۀکنندیک کنترل

فتن گر در نظرسپس با است.  شدهافزار متلب انجام نرم
ی بر روی سیستم به بررس نامعینی پارامتری و ساختاری

زم به لا کننده پرداخته شده است.یزان مقاوم بودن کنترلم
به کمبود تعداد عملگر در این  توجّهاست با  یادآوری
سازی نی بر خطیتخطی مبغیر ۀکنندطراحی کنترل ،ربات

ر مرجع دروش بکار رفته  یریکارگبهبه کمک فیدبک و 
به مطالعات صورت  توجّهبا  به انجام رسیده است. [13]

کنترلی ارائه شده در  گرفته در کارهای پیشین، روش
-های کمبرای رباتتاکنون در پژوهشی  حاضر، ۀمقال

 بکار برده نشده است. عملگر کروی

 

 مدل ساختاری ربات کروی

ربات کروی مورد مطالعه در این تحقیق از نوع پاندولی      
این ربات کروی  ۀدهندیلتشتتکاستتت. اجزای اصتتلی  

اجزای داخلی  ۀمجموع ربات، ۀموتور، پوستتتت  شتتتامل 
موتور در محل  (.9است )شکل    محرک ربات و پاندول

مفصتتتل بین پاندول و اجزای داخلی ربات واقع شتتتده 
است و با ایجاد حرکت دورانی پاندول و تغییر موقعیت  

 شود.ربات می حرکتمرکز جرم ربات کروی منجر به 

 در نظرمعادلات دینامیکی ربات را با  پژوهشدر این 

 خواهیم آورد: به دستزیر  یاتگرفتن فرض

حرکت بر روی مستتتیر دچار لغزش    یندر حربات   .9

 شود؛نمی
اجزای داخلی ربتتات    از نیروی اصتتتطکتتاک بین        .2

 شود؛نظر میصرف
مرکز هندسی  رمرکز جرم ربات )بدون پاندول( ب .9

 ؛است منطبقپوسته )مرکز جرم( 
زمین در طی حرکت ربات   شتتترط عدم جدایش از    .4

 برقرار است؛
ک ی ۀواسطبهیک جرم متمرکز که  صورتبهپاندول  .5

 ،هندسی پوسته متصل است لینک بدون جرم به مرکز
 شود؛مدل می

ست  .6 ست    ۀپو ضخامت کم و همگن ا یعنی   ؛کروی با 
 ؛دباشو متقارن میتوزیع جرم در پوسته یکنواخت 

در زای داخلی ربات بر روی مرکز کره  مرکز جرم اج .7
 شود.گرفته می نظر

 

 
 

 ربات کروی پاندولی ساختار کروی (:9)شکل 

 

شان  (9)شکل    ساختار  یک ربات کروی با  ۀدهندن
ندولی    یکل پا ندول در دو      استتتتمحرک  پا که دوران 

شروی و حرکت جانبی ربات       ستقل باعث پی ستای م را
 پیشتترویحرکت البته در این پژوهش صتترفاً  .گرددمی

جانبی،       بدون در نظر گرفتن امکان حرکت  بات و  ه ب  ر
کمک دوران پاندول در یک راستتتا در طی یک حرکت 

ای، مورد تحلیل دینامیکی و کنترلی قرار گرفته صتتتفحه
ئ    استتتت. مدل دینامیکی و استتتتخراج    ۀدر ادامه به ارا

 شده است.ربات پرداخته ای صفحهمعادلات حرکت 
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 دارشیبسازی ربات بر روی سطح مدل

ستتازی حرکت و همچنین کنترل حرکت شتتبیه منظوربه
ربات کروی پاندولی ابتدا به تحلیل دینامیک ستتیستتتم  

. حرکت ربات کروی بر روی ستتطح شتتودپرداخته می
بگیرید. با  در نظررا  (2)دار تخت مطابق شتتکل شتتیب
 ۀزاوی φچرخش پوستتته،  ۀزاوی α، (2)به شتتکل  توجّه

 .استدار سطح شیبشیب  ۀزاویγ چرخش پاندول و 
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دارحرکت ربات کروی بر روی سطح شیبنمایی از  (:2)شکل 

 
 α  و φ صات   عنوانبهرا ست    ۀیافتیمتعممخت در م سی
گرفته و معادلات حرکت ربات بر حستتتب این دو  نظر

سبه انرژی جنبشی    مختصه و مشتقات آن   ها پس از محا
ستم و جایگذاری      سی سیل  ژ  در روابط لاگرانها آنو پتان

 مطابق آنچه در پیش است بیان خواهد شد.
 

 انرژی جنبشی سیستم
شی ربات کروی  9) ۀمطابق رابط  صورت به( انرژی جنب

انرژی جنبشتتی   (،sT)جنبشتتی پوستتته  انرژی  مجموع
و همچنین انرژی جنبشتتتی اجزای داخلی  (pT)پاندول   
 قابل بیان است: (iT)سیستم 

(9                                                   ) S iPT T T T  
( 2) ۀکروی با استفاده از رابط  ۀانرژی جنبشی پوست   

 .قابل بیان است

(2                                 )Ts =
9

2
(msr

2
+ Is) α̇

2 

ممان اینرستتی   sIربات،  ۀجرم پوستتت smکه در آن،  
 ربات است.  ۀشعاع پوست   rپوسته حول مرکز جرم آن و  

 ۀرابط صتتورتبهانرژی جنبشتتی پاندول  ۀهمچنین رابط
 .( است9)

 

(9                         )Tp =
9

2
mpVp

2
=

9

2
mpVP

⃗⃗⃗⃗ .VP
⃗⃗⃗⃗  

بردار سرعت جرم  V⃗⃗ p جرم پاندول و pm، که در آن 
صل  نقطه صات    ای مت سب مخت به پاندول بوده که بر ح

( محاستتتبه 4) ۀتعمیم یافته و مشتتتتقات آن مطابق رابط
 .شودمی

 

Vp
⃗⃗⃗⃗ = Vo

⃗⃗⃗⃗ + ωp⃗⃗ ⃗⃗  × rop⃗⃗⃗⃗  ⃗ = rα̇î + 

    (−φ̇)k̂ × (−lcos(φ − γ)j ̂ + lsin(φ − γ)i)̂ 

    = (rα̇ − lφ̇ cos(φ − γ))î − (lφ̇ sin(φ − γ))𝑗̂ 

(4) 

بردار ستتترعت مرکز   V⃗⃗ o طول پاندول،   l  ،        که در آن  
⃗⃗ ω   وربات   p   استل ای پاندوبردار سرعت زاویه. 

( در 4) ۀآمده از رابط   به دستتتت   V⃗⃗ pگذاری جای با   
 ( برای انرژی جنبشی پاندول داریم:9) ۀرابط

 

Tp =
9

2
mp(rα̇ − lφ̇ cos(φ − γ))

2
+ 

        (lφ̇ sin(φ − γ))
2
 

     =
9

2
mp (r

2
α̇
2
+ l

2
φ̇
2
− 2rlα̇φ̇ cos(φ − γ)) 

(5) 

همچنین برای تعیین انرژی جنبشتتی اجزای داخلی  
 .( را بکار برد6) ۀرابط توانیمربات 

(6)         2 2 2 2
i i o i i i

1 1 1
T m V I α m r I α

2 2 2
    

ممان   iI وجرم اجزای داخلی ربات   im ،در آنکه   
با بازنویستتی  اینرستتی اجزا حول مرکز جرم آن استتت.

ط  ، برای انرژی جنبشتتتی ربات کروی خواهیم   (9) ۀراب
 :داشت
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(7)  

 

  

 

P

2 2
s s

2 2 2 2

2 2
i i

1
T m r I α

2
1

m r α l φ 2rlαφcos φ γ
2
1

m r I α
2

  

   



 

شاهده می  طورهمان  ( بر حسب  7) ۀشود رابط که م
 .ها بیان شده استمختصات تعمیم یافته و مشتقات آن

 

 انرژی پتانسیل سیستم
سه بخش        ستم را در  سی سیل  سیل  انرژی پتانانرژی پتان

و انرژی  (pU) انرژی پتانستتتیل پاندول     ،(sU) پوستتتته 
 :قابل محاسبه و تعیین است( iU)پتانسیل اجزای داخلی 

(1)  s p iU U U U    

(1)      s sU m g rαsin γ rcos γ   

(92)     
 

p pU m g rαsin γ r cos γ

lcos φ

    

(99)      i iU m g rαsin γ r cos γ     

 

 ۀمعادل ( در99)( و 92)(، 1گذاری معادلات )یبا جا 
ط          ،(1) طابق راب بات کروی م یل ر تانستتت ( 92) ۀتابع پ

 .شودحاصل می

(92)  
    

      
    

s

p

i

U m g rαsin γ rcos γ

m g rαsin γ rcos γ lcos φ

m g rαsin γ rcos γ

  

  



 

 

 حرکتاستخراج معادلات 
 در نظر همختصتتات تعمیم یافت ،که ذکر شتتد طورهمان

که   φو  αهای  گرفته شتتتده برای حرکت ربات پارامتر    
ست  ش ربات و چرخش پاندول می ۀبیانگر دوران پو ند، با

صه       سب این دو مخت ست. بیان معادلات لاگرانژ بر ح ا
 .است (94( و )99)صورت روابط به

(99)  α

d T T U
Q

dt α α α

   
   

   
 

(94)  
φ

d T T U
Q

dt φ φ φ

   
   

   
 

نیروهای تعمیم یافته در     φQو  αQکه در این روابط   
فاده از     برای تعیین آنبوده و  φو  αجهات   با استتتت ها 

 ثر داریم:ؤکار مجازی نیروهای ممجموع  ۀرابط
 

δW = δWτp
+ δWτi

= τδα + τδφ 
 

       = Qαδα + Qφδφ 
(95) 

بر ور موتگشتاور  بیانگر  به ترتیب iτو  pτ در آنکه  
بر روی اجزای  موتور گشتتتاور معکوس روی پاندول و
( 95) ۀبنا بر رابط .هستند (τبرابر  با مقدار)داخلی ربات 

، φδو  αδ های مجازیبه دلخواه بودن دوران توجّهو با 
 .تعیین خواهد شدسیستم  ۀنیروهای تعمیم یافت

 

(96                                                 ){

Qα = τ

Qφ = τ
 

 

شی و  یگپس از جا  سی انرژی ذاری انرژی جنب ل پتان
شتق 94( و )99در روابط ) معادلات  ،هاگیری( و انجام م

 استخراج ای قابلدر حرکت صفحهحرکت ربات کروی 
شتتکل ستتازی و فاکتورگیری، پس از ستتاده. بودخواهد 

سی    (97) ۀرابط صورت به ربات حرکت ۀو معادلدماتری
 .شودبیان می

 

   

 

       

 

2
s p i s i p

2
p p

2
p s p i

p

m m m r I I m rlcos φ γ α

φm rlcos φ γ m l

(m lφ sin φ γ m gsin γ m gsin γ m gsin γ )r

m glsin φ

        
   
     

    
 
   

τ

τ

 
  
 

 

(97) 
 یدر بخش بعد، به بیان استتتتراتژی و رهیافت کل        

غیرخطی ربتتات          ترل  ن کم ک بر             هتتای  نی  ت ب م گر  عمل
 سازی به کمک فیدبک پرداخته خواهد شد. خطی

 
 رهیافت کنترل غیرخطی

 بکار برده شده برای ربات کروی روش کنترل غیرخطی 
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ای ه ی کنترل ربات بر مبنای رهیافت کل     ،در این تحقیق
آورده شتتتده  [13]که در مرجع  ماکرو-عملگر میکروکم

ات این روش در یّباشتتد. بر همین مبنا، به کل استتت، می
اشتتاره   آن برای پژوهش حاضتتر  یریکارگبهراستتتای  

 شود. می
بات ک    به همراه    nعملگر میک ر جه آزادی    mدر

فرم ماتریسی معادلات ( را در نظر بگیرید. m<nعملگر )
بات    ط کل  صتتتورتبه حرکت ر یان     91) ۀی راب بل ب قا  )

 .است
(91  )Mn×n(q, t)q̈n + hn(q̇, q, t) = Bn×m(q, t) τm  

 

بردار مختصتتتات  qبردار عملگرها و   τ ،آنکه در   
 حال، فرض کنید تعداد. است حرکت ربات  ۀتعمیم یافت

p (p<m( قید ستتینماتیکی )همچون p  معادله برای بیان
 q( برحسب 91) ۀربات( مطابق رابط ۀحرکت پنجمسیر 

 باشد. برقرار( tو زمان )
 

(91                        )gi(q, t) = 0    i = 1,2, . . . , p 
 

را برای برقراری  τ عملگر بردار آخرِ ۀدرای pچنانچه  
( 91ی )ماتریس ۀقیود حرکتی ربات در نظر بگیریم، رابط

بندی و بازنویسی توان بلوک( می22) ۀرابط صورتبهرا 
 کرد.

 

[
M1

M2
] q̈ + [

h1

h2
] = [

B11 B12

B21 B22
] [

U
C
]  (22)                  

 

I]( در 22) ۀضتتترب رابطتتبتتا پیش   − B12B22
−1] 

سی   ۀتوان به دو معادلمی ( و 29روابط ) صورت بهماتری
 ( دست یافت.22)

 

(29)    M̄(n−p)×nq̈n + h
_

n−p = B
_

(n−p)×(m−p)Um−P 
 

C = B22
−1(M2q̈ + h2 − B21U) (22      )                  

 

مل    Cکه در آن    آخر جهت   عملگرِ pبردار شتتتا
ست.    سینماتیکی ا رل  هدف از کنت درواقع برقراری قیود 

بات   م  Cتعیین بردار ر ند برای حفظ قیود حرکتی )ه  ان
شده برای آن(    سیر طراحی  ست حفظ پنجه بر م ای بر .ا

 رایب δبردار خطای دستتتیابی به این هدف، فرض کنید 

 یعنی:؛ قیود سینماتیکی رخ داده باشد برقراری
 

g(q, t) = δ (29                                             )  

سیستم، میل دادن بردار پایدار منظور از کنترل  
از  گیریمشتق دو باربه سمت صفر است. با  δخطای 

( حاصل 24ماتریسی ) ۀ( نسبت به زمان، معادل29) ۀرابط
 شود.می

Ap×nq̈n = −Ȧp×nq̇n + Ėp + δ̈P (24)                  

ماتریس      tو  qابعی از وت Eو  Aهای  که در آن، 
 ۀ(، رابط29) ۀ( به معادل24) ۀبا پیوستتتن معادل هستتتند.

 .گیرد( شکل می25ماتریسی )
 

M̃q̈ + h̃ = B̃U + Dδ̈ (25)                                  

 :که در آن

M̃n×n = [M
_

A
] , h

~

n = [ h
_

Ȧq̇ − Ė
] 

 

B̃n×(n−p) = [B
_

0
] , Dn×p = [

0(n−p)×p

Ip×p
]  

(26) 

گذاری       جای ط  از  q̈با  ط ( در را25) ۀراب (، 29) ۀب
 شود.( حاصل می27)ماتریسی  ۀمعادل

 

M′δ̈ + h′ = B22C (27)                                      

 :که در آن

M′ = M2M̃
−1D 

h′ = M2M̃
−1(B̃U − h̃) + h2 − B21U  

(21) 
(، معادله دیفرانستتیل خطای قیود حرکتی 27) ۀرابط 

سیر پنج  ست. حال،   ۀ)همچون خطای تعقیب م ربات( ا
( در نظر 21) ۀرابط صورت بهرا  Cعملگر کنترلی بردار 
 بگیرید.

 

C = B22
−1[M′(−kvδ̇ − kPδ) + h′]  (21                  )  

 

 ضرایب کنترل ماتریسیبه ترتیب  vkو  pkکه در آن  
 برداراعمال  باشند. با می تناسبی و مشتقی   (مثبت معین)

معادله دیفرانسیل   یک دسته  (، به 27) ۀبه رابط C کنترلی
دستتت  (92) ۀمطابق رابط خطی بر روی بردار تابع خطا
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 خواهیم یافت.
 

δ̈ + kvδ̇ + kpδ = 0 (92                                  )  

دهد بردار خطای سیستم به شکل که نشان می 
)سیستم پایدار  کندبه بردار صفر میل می مجانبی
در بخش بعد، با در اختیار داشتن معادلات   .مجانبی(

ب خطی مناسغیر ۀکننددینامیکی به طراحی یک کنترل
 یای ربات کروی بر اساس روش کل برای حرکت صفحه

 ارائه شده پرداخته خواهد شد.
 

 ربات ۀکنندطراحی کنترل
ود ای خبه اینکه ربات کروی، در حرکت صفحه توجّهبا 

دارای دو درجه آزادی و یک عملگر بوده بنابراین یک 
 یهای کنترلی ویژهربات کم عملگر است و باید از روش

های کم عملگر برای کنترل آن استفاده کرد. روش ربات
ارائه  یکنترلی ارائه شده در این تحقیق مبتنی بر روش کل 

البته لازم به ذکر است که با  .استدر بخش قبل شده 
 به اندک بودن تعداد درجات آزادی ربات کروی توجّه

قید سینماتیکی یک مورد نظر و نیز انتخاب تنها 
مشخص برای یکی از مختصات  زمانی تابع صورتبه

ترجیح  (αکروی یعنی  ۀدوران پوست ۀتعمیم یافته )زاوی
 بندیتری )بدون نیاز به بلوکداده شد از مسیر ساده

 ی کنترلنهایی در رهیافت کل  ۀماتریسی( به نتیج
 ، دست یافت.غیرخطی

ستفاده از    سی معادلات    97) ۀرابطبا ا شکل ماتری  ،)
 .( قابل بیان است99) ۀرابط تصوربهحرکت 

 

 
11 12 1

21 22 2

M M N α,φ,α,φα

M M N α,φ,α,φφ

τ

τ

    
     

    

 
  
 

 

(99) 

 :که در آن
(92             )M11 = (ms + mp + mi)r

2 + Is + Ii 
(99                                 ) 12 pM m rlcos φ γ   
(94                             ) 21 pM m rlcos  φ γ   
(95                                             )2

22 pM m l 

 

N1 = (mplφ̇
2 sin(φ − γ) + msg sin(γ) + 

 

           mpg sin(γ) + migsin(γ)) r 

(96  ) 
(97                                     ) 2 pN m glsin φ 

 

 ۀزاوی ،به اینکه متغیر اصلی کنترلی ربات توجّهبا  
 ۀبا استفاده از معادل است، α چرخش پوسته یعنی

( گشتاور موتور محرک ربات به شکل 99ماتریسی )
 .شود( بیان می91) ۀرابط
 

τ = (
M11M22 − M12M21

M22 − M12
) α̈ +

M22N1 − M12N2

M22 − M12
 

(91) 
اعمال شتتتونده به ربات     گشتتتتاور کنترلی   چنانچه   
 :در نظر گرفته شود (91) ۀرابط صورتبه
 

τ = (
M11M22 − M12M21

M22 − M12
) (α̈d − kv(α̇ −α̇d) − 

 

         kp(α − αd)) +
M22N1 − M12N2

M22 − M12
 

(91)   

بیانگر تابع زمانی مطلوب حرکت  dαکه در آن  
به ترتیب ضرایب  Pkو  Vk بوده ودورانی پوسته کره 

باشند که مقادیر مثبت مشتقی و تناسبی کنترلی سیستم می
های پاسخ گذرای خروجی ها در شکل و مشخصهآن

 تأثیرگذار هستند.سیستم 
کنترل  ۀدلمعا ،با اعمال این گشتاور کنترلی به سیستم 

 شود.می حاصل( 42) ۀرابط صورتبهسیستم 
 

(42                                        )V Pe k e k e 0   
 

چرخش پوسته  ۀتابع زمانی خطای زاوی eکه در آن  
 .( است49) ۀمطابق رابط ،نسبت به حالت مطلوب

 

(49                                                )de    
 

پاسخ   ،با انتخاب مقادیر مثبت برای ضرایب کنترلی  
به  ،که همان خطای پاستتخ ستتیستتتم استتت (42) ۀمعادل
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شکل نمایی به صفر همگرا خواهد شد و این به معنای     
 .استکننده کنترل بودن پایدار

 
و کنترل سیستم بر روی سطح  سازیشبیه

  دارشیب
 ۀدشکنترلحرکت عددی سازی در این بخش به شبیه

ر تخت با در نظ دارسطح شیب یک ربات کروی بر روی

 ۀگرفتن یک تابع زمانی دلخواه برای حرکت دورانی پوست

بر اساس نوع عملکرد . شودپرداخته میربات، 

 ردر نظهای پاسخ خطای گذرا و کننده و مشخصهکنترل

با استفاده از روش سعی و  ،گرفتن حد اشباع عملگرها

 برابر، Pkو  Vk ضرایب کنترلی خطا مقادیر مثبت برای

ی هاهمچنین مقادیر پارامتر شده است.انتخاب  22

در  آورده شده صورتبهعددی سازی برای شبیه سیستم

 گرفته شده است: در نظر (9)جدول 

 
 سازی عددیمقادیر پارامترهای سیستم جهت شبیه (:9)جدول 

 

 پارامتر سیستم سازیمقدار پارامتر جهت شبیه

1 (kg) sm 

1 (kg) im 

2 (kg) pm 

0.5 (m) r 

)1-20 (s VK 

)2-20 (s PK 

0.1 (kg.m2) iI 

0.45 (m) l 

15 (deg) γ 

9.81 (m.s-2) g 

 ۀپوستتت مرکزی ممان اینرستتیتعیین برای  علاوهبه 
 داریم: (sI)ربات 

(42                                               )2
s sI m r 

  

شباع   همچنین حدّ  شده برای موتور   در نظرا گرفته 
 .است N.m 2 گشتاور ،محرک سیستم

چرخش کره  ۀتابع هدف برای مستتیر مطلوب زاوی 
 ۀرابط صورتبه دارشیب در حین حرکت بر روی سطح  

یک          ( 49) هارمون تابع  یک  کل  ته    در نظربه شتتت گرف
 .شودمی
(49 )                                         dα sin 0.2t 

 

هدف از کنترل حرکت ربات کروی آن استتتت که      
در ادامه  که مختلفی ۀناخواست ربات بتواند تحت شرایط  

ست   شده ا ست  ،ذکر  خود را طی  ۀتابع دوران مطلوب پو
 دار دنبال کند.حرکت بر روی سطح شیب

 

ر ب منطبق ریغ ۀکنترل ربات تحت شرایط اولی
 مسیر مطلوب

ای اولیه مطلوب اولیه و سرعت زاویه ۀزاوی کهیدرحال
( به ترتیب برابر 49) ۀرابط بر مبنایبرای چرخش ربات 

rad 2  1و-.srad 2  متناظر با(2=t )جهت بررسی  ،است
  ربات را برابر ۀچرخش اولی ۀکننده زاویعملکرد کنترل

rad5/2  1 ربات را همان ۀای اولیسرعت زاویهو-rad.s 2 
 گیریم.می در نظر

ستتازی و حل عددی معادلات دیفرانستتیل با شتتبیه 
ست  ستم   ۀمدارب اقعی چرخش و ۀپاسخ متناظر با زاوی  ،سی

به  (9)ربات در مقایستته با حالت مطلوب مطابق شتتکل 
 آید.می دست
شاهده می  طورهمان  ست     که م سته ا شود ربات توان

چرخش  ۀگرفته شتتده برای زاوی در نظرمستتیر مطلوب 
ست  ست کوتاهی )حدود     ۀپو ش  9خود را پس از زمان ن

 ثانیه( دنبال کند.

 خطیغیر ۀکنندبهتر عملکرد کنترل ۀجهت مشتتاهد 
نمودار زمانی خطای پاسخ سیستم مطابق     ،طراحی شده 

 ارائه شده است. (4)شکل 
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مطلوب  ۀچرخش ربات کروی در مقایسه با زاوی ۀزاوی  (:9)شکل 

 بر مسیر منطبق یرغ ۀتحت شرایط اولی

 

 
 

نسبت به حالت  ویکر ۀپوستنمودار خطای دوران  (:4)شکل 

 مطلوب

 

سی عدم خروج  منظوربه  شتاور کنترلی    مقدار برر گ

شده  ۀاز محدود شتاور موتور بر   ،مجاز تعیین  نمودار گ

 ترسیم شده است. (5)حسب زمان مطابق شکل 

شکل   طورهمان  شاهده می  (5)که در  شود موتور  م

اشتتتباع  محرک ستتتیستتتتم در طی حرکت ربات به حدّ

 سازی نرسیده است.گشتاور تعیین شده برای شبیه

 
 

 بقمنط یرغ ۀگشتاور موتور ربات کروی با شرایط اولی (:5) شکل

 مطلوب بر مسیر

 

 گرفتن نامعینی پارامتری در نظرکنترل ربات با 

گیری پارامترهای طراحی ربات جهت در اندازه
مال همواره احت ،گشتاور کنترلیدر تعیین  یریکارگبه

گیری وجود دارد. لذا با فرض وجود خطای اندازهایجاد 
های سیستم، خطا در تعیین مقادیر واقعی پارامتر

کننده باید توانایی کنترل حرکت را کماکان دارا کنترل
ننده به کبررسی میزان مقاوم بودن کنترل منظوربهباشد. 
 9گرفتن خطایی به میزان  در نظرنی پارامتری، با نامعیّ

های فیزیکی ربات، نتایج درصد برای همگی پارامتر
و کنترل حرکت ربات کروی ارائه خواهد  سازیشبیه
که در معادلات دینامیکی حاکم بر مدل  صورتینبد شد.
درصد کاهش مقادیر طولی و جرمی )مبتنی بر جدول  9
این تغییرات برای تعیین  کهیدرحالشود ( اعمال می9

ود و شگشتاور کنترلی وارد بر ربات در نظر گرفته نمی
( 9پارامترها )جدول  ۀمقادیر اولیکننده بر مبنای کنترل

 کند.عمل می

ربات  یحرکت دوران ۀدر این بخش، شرایط اولی 
ه گرفت در نظرمسیر مطلوب  ۀمنطبق بر شرایط اولی

سازی حرکت کنترل شده در این نتایج شبیه شود.می
 ارائه شده است. (1)و  (7)، (6)های حالت، در شکل
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مطلوب  ۀچرخش ربات کروی در مقایسه با زاوی ۀزاوی (:6)شکل 

 گرفتن نامعینی پارامتری در نظربا 

 

 
 

نسبت به حالت  کروی ۀپوستنمودار خطای دوران  (:7)شکل 

 گرفتن نامعینی پارامتری در نظربا  مطلوب

 

 
 

گرفتن نامعینی  در نظرا گشتاور موتور ربات کروی ب (:1)شکل 

 پارامتری

شکل  توجّهبا   شاهده می  (7)و  (6)های به  شود  م
 أثیرتقابل قبولی توانستتته بر  صتتورتبهکننده که کنترل

نامعینی    ی        نامطلوب  مده و زاو فائق آ پارامتری   ۀهای 
شده خود     ،چرخش ربات سیر مطلوب از پیش تعیین  م

 (1)به شتتتکل    توجّه همچنین با   دنبال کند.   یخوببه را 
شتاور محرک از حدّ  شباع   گ شده برای   ردر نظا گرفته 
 آن تجاوز نکرده است.

 

 اشیگرفتن گشتاور اغتش در نظرکنترل سیستم با 

به اینکه در واقعیت همواره نیروهای مقاوم در  توجّهبا 
و همچنین  هوامقابل حرکت از جمله نیروی مقاومت 

 ۀنندکلذا توانایی کنترل ،دننیروهای اصطکاکی وجود دار
اغتشاشات از اهمیت  گونهیناطراحی شده در حذف اثر 

ک گرفتن ی در نظراین با ای برخوردار است. بنابرویژه
( بر روی ربات در حالت حرکت dτگشتاور اغتشاشی )

ننده در کبه بررسی عملکرد کنترل دارشیببر روی سطح 
ه ربات پرداخت ۀایجاد پاسخ مطلوب برای چرخش پوست

حرکت  شده است. اثر گشتاور اغتشاشی در معادلات
 ۀ( در نیروی تعمیم یافتdτیک ترم اضافی ) صورتبه

 است: α ۀمتناظر با مختص
(44                                              )Qα = τ + τd 

ربات در این  ۀشدکنترلحرکت  سازیِبرای شبیه 
 نتایج پاسخ گیریم.می در نظر N.m 5/2 را برابر τd ،بخش

ب گشتاور عملگر به ترتیخروجی، خطای تعقیب مسیر و 
 آورده شده است. (99)و  (92)، (1)های در شکل

شود مشاهده می (92)و  (1)های به شکل توجّهبا  
که ربات با وجود اعمال گشتاور اغتشاشی بر روی آن 
در طی حرکت توانسته تابع زمانیِ مطلوب تعریف شده 

کروی خود را با وجود خطای  ۀدوران پوست ۀبرای زاوی
 ۀاندکی دنبال نماید. همچنین گشتاور عملگر در محدود

مجاز تعیین شده برای آن در طی حرکت ربات باقی مانده 
 (.99است )شکل 
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مطلوب  ۀچرخش ربات کروی در مقایسه با زاوی ۀزاوی (:1)شکل 

 گشتاور اغتشاشی وارد بر سیستم گرفتن در نظربا 

 

 
 

نسبت به حالت  کروی ۀپوستنمودار خطای دوران  (:92)شکل 

 گشتاور اغتشاشی وارد بر سیستم گرفتن در نظربا  مطلوب

 

 
 

ر گرفتن گشتاو در نظرگشتاور موتور ربات کروی با  (:99)شکل 

 اغتشاشی بر روی سیستم

 نطبقم ریغکنترل ربات کروی تحت شرایط اولیه 
ر وبر مسیر مطلوب و نامعینی پارامتری و گشتا

 اغتشاشی

گیریم که هر سه عامل می در نظراکنون شرایطی را 
بر  طبقمن یرغ ۀشرایط اولی یعنیسیستم  ۀکنند ناپایدار

های پارامتری و گشتاور اغتشاشی وارد بر نیمسیر، نامعیّ
 سیستم وجود داشته باشد.

درصد خطا در مقادیر همگی  2با فرض وجود  
 های فیزیکی ربات و اعمال گشتاور اغتشاشیپارامتر

N.m 5/9 ۀکروی و نیز انتخاب شرایط اولی ۀبه پوست 
به بررسی  rad 5/2چرخشی  ۀنامطلوب متناظر با زاوی

کننده در ایجاد پاسخی که مسیر مطلوب عملکرد کنترل
نتایج  .شودپرداخته می ،از پیش تعیین شده را دنبال کند

 ۀسازی در این حالت، شامل نمودار زاویحاصل از شبیه
چرخش پوسته، نمودار خطای پاسخ زمانی و نمودار 

 (94)و  (99)، (92)های گشتاور موتور محرک در شکل
 ارائه شده است.

مشاهده  (99)و  (92)های که در شکل طورهمان 
 ۀحرکت زاوی ۀشود با وجود عوامل ناپایدار کنندمی

چرخش، ربات کروی تابع زمانی مطلوب خود را با 
تعقیب کرده است.  یخوببهاندکی  سیّارخطای دائم ب
نمودار گشتاور موتور از  (94)به شکل  توجهّهمچنین با 

 مجاز خود تجاوز نکرده است. حدّ
 

 
 

 ۀچرخش ربات کروی در مقایسه با زاوی ۀزاوی (:92)شکل 

ی نبر مسیر مطلوب، نامعیّ منطبق یرغ ۀتحت شرایط اولیمطلوب 

 پارامتری و گشتاور اغتشاشی
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نسبت به حالت  کروی ۀپوستنمودار خطای دوران  (:99)شکل 

ی نبر مسیر مطلوب، نامعیّ منطبق یرغ ۀتحت شرایط اولی مطلوب

 پارامتری و گشتاور اغتشاشی

 

 
 

 طبقمن یرغ ۀگشتاور موتور ربات کروی با شرایط اولی (:94)شکل 

 نی پارامتری و گشتاور اغتشاشیبر مسیر و نامعیّ

 
 گیرینتیجه

 و کنترل حرکت دینامیکی سازیدر این پژوهش به مدل
سطح  صفحه  ای یک ربات کروی پاندولی بر روی یک 
پرداخته شد. به این منظور ابتدا تشریح ساختار   دارشیب 

ضیات مذکور    ربات کروی و مدل سازی آن بر مبنای فر
 تعمیم ۀستتیده، در ادامه با انتخاب دو مختصتتبه انجام ر

دوران پاندول  ۀ( و زاویαدوران پوسته ) ۀیافته نظیر زاوی
(φ       به تحلیل دینامیکی و استتتتخراج معادلات حرکت )

سط صفحه  شیب ای ربات بر روی  ستفاده از   دارح  با ا

 روش لاگرانژ پرداخته شد.
به کمبود تعداد عملگر نسبت به تعداد  توجّهبا  
کنترل ربات از نظر برقراری  ،ربات کرویجات آزادی در

-به طراحی یک کنترللذا بوده و  یزبرانگچالشپایداری 

مک سازی به کبا روشی مبتنی بر خطی، غیرخطی ۀکنند
 گرفتن شرایط در نظربا در ادامه  فیدبک پرداخته شد.

ن نی پارامتری و همچنینامعیّ، بر مسیر منطبق یرغ ۀاولی
اغتشاشی وارد بر سیستم، میزان مقاومت گشتاور 

ررسی ب البته که ه شدکننده مورد بررسی قرار دادکنترل
 ایدر چنین شرایط ناپایدار کنندهآمده  به دستنتایج 

سیر مکننده در دنبال کردن گویای عملکرد مطلوب کنترل
کروی  ۀدوران پوست ۀ)تابع زمانی( تعیین شده برای زاوی
 .بوده است داریبشدر حین حرکت بر روی سطح 

از عملگری با کننده امکان استفاده طراحی این کنترل
 را فراهم ساخته که این گشتاورِ قابل تأمین برای ربات

های یکی از محدودیت)حد اشباع عملگر(  موضوع
 شود.های کروی محسوب میطراحی در ربات

 
 فهرست علائم

g  شتاب جاذبه (2-m.s) 
I  ممان اینرسی (2kg.m) 

PK  کنندهضریب تناسبی کنترل (2-s) 

VK  کنندهضریب مشتقی کنترل (1-s) 
l  پاندول  طول(m) 

M جرم (kg) 

R شعاع کره (m) 

Τ  گشتاور موتور(N.m) 

T انرژی جنبشی (J) 

U انرژی پتانسیل (J) 

δW کار مجازی نیروهای مؤثر (J) 

Α چرخش کره ۀزاوی (rad) 

α̇  ای کرهزاویهسرعت (1-rad.s) 

α̈  ای کرهزاویهشتاب (2-rad.s) 

γ  شیب سطح ۀزاوی (deg) 
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φ  چرخش پاندول ۀزاوی (rad) 

φ̇  ای پاندولزاویهسرعت (1-rad.s) 
φ̈  ای پاندولزاویهشتاب (2-rad.s) 

ω⃗⃗ p  ای پاندولبردار سرعت زاویه (1-rad.s) 

s    پوسته 
i  اجزای داخلی 
o  مرکز ربات 
p   پاندول
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 گرشاره حول استوانه با وجود مفتول کنترل-عددی رفتار جریان گرما سازیشبیه
 پژوهشی –مقاله علمی 
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به ابعاد  دوبعدیدر یک کانال  Dحول استتاوانه به رطر  ستتیلالیک استتاوانه یا مواول کمکی در باسدستتی نریان  تأثیردر این مطالعه،  چکیده

D05 × D25  ساوانه در حالی  ۀشار -بر الگوهای گرما 955و در عدد رینولدز صل         ا سی. فا شده ا سی  سانی مواول برر ساکن و نو افقی  ۀهای 
صل  همچنینو  D1/5تا  D9/5، رطر آن از D8تا  D0/9مواول از  سی ماغیر  D1/5تا  D9/5عمودی مواول از محور افقی از  ۀفا . معادست حاکم ا

 ۀباشتتتند. شتتتر  مرزی عدم لغزی در دیوار   ناپذیر، آرام و لزج می  تراکم، ناپایا،    دوبعدی معادست پایستتتااری با فرر نریان       ه،در این مطالع  
ار افزو با نرمپستترو . معادست حاکم به روی استتیاصتتلی و شتتر  عایو دیواره برای مواول برررار  ۀها و شتتر  دما ثابی در استتاواناستتاوانه

سول  شده  کام شان می حل  ساوان اند. ناایج ن ضر  باسدسی   کمکی در ۀدهند که ونود مواول یا ا ساکن باعث کاهش  س نریان در حالی  ا و یب پ
ساوان   ، باعث افزایش این مقادیر نسبی به حالی  D20/5 ۀو دامن D9 ۀ، فاصل D9/5شود ولی نوسان عرضی آن با رطر    اصلی می  ۀعدد نوسلی ا

 .اسیترین مقدار بیش F=9 یعنیشدگی گردند که این افزایش در حالی رولساکن می
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Numerical Simulation of the Heat-Fluid Flow Behavior Around the Cylinder with the 

Controller Wire 
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Abstract In this paper, the effects of tripwire in upstream of flow over a circular cylinder in a 2D channel 

and Re=100 has been investigated. The dimensions of the channel are 20D×50D. The distance between 

cylinder and wire is considered from 1.5D to 6D, and the relative size of wire is considered from 0.1D to 

0.9D. The governing equations are continuity , momentum, and energy for 2D, incompressible, unsteady 

and vicious conditions. The no-slip condition for both cylinder wall, constant temperature for cylinder, and 

adiabatic wall for wire have been considered in this paper. The followed equations have been solved by the 

back-ward differentiate method and the CFD software - COMSOL MULTYPHISIC. The results show that 

the higher diameter of the wire and horizontal and vertical distances of the wire causes a higher decrease 

in values of cylinder’s drag and heat transfer. At all, It is found that existing of wire in upstream , decreases 

the drag and heat transfer of the cylinder but oscillating wire with the amplitude of 0.25D and relative 

distance and diameters of 3D and.3D causes increasing in discussed parameters relative to the stationary 

state of them. 
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 مهمقدّ
و اناقال گرما بر روی انسام مخالف  سیلالنریان  ۀمطالع

های مهندسی نظیر مبدل یعدر صناکاربرد وسیعی 
های و لوله سازیساخامان ها،های پلگرمایی، پایه

ای دارد. در عبور نریان خارنی از راکاورهای هساه
ه ای به نام دنبالروی انسام مخالف بعد از ندایش، ناحیه

آید که باعث نوسان نیروها شده و بر اکثر یم به ونود
 ۀگذارد. لذا کنارل نقطمی تأثیرهای نریان پارامار

 .اسیزیادی برخوردار  اهملیلیندایش و دنباله از 
 اساسی و پایه یهامثالها نز رایش ماوالی اساوانهآ 

های اخیر مورد که در دهه استتیگونه مستتا ل برای این
سیاری   تونله ش ب سی. ونود  از پژوه گران ررار گرفاه ا

 دیگر در ۀیک مواول یا استتاوانه در باسدستتی استتاوان  
پشتتتی  ۀدنبال ۀستتتاکن و نوستتتانی بر ناحی یهاحالی

یل ها و تشک ریزی گردابه ۀندایش، پدید ۀاساوانه، نقط 
اثر  (Karmam vortex street) هتتای کتتارمنخیتتابتتان

عث تغییر در نیرو   روینازاو  گذارد یم های وارده از  با
و همچنین اناقال گرما از استتتاوانه و در     ستتتیلال طرف 

 اطراف ۀشتتار-ی باعث تغییر در الگوهای گرماحالی کلّ
های اخیر مطالعات انجام گرفاه در ستتتال .شتتتودآن می

سبی دو   ۀصل حاکی از آن اسی که در حالی ساکن، فا   ن
رینولدز و در و همچنین عدد  آنهاستتیلندر، رطر نستتبی 

پارامارهای              یا، دامنه و فرکانس نوستتتان از  پا نا حالی 
 شوند.محسوب می یرگذارتأث

نریان تراکم ناپذیر حول استتتاوانه همراه با اناقال        
عددی و تجربی   صتتتورتبه گرما در مطالعات مخالوی    

نریان  هاییژگیوبه  تونلهبا  .[1,2] بررسی شده اسی   
گرما، این نریان عنوان  اطراف استتتاوانه همراه با اناقال

 بوده استتی پژوهشتتگران تونلهنریان محک نیز مورد 
نریان تراکم ناپذیر همراه     [4] بهروزی و همکاران  .[3]

ساوانه را   سی  تجربی برر صورت بهبا اناقال گرما روی ا
ندار روی خصتتوصتتیات گرمایی   زدگییخکردند. اثر 

 [0] وند و بصتتیریستتایهنریان بررستتی شتتده استتی. 
یان تراکم  یان         نر ما را در نر قال گر با انا پذیر همراه  نا

عددی بررستتی کردند. آنها  صتتورتبهاطراف استتاوانه 
 ردند.اساواده ک سیلالگرما از نانوبرای افزایش نرخ اناقال 

نه نیز از     یلی کاهش نیروی پستتتای وارد بر استتتاوا  اهمل
سی که   برخوردار اییژهو مخالوی در این  پژوهشگران ا

ساواده از    زمینه ک سا با ا ار کردند. ادیبی کاهش نیروی پ
تجربی مورد مطالعه ررار    صتتتورتبه ندار را   زدگییخ
عه تجربی دیگری       .[6] داد اناظاری و همکاران در مطال

 ارا ه یاپوستتاهراهکارهایی برای کاهش نیروی پستتای 
 در تجربی صتتورتبه  [8]و همکاران عالم. [7] کردند

 بر وارد نریان نیروهای کاهش با هدف لاطمام نریان

 همکنار  و ماوالی حالی دو اساوانه در  دو و تنها ۀاساوان 

 آنها  مقابل   نریان  در باسدستتتی  را ماحرک های میله 

 00×495  رینولدز عدد در نریان ۀعمطالکردند  نصتتب

 25 بین ماحرک هاییلهم ایهزاوی مورعیی انجام گرفی.
 مشتتاهدات ناایجبود.  شتتده گرفاه نظر در درنه 15و 

ساوان  برای  برای کاهش ماکزیمم که بود گونهاین تنها ۀا

 واقاتّ درنه 95 ۀزاوی و در 16% ۀاندازبه پستتتا نیروی

اد می نات  برای کاهش  بیشتتتارین ینهمچن .اف  نوستتتا

 و 19% ترتیب به استتاوانه این برای برا و پستتا هاینیرو
 اساوانه  دو که حالای یعنی سوم  حالی برای .اسی  %86

 برای تونله رابل کاهش هم بودند گرفاه ررار هم کنار در

 نیروها این نوستتانات همچنین و برا و پستتا نیروهای

شاهده  صل  که حالای در و شد  م ساوانه  دو ۀفا  برابر 9/5 ا
ساوانه  رطر ساوان  برای منوی یبرا نیروی بود ا  اتواق هاها

 .افااد
عددی و با الگوریام  صتتورتبه [9] ژن و همکاران 

نریان حول یک استتتاوانه را با ونود مواول      ستتتیم ل 
گر در باسدستتی آن در اعداد رینولدز کم بررستتی کنارل

یان        له ب حاصتتت اایج  ند، ن که  کرد گر این موضتتتوو بود 
ها کاهش نیروهای وارد بر استتتاوانه در اثر ونود مواول

ند   می یان حبابی و در رطر   یژهوبه یاب  های در رژیم نر
های گردابه در ونود نوی ینهمچن .0/5و  9/5نستتبی 
طح فشار در س   بین مواول و اساوانه باعث کاهش  ۀفاصل 

 .رو به نریان سیلندر گردید
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عددی و با روی اخالاف  صورتبه [10] نونکو 
باس به بررسی و تحلیل اناقال گرما انباری  ۀمحدود مرتب
 ۀاساوانپایا، ماقارن و ویسکوز بر روی دو  در نریان

با خصوصیات فیزیکی یکسان پرداخی.  رطرهم
انجام  ایعددی در مخاصات دو رطبی اساوانه سازیشبیه

گرفی. برای گسساه سازی نملات غیر خطی معادست 
باس و  ۀناویر اساوکس، از روی اخالاف محدود مرتب

برای حل معادست گسساه سازی شده از الگوریام 
عدد رینولدز برای این  ۀحدودکننده اساواده شد. متکرار

مقادیر عدد پرانال عبارت بودند  بود و 95تا  9مطالعه بین 
. بیشار تمرکز این مطالعه روی 955و  95، 9، 9/5از 

بر میزان اناقال گرما با مقادیر مخالف  Re.Pr تأثیرات
نلویی  ۀظرفیی گرمایی بود. اثرات خارنی بر لب

لاف بود که این اخا آنهاپشی  یهالبهها بیشار از اساوانه
رای شد. ضریب پسا ببا افزایش عدد رینولدز بیشار می

ماهیر و  تنها بود. ۀهر دو اساوانه کمار از حالی اساوان
عددی و با روی حجم  صورتبه  [11] همکاران

محدود، اناقال گرمای ناپایا را در نریان آرام با اعداد 
بر روی دو اساوانه با ارایش موازی  255و  955رینولدز 

 افزارنرمتوسط  سازیشبیهبررسی کردند. محاسبات و 
مورد مطالعه هوا و  سیلالانجام گردید.  (Fluent) فلو نی
برابر رطر  95و  6، 0، 4، 9، 2دو اساوانه به ترتیب  ۀفاصل

ها بود. پارامارهای نریان نظیر نیروهای پسا، برا اساوانه
مونود در مقاست  هایدادهو عدد اساروهال محاسبه و با 

ربلی مقایسه گردید. در اعداد رینولدز باس، برای عدد 
 برای .ی حول اساوانه دو پری مشاهده شدلّنوسلی مح

ابر با بر تقریباًنوسلی  مقدار میانگین عدد <4L/Dحالی 
تنها بود که در این حالی اناقال گرما  ۀعدد نوسلی اساوان

باسدسی  ۀاساوان %85 تقریباً دسیپایین ۀاز اساوان
 گزاری شد.

عددی را به روی  ۀیک مطالع [12] ونگ و همکاران 
ورد نریان بر روی دو اساوانه در اخالاف محدود در م

انجام دادند.  905و  955رینولدز رایش موازی، در اعداد آ
و  D9/5 ۀنسبی بین دو اساوانه را در محدود ۀفاصل آنها

D4 ۀو رطر نسبی سیلندر باسدسی را دو محدود D9/5 
. (اسی دسیپایین ۀرطر اساوان D) در نظر گرفاند Dو 

اوانه نسبی بین دو اس ۀبر اساس این تحقیو ورای فاصل
اهد و اساوانه ضعیف خوبین د وانوعاستفعلبزرگ باشد 

های کافی کوچک باشد، گردابه ۀاندازبهبود ولی ورای 
ور شده و دو اساوانه ناشی از هر دو اساوانه در هم غوطه

. همچنین در کنندیمواحد عمل  ۀهمانند یک اساوان
 ۀحالی کلی فرکانس ریزی گردابه برای اساوان

دد ع. اسیتنها  ۀاز حالی اساوان ترکوچک دسیپایین
و برای رطرهای  9تا  0/2اساروهال برای فواصل نسبی 

تدریج افزایش با افزایش فاصله به 9و  6/5، 0/5نسبی 
 یابد. ضرایب پسا و برا هم این ویژگی را دارند.می
شاره را بر -الگوهای گرما [13] ماهیر و همکاران 

موازی با رطرهای غیر یکسان در دو  ۀروی دو اساوان
بررسی و تحلیل کرده و  255و  955عدد رینولدز 

سه پارامار رطر نسبی دو اساوانه، فاصله و عدد  تأثیرات
رینولدز را بر ضرایب برا، پسا، عدد اساروهال و عدد 

. بررسی نیروهای آوردند به دسینوسلی 
هیدرودینامیکی نریان و میزان اناقال گرما نسبی به 

 لیّعفاصله نشان داد که در مورعیی مکانی خاص به 
تغییر الگوی نریان یک پری در نمودار نیروها و عدد 

. عدد اساروهال بر اثر ونود اساوانه ونود داردنوسلی 
و با  دهدیمرا نشان  یترکوچکدر باسدسی مقدار 
 یابد. همچنینباسدسی کاهش می ۀافزایش رطر اساوان

بررسی تغییرات عدد نوسلی نسبی به رطر نسبی در یک 
ابی حاکی از آن اسی که با کاهش رطر مکانی ث ۀفاصل
د ولی یابباسدسی میزان اناقال گرما افزایش می ۀاساوان

سکون وسیع در نلوی  ۀایجاد ناحی علّیافزایش رطر به 
کاهش گرادیان دما در آن  درنایجهدسی و پایین ۀاساوان

 شود. با افزایشناحیه مونب کاهش اناقال گرما از آن می
همانند وانه ال گرمای اساو اساوانه، اناقبین د ۀفاصل بیشار
 کند.تنها عمل می ۀاساوان

 یاهرحضور مواول دای یرتأث [94] رضوی و همکاران 
مواول  بدون ۀرا در مقایسه با اساوان چسبیده به اساوانه
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 ۀگسار روی پارامارهای ضریب پسا و اناقال گرما در
سکون بررسی  ۀنسبی به نقطدرنه  985ا ت 5 ۀزاوی

 ᵒ15یافاند که افزودن مواول تا مورعیی کردند و در

اده س ۀدرنه مونب کاهش اناقال گرما نسبی به اساوان
زاویه اناقال گرما نسبی به حالی  ینبعدازاشود اما می

یابد. همچنین با کاهش عدد رینولدز ساده افزایش می
 [15] باو و همکاران .گرددافزودن مواول بیشار می یرتأث

در  دیگر ۀنریان بر روی یک اساوانه را با ونود اساوان
باسدسی که تحی ارتعای انباری در راساای عرضی 

تحلیل وتاثیرات فاصله،  955ررار داشی در عدد رینولدز 
شاره بررسی کردند. -الگوهای گرمافرکانس و دامنه را بر 

 کم، تغییرات ۀطبو تحقیقات، نوسان اساوانه با دامن
ساکن به ونود  ۀزیادی را نسبی به حالی اساوان

ن ساک ۀ. برای نریان عبوری از روی دو اساوانآوردیم
مد. مشاهده شد که آ به ونودفاصله  برحسبسه الگو 

 VS(vortex) گذر از حالی تورف ریزی گردابه

shedding) Flow) به حالی تشکیل گردابه (VF(vortex 

suppressing) Flow)  ۀنوسان انباری اساوان علّیبه 
ها گردابه F=1افاد. برای حالی واق میباسدسی زودتر اتّ

ریزی   L/D>3.5نمایان شده و در L/D=0/2-9در 
اسی که  2-0/2گذار  ۀناحی .شودیمها شروو گردابه

نالیز طیوی . آدهدیمرخ  9-0/9تنها در  ۀانبرای اساو
های که برای فرکانسنیروی برا بیانگر این موضوو اسی 

شدگی ررار دارند، یک رله و رول ۀالقایی که در محدود
ها بیش از یک رله ونود دارد. نیروهای در سایر فرکانس

ثابی  ۀی نسبی به حالی دو اساوانبرا و پسا در حالی کلّ
 ۀدر ناحی مخصوصاًباشند. )را دارا می یتربزرگمقادیر 

نس یش فاصله و فرکاپایین با افزا ۀرول(. برای اساوان
 .اسین ساک ۀالقایی مقادیر این نیروها شبیه حالی اساوان

نه را      [16] فو و همکاران   یان بر روی استتتاوا نر
باسدستتتی که تحی ارتعاشتتتات    ۀاستتتاوان  تأثیر تحی  

انباری در راستتتاای طولی ررار داشتتتی تحلیل کردند. 
ساوان  ساکن اعابار  ۀابادا ناایج برای یک ا سنجی  تنها و 
موازی در حالی ساکن و  ۀشد و س س حالی دو اساوان

مورد بررستتتی ررار  L/D<4>0/9 ۀفاصتتتل ۀدر محدود
به  4تا  0/9 ینبین دو اساوانه بحرانی ب ۀگرفی که فاصل

سی  ساوان   آ د س س نریان بر روی ا ساکن تحی   ۀمد. 
 کننده در باسدستتی و در راستتااینوستتان ۀاستتاوان تأثیر

، عدد L/D=2دو استتتاوانه  ۀطولی تحلیل شتتتد. فاصتتتل
سان  ۀو دامن 955رینولدز  طبو مطالعات ربلی   (A/D)نو

سبی   9/5 شد. همچنین فرکانس ن  s(F=f/f( در نظرگرفاه 

 کرد.تغییر می 6تا  0/9از 
 

 و روش حل لات حاکمدمعا
حاکم بر     عادست  له  م یه     مستتتأ یان س ای، با فرر نر

 به شرح زیر اسی:ناپذیر، دوبعدی و لزج، تراکم
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 :اسیدو عدد رینولدز مطرح  مسألهدر این 

نای رطر  9 نه: ( بر مب ReD  استتتاوا =
UiD

υ
 955که برابر   

 .اسی

نال:      ( 2 کا واو  نای ارت ReHبر مب =
UiH

υ
 2555که برابر   

 .اسی
در رسمی پایانی  .اسیلذا در هر حالای نریان آرام  

 مواول در تأثیرمقاله، نریان بر روی اساوانه تحی 
تا  9نسبی  ۀو فاصل 9/5 باسدسی نریان با رطر نسبی

در این حالی مواول دارای شود. اساوانه بررسی می
صورت زیر حرکی آن به ۀحرکی عرضی بوده و معادل

 :اسی
(9                                      )t)0(2πf =Asin Y(t) 

فرکانس  ofو  D20/5نوسان و برابر  ۀدامن Aکه  
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در این تحقیو  .اسی زمانهم tنوسان انباری مواول و 
که در بر روی یک اساوانه مدنظر اسی  سیلالنریان 

ه یروی ررار گرفادا ۀیا اساوان مواول باسدسی آن یک
 D25در داخل یک کانال به ارتواو و مواول  اسی. اساوانه

از ورودی کانال  مواول ۀررار دارند. فاصل D05و طول 
D95 ۀبه فاصلکه  اسی L دسی باساصلی در  ۀاز اساوان

های در رسمی Lمقادیر  ،(9ل شکنریان ررار دارد. )
هم . اسیماغیر  D8تا  D0/9مخالف این پژوهش از 

از مرز باس  D95اساوانه به فواصل مساوی  مواول و هم
مخاصات در روی  مبدأاند. و پایینی کانال ررار گرفاه

 ورودی کانال و وسط آن ررار دارد.
 

 
 

 مورد مطالعه ۀلمسأ ۀهندس (:9)شکل 

 

افقی از ورودی کانال وارد شده و  صورتبهنریان  
سرعی  ورودی،گردد. در خارج می از اناهای آن
باس  ۀدیوار، در iT=Tدمای یکنواخی  ،iu=Uیکنواخی 

 اساوانه، در iT=Tو  iu=U، v=0 ،و پایین کانال
u=v=0، 

∂T

∂n
= مواول  ۀدر دیوار (،)دیواره عایو 0

u=v=0، wT=T (دما ثابی)  خرونی: و در∂u

∂x
=

∂v

∂x
=

 
∂T

∂x
= ، بردار نرمال دیواره و nکه در آن  اسیبرررار 0

iU  وiT در ورودی  آزادسرعی و دمای نریان  یببه ترت
بندی مورد اساواده در این مطالعه شبکه باشند.می

سازمان یافاه و بیهای سازمانای از شبکهمجموعه
ند. این اشدهمثلثی در نظر گرفاه به شکلباشند که می

در اطراف اساوانه دارای نرخ رشد بوده و بندی شبکه
نقا   راند ولی در سایشدهکافی ریز در نظر گرفاه ۀاندازبه
بندی مذکور شبکه (2) . شکلاسییکنواخی  صورتبه

در نزدیکی اساوانه و کل کانال نشان  یببه ترترا در 
 یرتأثبرای بررسی ناایج اساقلال از شبکه، دهد. می

تحی  اصلی ۀمخالف بر ضریب پسای اساوان یهاشبکه
 d/D ،4=L/D=9/5در حالی خاص  گرکنارلمواول  تأثیر

 8منظور . بدین شودیمبررسی  955و عدد رینولدز 
ا سازمان ب یهاشبکهشبکه با ابعاد مخالف با ترکیبی از 

ی . برای درّگیردیممورد اساواده ررار  سازمانیبو 
افی ریز ک ۀاندازبهطراف اساوانه ها در ابیشار، تعداد شبکه

ها در نظر گرفاه شده اسی. ناایج حاصل از تعداد شبکه
نمایش داده  (9)اصلی در شکل  ۀبر ضریب پسای اساوان

 شده اسی.
 

 
 

 )الف(

 
 

 )ب(

؛ الف( اطراف L/D=9و   d/D=9/5 یبرا یبندشبکه (:2)شکل 

 کانال ( کلاساوانه، ب
 

 
 

 هاییبندشبکهماوسط اساوانه در  یپسا بیضر (:9) کلش

 مخالف

که ناایج ضریب پسا پس از تعداد  شودیمه ملاحظ 
ی ندارد لذا این شبکه تونلهشبکه تغییر رابل  22818
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برای  .شودیممورد اساواده اناخاب  ۀکشب عنوانبه
عرضی  نوسان تأثیربررسی اساقلال ناایج از گام زمانی، 

و  L/D=9 ۀاصلی، در فاصل ۀرطر با اساوانهم ۀیک اساوان
)منظور از فرکانس نسبی، نسبی  F=1فرکانس نسبی 

فرکانس تحریک اساوانه به فرکانس تشکیل گردابه های 
سا، پ یببر ضر.( اسیپشی اساوانه در حالی ساکن 

میزان اناقال گرما از اساوانه  همچنینعدد اساروهال و 
سان نو ۀانجام گرفاه اسی. دامن 955در عدد رینولدز 

. ناایج حاصل در اسی D20/5کمکی برابر  ۀاساوان
اسی که  شایان یادآوری .ورده شده اسیآ (9)ندول 

نسبی در نظر گرفاه شده  صورتبهگام زمانی 
 )∆. (t=∆T.Ui/Dاسی

های ندول، با کاهش گام زمانی از       به داده  تونله با   
کنند. ، ناایج حاصل تغییر چندانی پیدا نمی59/5به  50/5

گام مورد استتتاواده در این  عنوانبه 50/5لذا گام زمانی    
 شود.پژوهش اناخاب می

ضر، ناایج    اربرای اعاب  س سنجی پژوهش حا  یبه د
مده از ضتتریب پستتا و عدد نوستتلی میانگین استتاوانه آ

با ونود مواول         نه  یک استتتاوا یان بر روی  برای نر
با ناایج  d/D=9/5و رطر  L/D=0/5 ۀگر در فاصتتتلکنارل

صل از ونگ  شد. ناایج     [13]و ماهیر  [12] حا سه  مقای
 :اسیصورت حاصل بدین

س   صل از     ۀاز مقای ضر با ناایج حا ناایج پژوهش حا
شاهده می   نهاآشود که تطابو خوبی بین  مقاست ربلی، م

 برررار اسی.

 

 

 

 
 

 زمانی یج اساقلال از گامناا (:9) ندول
 

∆t Cd Nu St 

9/5  60/5  1/4  909/5  

50/5  160/5  11/4  900/5  

59/5  164/5  59/0  900/5  

 

 

 
 

 

گر ضریب پسای ماوسط اساوانه با ونود مواول کنارل)  [13]و ماهیر  [12] در این مقاله با ناایج ونگناایج به دسی آمده  ۀسمقای (:4)شکل 

 (Re= 955و  0/5و رطر نسبی  9نسبی  ۀدر فاصل
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 Re= 955و  0/5و رطر نسبی  9نسبی  ۀگر در فاصلعدد نوسلی ماوسط اساوانه با ونود مواول کنارل ۀمقایس (:0)شکل 

 

 نتایج و بحث

هدف اصلی در این تحقیو، بررسی میزان اناقال گرما در 
ول یک موا تأثیرنریان ناپایا بر روی اساوانه تحی 

. این مواول در فواصل مخالف نسبی به اسیگر کنارل
 ۀاصلی ررار دارد و رطر نسبی آن در محدود ۀاساوان

های مخالف و ونود آن در وضعیی اسیخاصی ماغیر 
و همچنین گردابه  ۀشار-ای گرماباعث تغییر در الگوه
 . برای یافان مقدار بهینه برایشودیمهای پشی اساوانه 

اناقال گرما و ضریب پسای اساوانه، مقدار یک ماغیر 
ررسی ها بر روی آن بسایر ماغیر تأثیرثابی فرر شده و 

. در این تحقیو، عدد رینولدز نسبی به رطر شودیم
 اسی.شدهگرفاهدر نظر  955اصلی برابر  ۀاساوان
 

 نتایج برای تغییر موقعیت افقی مفتول

در  از اساوانه ترکوچکدر این بخش یک مواول با رطر 
تا  2آن در فواصل طولی  تأثیرن ررار گرفاه و باسدسی آ

سی شاره برر-نسبی به رطر اساوانه بر الگوهای گرما 8
 به شکل تونلهبا  .اسی D9/5رطر مواول برابر  .شودمی
شود که ورای رطر نسبی مواول نسبی به ملاحظه می (1)

گذر نریان بر روی مواول در پشی  ، بااسی 9/5اساوانه 
تقارن نسبی به خط مرکزی به  صورتبهآن دو دنباله 

ود شو تا سطح نلویی اساوانه کشیده می آیدیمونود 
 ۀالفقط طول دنب مواول و اساوانه ۀو با افزایش فاصل

ف شود و برخلاتر مییشار شده و کشیدهب آمدهونود به

رطر، در هیچ هم ۀحالی نریان بر روی دو اساوان
ای بین مواول و اساوانه مشاهده ای ریزی گردابهفاصله
 ۀاصلف برحسب، در این حالی دیگریعبارتبهشود، نمی

به  ونلهتبحرانی ونود ندارد )با  ۀمواول و اساوانه، فاصل
موازی  ۀدر نریان بر روی دو اساوان[11]  مطالعات ماهیر

در  بعدازآنبحرانی ونود دارد که  ۀرطر، یک فاصلهم
شده  ها شرووفضای بین اساوانه و مواول ریزی گردابه

لگو، این تغییر ا ۀدرنایجیابد. و الگوی نریان تغییر می
رودینامیکی وارد بر اساوانه 55.....5یر نیروهای هیدمقاد

ناگهانی  صورتبه آنو همچنین میزان اناقال حرارت از 
عمودی  ۀبا افزایش فاصل همچنینیابد(. افزایش می

نلوی سکون در سطح  ۀ، ناحیمواول از محور افقی
یابد. لذا ندایش نیز تغییر می ۀکاهش یافاه و نقط

اخالاف فشار دو طرف اساوانه افزایش یافاه و باعث 
 .(6)شکل شود ش نیروی پسای وارد بر آن میافزای
تغییرات ضتتریب  یببه ترت (1)و  (8)های شتتکل 

 d/D=9/5پستتتا و عدد نوستتتلی استتتاوانه را در حالی 

سب  صل  برح شان می    ۀفا ساوانه و مواول ن  دهد.افقی ا
تغییرات  یب به ترت  (99)و  (95)های  ین شتتتکل همچن

ضتتتریب پستتتا و عدد نوستتتلی استتتاوانه را در حالی 
9/5=d/D اساوانه و مواول نشان  عمودی ۀفاصل برحسب
 دهد.می
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2=L/D 

 

 
 

4=L/D 

 

 
 

8=L/D 

 

 Re= 955 در 9/5افقی مواول با رطر نسبی  ۀفاصل برحسبکاناورهای سرعی نریان با ونود مواول در باسدسی  (:1)شکل 
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1/0=/D2L 

 

 
 

5/0=/D2L 

 

 
 

9/0=/D2L 

 

 Re= 955 در 9/5افقی مواول با رطر نسبی  ۀفاصل برحسبکاناورهای سرعی نریان با ونود مواول در باسدسی  (:6)شکل 
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 Re= 955در  یافق ۀبرحسب فاصل D9/5اساوانه و مواول با رطر  یبر رو انینر یپسا یروین (:8)شکل 

 

 

 

 Re= 955در  یافق برحسب فاصله D9/5اساوانه و مواول با رطر  یبر رو انیعدد نوسلی نر (:1) شکل

 

 

 

آن از محور  یعمود ۀفاصل برحسب D9 یافق ۀو در فاصل D9/5گر با رطر مواول کنارل تأثیراساوانه تحی  یپسا یروین راتییتغ (:95)شکل 

 Re= 955در  یافق
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آن از محور  یعمود ۀفاصل برحسب D9 یافق ۀو در فاصل D9/5گر با رطر مواول کنارل تأثیرعدد نوسلی اساوانه تحی  راتییتغ(: 99)شکل 

 Re= 955در  یافق

 
شود که با افزایش فاصله، ضریب پسای ملاحظه می 

یچ شود. در شکل باس، هتر میبیش آهساهطور اساوانه به
شود و تغییرات مقادیر پری ناگهانی مشاهده نمی

 .سیااساوانه و مواول ملایم  ۀفاصل برحسبپارامارها 
عمودی  ۀشتتتود که با افزایش فاصتتتل     ملاحظه می  

مواول از محور افقی، هم ضریب پسا و هم عدد نوسلی 
نها  ت ۀن افزایش یافاه و به مقادیر نریان بر روی استتتاوا      

ی ونود مواول در شتتوند ولی در حالی کلّتر مینزدیک
این حالی باعث کاهش در ضرایب پسا و عدد نوسلی    

 شود.اساوانه می
 

 ۀارش-قطر مفتول بر الگوهای گرما ۀانداز تأثیر
 اطراف استوانه

دما های سرعی و کاناور (94) و (99)و  (92)های شکل
، در L/D=9/5روی اساوانه را در  نریان بر و خطو 

 دهند.نشان می s905بعد رطرهای مخالف و در زمان بی
کوچکی در پشی مواول تولید  ۀدنبال ،d/D=9/5ورای 

های برشی ایجاد شده تا نزدیکی سطح شده و سیه
نلویی اساوانه گساری یافاه و در نزدیکی خط مرکزی 

، d/Dتر شدن نسبی چسبند. با بزرگاساوانه به آن می
ماقارن نیز  صورتبههای حاصل از مواول که دنباله

 ۀفاصل درتر شده و بعد از چسبیدن به هم باشند وسیعمی
بین اساوانه و مواول، به سطح نلویی اساوانه برخورد 

سکون را در نلوی اساوانه شبه ۀکرده و تشکیل یک ناحی
مرزی بر روی اساوانه شروو  ۀدهند و س س رشد سیمی
تر شده این ناحیه بزرگ d/Dشود که با افزایش نسبی می

شود. س س در پشی مرزی دیرتر شروو می ۀو رشد سی
 ۀدپدی بعدازآنهای کارمن تولید شده و ساوانه خیابانا

 با افزایش نسبی همچنینشود. ریزی گردابه شروو می
d/Dی ورتکس کارمن در پشی اساوانه تا ها، خیابان

 با کاهش نسبی دروارعیابند. تری اماداد میطول بیش
 حاصل از عبور نریان بر ۀرطر مواول به اساوانه، دنبال

ثرات ونود تر شده و به عبارتی اریکروی مواول با
د. در شواساوانه کمار می ۀشار-مواول بر الگوهای گرما

های نریان بر روی اساوانه و مواول هم در حالی
9/5=d/D  9/5و=d/D  در اطراف مواول خطو  ایزوترم

، این خطو  d/Dشود ولی با افزایش نسبی مشاهده نمی
شوند و این به معنی ونود اناقال گرما در آن نمایان می
تغییرات مقادیر نیروی پسا و عدد نوسلی  .اسیرسمی 
نشان  (91)و  (90) یهاشکلرطر مواول در  برحسب

داده شده اسی.
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1/0=d/D 

 

 
 

0/0=d/D 

 

 
 

1/5=d/D 

 
 Re= 955و  D9افقی  ۀگر در رطرهای مخالف نسبی به اساوانه در فاصلکاناورهای سرعی نریان بر روی اساوانه با ونود مواول کنارل (:92)شکل 
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1/0=d/D 

 

 
 

0/5=d/D 

 

 
 

1/5=d/D 

 
 Re= 955و  D9افقی  ۀگر در رطرهای مخالف نسبی به اساوانه در فاصلاساوانه با ونود مواول کنارل کاناورهای دمای نریان بر روی (:99)شکل 
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1/5=d/D 

 

 
0/5=d/D 

 

 
1/5=d/D 

 
 

ه گر در رطرهای مخالف نسبی به اساوان)پایین( نریان بر روی اساوانه با ونود مواول کنارل یدماردابه )باس( و همکاناورهای گ (:94)شکل 

 Re= 955و  D9افقی  ۀدر فاصل
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 Re= 955در باسدسی اساوانه و در  D9 ۀرطر مواول در فاصل برحسباساوانه  یپسا یروین (:90) شکل

 

 
 

 Re= 955در باسدسی اساوانه و در  D9 ۀرطر مواول در فاصل برحسبعدد نوسلی اساوانه  (:91)شکل 

 
شود که با افزایش رطر مواول نسبی به مشاهده می 

ن، ا علّیکه  یابدیماساوانه مقادیر ضریب پسا کاهش 
حاصل از عبور نریان بر روی  ۀافزایش وسعی دنبال

ترین نزدیک d/D=9/5 . حالیاسیاول در پشی آن مو
تر زرگ. با باسیتنها  ۀوضعیی به ضریب پسای اساوان
ان ناشی از گذر نری ۀشدن رطر مواول در باسدسی، دنبال

 تر شده و باعثبر روی مواول در نلوی اساوانه بزرگ
شود اخالاف فشار دو طرف اساوانه کاهش یابد و می
کاهش ضریب پسای فشاری و در حالی  یبه معناین 
تغییرات عدد  ۀ. همچنین مطالعاسیی ضریب پسا کلّ

بیانگر این موضوو هسی  (91)نوسلی از طریو شکل 
که با افزایش رطر مواول، عدد نوسلی ماوسط اساوانه 

 مرزی ۀشود که دلیل آن، افزایش ضخامی سیکمار می

 d/D گرمایی بر روی سطح اساوانه با افزایش نسبی
 .اسی

 

وسان ن تأثیرجریان بر روی استوانه تحت  نتایج
 عرضی مفتول در بالادست

در این رسمی کنارل فعال نریان از طریو نوسان عرضی 
بررسی ساکن  ۀانباری مواول در باسدسی اساوان

و  D9آن تا اساوانه  ۀو فاصل D9/5. رطر مواول شودمی
شاره و -گرما. الگوهای اسی D20/5نوسان برابر  ۀدامن

نامیکی و عدد همچنین تغییرات نیروهای هیدرودی
نوسان مواول در  در سه فرکانسنوسلی اساوانه 

 ( وF=9، هارمونیک )(F=0/5) فروهارمونیک هایحالی
 شوند.بررسی می (F=2فراهارمونیک )
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 به ونودشدگی زمانی رول .[15] شدگیقفل ۀپدید
که نسمی در مقابل نریان و تحی نوسان  آیدیم

باشد. در این حالی فرکانس تشکیل  انباری ررار داشاه
ها در پشی نسم با فرکانس رابل اناظار ماواوت گردابه

خواهد بود. در این حالی فرکانس تحریک انباری نسم 
به ها در پشی آن غلبر فرکانس طبیعی تشکیل گردابه

دو فرکانس باهم برابر  ؛ وشودکرده و بر آن مساولی می
شدگی سی که حالی رولاین ا بیانرابل  ۀشوند. نکامی

برابری فرکانس تحریک با فرکانس  فقط در حالی
ای افاد، بلکه در محدودهواق نمیها اتّتشکیل گردابه

که به آن محدوده  اسیخاص در نزدیکی آن نیز برررار 
دو  فاخالا کهیوراگویند، ولی شدگی میرول ۀناحی

توانند باهم کوپل فرکانس زیاد باشد دو فرکانس نمی
شدگی ونود سه راه برای تشخیص حالی رول شوند.

 از: اندعبارتدارد که 
تجربی یا عددی:  صورتبهرفاار نریان  ۀمشاهد. 9

صورت هماهنگ ها در پشی نسم، بهنوسان گردابه
 افاد؛ا نوسان انباری آن اتواق میب

ط نمودار فقطیوی نیروی برا: در این حالی در    یزآنال . 2
 شود؛یک رلّه مشاهده می

تغییرات نیروی برا برحسب زمان: در حالی   ۀمشاهد . 9
سی خواهد     شدگی، این نمودار به رول سینو صورت 
 بود.

تحقیقات باو و همکاران در مورد نریان بر روی   
که در  VSموازی نشان داد که در حالی  ۀدو اساوان
تراکنش  علّیدهد، به های کم دو اساوانه رخ میفاصله

 VFتر از حالی رول بزرگ ۀناحی آنهاهای زیاد بین گردابه
ییر شود که تغباسدسی باعث میدر . نوسان مواول اسی

زودتر به وروو  VFبه  VSها از حالی الگوی گردابه
 های گردابه برای نریان بر رویب یوندد. بررسی کاناور

دهد که تا اساوانه و مواول در حالی ساکن نشان می
ای در فضای بین اساوانه و هیچ گردابه L/D= 8 ۀفاصل

در  هذکرشدبرای حالی  دروارعگردد. مواول تشکیل نمی
ونود ندارد، اما در حالی  VFحالی ساکن الگوی نریان 

، 0/5های نسبی و فرکانس D20/5 ۀنوسان مواول با دامن

ریزی گردابه در بین پشی مواول مشاهده  2و  9
توان نایجه گرفی که نوسان مواول در شود. لذا میمی

به  VSها از شود تغییر الگوی گردابهباسدسی باعث می
VF ّدر پشی  های گردابهکاناور ۀواق بیواد. مطالعزودتر ات

دهد که با افزایش فرکانس نشان می وضوحبهمواول، 
ها در بین اساوانه و مواول ی، نوسان گردابهنوسان انبار
م های خطو  ایزوترکاناور همچنینشود. نیز بیشار می

شدگی، یعنی حالی رول F=9دهد که در حالی نشان می
و  تر اسیتراکم خطو  ایزوترم در اطراف اساوانه بیش

این به معنی افزایش اناقال گرما از اساوانه در این حالی 
 (پایین) دما( و همباس) خطو  گردابهکاناورهای  .اسی

 اند.نشان داده شده (96)در شکل  s955بعد در زمان بی
 

 

 
 )الف(

 

 
 )ب(

 

اساوانه  یرو بردما در نریان و هم گردابه یکاناورها (:96) شکل

 ؛Re= 955و  9/5و  9 یگر در فاصله و رطر نسبو مواول کنارل

 F=9 حالی ساکن، ب( الف(

روی های فرکانسی نی طیوی و بررسی سیگنال   یزآنال 
شان می  ه در دو رلّ 2و  0/5های دهد که در فرکانسبرا ن

فقط  9در فرکانس  کهیدرحالشتتود نمودار مشتتاهده می
.(98)شکل  ود دارده ونیک رلّ
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 ؛Re= 955و  9/5و  9 یدر فاصله و رطر نسب انیگر در باسدسی نراساوانه و مواول کنارل یبر رو انیبرا در نر یویط یزآنال (:98) شکل

 F= 2 ، ج( F=9 ، ب(F= 0/5 الف(
 
 

 

 

 

 

 

تغییرات مقادیر ضریب پسا  (29)و  (91)های شکل 
دهند. با نوسان مواول و عدد نوسلی اساوانه را نشان می

عدد  همچنیندر باسدسی اساوانه مقادیر نیروها و 
ش زایی نسبی به حالی ساکن افنوسلی در حالی کلّ
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، به بیشینه مقدار F=9 یابد و در حالی رول یعنیمی
تغییرات ضریب پسای مواول را در  (25)رسند. شکل می

ل با ناایج این شک ۀکند. مقایسحالی نوسانی بررسی می

ناایج حاصل از گذر نریان بر روی مواول و اساوانه در 
ر دحالی ساکن، بیانگر این اسی که با نوسان مواول 

د.یابضریب پسای مواول نیز افزایش می باسدسی
 

 

 

 
 Re= 955فرکانس در  برحسباساوانه  یپسا یروین (:91) شکل

 

 
 

 Re= 955فرکانس در  برحسبمواول باسدسی  یپسا یروین (:25)شکل 

 

 

 
 Re= 955فرکانس در  برحسبعدد نوسلی اساوانه  (:29)شکل 
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 گیرینتیجه
وهای گر بر الگونود مواول کنارل تأثیردر این مطالعه، 

بر روی آن در عدد  سیلالاساوانه در نریان  ۀشار-گرما
 بر مبنای رطر اساوانه بررسی و تحلیل شد. 955رینولدز 

 یرتأثناایج حاصل از نریان بر روی اساوانه تحی  .9
 ۀباسدسی، نشان داد که با افزایش فاصل مواول در

از اساوانه، ضرایب  D9/5گر با رطر افقی مواول کنارل
گونه پسا و عدد نوسلی تغییرات ملایمی دارند و هیچ

 ینکهبااشود. پری ناگهانی در مقادیر مشاهده نمی
ونود مواول در باسدسی نریان باعث کاهش 

ا ولی بشود ضریب پسا و عدد نوسلی اساوانه می
عمودی مواول از محور افقی  ۀافزایش فاصل

پارامارهای ضریب پسا و عدد نوسلی کمی افزایش 
تر کتنها نزدی ۀیافاه و به حالی نریان بر روی اساوان

 شود.می
-رطر مواول بر پارامارهای گرما ۀانداز تأثیراتبررسی  .2

اساوانه نشان داد که با افزایش رطر مواول در  ۀشار
مورعیی افقی ثابی، ضریب پسای اساوانه کاهش 

سکون نلوی  ۀناحی یشافزایابد که دلیل آن می
 ۀاساوانه و کاهش اخالاف فشار دو طرف اساوان

. یاسکاهش نیروی پسای فشاری  درنایجهاصلی و 
افزایش  علّیبا افزایش رطر مواول، به  همچنین

اصلی و افزایش  ۀسکون در نلوی اساوانحیهنا
مرزی گرمایی، اناقال گرما از آن کاهش  ۀضخامی سی

 یابد.می
طر مواول با ر تأثیردر نریان بر روی اساوانه تحی  .9

D9/5  در حالی ساکن تا  شد کهدر باسدسی مشاهده
ای در بین مواول و ، هیچ ریزی گردابهD8 ۀفاصل

با نوسان عرضی  کهیدرحال، شوداساوانه مشاهده نمی
، ریزی گردابه در D20/5 ۀو سینوسی مواول با دامن

اول ، نوسان مودیگریعبارتبهشد.  آغازپشی مواول 

زی ری ۀتر شدن شروو پدیددر باسدسی باعث سریع
 د.شوها در فضای بین اساوانه و مواول میگردابه

ی ونود مواول یا یک اساوانه در در حالی کلّ .4
دسی نریان بر روی اساوانه باعث کاهش در باس

د، شواصلی می ۀضرایب پسا و عدد نوسلی اساوان
 ۀ، دامنD9/5ولی در حالی نوسان مواول با رطر 

D20/5  0و فرکانسf0/5،0f  0 وf2  مقادیر نیروی پسا
و عدد نوسلی اساوانه نسبی به حالی ساکن مواول 

 0fیابد که این افزایش در فرکانس افزایش می

دگی شرول ۀکه دلیل آن پدید اسیترین مقدار بیش
 .اسی

 فهرسی علا م

dC ضریب پسا 
D رطر اساوانه 
d رطر مواول 
L فاصله عمودی اساوانه و مواول 

Nu عدد ناسلی 
P فشار 

Re عدد رینولدز 
T دما 
U مولوه سرعی 
V مولوه سرعی 
W مولوه سرعی 
X مخاصات 
Y مخاصات 
Z مخاصات 
𝜌 چکالی 
𝜗 لزنی سینماتیکی 
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 پاسخ الکتریکی تیر پیزوالکتریک با استفاده از روش سختی دینامیکی
 پژوهشی  –مقاله علمی 

 

 )2(بیژن احمدی                    )9 (مجید جباری

  

ت انرژی پژوهشگران به برداش توجّهکاهش توان مصرفی وسایل الکترونیکی و نیاز به استفاده از منابع انرژی قابل حمل موجب شده  چکیده
است. در  پیدا کردهای ت ویژهیّاهمّ آنهاسازی بینی خروجی الکتریکی تیرهای پیزوالکتریک و مدلپیش روینازااز ارتعاشات محیط جلب شود. 

ود شها، در این پژوهش روش سختی دینامیکی برای تیر یکسر درگیر با مقطع یکنواخت به همراه جرم متمرکز توسعه داده میراستای این تلاش
تی دینامیکی وش سخگردد که حل آنالیز مودال با پنج مود بسیار به حل به ربا نتایج حاصل از روش آنالیز مودال تحلیلی مقایسه می نتایج آن و

حل قرارگیری م تأثیرآمده  به دستماتریس  وسیلۀبهشود و توسعه داده می یدوبخشهمچنین ماتریس سختی دینامیکی برای تیر  نزدیک است.
اهش کگردد. بر این اساس جابجایی جرم متمرکز از پایه به سمت نوک تیر موجب جرم متمرکز بر خروجی الکتریکی و رفتار سیستم بررسی می

 .تناوبی است صورتبهاین جابجایی بر فرکانس طبیعی دوم  تأثیر کهدرصورتیشود، ل میفرکانس طبیعی اوّ
 

 .ارتعاشات ،برداشت انرژی ،تیر پیزوالکتریک ،سختی دینامیکی كلیدی یهاواژه

 

 
The Electric Response of Piezoelectric Beam Using Dynamic Stiffness Method 

 

M. Jabbari                      B. Ahmadi         
 

Abstract The reduction of electronic devices’s input power and the requirement to portable energy sources 

have attracted many researchers. Hence, the estimation of electrical output and modeling of piezoelectric 

beams have became so important. Along this efforts, dynamic stiffness method for a uniform cantilever 

beam with a tip mass is developed in this research and the result of this method is compared with result of 

analytical modal analysis method that the differences between dynamic stiffness method and analystical 

modal analysis method with five mode is very small. Also the dynamic stiffness matrix is developed for a 

two segmented beam with a tip mass. The effects of the tip mass relocating on electrical outputs and system 

is explored that the relocating of the tip mass from the base to the tip causes the reduction in first natural 

frequency of system, although the effects of this relocating on second natural frequency is alternative. 

Moreover, a place is proposed for the tip mass to harvest the maximum energy. 
 

Keywords Dynamic Stiffness; Piezoelectric Beam; Energy Harvesting; Vibrations 
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    ّ  مقد مه
 تبدیل و اطراف محیط از انرژی آوردن به دست فرآیند

 نرژیا برداشت را استفاده قابل الکتریکی انرژی به آن
 یزندگ در تکنولوژی اخیر هایپیشرفت با. گویندمی

 و حمل قابل الکترونیکی وسایل برای تقاضا روزمره،
 هایمکانیزم میان در .است افزایش به رو مصرفکم

 ریسیتهالکت به انرژی مکانیکی تبدیل برای که مختلفی
 و پیزوالکتریک الکترومغناطیس، قبیل دارد از وجود

 یراحت دلیل به پیزوالکتریک مکانیزم - الکترواستاتیک
 صال   ات  ذاتی خاصیت بودن دارا آن، از استفاده

 رینبیشت بالا، توان چگالی همچنین الکترومکانیکی و
 زیادی مروری مقالات و داده اختصاص خود به را    ّ توج ه
توان از دو دیدگاه می .[1,2]است شده ارائه مورد این در

ر د ل         ّدیدگاه او  ،بندی کردمنابع برداشت انرژی را دسته
و  انسانی تواندکه می این انرژی تأمینعامل  نظر گرفتن

مانند جنبشی و  نوع انرژی باشد و دیدگاه دوم محیطی
بورن فن .دشومیدیل بت الکتریسیتهبه که  استگرمایی 

منابع مورد نظر را به سه نـوع تــابشی، گرمـــایی و  [3]
منابع     را یاخ. البته نمایدبندی مـیمکانیکی دسته

سازی های سوختشامل گلوکز و واکنش ییایمیشستیز
الکتریکی  ۀحوز .[4]اندنیز به این فهرست افزوده شده

، استخازن  و شامل پارامترهای متمرکز نظیر مقاومت
ردن پارامترهای متمرکز آو دسته ب ،تنها نیاز رونیازا
زی سامکانیکی است. به این دلیل مدل ۀحوز ۀکنندبیان
سازی یک رویکرد راحت برای مدل درجۀ آزادییک 

معادلات  شود که طی آن تعادل مکانیکی ومحسوب می
معادلات ساختاری به هم  حلقوی الکتریکی از طریق

درجۀ یک از مدل  [5] و همکاران شوند. راندیمرتبط می
که بر مبنای پارامترهای متمرکز بود در بررسی  آزادی
های های تبدیل انرژی برای سیستممکانیزم

 یک بازبینی آنهاالکترومکانیکی میکرو بهره بردند. 
های برداشت انرژی و منابع گسترده را در مورد تکنولوژی

های انجام سازیانرژی رایج انجام دادند که طی شبیه
شان داده ها نپیزوالکتریک بالاتر ۀبالقو توانشده، چگالی 

 شد.

این است که تخمین  درجۀ آزادییک سازی شکل مدلم
ر گیرد. علاوه بتک مود صورت می صورتبهآن  وسیلۀبه

ای هشکل مودهای مهم فیزیکی سیستم مانند این جنبه
 آن بر پاسخ تأثیردینامیکی، توزیع دقیق کرنش و 

و  شود. ارترکگرفته نمی در نظرالکتریکی در این روش 
هارمونیک  صورتبهکه  درجۀ آزادییک مدل  [6]  مننای

 ۀآنها نشان دادند که رابطشد را بررسی کردند. تحریک می
 بینی حرکتبرای پیش مرسومهارمونیک  ۀتحریک پای

خطاهای مدل را  کند و، خطاهای بزرگی را حاصل میتیر
بود را برای به کنندهاصلاحد. سپس فاکتورهای نشان دادن

 درهارمونیک  ۀبا تحریک پای درجۀ آزادییک مدل 
ارتعاش عرضی و طولی ارائه کردند. ایشان مشخص 

توان برای را می درجۀ آزادییک کردند که مدل 
های بالای جرم متمرکز به جرم تیر در ارتعاش نسبت

تیرهای  مؤثرجرم  درواقع .عرضی استفاده کرد
که جرم متمرکز کوچک  حالتیها در یکسردرگیر و میله

ای ناچیز را در قیاس با پاسخ سیستم حاصل است نتیجه
 درجۀ آزادییک  شدهاصلاحل دباید از م بنابراین؛ کندمی

 پیشنهادی استفاده کرد.
پژوهشی را برای ارتعاش دو  [7] رتاتزی و همکاران 

ود بر هم که با لولای عم داخل صفحۀ تیر اویلر برنولی
کی ی آنهاالاستیک به هم متصل شده بودند، ارائه کردند. 

از مرزها را گیردار فرض کردند و این آنالیز را برای انواع 
شرایط مرزی در طرف دیگر به انجام رسانیدند. معادلات 
ه بحاکم بر حرکت سازه در خمش آزاد با اصل همیلتون 

 تغییرات اصلروش  های طبیعی بافرکانسآمد و  دست
    ّ توج هپژوهش ایشان در  و جداسازی متغیرها حاصل شد.

پذیری و مکان لولا معطوف بود که عمده به انعطاف
آمده از روش اجزای  به دستبه خروجی نتایج  درنهایت

 محدود بسیار نزدیک بود.
ا ب های تیموشنکوارتعاش آزاد تیر [8] رجینبا سو و 

 روش سختی دینامیکی مورد ۀرا با توسع مواد مدرج تابعی
شده بود که  در این پژوهش فرضبررسی قرار دادند. 

پیوسته در راستای ضخامت  طوربهتیر  ۀهای مادویژگی
معادلات دیفرانسیل حاکم بر حرکت را  آنهاکند. تغییر می
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، نیروی برشی و محوریحل نموده و عبارات نیروی 
از الگوریتم  درنهایتممان خمشی را استخراج نمودند و 

یک حل برای استخراج  عنوانبه ویلیامز-ویتریک
 استفاده نمودند.ها شکل مودهای طبیعی و فرکانس

به بررسی برداشت انرژی از  [9,10 ] جباری و همکاران
یر غای در حالات تشدید و تیر پیزوالکتریک چندلایه

از بار  اآنهدر تحقیق  کاررفتهبهپرداختند. در مدل  تشدید
اومتی استفاده گردید و بیشترین توان برای حالت بار مق

به  نهاآدر تحقیقی دیگر آز  مقاومتی بهینه حاصل گردید.
. شد هبررسی رفتار دینامیکی تیر پیزوالکتریک پرداخت

با دو روش اجزا محدود و تجربی  به دست آمدهنتایج 
از شرایط مدار باز  کاررفتهبهحاصل گردید. در مدل 

 رتأثیهای تئوری و تجربی روش [11] جباری استفاده شد.
انرژی از تیر یکسردرگیر  در برداشتهای کرنشی گره

یر غپیزوالکتریک در حالات فرکانس تحریک تشدید و 
 قرار داد.را مورد بررسی  تشدید
 فیمورب یرت یک یلیمدل تحل  [12]چن و همکارانش 

را مورد مطالعه قرار دادند و  یلتونبا استفاده از اصل هام
 آوردند. معادلات به دستمدل را  یکیاستات یاتخصوص

حاصل شده و  یروش عدد یکحاکم با استفاده از 
 شدند. در یزو آنال یلمدل، تحل یاتو خصوص هایژگیو
 ییدتأ یراب یشآزما یجبا نتا سازیشبیه یج، نتایقتحق ینا

 شیکه افزا دهدمینشان  نتایج. اندشده یسهمقا آنهات   ّصح 
 داریپاسخ پا ۀدر دامن ی   ّ توج هقابل  تأثیر یمحور یروین

 .شودمیدارد و باعث کاهش فرکانس رزونانس  ییجابجا

 یرزم یطشرا ینمحور اغلب با چند ینامیکید یسخت 

ساده، ثابت و آزاد مورد بحث قرار  گاهتکیهمانند  یککلاس

ارائه  [13] و همکارانش ینگکه د یقی. در تحقگیرندمی

ا ب یدر حال حرکت محور یرت ینامیکید یکردند سخت

ر د یبحث شده است. سخت یافتهتعمیم یمرز یطشرا

. با اصلاح شودمی ویتتق یو عمود یچشیحالات پ

 نیگزیجا توانندمی یافتهتعمیم یمرز یطشرا یسخت

 یسخت یسهایشوند. ماتر یککلاس یمرز یطشرا

 و یموشنکوت یرهایت یحرکت محور یبرا ینامیکید

ار برده که ب یافتهتعمیم یبا مرزها یبرنول یلراو یرهایت

 .شوندیم

سازی و تحلیل یکی در این پژوهش تمرکز بر مدل 
ترین وسایل برداشت انرژی مکانیکی یعنی تیر از رایج

دو  صورتهب. تیر یادشده استیکسر درگیر پیزوالکتریک 
ش رو خت بوده و تحلیل آن بهشکلی و با مقطع یکنوا

گیرد. همچنین به کمک این سختی دینامیکی صورت می
ولتاژ خروجی با پیدا کردن بهترین مکان  بیشینۀروش 

 .گرددحاصل می برای جرم متمرکز
 

 روش سختی دینامیکیتئوری  
روش سختی دینامیکی، یک روش قدرتمند برای 

قطع یک المان ساختاری با م تابع پاسخ فرکانسیاستخراج 
. ماتریس استهایی چنین المان ترکیبیکنواخت و 

وج م یک المان بر مبنای حل دقیق معادلۀسختی دینامیکی 
ه بهای کمتری نسبت است، به همین دلیل نیاز به المان

روش اجزای محدود برای تحلیل تیرهای یکنواخت دارد 
 های تحریکتر برای فرکانسکه این امر موجب حل دقیق

شود. همچنین ماتریس سختی دینامیکی یک تیر، بالا می
سازی تیرهایی با شرایط مرزی مختلف و برای مدل

تیرهایی با مقطع یکنواخت قابل استفاده است که  ترکیب
به روش آنالیز مودال  تت بزرگ این روش نسب       ّاین مزی 
 است.
کل شینامیکی و آنالیز مودال برای های سختی دروش 

 شکلیرود. پیکربندی یکسردرگیر دوکار میه ب (9)
 کهییازآنجا .است سازی شدهتیر یکنواخت مدل عنوانبه

 کننده انرژی یکسر درگیر رایجهای برداشتپیزوالکتریک
د و شونتیرهای نازک طراحی و تولید می صورتبه       غالبا  

هایی نازک هستند، شکلی سازههمچنین اکثر تیرهای دو
سد. ربرنولی فرض نمودن تیر منطقی به نظر میاویلر 
اند دهبه هم مقید ش خوبیبههای پیزوالکتریک و زمینه لایه

اند و الکترودهایی که در کل طول تیر امتداد یافته
پذیر بوده و در قیاس با ضخامت کل تیر، دارای انعطاف

 ،باشند. علاوه بر اینمی نظرصرفضخامت قابل 
نها اند. بدین ترتیب ترسانا فرض شده خوبیبهالکترودها 
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یک اختلاف پتانسیل الکتریکی در طول هر الکترود قابل 
ادیده والکتریک نزهای پیتعریف است. مقاومت نشتی لایه

                             این مقدار غالبا  مقداری بزرگ  کهیدرحالاست گرفته شده 
مقاومتی موازی با بار  عنوانبهتوان آن را و می است

 گرفت.مقاومتی در نظر 
های برای استخراج رفتار تیر متحرک با لایه 

در  [.91] روندکار میه ب (2)و  (9)پیزوالکتریک روابط 
 𝑛بردار جابجایی الکتریکی،  یهامؤلفه 𝐷𝑖 ،(9) رابطۀ
 یهامؤلفه 𝑑𝑖𝑚بردار میدان الکتریکی القا شده،  یهامؤلفه

𝜀𝑖𝑛ماتریس ضریب پیزوالکتریسیته، 
𝑇 ماتریس  هایمؤلفه

 T𝑚و  الکتریک یا گذردهی در تنش ثابتثابت دی
 𝑆𝑗، (2) . همچنین در رابطۀاستبردار تنش  هایمؤلفه
𝑆𝑗𝑚و  تغییر شکلبردار  هایمؤلفه

𝐸  ماتریس  هایمؤلفههم
 باشد. ضرایب الاستیک می

 

 

 
تیر دوشکلی برداشت کننده انرژی در اتصال سری و  (:9)شکل 

 موازی

 

(9) 𝐷𝑖 = 𝜀𝑖𝑛
𝑇 𝐸𝑛 + 𝑑𝑖𝑚𝑇𝑚     

(2) 𝑆𝑗 = 𝑑𝑗𝑛𝐸𝑛 + 𝑆𝑗𝑚
𝐸 𝑇𝑚        

  

 قانون یستمس یآوردن ولتاژ خروج به دست یبرا 
( 9) ۀرابط صورتبه یزوالکتریکپ یهلا یک یگاوس برا
 .شودینوشته م

(3) 
𝑞 = − ∫ 𝑦𝑌𝑝𝑑31

𝑏𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

𝐿

𝑜

+ ∫ 𝑏𝜀33
𝑆 𝐸3𝑑𝑥      

𝐿

𝑜

 

رسانا هستند و       کاملا که الکترودها  ت   عل نیابه 
ست، مقدار ا یکساندر سرتاسر الکترود  یکیالکتر یلپتانس
 (1) ۀرابط بقمطا ییبالا یهلا یانیدر مقطع م شدهانباشتهبار 

ر با گرفتن مشتق از معادله ب یبترت ین. بدشودیحاصل م
 جیاز مقاومت خار یعبور یانجر   ّ شد تحسب زمان، 

 د.خواهد بو یزوالکتریکپ یۀلا یک یبرا (5) ۀمطابق رابط
 

(4) 
𝑞 = −ℎ𝑝𝑐𝑌𝑝𝑑31 ∫ 𝑏

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

𝐿

𝑜

−
𝜀33

𝑆 𝑣(𝑡)

ℎ𝑝
∫ 𝑏𝑑𝑥   

𝐿

𝑜

 

 

(5) 
𝑖(𝑡) = −ℎ𝑝𝑐𝑌𝑝𝑑31 ∫ 𝑏

𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡
𝑑𝑥

𝐿

𝑜

−
𝜀33

𝑆 𝑣̇(𝑡)

ℎ𝑝
∫ 𝑏𝑑𝑥

𝐿

0

  

 

تابعی از زمان  عنوانبه 𝑖جریان    ّ شد تنهایی  رابطۀ 
در  𝑓و  𝛽  ،𝐶𝑝آید که می به دست (6) معادلۀ صورتبه

، ظرفیت داخلی (6) در معادلۀ 𝐶𝑝اند. ارائه شده (1) رابطۀ
فاصله محور  (7) در معادلۀ ℎ𝑝𝑐یک لایه پیزوالکتریک و 

 .استخنثی تا مقطع میانی لایه پیزوالکتریک 
 
(6) 

𝑖(𝑡) = 𝑓𝛽 ∫
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡

𝐿

0

𝑑𝑥 −
𝑓

𝑎
𝐶𝑝𝑣̇    

 

(7) 𝛽 = −𝑑31𝑌𝑝ℎ𝑝𝑐𝑏 

𝐶𝑝 = 𝜀33
𝑆

𝑏𝐿

ℎ𝑝
 

𝑓 = {
1, 𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠
2, 𝑓𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑙𝑒𝑙

 

 

برای تحلیل به روش سختی دینامیکی، تحریک  
جایی هشود. بدین ترتیب جابفرض میهارمونیک 

که با استفاده از  آیدمی به دست (8) معادلۀ صورتبه
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طبق  𝑘و  𝐵̂. دشومیحاصل  (1) معادلۀ حرکت تیر معادلۀ
 .آیندبه دست می (99)و  (91) ابطور
 
(8) 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢̃(𝑥)𝑒𝑗𝜔𝑡 

(1) 
𝑢̃𝑖𝑣 − 𝑘𝑢̃ = 0  

(91) 

𝑘 =  𝜔
1

2 [
𝑚

𝐵̂ / (1 − 𝑗
𝑐𝑎

𝑚𝜔
)

]

1

4

 

(99)  

𝐵̂ = 𝐵 (1 + 𝑗𝜔
𝐴

𝐵
) 

 
𝐵 = 𝑌𝑝𝐼𝑝 + 𝑌𝑠𝐼𝑠 

 

𝐴 = 𝑐𝑝𝐼𝑝 + 𝑐𝑠𝐼𝑠 

 
𝑐𝑎 ضریب میرایی لزج میانگین محیط بر واحد طول،𝑐𝑝 

ضریب  𝑐𝑠 ضریب میرایی کلوین ویت لایه پیزوالکتریک،
 مدول الاستیسیته مادۀ 𝑌𝑝میانی، میرایی کلوین ویت لایۀ

به   𝐼𝑠 و 𝐼𝑝مدول الاستیسیته لایه میانی،  𝑌𝑠پیزوالکتریک، 
دو  ای هرترتیب گشتاور دوم سطح حول محور خنثی بر

یرایی با ضریب م باشند.میانی می لایه پیزوالکتریک و لایۀ
حاصل  (92) ۀاستفاده از روش میرایی ریلی با رابط

 .هستندجرم تیر  mنسبت میرایی و  𝜁𝑟. ]91[ شودمی
 

(92) 𝜁𝑟 =
𝐴𝜔𝑟

2𝐵
+

𝑐𝑎

2𝑚𝜔𝑟
 

 

مت ظاهری بار الکتریکی باشد مقاو دۀنماین 𝑍اگر  
 (99) رابطۀ توان نوشت. با جایگذاریرا می (99) رابطۀ
ید آیم به دست (91) معادلۀ  صورتبهولتاژ  ، دامنۀ(9)در 

 .شودحاصل می (95) از رابطۀ 𝐺که در آن 
 

(99) 𝑣̃ = 𝑍𝑖̃ 
 

(91) 𝑣̃ = 𝐺[𝜃̃(𝐿) − 𝜃̃(𝑂)] 

 

(95) 𝐺 =
𝑗𝜔𝑓𝛽

𝑗𝜔 (
𝑓

𝑎
) 𝐶𝑝 +

1

𝑍

 

 D  ماتریس سختی دینامیکی تیر با جرم متمرکز
 .است (96) رابطۀ صورتبه
(61) 𝑓 = 𝐷𝑢  

f =  [𝐹̃0  𝛤̃0   𝐹̃𝐿  𝛤̃𝐿]𝑇 
u = [𝑢̃0  𝜃̃0   𝑢̃𝐿  𝜃̃𝐿]

𝑇
 

 

𝐹̃0  و نیروی برشی𝛤̃0  گاه گیردار و تکیهممان خمشی در
𝐹̃𝐿  و نیروی برشی𝛤̃𝐿  تیر با وجود سر ممان خمشی در

ماتریس سختی دینامیکی تیر  باشند.جرم متمرکز می
 عنوانبه 𝐷𝑒که در این معادله  است (97) معادلۀ صورتبه

 شود.ماتریس سختی دینامیکی تیر شناخته می
 

𝑫𝒆 = [

𝑠1

𝑠2

𝑠3

𝑠4

    

𝑠2

𝑠5

−𝑠4

𝑠6

    

𝑠3

−𝑠4

𝑠1

−𝑠2

    

𝑠4

𝑠6

−𝑠2

𝑠5

]  + 

 

𝜗𝐺 [

0
0
0
0

   

0
1
0

−1

    

0
0
0
0

    

0
−1
0
1

]     

 

𝑆1 =
𝐵̂𝑘3(𝑐𝑜𝑠 𝑘𝐿 . 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑘𝐿 + 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑘𝐿 . 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝐿)

𝛥
 

 

𝑆2 =
𝐵̂𝑘2(𝑠𝑖𝑛 𝑘𝐿 . 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑘𝐿)

𝛥
               

           

𝑆3 =  −
𝐵̂𝑘3(𝑠𝑖𝑛 𝑘𝐿 + 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑘𝐿)

𝛥
                          

 

𝑆4 =  
𝐵̂𝑘2(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑘𝐿 − 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝐿)

𝛥
             

 

𝑆5 =  𝐵̂𝑘
(cosh 𝑘𝐿.sin 𝑘𝐿−cos 𝑘𝐿.sinh 𝑘𝐿)

𝛥
    

     

𝛥 = 1 − 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑘𝐿 . 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝐿 

 

𝜗 = −𝑑31𝑌𝑝𝑏 (
ℎ𝑝 + ℎ𝑠

𝑎
) 

(61) 

به ترتیب برای  9و  2برابر با  𝑎مقدار  (97) در رابطۀ 
با استفاده از روابط تعادل و . استحالت سری و موازی 

 طۀامیکی با رابماتریس سختی دین جرم متمرکزبا وجود 
 گردد.می ارائه (98)
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𝐷 =  𝐷𝑒 + [
0 0
0 𝐷𝑚

] 

𝐷𝑚 = [
−𝜔2𝑀𝑇 + 𝑗𝜔𝑐𝑎

𝑀𝑇

𝑚
 0

0 −𝜔2𝛪𝑇

] 

𝑅 = 𝐷−1 

(98) 

𝑀𝑇 جرم متمرکز و  نمایندۀ𝑙𝑇 ممان اینرسی  دهندۀنشان
شدگی و وابط جفتبر اساس ر. استجرم متمرکز 

 (91)ابط وپاسخ ولتاژ و جابجایی با ر ،معادلات حرکت
 شود.حاصل می (21)و 
 

(61) 

𝑣̃

= 𝐺 [
𝑅41𝑅22 − 𝑅42𝑅21

𝛼
] 𝑢̃0

+  𝐺 [
𝑅42𝑅11 − 𝑅41𝑅12 − 𝛼

𝛼
] 𝜃̃0 

𝜃̃0 =  𝑅12𝐹̃0 + 𝑅22𝛤̃0 

 
𝑢̃0 = 𝑅11𝐹̃0 + 𝑅12𝛤̃0 

 
𝛼 = 𝑅11𝑅22 − 𝑅12𝑅21  

 

(02) 

𝑢̃𝐿

= (
𝑅31𝑅22 −  𝑅32𝑅21

𝛼
) 𝑢̃0

+ (
𝑅32𝑅11 −  𝑅31𝑅12

𝛼
) 𝜃̃0 

 

 نتایج
اعتبار روش سختی دینامیکی، سیستم با  بررسیبرای 

د. شوتحلیل می (9)مشخصات آورده شده در جدول 
ل به ترتیب                          ّهای میرایی برای دو مود او همچنین نسبت
𝜁1 = 𝜁2 و  0.0166 = و مقدار جرم متمرکز  0.0107
𝑀𝑇 = 0.5𝑚𝑏 [. مقادیر 95] گرفته شده است در نظر

 𝜁1 و 𝜁2 که با کمک رابطۀود ارائه شده است برای دو م 
،  𝜁3 آید. برای حصول می به دست 𝐴و  𝑐𝑎مقادیر  (1)

 𝜁4  و 𝜁5  از 𝜁1  و 𝜁2 شود، هرچند امکان بهره گرفته می
آمده معتبر  به دست 𝐴و  𝑐𝑎دارد برای مودهای بالاتر 

جهت  یسینوبرنامهمتلب،  افزارنرمبا استفاده از نباشد. 
ی برای روش سخت دریافت پاسخ الکتریکی و مکانیکی

روش در  حاصل گردیده است.دینامیکی و آنالیز مودال 

ه شداستفاده حل برای آنالیز مودال از یک تا پنج مود 
 است.
نمودار حاصل از تحلیل به روش سختی  (2شکل ) 

دینامیکی را در مقابل روش آنالیز مودال با یک مود نشان 
که مشخص است به این دلیل که آنالیز  طورهماندهد. می

مودال با یک مود حل شده، تقریب خوبی از تابع پاسخ 
حداکثر ولتاژ خروجی بر حسب شتاب   (FRF)فرکانسی

کند که با روش ل حاصل می                        ّپایه در محدوده فرکانس او 
جدول اختلاف دارد. طبق  درصد 1.4سختی دینامیکی، 

 73.77Hzختی دینامیکی فرکانس تشدید در روش س (2)
. است 73.98Hzاست، اما در روش آنالیز مودال این مقدار 

همچنین نمودار روش آنالیز مودال پس از فرکانس 
 فاصله از نمودار روش سختی دینامیکی 150Hzتحریک 

گیرد. در حالتی که آنالیز مودال با دو مود محاسبه گردد می
دوم تقریب خوبی از ولتاژ  ۀ            در اطراف قل  (9)طبق شکل 

 2.26آید که می به دستخروجی برحسب شتاب پایه 
درصد با روش سختی دینامیکی اختلاف دارد. به همین 
ترتیب با حل به روش آنالیز مودال با تعداد مودهای 
بیشتر، اختلاف نمودارهای حاصل از روش سختی 

 کهیطوربهیابد دینامیکی و روش آنالیز مودال کاهش می
نمودارهای این دو روش از هم قابل  (1شکل )به     ّ توج هبا 

 باشند.تشخیص نمی
 

 مشخصات تیر پیزوالکتریک نمونه (:9)جدول 
 

 پارامتر مقدار

0.267 ℎ𝑝 (mm) 

0.300 ℎ𝑠 (mm) 

60 L (mm) 

25 b (mm) 

6200 𝑌𝑝 (GPa) 

7200 𝑌𝑆 (GPa) 

7800  (kg m3⁄  چگالی لایه پیزوالکتریک(

2700  (kg m3⁄  میانی چگالی لایۀ(

-320× 10−12 𝑑31 (m/V) 

3.3646× 10−8 𝜀33
𝑇  (

F

m
) 
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 نسبت ولتاژ بر شتاب به دو روش سختی دینامیکی و FRF (Frequency Response Function) (:2)شکل 

 یک مود فرکانسی تأثیر وش آنالیز مودال بار

 

 

 

 

 

 دو مود فرکانسی تأثیرنسبت ولتاژ بر شتاب به دو روش سختی دینامیکی و روش آنالیز مودال با  FRF (:9)شکل 
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 سه مود فرکانسی تأثیرنسبت ولتاژ بر شتاب به دو روش سختی دینامیکی و روش آنالیز مودال با  FRF (:1)شکل 

 

 

های روشدر  FRF از نمودارهاینتایج حاصل  
مودهای مختلف در  با سختی دینامیکی و آنالیز مودال

 ارائه شده است. (9و  2جدول )
 

های سختی دینامیکی و روشدر  یها FRF تفاوت (:2)جدول 

 ل                  ّدر فرکانس تشدید او  آنالیز مودال
 

درصد 

اختلاف 

بیشینه 

دامنه با 

 روش

سختی 

 دینامیکی

بیشینه 

دامنه 

ولتاژ 

خروجی 

 بر شتاب

درصد 

اختلاف 

فرکانس 

 تشدید اول

با روش 

سختی 

 دینامیکی

 فرکانس

تشدید 

 اول

 نوع روش

- 4.495 - 73.77 
روش سختی 

 دینامیکی

0.13  4.489 0.04  73.80 
آنالیز مودال با 

 پنج مود

0.18  4.487 0.07  73.82 
آنالیز مودال با 

 چهار مود

0.27  4.483 0.08  73.83 
آنالیز مودال با 

 سه مود

0.40  4.477 0.12  73.8 
آنالیز مودال با 

 دو مود

1.40  4.432 0.28  73.98 
آنالیز مودال با 

 یک مود

های سختی دینامیکی و روشدر  یها FRF تفاوت (:9)جدول 

 در فرکانس تشدید دوم آنالیز مودال

 

درصد 

اختلاف 

بیشینه 

دامنه با 

 روش

سختی 

 دینامیکی

بیشینه 

دامنه 

ولتاژ 

خروجی 

 بر شتاب

درصد 

اختلاف 

فرکانس 

تشدید 

دوم با 

روش 

سختی 

 دینامیکی

 فرکانس

تشدید 

 دوم

 نوع روش

- 0.2081 - 591.3 

روش 

سختی 

 دینامیکی

0.82  0.2098 0.02  591.4 
آنالیز مودال 

 با پنج مود

1.06  0.2103 0.02  591.4 
آنالیز مودال 

 با چهار مود

0.27  0.2114 0.03  591.5 
مودال آنالیز 

 با سه مود

1.58  0.2128 0.03  591.5 
آنالیز مودال 

 با دو مود

2.26  - - - 
آنالیز مودال 

 با یک مود
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شته دهای نو                  جایی جرم متمرکز ک هجاب تأثیربرای یافتن 
یر مرکز جرم تا پایه ت ۀبرای فاصل ،متلب افزارنرمشده در 
متمرکز بر جایی جرم هبکه جا ت   عل نیابه .شوداجرا می
ر مقادیر ب تأثیرو این  گذاردمی تأثیرهای طبیعی فرکانس

. در این حالت تحلیل در استضرایب میرایی اثرگذار 
 .گیردحالت نامیرا مورد بررسی قرار می

 ل را بر حسب                       ّتغییرات فرکانس طبیعی او  (5) شکل 

دهد. مطابق آن فاصله جرم متمرکز از پایه نشان می

جرم متمرکز از پایه دورتر شود، فرکانس طبیعی  هرچقدر

ز ل برای جرم متمرک                     ّیابد. فرکانس طبیعی او اول کاهش می

 جیتدربهکه  است 127.8Hz تیر ۀاز پای 0.5mm ۀدر فاصل

فرکانس طبیعی  کاهش ،از پایه 15mmبا افزایش فاصله تا 

میانی  ۀاز فاصل گیرد.ل با شیب بسیار کندی صورت می  ّاو 

 صورتهب                                            تیر تا انتهای تیر کاهش مقدار فرکانس تقریبا  

کاهش آن  کهیطوربهشود، خطی و با شیب تند انجام می

 . در ارتباط با تغییراتاستدرصد  35.6 در این فاصله

مرکز از جرم مت ۀس طبیعی دوم تیر نسبت به فاصلفرکان

کانس رل، در ابتدا کاهش ف               ّفرکانس طبیعی او  مانندبهپایه، 

 ۀایش فاصلرود اما با افزمیطبیعی با شیبی بسیار کند پیش 

گیرد صورت می یتندبهاین روند  ،جرم از پایه

کمترین فرکانس طبیعی دوم  (6)طبق شکل  کهیطوربه

و مقدار  جرم متمرکز از پایه متحرک 26mm در فاصله 

560.1Hz شود مشخص می (6) به شکل    ّ توج هبا . است

ای تناوبی با فاصله جرم طبیعی دوم رابطهکه فرکانس 

 46mmو  4mm یهافاصلهمتمرکز دارد که طی آن در 

. است 771.6Hzجرم از تیر، مقدار فرکانس طبیعی دوم 

به این دلیل که غالب ارتعاشات قابل برداشت از محیط 

افتند، پایین بودن در حوزه فرکانسی پایین اتفاق می

ژی کمک شایانی به میزان انرتواند یفرکانس تشدید تیر م

از میزان  نظرصرف رونیازا .برداشت شده داشته باشد

واند تانرژی برداشتی، تعبیه جرم متمرکز در انتهای تیر می

 برای چنین مصرفی مفید واقع شود.

 
 

رم ج ۀل را بر حسب فاصل  ّاو  یعیفرکانس طب ییراتتغ(: 5)شکل 

 یهمتمرکز از پا

 

 
 

رم ج ۀرا بر حسب فاصل دوم یعیفرکانس طب ییراتتغ (:6)شکل 

 یهمتمرکز از پا

 

فارغ از مقدار فرکانس تشدید در تعیین مکان جرم  

پارامتری  ،شدهمتمرکز، میزان حداکثر توان برداشت

 ورنیازا. استجایی جرم متمرکز هبکننده در جاتعیین

ولتاژ خروجی بر شتاب نسبت  ل، حداکثر              ّبرای دو مود او 

 (7)در شکل  ا پایهتفاصله جرم متمرکز  حسببر پایه 

د شوشکل مشخص میبه     ّ توج هبا  .شده است نشان داده

ولتاژ بر شتاب پایه در اطراف فرکانس نسبت که حداکثر 
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 فاق                      جرم متمرکز تا پایه ات  38mmل برای فاصله         ّتشدید او 

 8.622 میزان آنکه افتد می
volt

m/s2
همچنین کمترین  .است 

 ۀنقط ترینشتاب پایه در نزدیک بر روجیولتاژ خنسبت 

پایه وجود دارد و مقدار به  قرارگیری جرم متمرکز نسبت

 6.125آن 
volt

m/s2
 است. 

 

 
 

نسبت ولتاژ خروجی بر شتاب پایه در فرکانس  (:7)شکل 

 تیر اول بر حسب فاصلۀ جرم متمرکز تا پایۀ تشدید

 

 
 

در فرکانس نسبت ولتاژ خروجی بر شتاب پایه  (:8)شکل 

 تیر تشدید دوم بر حسب فاصلۀ جرم متمرکز تا پایۀ

 

انتهایی هرچند موجب کاهش  ۀقرارگیری در نقط 
شود اما ولتاژ خروجی بر حسب ل می               ّفرکانس تشدید او 

 7.505شتاب پایه آن 
volt

m/s2 کهدرصورتی رونیازا. است 
از ناحیه فرکانس تشدید باشد  بیشینههدف برداشت 

د. تواند گزینه مطلوبی باشرم در نوک تیر نمیگیری جقرار
خروجی بیشینه بر حسب شتاب پایه برای مود دوم  ژولتا

 ژولتانسبت که طی آن حداکثر  است (8) مطابق شکل
 9.811شتاب پایه  جی برورخ

volt

m/s2 جرم  بوده که برای
گردد. نکته قابل از پایه حاصل می  16mmۀفاصل بامتمرکز 
پایه  شتابولتاژ بر نسبت این است که کمترین     ّ توج ه

تیر بوده که مقدار آن  ۀاز پای 40mm ۀمربوط به فاصل
4.513 

volt

m/s2 حداکثر  ۀاست. این فاصله بسیار به نقط
ما ا ،ولتاژ خروجی بر شتاب پایه نزدیک استنسبت 
یری گولتاژ خروجی آن بر حسب پایه حتی از قرارنسبت 

تر است. بدین ترتیب در صورت نیاز کم تیرجرم در انتها 
  یا 16mmبه برداشت حداکثر ولتاژ خروجی، فواصل 

38mm شود. تحلیل جرم متمرکز از پایه پیشنهاد می
 .جاری برای حالت نامیرا در نظر گرفته شده است

ولتاژ خروجی بر نسبت تاکنون نمودارهای حداکثر  
اما اگر ؛ اندشتاب پایه با مکان جرم متمرکز رسم شده

ایه جایی انتقالی پهبولتاژ خروجی بر جانسبت حداکثر 
 1) یهاطبق شکل نسبت به مکان جرم متمرکز رسم شود

 (1) . طبق شکلجا خواهد شدههای نمودار جابه   قل  (91 و
ولتاژ نسبت ل حداکثر         ّتشدید او  هایبرای فرکانس
جرم  22mm ۀجایی پایه برای فاصلهبخروجی بر جا

 4.531گردد و مقدار آن متمرکز از پایه حاصل می
Mvolt

m
 

 نمایندۀهای تشدید دوم فرکانس برایهم  91شکل . است
ه در ک استجایی هبولتاژ خروجی بر جانسبت حداکثر 

جرم  ایه برایولتاژ خروجی بر شتاب پنسبت آن حداکثر 
دهد و مقدار آن از پایه رخ می 11mm ۀمتمرکز با فاصل

181.1
Mvolt

m
ولتاژ خروجی بر نسبت . کمترین است 

از پایه  34mmجایی پایه برای جرم متمرکز با فاصله هجاب
 73.2و مقدار آن  هدبو

Mvolt

m
 .است 
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جایی پایه در فرکانس هنسبت ولتاژ خروجی بر جاب (:1)شکل 

 تیر ل بر حسب فاصلۀ جرم متمرکز تا پایۀ        ّتشدید او 

 

 
 

س در فرکانجایی پایه هنسبت ولتاژ خروجی بر جاب (:91)شکل 

 تیر تشدید دوم بر حسب فاصلۀ جرم متمرکز تا پایۀ

 

 گیرینتیجه -4
در این پژوهش روش سختی دینامیکی برای تیر یکسر 
درگیر با مقطع یکنواخت به همراه جرم متمرکز توسعه 

این روش بر مبنای حل دقیق تدوین گردیده  داده شد.
 روابط استفاده شد از رویکرد نیوتن برای حصول است.

ولتاژ خروجی تابعی از شیب ابتدا و  که طی آن دامنۀ
آمد و حصول این دو پارامتر با کمک  به دستانتهای تیر 

ماتریس سختی دینامیکی تیر صورت گرفت. همچنین 

خروجی الکتریکی با استفاده از روش آنالیز مودال برای 
یک مود تا پنج مود نیز حاصل شد که در اطراف فرکانس 

 و روش سختی دینامیکیتشدید اول نتایج حاصل از 
به هم نزدیک بود اما با آنالیزمودال با یک مود فرکانسی 

ند. گرفتاین دو نمودار از هم فاصله می ،افزایش فرکانس
از آنالیز مودال با تعداد مود بیشتر موجب شد که  استفاده

ولتاژ حاصل از دو روش به هم نزدیک نمودار پاسخ 
 .شوند
توان به بررسی اثرات از اهداف این تحقیق می 
جایی جرم متمرکز بر خروجی الکتریکی و هجاب

های طبیعی سیستم در حالت نامیرا با روش فرکانس
در  مدهآدستبهنتایج سختی دینامیکی اشاره کرد. طبق 

ر تهایی که جرم متمرکزشان نزدیکاین پژوهش، سیستم
د و داشتن یتربزرگل                            ّبه پایه بود فرکانس طبیعی او 

ل برای جرم متمرکز در نوک                       ّکمترین فرکانس طبیعی او 
ا فاصله دوم ب اما تغییرات فرکانس طبیعی؛ تیر حاصل شد

 هکیطوربهتناوبی داشت  جرم متمرکز از پایۀ رابطۀ
در جرم  موقعیتبیشترین مقدار فرکانس طبیعی دوم برای 

46mm  و  آمد به دستاز پایه و جرم قرار گرفته در پایه
از پایه تیر  26mmکمترین آن برای جرم متمرکز با فاصله 

 حاصل شد.
نسبت ولتاژ خروجی بر شتاب پایه برای  ازآنپس 

قرارگیری جرم متمرکز در فواصل مختلف مورد بررسی 
 ل                                             ّقرار گرفت که بیشترین خروجی در فرکانس تشدید او 

از پایه حاصل شد،  38mmبرای جرم متمرکز به فاصله 
ای اما بیشترین خروجی در فرکانس تشدید دوم بر

 به دستز پایه ا 16mm سیستمی با جرم متمرکز در فاصلۀ
در صورت نیاز به برداشت حداکثر ولتاژ  بنابراین؛ آمد

جرم متمرکز از پایه  38mm  یا 16mmخروجی، فواصل 
 .گردیدپیشنهاد 

 

 علائمفهرست 

 
B  عرض تیر 
ca   ضریب میرایی لزج میانگین محیط بر

 واحد طول

62 
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cs  میانی ضریب میرایی کلوین ویت لایۀ 
cp  ویت لایه  ضریب میرایی کلوین

 پیزوالکتریک
Cp  ظرفیت داخلی یک لایه پیزوالکتریک 

dim  ماتریس ضریب پیزوالکتریسیته هایمؤلفه 
D   ماتریس سختی دینامیکی تیر با جرم

 متمرکز
De   ماتریس سختی دینامیکی تیر بدون جرم

 متمرکز
Di  ایی الکتریکیهبردار جابج هایمؤلفه 
hs  میانی ضخامت لایۀ 
hp  ضخامت هر لایه پیزوالکتریک 

hpc   فاصله محور خنثی تا مقطع میانی لایه

 پیزوالکتریک
ĩ   جریان شدّتدامنه 

Ip   گشتاور دوم سطح حول محور خنثی برای

 های پیزوالکتریکلایه
Is   گشتاور دوم سطح حول محور خنثی برای

 میانی لایه

IT  ممان اینرسی جرم متمرکز 
L  طول تیر 

M  جرم واحد طول 
mb  جرم تیر 
MT  جرم متمرکز 

Sj  بردار کرنش هایمؤلفه 

Sjm
E  ماتریس ضرایب الاستیک هایمؤلفه  

Tm  بردار تنش هایمؤلفه 
ũ  جایی در راستای هدامنه جابy 

ub  جابجایی پایه 
v(t)  ولتاژ کل مجموعه مستقل از نوع اتصال 

ṽ  دامنه ولتاژ کل مجموعه 
Yp  مدول الاستیسیته ماده پیزوالکتریک 
Ys  مدول الاستیسیته لایه میانی 

εin
T الکتریک در ماتریس ثابت دی هایمؤلفه  

 تنش ثابت
ε33

S  گذردهی در کرنش ثابت  

ω  فرکانس تحریک 
ωr   فرکانس طبیعی تیر در مودr 
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 9311، دوسال سی و یکم، شمارۀ   کاربردی و محاسباتی در مکانیک  علومنشریۀ 

 جامدگاز دوفازی انیدر جر با جوش محیطی زانویی شیفرسا یوتریکامپ سازیشبیه
 پژوهشی  –مقاله علمی 

 (5)نسیم نجاری         (4)ابراهیم محسنی هماگرانی          (3)امامیدوازدهمحسن        (2)امیرهمایون مقدادی           (9)فرناز حسینی
 

 از اعم آن هایدگیآلوکلیه گیرد صورت می ،طبیعی گازبر روی ایستگاه تقلیل فشار  برداریبهرهای که در تأسیسات اولیه ندهاییفرآ چکیده
در چنین شرایطی خوردگی در خطوط لوله، مسدود شدن تجهیزات ابزار دقیق و تخریب شیرها و  .کندنمی حذف را جامد ذرات یا رطوبت

تجهیزات  یدگیدآسیب توزیع و تقلیل فشار برای جلوگیری از افت فشار گاز و هایایستگاهدر  بنابراین لازم استرگلاتورها تشدید خواهد شد، 
این گزارش نخست به تعریف فرسایش جریان صورت گیرد.  طبیعی کردن ذرات جامد و قطرات مایع از گازیندهایی جهت جدا آفر، خط لوله

 –اویلری  دوفازیو جریان  DPM (Discrete Phase Method)  روش با استفاده ازگاز طبیعی، پرداخته و سپس با توضیحات مختصری 
جامد  -نالیز فرسایش جریان گازآبه بررسی و  2019R1 فلوینت انسیس افزارنرمبا استفاده از  سازیشبیهبا  فازگسسته اختصاربهلاگرانژی یا 

راستا،  این در .کندمی. این گزارش، معادلات جریان فاز گسسته و پیوسته را بیان پردازدمیاین زانو  در زانویی  با در نظر گرفتن جوش اتصال
، برای مدل کردن رفتار ذرات در مجاورت دیوار و  (Realizable k-ԑ) تلفات آشفتگی -اثرات اغتشاشی از مدل انرژی گرفتن نظربرای در 

 . در مورد شرایط مرزی برخورد ذراتبا استفاده از مدل ردیابی اتفاقی مدل شده است سیّالهمچنین پراکندگی ذرات ناشی از آشفتگی در فاز 
. کندمی را بررسی  فرسایشیخوردگی اثر حاضر  و شودروش فاز گسسته توضیحاتی بیان می عددی معادلات درجامد با دیواره و مراحل حل 

افزایش قطر ذرات جامد موجب  بوده وجامد ناهمگن  -گاز سیّالپایین نیز،  آرام با عدد رینولدز هایجریانکه حتی در  دهدمینتایج نشان 
 .گرددمیدر محل ناهمواری جوش  بیشتر بروز خوردگی سایشی درنهایتو جامد  -افزایش ناهمگنی جریان گاز

 .یشیفرساخوردگی  ،یلاگرانژ -یلریجامد، فاز گسسته، او -گاز کلیدی هایواژه

 

Umerical Simulation of Elbow Erosion with Circumferential Welding in Two-

Phase Gas Flow 

F. Hosseini        A. H. Meghdadi Isfahani        M. Davazdah Emami          E. Mohseni          N. Najari 

Abstract  The initial processes that take place in the operating facilities of the pressure reduction station 

on natural gas do not remove all its pollutants, whether moisture or solid particles. Under such conditions, 

corrosion in pipelines, blockage of instrumentation equipment, and destruction of valves and regulators will 

be intensified, so it is necessary at distribution and pressure reduction stations to prevent gas pressure drop 

and damage to pipeline equipment, processes to separate solid particles. And liquefied droplets of natural 

gas. This report first defines natural gas flow erosion and then briefly describes the flow erosion using the 

Discrete Phase Method DPM and the Eulerian-Lagrangian biphasic flow, or the discrete phase abbreviated 

simulation using Ansys Fluent 2019R1 software. The gas-solid in the elbow deals with the welding of this 

elbow joint. This report describes the discrete and continuous phase flow equations. In this regard, to 

consider the perturbation effects of the energy-perturbation loss model (Realizable k-𝜀), to model the 

behavior of particles in the vicinity of the wall and also the scattering of particles due to perturbation in the 

fluid phase is modeled using random tracing model. . The boundary conditions of solid particles colliding 

with the wall and the steps of numerical solution of the equations in the discrete phase method are explained 

and the present effect investigates the erosive corrosion. The results show that even in slow currents with 

low Reynolds number, the gas-solid fluid is heterogeneous, and increasing the diameter of the solid particles 

increases the heterogeneity of the gas-solid flow and ultimately causes more abrasion corrosion at the weld 

roughness. 

Keywords Gas-Solid, Discrete phase, Eulerian-Lagrangian, Erosion corrosion. 
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 مقدّمه

ت نف سیّال دیبا تول زمانهم و گازنفت  هایچاهماسه در 
ه خطوط لول ونیلتراسیف رغمعلیو  شودمی جادیو گاز ا
 یکیتا نزد انیجر دستیینپااز  تسیّالا نیانتقال ا

ر فشار گاز د لیتقل هایایستگاه یعنیمصرف  هایمحل
د از جمله عدم امکان متعدّ لیاطراف شهرها، به دلا

همراه  ذرات از داخل خطوط لوله، نیا املک سازیپاک
 تواندیم چراکه، کندمی ینگران جادیا گاز شده و

کاهش فشار، انسداد لوله و  لیاز قب یمشکلات مهم
و مسائل  یمال یهاانیز درنتیجهو  شیفرسا

رد با سطح برخو یاذرهّ ی. وقتکند را ایجاد محیطیزیست
ها به زخم نیا یها. شکلکندیم یسطح را زخم کند،یم

سته است از جمله ماده سطح، واب یادیز یپارامترها
ها را مطالعه زخم نیقان ابرخورد. محقّ ۀیو زاو ذرّه ۀانداز
ل کنند و در ک نییرا تب شیفرسا سمیاند تا مکانکرده

 بر اساس شیفرسا سمیموافق هستند که مکان
ه از طرف دیگر زمانی ک .کندیم رییسطح تغ یریپذشکل

 دارای جوشمانند زانویی  ایستگاه  کشیلولهاتصالات 
، بر اساس شواهد تجربی خوردگی باشند محیطی

در اتصالاتی نظیر زانویی، تشدید  یجادشدهافرسایشی 
 . شودمی

 

 
جوش محیطی در اتصال زانویی  شکل نمونه :(9)شکل 

 [9]ایستگاه گاز

 

یک ایستگاه تقلیل فشار گازی  ازآنجاکه دیگرعبارتبه
قیق د ابزار سیستمی یکپارچه شامل ولوها، اتصالات و

است، لازم است سیستمی مطمئن، بدون تعمیرات و 

جوشکاری برای این  روینازا هرگونه نشتی باشد،
هرگاه فشار داخلی یک  .است اهمّیّتباسیستم بسیار 

بسیار زیاد باشد، جوش، امتیاز و اطمینان بالاتری  سیستم،
روش  ینترمعمول. نسبت به سایر اتصالات دارد

ع ، جوش نوتقلیل فشار گاز یهاایستگاهدر  جوشکاری
که در آن انتهای دو اتصال،  است (Butt-Weld) لببهلب
شده تا در محل اتصال، تشکیل یک شکاف  کاریینماش

مواد جوش به هم آمیخته  کهیهنگام. این شکاف دهند
 دهدمی شود پر شده و تشکیل یک اتصال مطلوب را

ه ب توجّهاتصال برای جوشکاری با  ۀلب سازیآماده .]2[
 8/9کم ) هایضخامت. برای شودضخامت آن انجام می

 هایلبه( جوشکاری به نحو مطلوبی با اینچ 96/9تا 
ر بیشت هایضخامتشود و برای می مربعی شکل انجام

اتصال  هایلبهشود که جوش مناسب زمانی حاصل می
پخ زده شوند، در غیر این صورت شعله یا قوس 

رمای لازم برای ذوب کردن و گ تأمینالکتریکی قادر به 
 .]3[  ندارد آمیختن دولبه راهمبه

 
 [3] لببهلبجزئیات جوش شیاری  :(2) شکل

نفوذ اضافه جوش در پاس یک جوش و به   ۀپدید
. مذاب آیدمی به وجود ازحدیشبایجاد مذاب  علّت

حاصل در داخل مقطع جوش نفوذ کرده و پس از سرد 
( در محل باقی 3 ) شکل یک فلز اضافی صورتبهشدن 

 .]9[ ماندمی
 

 

 لیتقل هایایستگاه اتصالات در اضافه نفوذ با جوش :(3) شکل

]9[ 
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اتصالات جوشی  بر اساس نرخ خوردگی  محاسبۀ  
 هندسۀ جوش، درواقع. استداخلی جوش  هندسۀ

 کندمیاستحکام جوش در مقابل خوردگی را مشخص 
 (.4 )مطابق شکل

 

 
 ]6[ : هندسه نفوذ اضافه جوش(4)شکل

 

مشخص است  هندسۀ جوشکه از  گونههمان  
 زاویۀ برخوردضخامت جوش اضافه یا ارتفاع جوش و 

ذرات جامد به ارتفاع نفوذ اضافه جوش، از پارامترهای 
 .استمهم برای بررسی نرخ خوردگی 

خوردگی سایشی به از بین رفتن پیوسته ماده اولیه   
تعامل مکانیکی بین آن سطح و  علّتاز سطح جامد به 

چند جزئی و یا برخورد ذرات جامد  سیّال، سیّالیک 
، [5] به مطالعات کروک توجّهبا . ]4[ شودمیگفته 

م مجزا تقسی به سه دستۀ توانمیخوردگی سایشی را 
ورد ذرات جامد، سایش جریان برخ علّت: سایش به نمود

موجود  برخورد قطرات مایع علّتسایش به  و دوغاب
ل یعنی وجود در این مطالعه حالت اوّ .سیّالدر جریان 

 گاز بررسی شده است. سیّالذرات جامد در 
ی اساس به پارامترهای رسدمی نظرسایش خوردگی به  
 .]4[ وابسته باشد گانه زیر 1

 خوردگیترکبرای مواد ترد مکانیزم  نوع ماده: -9 
و  تاسها اثر خستگی سطحی و تشکیل میکروترکدر 

 ؛استبرای مواد نرم مکانیزم سایش ناشی از برخورد 
بحرانی برای مواد  زاویۀ برخورد ذرات: زاویۀ -2

 95درجه و برای مواد نرم در حدود  11 ترد حدود 

 ؛(5)شکل  استدرجه  31الی 

نظیر میزان شعاع  ی:مربوط به طراح هایآیتم -3

 ؛هدرها و انشعابات، هازانویی

درصد  بر اساس ل:سیّاهمراه در  میزان ماسۀ -4

 ؛سیّال/ وزن کل وزن ماسه همراه

 ؛سرعت برخورد ذرات -5

 ؛سیّالسرعت  -6

 ؛سیّالمیزان خوردگی  -9

 ؛سیّالویسکوزیته  -8

 .سیّالچگالی  -1

 المللیبیناستانداردهای مجموعه از طرف دیگر،   
شامل  ،]7[ تقلیل فشار هایایستگاهمورد استفاده در 

توسط انجمن  9199نی است که از سال تحقیقات مدوّ
 ظروف ،لوله  ۀدر زمین متحدهایالاتمهندسین مکانیک 

و بعدها تحت  شدهیآورجمعتحت فشار و اتصالات 
 ASME ,API عنوان استانداردهای مختلفی نظیر

,ASTM  ارائه شده است.  
 و بخش هاده از بیش دارای «ASME» ۀمجموع 

 لیتقل ستگاهیا کی در،  مثالعنوانبه است زیرمجموعه
 کپ ای و و کاهنده ییزانو لیقب از آن اتصالات گاز، فشار

 استاندارد تابع و لیاست کربن فولاد جنس از
ASME/ANSI B16.2  یطراح که دیاستاندار .است 

 ASME/ANSI استاندارد کندمی تیتبع آن از ستگاهیا

B31.8  حداقل  لوله  که برای محاسبه ضخامت است
 ASME از استانداردو  .شودمیتحت تنش استفاده 

B31.3 و ASME IX  یارهایمعدر مورد جوشکاری و 
تقلیل فشار گاز استفاده  هایایستگاه پذیرش جوش

دارای دو بخش  ASME IX ه استانداردک شودمی
لازم است حدود  روینازا؛ است کارییملحجوشکاری و 

جوش اتصال زانویی  سازیشبیهلازم برای  هاییزانمو 
 در این مطالعه مطابق با الزامات این استاندارد باشد.

زاویۀ با  ذرّه یوقتنشان داد  9169در سال  [8] ینیف 
 جادیاحفره  کند،یبا سطح برخورد م نییپا برخورد

 دکنیم تربزرگحفره را  ذرّه گرید یها. برخوردکندیم
 شدهیآورجمع ۀ. مادکندیو ماده را اطراف حفره جمع م

. رودیم نیاز ب یرگذارتأث وستهیپ ذرّهتوسط  درنهایت
که در مواد شکننده،  دهدمینشان  گذشته مطالعات
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به  ذرّه یترک است. وقت یریگمربوط به شکل شیفرسا
 یو شعاع یجانب یهاترک زند،یضربه م سطح شکننده

 عی، توز2114در سال [9]. چن و همکاران کندیم جادیا
استاندارد را  یزانو کیذرات در  یرهایمس یندگیفرسا

ذرات  یمورد مطالعه قرار دادند. آنها از دو مدل بازساز
 شیفرسا زانیم ۀذرات و محاسب یابیرد یمختلف برا

شکل  یو یشیفرسا (Scar) استفاده کردند. اسکار ییزانو
ذرات  هیشد، به تداخل ثانو افتی قیتحق در آنکه 

 و 2119در سال  [10]همکاران  داشت. زانگ و یبستگ
، نشان دادند که 2195سال  [11]و همکاران یناجم

عملکرد  وءزانو ممکن است منجر به س شیفرسا
د توانمیشکست آن شود، که خود  یو حت زاتیتجه

 یایاز بلا گرید یگاز و برخ ایموجب نشت نفت 
 قیدق بینییشپ ن،یشود. علاوه بر ا محیطییستز

. شودمیخطوط لوله  دیعمر مف یابیارز به منجر شیفرسا
و مدل  [12] اوکا و همکاران  مدلاز در این مطالعات 

نرخ  ۀمحاسب یبرا  [13]گرانت و تباکف گردوغبارذرات 
زانو اسکار  نیا درجه استفاده کرد. در 11 یزانو شیفرسا
 .دیشکل مشاهده گردیو یشیفرسا

 

 

 
 [6] متفاوت ذرات جامد با دیواره لوله زانویی زاویۀ برخوردخوردگی ناشی از  یاسکارها: ماکرو گراف (5)شکل 

 

 
 

  ASME [7]ی استاندارد : چارت کلّ(6)شکل 
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 تریینپا یهاسرعتذرات در  یبرخورد کشش 

محسوب شد. داود  اسکارها نیا یعامل اصل عنوانبه

 یعدد لیتحل ی، ط2194[ در سال 94] وهمکاران یعیشف

گاز در خطوط لوله و  انیاز جر یناش شیسا جادیا

 شیبا افزا شیسا زانیگاز نشان دادند م هایایستگاه

دما، تعدد  شیافزا ،یش ناخالصیسرعت گاز، افزا

گاز و  انیذرات، اغتشاش جر زانیمنقطع، م یرهایمس

جامع  یدارد. بررس میارتباط مستق ستگاهیا ینحوه طراح

 یتوسط پارس ،یارائه شده در مطالعات قبل هایمدل

انجام شده است. هدف  2194در سال  [15]وهمکاران 

 تأثیر یبررس CFD یانجام شده بر مبنا قاتیتحق نیا

 یچند فاز انیبر جر و ماسهمانند شن  یذرات جامد

که  افتندی، در2195در سال  [16]است. درته وهمکاران 

 دتوانمیجرم  ییو جابجا یبارگذار هایروشاثرات 

 رییا تغر ییزانو شیفرسا هایپروفیل یتوجهّقابل  طوربه

 از ادهاستف با شکلیو ندهی، اسکار فرسامثالعنوانبه دهد.

ا هنگام استفاده ، امدهدمیرخ  طرفهیک نگکوپلی روش

قابل  واضح صورتبه این اسکاراز اتصال چهار طرفه 

 2195در سال  [17]. عرب نژاد وهمکاران ستین مشاهده

به  شیو نرخ فرسا شینشان دادند، معادلات فرسا

خواص ذرات جامد و  ،جنس رفتار ریمهم نظ یپارامترها

سرعت برخورد ذرات جامد و سرعت خود ذرات، مرتبط 

لوله را در  یاثر مکان 2195در سال  [18] رایوشوند. یم

مطالعه کرد. او  ندهیمواد فرسا یحاو انیجر کی شیفرسا

 یعمود ییدر زانو شیفرسا ،یطیهر شراگزارش کرد در 

 [19] راناپنگ و همک. افتدیماتفاق  یافق ییاز زانو شتریب

در  شیفرسا عیذرات و توز یابیری، مس2196در سال 

 ینرخ دب ان،یمختلف جر یهاسرعت، تحت هاییزانو

 زینسبت به قطر و ن یذرات و شعاع متوسط منحن یجرم

و  دهبررسی ش ش،یمدل فرسا کیقطر لوله با استفاده از 

 شیرساف داکثرمکان ح بینیپیش یدو معادله برا درنهایت

𝑅 به جهت خمش زانو، قطر ذرات و نسبت  توجّهبا  𝐷⁄  

، 2196[ در سال 21وهمکاران ] ارهیب ی. مرتضگردیدارائه 

 یخط لوله گاز بررس کیرا در  یشیسا یخوردگ دهیپد

ه ک ییزانو رینظ یوجود اتصالات ندشد توجّهو م هکرد

، نرخ برخورد ذرات با کنندمیرا قطع  انیخطوط جر

 شیامر موجب افزا نیو هم دهندمی شیرا افزا لاممنتوم با

 2199در سال   [21]و همکاران یزمان .شودمی یخوردگ

تن با در نظر گرف ییزانو کیدر  شینرخ فرسا یبه بررس

 یکه زمان نددیرس جهینت نیو به ا هچرخش ذرات پرداخت

، مدار حرکت شودمیکه چرخش ذرات در نظر گرفته ن

 ریبا مس یتوجّهقابل  طوربهد توانمیذرات به دست آمده 

با در نظر گرفتن  نذرات متفاوت باشد. در ضم یواقع

 وار،یبه د ذرّهبه نوع برخورد  توجّهچرخش ذرات، با 

 شیو نرخ سا دهدمیرخ  یترمخرب یبرخوردها

، ]22[ 9385مولا و همکاران در سال .یابدیم شیافزا

سازی سیستم فیلتراسیون گاز پژوهشی با هدف بهینه

ام تقلیل فشار گاز استان فارس انج هایایستگاهطبیعی در 

ون فیلتراسی فرآیند. در این مطالعه پس از معرفی اندداده

 های کمی وگاز طبیعی و انواع مختلف فیلترها آزمایش

ی ذرات جامد موجود در گاز طبیعی کیفی بر روی نمونه

و  شهر شیراز و پس از مطالعه CGSورودی به ایستگاه 

سی اشکالات موجود در سیستم فیلتراسیون برر

هایی در هگاز این استان، فرضیّتقلیل فشار  هایایستگاه

با این اشکالات مطرح کرده و راهکارهایی در  ارتباط

در  .راستای بهبود فرآیند  فیلتراسیون ارائه گردیده است

ه ب توجّهبا ضمن در خصوص انتخاب مدل توربولانتی 

 تصوربهحقیقت ناخوشایندی که وجود دارد و آن اینکه 

های مسائل سواحدی برای همه کلا معادله یعموم

مختلف وجود ندارد. انتخاب مدل مغشوش به ملاحظاتی 

 هایی که قبلاً برای یکمانند فیزیک جریان مسئله، نمونه

کلاس خاص حل شده، سطح دقت مورد نیاز، منابع 

 ازیسشبیهمحاسباتی موجود و زمان مورد نیاز برای انجام 

بایست میبستگی دارد. برای انتخاب مدل مناسب 

 یلذا براهای هر مدل بررسی شود محدودیت ها وابلیتق

از سال   [29-23]مطالعاتی صورت گرفته ،تحلیل مساله
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 بر اساس و  انجام شده بود استفاده کرده 2191تا  2199

 مشخص گردید. در این پژوهش لازم نوع معادلۀ،  آن

 
 

 تعریف مسئله

 قرار است زانویی مورد استفاده برای در این پژوهش
جریان ورودی یک ایستگاه تقلیل فشار گاز طبیعی 

 گردد. بررسی
سیستم فیلتراسیون گاز ورودی به ایستگاه شامل یک  

قبل از هدر   (Filter Separator)عدد فیلتر جداکننده 
مجهز به سه    (Run) و سه رن (Main Header) اصلی

اینچ  3 زانویی با قطر که از طریق لوله و استفیلترخشک 
از خروج از شده و پس  جداکننده یلترفجریان گاز وارد 

این تجهیز، گاز از سه  فیلتر  مجزا عبور خواهد کرد. بر 
، میزان مجاز نفوذ  ASME B31.3 [30] طبق استاندارد

 .است مترمیلی 3جوش اضافه حدود 
خشک  فیلترهایاز  انیقبل از عبور جر درواقع  
شده  لتریف توریبه نام سپرا یزیتجه قی، گاز از طرستگاهیا

 یبررس .شوندیماز آن گرفته  کرونیم 5با قطر  ذراتو 
عامل گاز  سیّالهنگام عبور  شیفرسا یخوردگ ۀدیپد
در زانویی   در آنبه همراه ذرات جامد موجود  یعیطب

  .استمطالعه  نیهدف ا، ورودی ایستگاه
به استانداردهای متداول در شرکت  توجّهدر ابتدا با  

و بررسی میدانی ایستگاه شکل هندسه ایران گاز ی ملّ
 افزارنرمدر  .(9) شکل زانویی موجود استخراج گردید

ده و ش سازیشبیهبه دست آمده  انسیس فلوئنت هندسۀ
 ییهاپژوهشبدون جوش مطابق با  زانویی ابتدا با هندسۀ

این خوردگی در  یبررسکه قبل از این در خصوص 
شده بود مطابقت داده شد. مبنای تطابق نتایج  مانجا اتصال

بررسی   پژوهشی است که در زمینۀ ،استخراج شده
خوردگی ناشی از ذرات جامد موجود در گاز توسط 

 .انجام گرفته است 2199در سال  [21] و همکاران یزمان
 جنتایج عددی به دست آمده با تقریبی بسیار خوبی بر نتای
 عددی حالت بدون چرخش ذرات جامد منطبق گردید.

 
 [9] و شرایط مرزی سیّالجهت ورود :  (9)شکل 

 

مورد مطالعه توسط  هندسۀاست  یادآوریشایان  
 هندسۀبا  کاملاًاز نظر ابعاد  ،[21] زمانی و همکاران

از  نتایج به دست آمده دارد. یحاضر همخوانپژوهش 
نتایج به دست آمده   با کاملاً (8شکل ) سازی جدید شبیه

 مطالعه مطابقت داشت. این از

 

 
 یبه دست آمده از مطالعه زمان یعدد جینتا نیب ۀسیمقا :(8)شکل 

 مطالعه نیا سازیشبیهو   [21]و همکاران
 

 و  روش حل اتیّفرض

مطابق با استانداردهای  محیطی این اتصال هندسۀ جوش
 ASMEتقلیل فشار گاز ایران و هایایستگاهطراحی 

SECTION IX  حاسبه و منظور شده است. این اتصال م
در  نفشارشکاز نظر موقعیت بلافاصله پس از رگولاتور 

ایستگاه تقلیل فشار قرار داشته و نوع جوش آن  کشیلوله
 در این مطالعه از روش محاسبات. است لببهلبجوش 
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(D. N. Veritas)DNV  [6] ،ی فرسایش ذرات برای بررس
جامد در گاز و روی جوش محیطی اتصالات استفاده شده 

استوکس از روش حجم  ریحل معادلات ناو یبرااست 
 محدود استفاده شده است.

 و ایپا انیاست که جر نیمطالعه فرض بر ا نیدر ا

اثر جاذبه در  هاسازیشبیه نیدر ا نیهمچن باشد. دماهم

. خواص گاز، ( 2m/sg = 9.81) نظر گرفته شده است

 است. شدهنشان داده  (9ذرات و جنس لوله در جدول )
 

 ستگاهای جامد –گاز  انیعامل در جر سیّال طیشرا: (9)جدول 

فشار لیتقل

 نام متغیر
مقدار در 

 لشرایط اوّ
 واحد

 m/s 21 یعیگاز طبسرعت 

 m/s 21 سرعت ذرات جامد

 ذرات جامد یچگال

 )شن و ماسه(
2651 3mKg/ 

 BH 921 لوله وارهید یسخت

 3Kg/m 1665 عامل گاز سیّال یچگال

 

 معادلات کمک به جریان فلوئنت -انسیس افزارنرم در 
 فاز مدل منوی از ذرات و شودمی مدل استوکس ناویر

پیروی  DPM (Discrete Phase Method) گسسته
استفاده ، DNV [6]بررسی فرسایش از مدل. برای کنندمی
باعث  چگونه  جامد ذراتنشان داده شود شود که می

بر جوش محیطی اتصالاتی  یریتأثفرسایش شده و چه 
برای ارتباط میان  گذارند.که نفوذ اضافه جوش دارند می

استفاده شد.  Simpleفشار و سرعت از روش  هایمیدان
جایی با روش هخطی جابهای غیرم، ترمدر معادلات مومنت

وم د از روش مرتبۀ ی شد.دو، گسسته ساز دقیق مرتبۀ
 فشاری استفاده شد. یهاترمبرای گسسته سازی 

تر بیان گردید در مطالعه حاضر برای که پیش طورهمان
آشفتگی جریان از مدل آشفتگی انرژی تلفات  سازیشبیه
k-ԑ   .علاوه بر سرعت  ازآنجاکهاستفاده شده است

 متوسط، نوسانات سرعت آشفته نیز بر مدار حرکت ذرات

از  شینا سیّالاست پراکندگی ذرات در فاز  تأثیرگذار
مدل  اقیفنوسانات آشفتگی با استفاده از مدل ردیابی اتّ

در  منظوربه . مدل گردشی تصادفی گسسته [29-23]شد
میان ذرات و گردابه های آشفتگی  کنشبرهم نظر گرفتن

 به کار گرفته شد.
 

 گسسته ومراحل حل عددی معادلات فاز پیوسته 

ایه با پ سیّالیه معادلات جریان و انرژی فاز پیوسته کلّ  
از وجود ذرات جامد فاز گسسته، تا همگرایی  نظرصرف

 تا توزیع سرعت در تمام نقاط داخل شودمیکامل حل 
)مطابق  حل برای فاز پیوسته مشخص شود حوزۀ
 (.91و 1ارائه شده در شکل  یبندشبکه
یکنواخت از  طوربهذرات جامد فاز گسسته سپس  

و با حل معادلات لاگرانژی مرز ورودی جریان وارد شده 
 مکان فاز پیوسته تا همگرایی کامل تأثیرته تحت فاز گسس

حل مشخص  سرعت تمام ذرات جامد در حوزۀو 
 .شودمی

 

 

 شدهسازییهشبهندسه زانویی با جوش  :(1)شکل 

 

 

  زانویی شدۀیبندشبکهمقطع : (91)شکل 
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شبکه: مشخصات (2)جدول 

 Skewness Aspect  Ratio شبکهتعداد 

3293611 169499 416293 

 

 حاکم معادلات

و  دشومی یبررس وستهیابتدا معادلات حاکم بر فاز پ
 ایجرم  یبقا ۀ. معادلگرددمی انیب یمعادلات آشفتگ

ته نوش ریز صورتبه یدر حالت کلّ یوستگیپ ۀمعادل
 :شودیم

(9) 
∂ρ

∂t
+ ∇. (ρ u⃗ ) = Sm 

 نایهر دو جر یجرم است و برا یبقا ۀمعادل یفرم کلّ 
قابل استفاده است. جمله  ناپذیرتراکمو  ریتراکم پذ

که از فاز پراکنده دوم )مثلاً در  است یجرم  𝑆𝑚چشمه
در  که شودیماضافه  وستهی( به فاز پعاتیما ریاثر تبخ

وم ممنت یبقا ۀمعادل. شودمیصفر در نظر گرفته  نجایا
 است: ریز صورتبه

 

(2) 
∂

∂t
(ρ u⃗ ) + ∇. (ρu⃗ u⃗ ) = 

−∇P + ∇. (τ̿) + ρg⃗ + F⃗  
 

  𝜌𝑔و    𝐹تانسور تنش و  (𝜏̿)فشار استاتیکی،  Pکه  
 و نیروی بدنه جاذبه (Body force)نیروی بدنه خارجی

(Gravitational body force)   است. تانسور تنش نیز
 شود:میتعریف  (3) معادلۀ صورتبه

 

(3) τ̿ = μ [(∇u⃗ + ∇uT⃗⃗⃗⃗ ) −
2

3
∇. u⃗ I] 

 

تانسور یکه و جمله دوم  Iویسکوزیته مولکولی،  µکه 
برای  حجم است. (dilation) سمت راست، اثر اتساع

نیوتونی، این معادله به  سیّالناپذیر یک تراکم جریان
معروف شده  (Navier-Stokes) استوکس-ناویر معادلۀ
مله ، جناپذیرتراکمبا اعمال فرض جریان ایزوترم و  است.

 تواند ثابت فرض شود.میدانسیته 
ریاضی بر مدل  ، موازنۀ(6( و)5( و)4)معادلات  

اصطلاح  .دهندپذیر را نشان میتحقیق K-ԑآشفتگی  
بدین معناست که مدل حاضر مطابق  با  «پذیرتحقیق»

در  فیزیک جریان آشفته، قیدهای ریاضی خاصی را
 .کندهای رینولدز اعمال میتنش

 

(4) 

𝜕(𝜌𝑘)

𝛿𝑡
+

𝜕(𝜌𝑘𝑢𝑖)

𝜕𝑥𝑖
= 

 𝜕

𝜕𝑥𝑗
[(𝜇 +

𝜇𝑡

𝜎𝑘
)

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑗
] + 𝐺𝑘 − 𝜌𝜀 + 𝑆𝑃

𝑘 

(5)  

∂(ρε)

δt
+

∂(ρεui)

∂xi
= 

∂

∂xj
[(μ +

μt

σε
)

∂ε

∂xj
] + ρC1Sε − ρC2

ε2

k + √vε
+ SP

2 

(6)  

C1 = MAX [0.43 .  
η

η + 5
]          η = S

k

ε
 

S = √2. SijSij                  Sij =
1

2
(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
)  

 

  kسرعت جریان،  هایمؤلفه 𝑢𝑖 در معادلات اخیر،   
نرخ تلفات انرژی جنبشی  ԑانرژی جنبشی آشفتگی، 

نرخ  تانسور  𝑆𝑖𝑗 متوسط  نرخ تانسور کرنش و Sآشفتگی، 
 کرنش است. همچنین داریم:

 

(9) C2 = 1.9          σk = 1.0         σz = 1.2    

 

  حرکت ذرات بدون در نظر گرفتنمعادلات 

 چرخش

 وشر به گسسته فاز تحقیق این در شد، ذکر چنانچه

 تعداد بررسی امکان امروزه .گرددمی بررسی لاگرانژی

 .است سرمیّ رقیق صورتبه پراکنده فاز یا کم ذرات

 لاثر متقاب از پراکنده فاز بودن رقیق علّت به همچنین

  .است شده نظرصرف یکدیگر با ذرات برخورد و ذرات

 با اینرسی نیروی برابری از است عبارت تعادل نیرو

 معادله در حالت این در نیرو تعادل .ذرّه بر وارد نیروهای

 ذرات، حرکت معادلۀ حل با. است شده داده نشان (8)

 شود.می محاسبه ذرّه هر موقعیت و سرعت
 

(8) 
duP

dt
= FD + FG + F   
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 نیروی 𝐹𝐺، ذرّه جرم واحد بر پسا نیروی 𝐹𝐷که  
 واحد بر نیروهای سایر Fو ذرهّ جرم واحد بر شناوری

 مجازی جرم نیروی سافمن، برآی نیروی مانند ذرّه جرم
 .است فشاری گرادیان نیروی و

(1) uP =
dXp

dt
 

 

 نشان را ذرّه مکانی موقعیت بردار u𝑃، (1) در معادلۀ 
نیروی پسا بر واحد ( 91) در معادلۀ 𝐹𝐷یت کمّ .دهندمی

 السیّنیروی وارد از   ترینمهمنیروی پسا . است ذرّهجرم 
 رهّذو   سیّالاست که به دلیل  اختلاف  سرعت   ذرّهبه 

 .شودمیحاصل 
 

(91) FD =
(uf − up)

τr
 

زمان آرامش  𝜏𝑟و  سیّالسرعت  𝑢𝑓، (91) در معادلۀ

 . شودمیمحاسبه  (99) از معادلۀ 𝜏𝑟 .باشندمی ذرّه
 

(99) τr =
ρp dP

2  24

18μf CD ReP
 

لزجت دینامیکی  μf ،ذرّهقطره  dp ،ذرّهچگالی  ρpکه 
 .است ذرّهنسبی عدد رینولدز  RePو  سیّال

 
 

(92) ReP =
ρpdp |uf − up|

 μf
 

 .استضریب پسا  CD (93) ۀدر رابط
  

(31) CD = a1 +
a2

Rep
+ 

a3

Rep
2
 

 

نیروهای گرانش و  𝐹𝐺کمیت  (94) همچنین در معادلۀ
 .است ذرّهشناوری بر واحد جرم 

 

(94) FG = (1 +
1

S
) ρg 

 

 
 [6] به دیوار خمیده ذرّهچگونگی برخورد  :(99)شکل

 DNV[6] سایش  ۀمعادل

جلوگیری از سایش ناشی از ذرات جامد، انواع  منظوربه
و بهبود طراحی اولیه و  بینیپیشسایش جهت  هایمدل

تایج ن بر اساس هااین مدل .اندشرایط کاری توسعه یافته
ا بآزمایشگاهی و در شرایط خاص پیشنهاد گردیده است. 

 ت بالا درسایش با دقّ بینیپیشبه عدم وجود  توجّه
سایش که در صنعت نفت و گاز  هایمدلصنعت، اکثر 

 یبررسبوده و نیاز به  کارانهمحافظه، شودمیاستفاده 
 نرخ بینیپیش ای برایرابطه DNV [6] .دارند یشتریب

های اساس آن، داده بر که است داده پیشنهاد سایش
 لهجم از مختلف هایهندسه برای بسیار عددی و تجربی
های لوله . برایاستمورد نیاز  هاراهیسه و هازانویی

 معادلۀ صورتبه DNV [6] پیشنهادی رابطۀ فولادی،
 .است( 95)

 

(95) ER = 2.0 × 10−9 VP
2.6 F(α) 

 

در لحظه  ذرّهسرعت  𝑉𝑝، ذرّهبرخورد  ۀیزاو 𝛼که  
 .است زاویۀ برخوردتابع 𝐹(𝛼) برخورد و

 

(96) F(α)t = ∑Ai(α)i
α

i=1

 

(99) 

𝐴1 = 9.370               𝐴2 = −42.295  

𝐴3 = 110.864          𝐴4 = −175.804  
𝐴5 = 170.137          𝐴6 = −98.398   

𝐴7 = 31.211             𝐴8 = −4.170 
 آمده است.( 99)  وابطدر ر 𝐴𝑖 مقادیر ثابت

 

 نتایج و بحث روی نتایج

ابتدا به بررسی کانتور خوردگی در شرایط بدون جوش 
(. 92شکل )  شودمیاینچ پرداخته  3 قطربرای زانویی با 

بیشترین میزان خوردگی  شودمیکه مشاهده  گونههمان
مربوط به قسمت زانویی لوله است. میزان ماکزیمم 

 1611345خوردگی در کل لوله در این حالت برابر 
 طیکه تحت همان شرا یزمان .است کیلوگرمبر  مترمیلی

جوش  مترمیلی 3با در نظر گرفتن  ییزانو یخوردگ زانیم
 جیمطابق با نتا زانیم نیا ،(93 شکل ) شودیلحاظ م

بر  مترمیلی 1611992 زانیمطالعه به م نیدر ا سازیشبیه
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  ابدییم شیافزا کیلوگرم
 

 

 
جوش : کانتور توزیع خوردگی در زانویی بدون (92)شکل

 محیطی
 

 

 یطیبا جوش مح ییدر زانو یخوردگ عیتوزکانتور  :(93)شکل

 در حالتی که بررسی پدیدۀ دهدمیاین نتایج نشان  
 رفرسایش ناشی از ذرات جامد در جریان گاز بدون در نظ

گرفته اتصال، در نظر گرفته شود تغییرات خاصی را نشان 
 . در ضمن بادهدمیداده و میزان خوردگی را بیشتر نشان 

، اتصال در دو طرف اتصال یهاجوشگرفتن  ردر نظ
محل بروز بیشترین خوردگی را نیز تخمین زد.  توانمی

 یخوردگ ۀدیدر پد نکهیبه ا توجّهبا  گریاز طرف د
 نیرا، بنابکنندمی یرا باز ینقش اصل ذرات جامد ،یشیسا
ها را در تمرکز آن زانیم نیحرکت و همچن ریمس دیبا

که در  گونههمان کرد. یبررس را نیز ییزانوداخل 

تمرکز ذرات در  نیشتریب شودمیمشاهده  (94)شکل
له بوده لو نییو در قسمت پا ییورود به زانو ریمس یابتدا
واحد حجم  بر یلوگرمک 965متوسط  طوربه مقدار آنو 

ورودی که تجمع  قسمتدر ابتدای  دیگرعبارتبه .است
خطر بروز  رسدمیذرات جامد بیشتر است به نظر 

فرسایش بیشتر باشد که با نتایج به دست آمده در شکل 
 .( نیز همخوانی دارد93)

 

 
 تجمع ذرات داخل زانویی با جوش (: نحوۀ94)شکل

 

. 

حرکت ذرات در دو حالت بدون  ریمس 95در شکل   
نشان داده شده  یطیجوش و با در نظر گرفتن جوش مح

دو  هرذرات در  ریکه مشخص است مس گونههماناست. 
به  .کندمی رییذرات تغ عیتوز یبوده ول کسانی حالت
به  مترمیلی 7.52E-02 ذرات از مقدار  عیکه توز یصورت

-1.28Eردر حالت بدون جوش به مقداازای هر کیلوگرم 

 شبا در نظر گرفتن جو به ازای هر کیلوگرم مترمیلی 01
، 91به دست آمده از شکل  جی. بر اساس نتاشودمی لیتبد

لوله را نشان  تیبر حسب موقع یکه نمودار خوردگ
که ذرات  شودمیشروع  یاز قسمت ی، خوردگدهدمی

لوله  از یبا سطح کرده و قسمت اییهزاوشروع به برخورد 
 یبا ذرات داشته دچار خوردگ شتریکه تماس )برخورد( ب

ۀ زاویحالت  نیشده است که در ا یشتریب یشیفرسا
در ضمن در محل جوش  .استدرجه  45ذرات  برخورد



 نسیم نجاری -ابراهیم محسنی  -محسن دوازده امامی  -امیرهمایون مقدادی - فرناز حسینی  زانویی... شیفرسا یوتریکامپ شبیه سازی

 

313 

 سرعت بیش از اول سرعت ذرات بسیار بالا است و به
m/s 21  که باعث فرسایش در لوله در این  رسدمینیز

در نزدیکی محل جوش قسمت  برعکس  .شودمیقسمت 
افقی زانویی یعنی جوش دوم، سرعت ذرات کاهش 

و طول معادل زانویی در این بخش  زاویۀ برخورد بدیایم
 49ایای با برخورد ذرات جامد با زو ارائه شده است.

لوله در هنگام روبرو بودن با  درجه به دیوارۀ 58درجه و 
نفوذ اضافه جوش بیشترین خوردگی سایشی در زانویی 

روند  61تا  1. این میزان بین زوایای شودمیایجاد 
یابد. کاهش می تشدّبه 11تا  61ه و بین صعودی داشت

طبع میزان در این میان سرعت حرکت ذرات جامد و به 
ت نیز کاهش لوله و اتصالا ضربه آنها به دیوارۀ

 .کندمیچشمگیری پیدا 

 

 
 

نسبت طول  بر اساسخوردگی فرسایشی  وزیعت :(95)شکل

 ذرات به لوله زاویۀ برخوردزانویی و 

 دهمتر بر ثانیه رسی 23سرعت به میزان  دیگریعبارتبه   

بالایی جوش سرعت  و پس از برخورد ذرات به دیوارۀ

 1تا  2ی به میزان چشمگیری کاهش یافته و حتّ طوربه

ه در ن است کن آله مبیّ. این مسأرسدمیمتر بر ثانیه نیز 

اولین ) جداکنندهشونده به فیلتر امتداد خط افقی متصل

 تقلیل فشار گاز( و پس از هایایستگاهر فیلتر موجود د

ی با وجود شعاع عبور ذرات جامد از محل جوش دوم، حتّ

نفوذ اضافه جوش برای جوش دوم، نرخ خوردگی 

 .یابدیمواضحی کاهش  صورتبهفرسایشی 

( مشخص است، با در 96) که از دو شکل گونههمان  

غییری ت  نظر گرفتن جوش محیطی و یا در نظر گرفتن آن

تجمع ذرات مشاهده  در خصوص شکل نمادین نحوۀ

زیگزاگی و یا  صورتبهو در دو حالت ذرات  گرددمین

زانویی برخورد کرده و  هاییوارهدوی شکل به  درواقع

. آنچه در این حالت متفاوت دهندمیبه مسیر خود ادامه 

حجم ذراتی است که در امتداد این مسیر  صرفاًاست 

که دبی ذرات در  دهدمینتایج نشان حرکت کرده و 

ناشی از حضور جوش محیطی در  یبرآمدگحالتی که 

 صلاًاداخلی اتصال وجود دارد به نسبت حالتی که  هندسۀ

 است. ، بیشترشودمیگرفته ن نظرجوشی برای اتصال در 

 ازکوچک ناشی  از طرف دیگری وجود همین زائدۀ 

به دلیل  شودمیداخلی، باعث  حضور جوش در هندسۀ

)برای این  برخورد ذرات به یک سطح بسیار کوچک

بر اساس استانداردهای  مترمیلی 3زانویی با این ابعاد 

 طورمعمولبهبه اینکه  توجهّمتداول گاز در ایران( و نیز 

طبیعی آب نیز وجود دارد برخورد ذرات به این  گازدر 

زائده اگر موجب بروز ترک مویی شود، امکان ایجاد 

 .  کندمییش را تشدید فرسا
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در دو حالت بدون جوش و با : مسیر حرکت ذرات (96)شکل

 همراه با نفوذ اضافه یطیدر نظر گرفتن جوش مح

 

( ، با برخورد ذرات 99) شکل شمارۀکه در  طورهمان 

لوله در  درجه به دیوارۀ 58درجه و  49ایای جامد با زو

هنگام روبرو بودن با نفوذ اضافه جوش بیشترین خوردگی 

 1. این میزان بین زوایای شودمیسایشی در زانویی ایجاد 

کاهش  تشدّبه 11تا  61روند صعودی داشته و بین  61تا 

 به طبع. در این میان سرعت حرکت ذرات جامد و یابدیم

لوله و اتصالات نیز کاهش  میزان ضربه آنها به دیوارۀ

 میزان سرعت دیگریعبارتبه. کندمیچشمگیری پیدا 

 ده و پس از برخوردمتر بر ثانیه رسی 23به میزان  سرعتبه

چشمگیری  طوربهبالایی جوش سرعت  ذرات به دیوارۀ

متر بر ثانیه نیز  1تا  2ی به میزان کاهش یافته و حتّ

 . رسدمی
 

 

 21سرعت  یسرعت متوسط ذرات برا کانتور: مسیر (99)شکل

 کرونیم 211و قطر ذرات  هیمتر بر ثان

 

 گیرینتیجه

دست آمده از این مطالعه میزان  بر اساس نتایج به
خوردگی فرسایشی یک اتصال مانند زانویی در حضور 

استاندارد بودن میزان جوش  رغمعلیجوش محیطی، 
 )طبق استاندارد مترمیلی 3محیطی که برای مورد مطالعه، 

ASME B31.3[31]) در گاز طبیعی  اعلام شده است
 نآدچار مساله بوده و باید حدود قابل قبول برای  یرانا

به  راندر ای یعیگاز طببه دلیل آلوده بودن  بازنگری گردد.
به این مطلب که آنالیز گاز طبق  توجّهذرات جامد و با 

(، وجود آب در [22] )مولا و همکاران تحقیقات قبلی
دهد، همین میزان خوردگی در گاز را نشان می سیّال

لوله که کربن استیل است را در معرض  جنسحضور آب، 
ه ب که نتایج تجربی  دهدمیسایشی شدید قرار  خوردگی

ه را لتقلیل فشار گاز نیز، این مسأ یستگاهدر ادست آمده 
ه در ضمن با در نظر گرفتن شتاب جاذب .کندمی ییدتأ

میزان خوردگی در حضور جوش محیطی در دو نقطه 
صال تیکی جوش قسمت پایین اتصال و دیگری زانویی ا

الی است که در مطالعات و این در ح شودمینشان داده 
در  اًصرفشود ن زمانی که جوش در نظر گرفته نمیپیشی

 بینیپیشخوردگی فرسایشی  ینزانویی ا بالای قسمت
 . است شدهیم

در نظر ا ب له است که تحقیق بیانگر این مسأ نتایج این
گاز، اگر ذرات  هاییستگاهادر اتصالات  جوشگرفتن 
وجود در جریان که بیشتر شن و ماسه در نظر مجامد 
ش ند نقتوانمیو کامل فیلتر نشوند،  شوندیمگرفته 
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اتصالات ایجاد  زودهنگامدر بروز فرسایش  یمؤثر
 -گازآب در جریان  نمایند.این مساله را وجود ذرات

 اهمّیّتن موضوع ای .نمایدیمجامد، تشدید و تسریع 
ر را بیان کرده و د هایستگاهافیلتراسیون گاز موجود در 

نظر گرفتن تمهیداتی برای حذف نفوذ اضافه جوش را 
این پژوهش بدون در نظر گرفتن  .نمایدیم یدتأک

 کشیلولهچرخش ذرات جامد در داخل اتصالات و 
فقط  یاّلستقلیل فشار گاز انجام گرفته و  هایایستگاه

محتوی ذرات جامد در نظر گرفته شده و 
از بنا بر مشخصات گ کهیدرحالاست  شدهیسازهیشب

ورودی به ایستگاه مبارکه، احتمال حضور مایعاتی 
گاز نیز وجود دارد و پیشنهاد  سیّالنظیر آب در 

دو موضوع رسی این در مطالعات آینده بر شودمی
، مد نظر قرار گیرد. در ضمن در این برای ادامه راه

برای ، DNV  [6]از مدل فرسایشی  صرفاًمطالعه 
 شودیممحاسبه نرخ خوردگی استفاده شده و پیشنهاد 

در مطالعات بعدی از معادلات دیگری نظیر اوکا و 
یج فرسایش استفاده شده و نتا بینیپیشزانگ، برای 

به دست آمده با یکدیگر مقایسه شود. در ضمن در 
فقط ذرات کروی در نظر گرفته شدند  DPMتحلیل 

 نیز وجود زیتنوکو  دارگوشهذرات  تیدر واقعولی 
ی بعدی اثر هاپژوهشدر  شودمیدارند که پیشنهاد 

 نها بر نرخ خوردگی تحلیل گردد.شکل آ

 

 قدردانیر و تشکّ

این مطالعه بر اساس حمایت مالی شرکت گاز استان 
و  راصفهان انجام پذیرفته است و نویسندگان مراتب تشکّ

این حمایت از شرکت گاز  ۀواسطبهقدردانی خود را 
اعلام  آبادنجفهمچنین از دانشگاه آزاد اصفهان و 

 .نمایندیم
 واژگان فهرست

Circumferential 

welding 
 جوش محیطی

Corrosion  خوردگی 

 Discrete  اثر زیرسازی 

 Element Method 

(DPM) 
 روش المان گسسته 

 Discrete Random Walk  مدل گردشی

 تصادفی گسسته 

 Eddy-viscosity models  مدل های آشفتگی

 ویسکوزیته گردابی 

Low-Reynolds number پایین لدزعدد رنو 

Elbow زانویی 
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 9911، دوسال سی و یکم، شمارۀ   کاربردی و محاسباتی در مکانیک  علومنشریۀ 

 
 میشاخص همگنی در یک موتور اشتعال تراکاز  استفادهبر فرآیند احتراق با  آلومیناافزودن نانوذرات  تأثیر

 مقاله کوتاه

 

 )9(محسن سلیمانی                )2(مصطفی ورمزیار              (9)آرش محمدی
 

اضر ح ۀ. در مطالعشودمیحاصل از احتراق  هایآلایندهباعث کاهش آلومینا به سوخت  نانوذرّۀ افزودن تحقیقات گذشته نشان داده که  چكیده
یک موتور اشتعال تراکمی پاشش مستقیم، خروجی های بر عملکرد و آلاینده و اثر آن به سوخت دیزل آلومینابررسی عددی افزودن نانو ذرات 

انجام شده است. در این مطالعه،  AVL_Fire افزارنرمپاشش، تشکیل مخلوط و احتراق موتور توسط  فرآیندهای سازیشبیهانجام شده است. 

ه ببا نام شاخص همگنی استفاده شده است. طبق نتایج  شدهاصلاحعددی میزان کیفیت اختلاط سوخت و هوا از یک پارامتر  ۀمحاسب منظوربه
و درصد  7/6و  2/5 بیبه ترتو دمای داخل سیلندر  بیشینه فشارآمده در این پژوهش، با افزودن نانو ذرات آلومینا به سوخت، میزان  دست

درصد افزایش  91مقدار آلاینده مونوکسید کربن  همچنین یابد.کاهش میدرصد  97و  22 بیبه ترت دودهاکسیدهای نیتروژن و  آلایندۀهای آلاینده
 شود.شاخص همگنی میدرصدی  52که افزودن نانوذرات آلومینا به سوخت، باعث افزایش  دادنتایج نشان  درنهایتپیدا کرده است. 

 

 .، شاخص همگنی، آلایندگیآلومیناموتور اشتعال تراکمی، نانوذرات اکسید   هایدواژهکل

 
Influence of Alumina Nanoparticles on the Combustion Process with using Homogeneity 

Factor in a Compression Ignition Engine 

 
A. mohammadi                 M. Varmazyar                    M. Soleymani 

 

Abstract Previous research showed adding Alumina nanoparticles to fuel causes to reduce emissions 

product of combustion. In this research, addition of alumina nanoparticles to Diesel fuel and effect of it on 

performance and exhaust emissions of a CI engine has been conducted. Simulation of spray, mixture 

formation and combustion has been carried out by AVL-Fire software. In this study, in order to calculate 

the quantity of quality the mixing of fuel and air, a modified parameter called the homogeneity factor, was 

used. According to the results obtained in this study, by adding Alumina nano-particles to fuel, increase 

maximum in-cylinder pressure and temperature 5.2 and 6.7 percent respectively and reduces NOx and soot 

24 and 25 percent, respectively. Also CO increases 19 percent. Finally, results indicate that the addition 

of alumina nanoparticles to fuel causes to increase homogeneity factor 52 percent. 

 Keywords Compression Ignition engine, Alumina Nanoparticles, Homogeneity factor, Pollutant 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
  باشدمی  92/7/11و تاریخ پذیرش آن  93/2/19تاریخ دریافت مقاله.                         mech.v31i2.82063-10.22067/fum :DOI  

  Email: amohammadi@sru.ac.ir                                     استادیار، مهندسی مکانیک، دانشگاه شهید رجایی، تهراننویسندۀ مسئول :  (9)

 استادیار، مهندسی مکانیک، دانشگاه شهید رجایی، تهران (2)

 رجایی، تهرانکارشناس ارشد، دانشگاه شهید   (9)

 
 



 9911، دوو یکم، شمارۀ  سال سی  وم کاربردی و محاسباتی در مکانیکنشریۀ عل

 

851 

 مهمقدّ

ی های مختلفبه پیشرفت توجّهاخیر و با  هایدههدر طی 
خودروسازی حاصل شده، عوامل  ۀکه در زمین

جدیدی نیز در نظر گرفته شده که مراحل  کنندۀتعیین
قرار داده است.  تأثیرطراحی و تولید موتورها را تحت 

 کاهش دومین عاملو میزان سوخت مصرفی  اولین عامل
ن . میزااستتوسط موتور  دشدهیتولهای میزان آلاینده

که  انداردهاهای تولیدی موتور با وضع استآلاینده
 ،توان به استانداردهای آلایندگی اروپایی اشاره کردمی

 . موتورهای اشتعال تراکمی پاشش مستقیمیابدمیکاهش 
، قبیل بازده گرمایی بالا، دوام ازبه دلایل زیادی  پرسرعت

توان تولیدی، مصرف سوخت کمتر و همچنین میزان 
های خروجی نسبت به موتورهای بسیار کم آلایندگی

 .[1] اندگرفتهقرار  توجّهبسیار مورد  ،یاجرقهاشتعال 
به احتراق خود  به دلیلموتورهای اشتعال تراکمی 

به دوده و ناکس بالاتری نسبت  ۀ، آلایندیخود
دو  عنوانبهکه  کنندمیتولید  ایجرقهموتورهای اشتعال 

مار شموتورها به  گونهنیازادر استفاده  کنندهنگرانعامل 
پیچیده میان تشکیل دو  ۀروند. به دلیل وجود رابطمی

و اکسیدهای نیتروژن، کنترل و کاهش  دوده ۀآلایند
هر دو آلاینده فرآیندی دشوار و پیچیده است  زمانهم
فرآیند احتراق سوخت و همچنین  اهمّیّتبه  توجّهبا  .[2]

ها در موتور احتراق داخلی، مدل کردن تولید آلاینده
 سرعت جریان محاسبۀ. است اهمّیّتپرفرآیند احتراق 

های واکنش و ، غلظت گونهآزادشده، انرژی چرخشی
در فرآیند احتراق، در بررسی و تحلیل  پخش شعله

 ازیسشبیه. بر همین اساس استآن مهم  بهبوداحتراق و 
شرایط کارکرد بسیار مفید و  بهبودعددی جریان در 

 است. پرکاربرد
به استفاده از  یمندعلاقههای اخیر، در سال   

تجدید پذیر و همچنین  های جایگزین وسوخت
های مناسب که سبب بهبود عملکرد موتور و افزودنی

 در زمینۀیافته است. ها گردند، افزایش کاهش آلاینده
های دیزل نیز، مطالعاتی جهت استفاده از موتور

دیزل، الکل و متانول صورت پذیرفته بیو هیدروژن، 
ط بررسی شرای منظوربهاست. همچنین تحقیقات زیادی 

ها، مورد بررسی ها و افزودنیفرآیند احتراق این سوخت
. تحقیقات آزمایشگاهی [3] و مطالعه قرار گرفته است

نشان داده است که استفاده از امولسیون آب و نفت، آثار 
گذارد. های مایع بر جای میمثبتی بر احتراق سوخت

دریافت که استفاده از امولسیون  9116در سال  [4] بالستر
های سنگین، یک روش مؤثر آب و نفت، در احتراق نفت

نیز  [5]جهت کاهش ذرات معلق خروجی است. گانرمن 
موتور  اثر افزودن امولسیون به سوخت ،9117در سال 

اکسیدهای نیتروژن و دوده  ۀدیزل را در کاهش آلایند
 2333در سال  [6]مورد مطالعه قرار داده بود. والاوالکار 

نشان داد که با افزایش میزان آب در امولسیون آب و 
سوخت دیزل، زمان احتراق و میزان سوخت پسماند 

نشان  2339در سال  [7] یابد. میمانی و پاتیلکاهش می
توان اکسید فلزات را به امولسیون آب و دادند که می

که در این صورت نقش کاتالیزور را  دیزل اضافه نمود
دیزل و -کردن پیوندهای مولکولی مخلوط آب فعّالدر 

های کنند. بررسینیز انجام یک واکنش شیمیایی ایفا می
، 2339ال در س [8]صورت گرفته توسط کائو و همکاران 

)با ابعاد کمتر از  یپرانرژنشان داد که نانو ذرات فلزی 
های احتراق مطلوب مانند نانومتر(، دارای ویژگی 933

ت. اسپخش شعله بالای احتراق و سرعت  تولید حرارت
اضافه نمودن نانو ذرات فلز، کاهش تأخیر در اشتعال، 

 و نیز نرخ بالای فرآیند آزادشدهافزایش انرژی حرارتی 
احتراق را به همراه خواهد داشت. تحقیقات صورت 

ی از مثبت ناش تأثیراتهای اخیر، بیانگر گرفته در سال
های مایع و نیز تغییر اضافه نمودن نانو ذرات به سوخت

ت. ها بوده اسخواص فیزیکی و شیمیایی ترکیبات آن
ده افزایش هدایت ا، نشان د[11-9] پیشین مطالعات

افزایش است و حرارتی سوخت ناشی از نانو ذرات 
ها ناشی از حرکت براونی سیّالهدایت حرارتی در نانو 

  [12]2335نانوذرات است. جانگ و همکاران در سال 
سریم به سوخت  نانوذرّۀنشان دادند که اضافه کردن 

دیزل، دمای احتراق را کاهش و نرخ اکسید شدن را 
های صورت گرفته در همچنین بررسی .دهدمیافزایش 
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نشان داد که  [13]توسط کریشنامورتی  2336سال 
 سوخت وتبخیر توانند به نانو ذرات می یریکارگبه

کمک نمایند. علاوه بر این، با هوا آن تشکیل مخلوط 
نیز  2337تا  2335های تحقیقات انجام شده در بین سال

ی بالا و انتقال گرما، حرارتهدایت  علّتنشان داد که به 
ت در میان سیّالانانو در زمینۀزیادی به پژوهش  ۀعلاق

ه ک بررسی مشخص کردپژوهشگران وجود دارد. نتایج 
تواند بسیار متفاوت از ت میسیّالاخواص تابشی نانو

توانند باعث افزایش این ذرات می و پایه باشد سیّال
. [14,15]در زمان احتراق شوند  انتقال حرارت تابشی

نشان دادند که نانو  [16] 2337کائو و جونگ در سال 
و  دنبالایی برخوردار یریپذواکنشذرات آلومینیوم از 

( گرادیسانت ۀدرج 633الی  233در دماهای بالا )تواند می
با آب واکنش داده و اکسیژن آزاد کند و بدین ترتیب، 

 [18]. تیاگی و هیانشو کاهش دهند مصرف سوخت را
اضافه نمودن نانو ذرات بر روی  تأثیرنیز  2339در سال 

احتراق را مورد مطالعه قرار دادند. آنها نانو ذرات 
به سوخت دیزل اضافه کردند. نانو  آلومیناآلومینیوم و

مورد  %3.5و  %3.9، %3ذرات در کسرهای حجمی 
استفاده قرار گرفت. نتایج این تحقیق نشان داد که اضافه 

رات آلومینیوم به سوخت دیزل، نقاط داغ نمودن نانوذ
درون محفظه را افزایش داده و امکان ایجاد اشتعال از 

کند. همچنین بر طبق این تحقیق، چند نقطه را فراهم می
ذرات فلز در مجاورت سوخت دیزل، احتمال  نانو

یز با افزایش دما ن تأثیردهند و این اشتعال را افزایش می
 3.5که اضافه نمودن  یانهگوبه تشدید خواهد شد.

تواند احتمال اشتعال به سوخت دیزل، می آلومینادرصد 
، این یطورکلّبهدرصد افزایش دهد.  25را به میزان 

ه ، بیذرات فلز تحقیق نشان داد که اضافه نمودن نانو
تواند سبب کاهش دلیل تسریع نرخ انتقال حرارت می

ثبتی م تأثیرن زمان تأخیر در اشتعال شده و متعاقب با آ
بر روی فرآیند احتراق موتور دیزل خواهد داشت. در 

افزودن نانو ذرات  تأثیر [19]لین و همکاران  2339سال 
ور یک موتعملکرد آلومینیوم به سوخت دیزل را بر روی 

دیزل تک سیلندر بررسی کردند. با استناد به این نتایج، 
ها بر روی یک موتور تک سیلندر صورت آزمایش

تا  23فت. قطر نانو ذرات آلومینیوم مورد استفاده، بین گر
ه برای این بود ک گرانیبنانومتر بود. نتایج این مطالعه  63

دور بر دقیقه مصرف سوخت  9933های کمتر از سرعت
و نیز غلظت اکسید نیتروژن کاهش  هترمزی، دودویژه 

هایی توسط سلوان و ، آزمایش2331یابد. در سال می
تک سیلندر  چهارزمانهبر روی یک موتور  [20]همکاران 

د که این بو ۀدهندنشاندیزل انجام شد. نتایج این تحقیق 
 تأثیراضافه نمودن اکسید سریم به سوخت دیزل، 

سزایی بر افزایش عملکرد و کاهش آلایندگی خواهد به
داشت. همچنین بر اساس این نتایج، نانوذرات اکسید 

شتعال و افزایش فشار سریم سبب کاهش تأخیر در ا
 ۀبیشینکه  یاگونهبهخواهد شد،  محفظۀ احتراقدرون 

برای حالت دیزل خالص  محفظۀ احتراقفشار درون 
مگا پاسکال و برای حالت دیزل حاوی  2.9حدود 

مگا پاسکال است. در سال  2.93نانوذرات اکسید سریم 
تحقیقاتی با موضوع افزودن نانوذرات اکسید  2393

سریم به سوخت دیزل در یک موتور دیزل توسط 
گویای صورت گرفت. نتایج  [21]پترسون و همکاران 

مثبت نانوذرات اکسید سریم بر عملکرد موتور  تأثیرات
. بر بود دیزل، خواص سوخت و نیز کاهش آلایندگی

وخت، ه سمطالعات، اضافه نمودن اکسید سریم ب طبق این
اکسیدهای نیتروژن و  ۀموجب کاهش گازهای آلایند

 2392خواهد شد. در سال  ی نسوختههاهیدروکربن
ر نانوذرات آلومینیوم ب تأثیرتعیین  [22]مهرگان و مقیمان 

 های مایعهای سوختمشخصات احتراق و انتشار آلاینده
 ۀمطالع ۀبررسی نمودند. نتیجالعه عددی را از طریق مط

ه منجر باین بود که افزودن نانوذرات آلومینیوم  یادشده
های اتانول و دکان حرارت شعله سوخت ۀکاهش درج

 ها از جمله. علاوه بر این، کسر جرمی آلایندهشودمی

ابد. ینیز کاهش می اکسید نیتروژن و مونوکسید کربن
بهبود نانوذرات مذکور باعث افزودن  درمجموع

 [23]مینگزیا  2395شود. در سال های احتراق میویژگی
تحقیقاتی با موضوع بررسی اثر اندازه ذرات بر روی 

ذرات آلومینیوم انجام  واکنش و مشخصات احتراق نانو
، واکنش نانوذرات این مطالعه این بود که ۀگرفت. نتیج
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نانومتر  63نانومتر به  993این ذرات از  ۀزمانی که انداز
 یابد.یابد، افزایش میاهش میک

 اتتأثیرعددی  ۀاین مطالعه، تمرکز بر روی مطالع در 
ای هاستفاده از نانو ذرات جهت بررسی تشکیل آلاینده

اشتعال تراکمی  موتوریک خروجی موتور و عملکرد 
قرار گرفته است. به همین منظور، یک پارامتر با نام 

سطح  ( کهHomogeneity Factor)شاخص همگنی 
 کند، در اینکیفی ترکیب سوخت و هوا را بررسی می

مطالعه استفاده شده است تا ابزاری سودمند جهت 
فرآیند احتراق و همچنین تشکیل مخلوط، بررسی 

عملکرد موتور با استفاده از  درنهایتها و تشکیل آلاینده
 این پارامتر باشد.

 

در  کاررفتهبهمعادلات حاکم و الگوهای 

 یسازهیشب

 ۀحاضر، شامل معادل سازیشبیهمعادلات حاکم بر 
انرژی درون  ۀو معادلمومنتوم  ۀپیوستگی جرم، معادل

در کنار معادلات اغتشاش و همچنین  محفظۀ احتراق
معادلات مربوط به فرآیند پاشش و احتراق و شاخص 

مدل پاشش و تبخیر سوخت و همچنین . استهمگنی 
آلومینا به سوخت  نانوذرّۀسازی افزودن مدلاحتراق و 

 و مومنتوم، پیوستگی تمعادلا دیزل آورده شده است.
 :است 9تا  9 هایمعادله به ترتیب انرژی
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𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
)

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑦

+ 𝜇 (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
) 

𝜌 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
)

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑧

+ 𝜇 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
) 

(2) 

(9) 

𝜌𝑐𝑝 (
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑧
)

= 𝜆 (
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
) 

 

مقدار متوسط نرخ  یینتع .مدل فرآیند احتراق
 سازیشبیهمهمی در  مسألۀهای شیمیایی اشتعال، واکنش

عددی فرآیندهای سینتیک شیمیایی است زیرا در این 
فرآیندها توابع غیر خطی بسیاری برای تعین مقادیر 

 حاضر ۀها وجود دارد. در مطالعاکم گونهمحلی دما و تر
 (Coherent flame model) پیوسته ۀاز الگوی شعل

. این الگوی اشتعالی بر مبنای  [24]استفاده شده است
 ۀکند که شعلاستوار است و بیان میشعله ریز ۀنظریّ

 .استهای آرام شعلهاز ریز ایمجموعهمتلاطم متشکل از 
واکنش، کمتر از  ۀهای زمان و طول در ناحیمقیاس
ان تلاطمی شعله در حال انتشار های طول و زممقیاس
. یکی از ابزارهای محاسباتی قدرتمند این اندشدهفرض 

یافته سه  گسترش ۀگوی اشتعالی، الگوی اشتعال پیوستال
حاضر از این  ۀکه در مطالع است (ECFM-3Z) اییهناح

این الگوی احتراقی بر  .[25] الگو بهره برده شده است
سطح شعله و الگوی مبنای معادلات انتقال چگالی 

 تواند برای احتراق نفوذیاختلاط است که می
(Diffusion combustion )آمیختۀ و مخلوط پیش

 ۀالگوی اشتعال پیوست ناهمگن بکار گرفته شود.
فی اشتعالی را معر ۀ، سه ناحیاییهناحسه  ۀیافتشگستر

تعال اش ۀخود اشتعالی، ناحی ۀاز ناحی اندعبارتکند که می
 یننیامیخته شده که ااشتعال پیش ۀخته و ناحیآمیپیش
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ر اشتعال را از یکدیگ ۀالگوی تکامل یافته، این سه ناحی
 .[26] دهدتمیز می

  

(2) 𝜌𝑟̇𝑓𝑢
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝐶𝑓𝑢

𝜏𝑅
𝜌̅ min (𝑦̅𝑓𝑢,

𝑦̅𝑜𝑥

𝑆
 ,

𝐶𝑃𝑟. 𝑦̅𝑃𝑟

1 + 𝑆
) 

 

(، مربوط به 2) ۀل راست رابطدو عبارت اوّ 
پذیری سوخت و اکسیژن و ترم سوم احتمال دسترس

 این است که پخش شعله ۀکنندانجام واکنش بوده و بیان
پذیر نیست. مقدار امکان دمابالادر غیاب محصولات 

رای ن بکمینه، مربوط به حضور نسبت هوا و سوخت معیّ
های در مدل بالا ثابت 𝐶𝑓𝑢و 𝐶𝑃𝑟های احتراق است. ثابت

نیز  𝜏𝑅تجربی مربوط به محصولات و سوخت بوده و 
مقیاس زمانی برای اختلاط توربولانس واکنش است و 

 .شودتعریف می (5) رابطۀ صورتبه

(5) 𝜏𝑅 =
𝑘

𝜀
 

 

که از لحاظ فیزیکی نرخ مصرف مخلوط قابل  
 دهد.احتراق را نشان می

 

 یژهوبهتبخیر و اختلاط و  ۀمرحل .مدل آشفتگی جریان
و  مهمیک عامل  عنوانبهآهنگ اختلاط سوخت 

 و استدر موتور اشتعال تراکمی مطرح  کنندهیینتع
د قرار این فرآین تأثیرتحت  تشدّبهمراحل اولیه اشتعال 

گیرند. الگوهای اختلاط زیادی وجود دارد که در این می
انی واکنش بر حسب مقیاس زمو مطالعه نرخ مخلوط 

𝑘آشفتگی  − 𝜁 − 𝑓  استفاده شده که توسط هانجلیک و
. این الگو بر اساس [27] همکاران توسعه داده شده است
بنا شده که برای حل ، اصل وارفتگی بیضوی داربین

ζ  معادلات مورد نظر از آهنگ مقیاس سرعت =
𝑣2̅

𝑘
  

𝑣2̅̅ یجابه 𝑣2̅̅ [24] بهره گرفته شده است ̅ یک مقیاس  ̅
زایای . از ماستنیز انرژی سینیتیکی اختلاط  kسرعت و 

 ۀآن در ناحی اهمّیّتتوان به استفاده از این الگو می
سوخت اشاره کرد که شرایط مرزی در آن بسیار  انژکتور

 است.  رگذاریتأث

 .اکسیدهای نیتروژن و دوده آلایندۀمدل تشکیل 
بر  عمولاًماکسیدهای نیتروژن  ۀتشکیل آلایند سازیشبیه

و از الگوی گسترش  استگرمایی  NOمبنای فرآیند 
یافته زلدوویچ در این مطالعه استفاده شده است. این الگو 

ند کتعادل شیمیایی استوار است و بیان می ۀبر پایه فرضیّ
واسط واکنش  حدّ ۀگون عنوانبه Nکه تنها اتم نیتروژن 

در نظر گرفته شده است. فرآیند  سازوکارشیمیایی این 
NO سریع اشاره به گازN2  2و واکنش آن باCHC, CH  
باشند، دارد. برای موجود در سوخت می یهاگونهکه 

با  معمولاًهای زیستی که هایی مانند سوختسوخت
 NOکنند، فرآیند احتراق را سپری می یترنییپادمای 

ای اکسیده ۀاصلی تشکیل آلایند علّتتواند سریع می
ایجاد آن در  نحوۀ تشکیل دوده و .[28,29] نیتروژن باشد

ی و یهای شیمیاواکنش تأثیرطول فرآیند احتراق، تحت 
فاق تّمیلیونیوم ثانیه افیزیکی بسیاری است که طی یک

دوده به سبب دلایل زیادی از  آلایندۀ سازوکارافتد. می
ت، سوخ ۀدهندلیتشکهای اصلی قبیل تعداد زیاد گونه

 تالافعوانفعل نیچنهماحتراق و  ۀپیچید سازوکار
ن ای سازیشبیهناهمگن در حین تشکیل این آلاینده، 

. در پژوهش حاضر [30] فرآیند را دشوار نموده است
 یجنبشدوده از الگوی  آلایندۀجهت بررسی تشکیل 

(Kinetic model) .استفاده شده است 
 

لی اص ۀوظیف .مدل پراکندگی اغتشاش و تعاملی ذرات
اهش با کبالا است تا فشار ، تزریق سوخت با انژکتور

 یرتفرآیند تبخیر سوخت در زمان کوتاهشعاع قطرات، 
طول نفوذ ذرات سوخت در  درنتیجهانجام شود و 

 هتریبافزایش یافته و ترکیب سوخت و هوای  سیلندر
. زمانی که گام زمانی محاسبات [31] شودتشکیل 

 ۀذرّ از زمان همبستگی آشفتگی باشد، تربزرگ
رد، پس گذشده از بیش از یک گرداب آشفتگی میپاشیده

به همین دلیل بیش از یک سرعت نسبی آشفتگی خواهد 
برای بررسی  O’Rourkeداشت. در این مطالعه از الگوی 

ه، شدرات پاشیدهپراکندگی اغتشاش ذ سازیشبیهو 
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کاهش گام  جایبهدر این الگو  .[32] استفاده شده است
ود شنوسانات ذرات صفر در نظر گرفته می زمانی پاشش،

اما در هر گام زمانی محاسباتی، مکان و سرعت جدید 
شود. در برخی از موارد، استفاده از این ه محاسبه میذرّ

 تواند به کاهش زمان محاسبات پاشش منجر شودالگو می
 برخورد سازیشبیهدر پژوهش حاضر، برای  .[33]

استفاده شده  Nordinی )تعامل( ذرات سوخت، از الگو
غلبه بر  منظوربه O’Rourkeالگوی  شدۀینهبه.  [33]است

که در این الگو بر خلاف الگوهای  استحساسیت شبکه 
طبق  .است هاسلولتعداد  تأثیردیگر، نتایج مستقل از 

تد اففاق میالگوی نوردین، برخورد میان دو ذره زمانی اتّ
تقابل دو  ۀو نقطها از وسط قطع شود رهای آنکه مدا

 ادغام پاشش به هم برسند ۀه در یک زمان و در مرحلذرّ
[24]. 

رد چگونگی برخو .سطح پیستونمدل برخورد ذرات با 
 تواند نقش مهم و اساسیمیسطح پیستون ذرات مایع با 

ا کند ای ایفدر یک موتور اشتعال تراکمی یا اشتعال جرقه
ارای زمانی که موتور مورد نظر د همسألو این 

واهد بود خ تأثیرگذاربا قطر کم باشد، بسیار  سیلندرهایی
برخورد  سطحزیرا کسر بالایی از ذرات سوخت با 

خواهد کرد که هنوز تبخیر نشده است. این موضوع، 
ا ر شدهیلتشکهای آلاینده درنتیجهفرآیند احتراق و 

زیرا احتراق ناقص  ؛دهدقرار می تأثیربسیار تحت 
باعث افزایش  نزدیک دیوار سیلندر ۀسوخت در ناحی

ار شود. رفتهای نسوخته میتشکیل دوده و هیدروکربن
تگی بس سطحقطره در هنگام برخورد و پس از برخورد با 

ره، قطشعاع به چندین پارامتر مهم از جمله سرعت قطره، 
قطره، زبری سطح دیوار و دمای فیزیکی خصوصیات 

و بررسی  سازیهشبیدارد. در این مطالعه برای  ردیوا
استفاده شده  Walljet1از الگوی  سطحبرخورد ذرات به 
ع به یک تاب توجّه، قطر ذرات با زبوراست. در الگوی م

( نشان داده 9از عدد وبر تغییر کرده است که در شکل )
 .[25] شده است

 

 
 [25] برخورد قطرات با دیواره (:9)شکل 

ر مطالعه بجهت بررسی و . پاشش قطرات ریتبخمدل 
 تبخیر و افزایش دمای قطرات سوخت، از الگوی تبخیر

Dukowicz [34]   استفاده شده است. محاسبات انتقال
حرارت و جرم بر  حرارت همراه با یک قیاس بین انتقال

تجربی در این الگو صورت پذیرفت. اساس توابع نیمه
طبق این الگو، دمای قطره سوخت یکنواخت در نظر 

ت. علاوه بر آن، آهنگ تغییر دمای قطرات گرفته شده اس
 شودمیتعیین  انرژی قطرات معادلۀسوخت با استفاده از 

کند انتقال دما از گازهای اطراف به قطره که بیان می
سوخت باعث افزایش دمای آن شده و یا به فرآیند تبخیر 

کند. در این الگو برخلاف الگوهای دیگر آن کمک می
نیازی به تعیین توزیع اولیه ذرات خروجی انژکتور 

 Dispersion. همچنین با در نظر گرفتن الگوی یستن

stochastic  امکان در نظر گرفتن سرعت نوسانی علاوه
ن نیروهای بی تأثیربر سرعت میانگین ذرات سوخت، 

راهم شده است. های اختلاطی فذرات و همچنین گردابه
رعت س که شودیمهمچنین با استفاده از این الگو فرض 

. علاوه بر استنوسانی، دارای توزیع گوس تصادفی 
 Spray، از الگوی دیواره پاشش یادشدۀ بالاالگوهای 

wall  بهره گرفته شده است. در این  سازیشبیهدر این
برخورد  سطحشود که یک قطره که با الگو فرض می

اس برجهندگی یا انعک تأثیرطبق عدد وبر، تحت کند می
 قرار گیرد.

 

در این مطالعه از (. Break-up length) مدل فروپاشی
 تأثیرجهت بررسی  Wave [29]الگوی فروپاشی سوخت 
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های پاشش سوخت بر ساختمان انژکتور موتور پیکربندی
 آن بر تشکیل قطرات اولیه و تأثیراتاشتعال تراکمی و 

 ستفاده شده است. رشد، اشدهیقتزرذرات سوخت  ۀثانوی
وج و م، به طول شدهیقتزرسطح سوخت  ۀآشفتگی اولی

دیگر خصوصیات فیزیکی و دینامیکی آن وابسته است. 
، با استفاده از این الگوی سازیشبیهبرای انجام این 

با قطر  اندازههمفروپاشی سوخت، قطر ذرات سوخت 
 سوراخ سامانه انژکتور در نظر گرفته شده است.

 

 شاخص همگنی

کیفیت اختلاط سوخت و هوا در موتورهای اشتعال 
رها ارامتپ ترینکنندهیینتعو  ترینیاساساز تراکمی یکی 

ب آمیخته و احتراق ترکیدر کنترل اشتعال، احتراق پیش
میزان  محاسبۀبرای  خصوصبهکنترل شده است، 

کربن،  یدمونواکسچون های خروجی همآلاینده
 نسوخته، اکسیدهای نیتروژن و دوده هاییدروکربنه

 زمینۀ در شاخص همگنی راهبردی. استبسیار مهم 
ا ت استتوسعه و پژوهش موتورهای اشتعال تراکمی 

بتوان به کمک آن کیفیت اختلاط سوخت و هوا را به 
کمک آن تعیین کرد. برای اولین بار، پنگ و همکاران از 
پارامتر شاخص همگنی استفاده کردند که از طریق روابط 

، میزان کیفیت اختلاط [35,36]ارائه شده در منابع 
بررسی شده است. بدیهی است که  سوخت و هوا،

افزایش میزان سوخت در یک سلول محاسباتی به دلیل 
کاهش میزان سوخت موجود در سلول محاسباتی دیگر 
است. از انحراف استاندارد در تعریف استفاده شده تا 

مورد بررسی  تریقدق، مخلوط موضوع غیر یکنواختی
ای رجود بقرار گیرد. شاخص همگنی بر اساس روابط مو

 ترمناسب ۀاهمگنی تعریف شده است تا یک رابطن ۀدرج
برای بررسی و مطالعه کیفیت اختلاط سوخت  تریقدقو 

آید که در این مطالعه از آن بهره گرفته  به دستو هوا 
 ۀضریب ناهمگنی طبق از رابط برای محاسبۀشده است. 

 .[37,38] شودمی( محاسبه 6)

 
𝐻𝑒𝑡𝑒𝑟𝐹(𝜃) =

∑
√(𝜑𝑖 − 𝜑𝑜)2

𝐴𝐹𝑅𝑠𝑡 + 𝜑𝑖

𝑁𝑐𝑒𝑙𝑙𝑠
𝑖=0

2𝜑𝑜𝑀
𝛿𝑚𝑖 

𝜑0 =
∑ 𝜑𝑖𝛿𝑚𝑖

𝑁𝑐𝑒𝑙𝑙𝑠
𝑖=0

𝑀
  

(6) 

 یالحظهنسبت تعادلی میانگین  𝜑0در این رابطه 
نسبت سوخت به هوای  𝐴𝐹𝑅𝑠𝑡 ،داخل سیلندر
دلی سوخت  نسبت ت  𝜑𝑖داخل سیلندر، استوکیومتری 

 Mام و -iجرم سوخت در سلول  𝛿𝑚𝑖ام، -iدر سلول 
 .استدر داخل سیلندر  یالحظهجرم کل سوخت 

به پخش سوخت و هوای داخل سیلندر  یناهمگنضریب 
 ۀمحاسب. برای دهدمییک عدد بین صفر و یک نسبت 

 ( استفاده خواهیم کرد7) ۀشاخص همگنی از رابط
[37,38]. 

(7) 𝐻𝐹(𝜃) = (1 − 𝐻𝑒𝑡𝑒𝑟𝐹(𝜃))% 

که  استضریب همگنی عددی بین صفر و یک  
یک عدد به پخش سوخت و هوای داخل سیلندر  درواقع
 باشد، تریکنزدچه این عدد به یک و هر دهدمینسبت 
 تشکیل مخلوط بهتری داریم. درواقع

 

 و سوخت دیزل نانوذرّهمخلوط خواص 

وجود دارد که با  سیّالچهار خاصیت ترموفیزیکی 
. کندیمپایه، مقدارشان تغییر  سیّالافزودن نانوذرات به 

، ضریب لزجت سیالاز چگالی،  اندعبارتاین خواص 
قان مختلف . محقّاست هدایت حرارتی و گرمای ویژه

نظرات متفاوتی در مورد اثر افزودن نانوذرات بر روی 
 فزودنا یطورکلّبهاما  اندکردهمقادیر این خواص بیان 

 .شودمیاین خواص  تغییرنانوذرات باعث 
 

 ضریب هدایت حرارتی

تی مخلوط سوخت و ضریب هدایت حرار ۀبرای محاسب
از مدل براگمن استفاده شده است که برای  آلومینا نانوذرّۀ

 .[39] نانو ذرات با شکل کروی کاربرد دارد
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(9) 

𝑘𝑛𝑓

𝑘
=

1

4
[(3𝜑 − 1)𝑘𝑠 + (2 − 3𝜑)𝑘]

+
𝑘

4
√∆ 

(1) 
∆= [(3𝜑 − 1)2 (

𝑘𝑠

𝑘
)

2

+ (2 − 3𝜑)2

+ 2(2 + 9𝜑

− 9𝜑2) (
𝑘𝑠

𝑘
)] 

ترتیب ضریب  به  𝑘𝑛𝑓   ،𝑘  ،𝑘𝑠  ،𝜑( 9) ۀمعادلدر  
 السیّ، ضریب هدایت حرارتی سیّالهدایت حرارتی نانو

پایه، ضریب هدایت حرارتی جامد و کسر حجمی 
 نانوذرات هستند.

 ضریب لزجت

 نانوذرّۀجت مخلوط سوخت و ضریب لز ۀبرای محاسب
 .]29[ لیو جهت استفاده شده است ۀرابطاز  آلومینا

 

(93) 𝜇𝑛𝑓 = 𝜇𝑏𝑓(108.2𝜑2 + 5.45𝜑 + 1) 
 

 هگرمای ویژ

 نانوذرۀّمخلوط سوخت و  ۀگرمای ویژ ۀبرای محاسب
 .[40] پاک و چو استفاده شده است ۀآلومینیم از رابط

(99) 𝑐𝑝 = (1 − 𝜑)𝑐𝑝,𝑏𝑓 + 𝜑𝑐𝑝,𝑛𝑝 
 

به ترتیب ظرفیت  φو  𝑐𝑝,𝑏𝑓 ،𝑐𝑝,𝑛𝑝( 99) ۀکه در رابط
و کسر  نانوذرّهپایه، ظرفیت گرمایی  سیّالگرمایی 

 .استحجمی مخلوط 
 

 چگالی

 آلومینا نانوذرّۀلی مخلوط سوخت و چگا برای محاسبۀ

 .]29[ پاک و چو استفاده شده است ۀاز رابط

 

(92) 𝜌𝑛𝑓 = (1 − 𝜑)𝜌𝑏𝑓 + 𝜑𝜌𝑠 
 

 سیّالبه ترتیب چگالی  𝜌𝑏𝑓 ،𝜌𝑠 ،𝜑 (92) ۀکه در رابط
 .هستندپایه، چگالی نانو ذرات و کسر حجمی مخلوط 

 

 ارزش حرارتی

 رتی سوخت بر اساس استاندارد محفظۀارزش حرا   
 .است( 9جدول ) صورتبهحجم ثابت 

 
 محاسباتی و استقلال از شبکه ۀشبک

عددی مورد نظر جهت انجام پژوهش حاضر، بر  ۀمطالع

پاشش مستقیم  چهارزمانه روی موتور دیزل سواری

( آورده 2)در جدول  دیزلموتور  یفنّ. مشخصات است

یکل در س سازییهشببودن  برزمانبه  توجّهبا شده است. 

در  ازیسشبیه(، هاسوپاپبسته )شامل باز و بسته شدن 

سیکل بسته )زمان بسته شدن سوپاپ هوا تا باز شدن 

در زمان حل  ۀشرایط اولیسوپاپ دود( انجام شده است. 

ده از آنجا شروع ش سازیشبیهبسته شدن سوپاپ هوا که 

 (9)در جدول ، به شرایط کارکرد موتور توجّهبا  است

محاسباتی  ۀحاضر، شبک ۀدر مطالع .شده است آورده

دینامیک  افزارنرمبرای انجام پژوهش حاضر توسط 

به دلیل  .ایجاد شده است AVL_ESEت محاسباتی سیّالا

موقعیت هندسی متقارن سامانه پاشش سوخت و 

قرارگیری آن در مرکز سرسیلندر و همچنین به دلیل 

سوراخ در نازل پاشش، محاسبات بر روی یک  9وجود 

 درجه از کاسه پیستون صورت پذیرفته است. 25قطاع 
 

 [42] ارزش حرارتی سوخت (:9)جدول 

کیلوژول بر  ارزش حرارتی ردیف

 کیلوگرم

 29533 سوخت دیزل 9

 53ppmسوخت دیزل با  2

 نانوذرّه

29693 

 25ppmسوخت دیزل با  9

 نانوذرّه

29799 
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 موتوری فنّمشخصات  (:2)جدول 

 

 مقدار مشخصه )واحد( نام مشخصه ردیف

 2 تعداد سیلندر 9

 مترمیلی 76 قطر سیلندر 2

 مترمیلی 92.5 کورس پیستون 9

 مترمیلی 992.25  طول شاتون 2

 96.5 نسبت تراکم 5

 بار 963  فشار پاشش 6

 کیلووات 13 بیشینه توان 7

 
 

 شرایط اولیه موتور دیزل (:9)جدول 

 

 مقدار مشخصه )واحد( نام مشخصه ردیف

 بار 2.97 فشار 9

 کلوین 236.95   دما 2

 9.7 نسبت چرخش 9

د.د.د  2333 دور موتور 2  

 EGR 3.39 کسر جرمی 5

 گرممیلی 939.69 هواجرم  6

قبل از  درجۀ 53.77 زمان پیش پاشش 7

TDC 

قبل از  درجۀ 99.25 زمان پاشش اصلی 9

TDC 
 کلوین 999.95 دمای سوخت 1

 

های طراحی شده و شبکه محفظۀ احتراقشکل 
بالا  ۀ مرگنقطمحاسباتی آن برای موقعیتی که پیستون در 

 گونههمان( نشان داده شده است. 2قرار دارد، در شکل )
مشخص است، سطح کاسه پیستون ( 2)که در شکل 

 ۀبا سه لای تریقدقجهت انجام محاسبات انتقال حرارت 
است.  شده یبندشبکهبندی مرزی نزدیک سطح پستون 

د ت بالاتر فرآینبا دقّ سازیشبیهمحاسبه و  منظوربه
 /. درجه صورت گرفته است.5با گام  ازیسشبیهاحتراق، 

 
 ۀدر نقط محفظۀ احتراقهندسه و شبکه محاسباتی  (:2)شکل 

 مرگ بالا
 

شده برابر ایجاد ۀها در شبکسلول ۀین اندازمیانگ 
توسط  یجادشدها یبندشبکهاست.  متریلیم 65/3
مرگ پایین و  ۀسلول در نقط 296595برابر  افزارنرم

برای بررسی . استمرگ بالا  ۀسلول در نقط 72275
، هندسه مورد نظر با یجادشدها ۀاستقلال نتایج از شبک

و  993373و  962395، 929775، 225253های شبکه
 296595شد که حالت  سازیشبیهسلولی نیز  692975

 ازیسشبیهآمده از  به دستسلولی نشان داد که نتایج 
 سازیبیهش. جهت تمرکز است شبکه، مستقل توزیع فشار
و فرآیند احتراق، محاسبات از زمان بسته  سیّالبر جریان 

شدن درگاه ورودی تا ابتدای زمان باز شدن درگاه 
 خروجی انجام شده است.

 

 بحث و نتایج

فشار میانگین تجربی و عددی  ۀ( مقایس9) ۀشکل شمار
دهد. نشان می لنگیلمبا زاویه را  محفظۀ احتراقدرون 

در حالت پایه کارکرد موتور، فرآیند پیش پاشش در 
 ۀدرج 55.739و پاشش اصلی در  لنگمیل ۀدرج 29.661
گونه که ملاحظه همان صورت گرفته است. لنگمیل
که توسط  سیلندر، روند تغییر فشار درون شودمی
ده است، ش سازیشبیهمحاسباتی  سیّالدینامیک  افزارنرم

اختلاف  از تطابق مناسبی با نتایج تجربی برخوردار است.
 ۀایج حاصل از پژوهش تجربی و مطالعنت ینماباندکی که 

ناشی از عدم قطعیت  تواندیمشود، عددی مشاهده می
 ۀزاویتجربی مانند  ۀلاعات و شرایط اولیدر مورد اطّ

 واه یهاسوپاپ، دما به هنگام بسته شدن مخروط پاشش
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 5/969فشار داخل سیلندر در حالت تجربی  بیشینه باشد.
 در زاویۀ 6/969 سازیشبیهدرجه و در  793بار در زاویه 

 درصد خطا دارد. 9که حدود  استدرجه  727
 

 
 

محفظۀ تغییرات فشار تجربی و عددی درون  ۀمقایس (:9)شکل 

 [43] احتراق

( خواص ترموفیزیکی ضریب هدایت 2در جدول )
حرارتی و گرمای ویژه مربوط به ترکیب سوخت و 

آورده  5/3و  9/3، 9/3برای درصدهای حجمی  نانوذرّه
 شده است.

 
 نانوذرّهخواص ترموفیزیکی  (:2)جدول 

ضریب هدایت  ردیف

 حرارتی

گرمای 

 ویژه

درصد حجمی 

 آلومینا نانوذرّۀ

9 395/27 9123 9/3 

2 325/29 9729 9/3 

9 375/95 9532 5/3 

 

محفظۀ فشار درون تغییرات  ۀدهندنشان (2)شکل  
، 9/3، 3با در نظر گرفتن چهار درصد حجمی  احتراق

اکسید آلومینیم در سوخت دیزل  نانوذرۀّبرای  5/3و  9/3
محفظۀ یمم فشار درون زماک (2)شکل  . مطابقاست

در بار  676.969در حالت پایه کارکرد موتور  احتراق
 یحجم 5/3تا  %3.9با افزودن  .استدرجه  722زاویه 

ه ببه سوخت دیزل شاهد افزایش فشار آلومینانانو ذرات 
 %7حدود درجه هستیم که  722بار در زاویه  992مقدار 

 لومیناآبا افزودن نانو ذرات  .افتدیمافزایش فشار اتفاق 
سوخت  هاییهلابه شکست شدن قطرات  به سوخت

secondary atomization  [44]  روی  یاثرگذاربا
ضریب میزان  و کندیمکمک خواص ترموفیزیکی 

دیزل  هدایت حرارتی ضریب هدایت حرارتی سوخت
رخ نبا افزایش ضریب هدایت حرارتی،  .یابدمیافزایش 

ت قطرات سوخ روینازاو افزایش یافته  تبخیر سوخت
-microاین پدیده به  شعاع کمتری خواهند داشت

explosion  [44]  معروف  سوخت بهدر افزون نانو ذرات
 است.

با افزایش نرخ غلظت بخار سوخت، نرخ احتراق  
شینه بیفشار  افزایشباعث که  یابدمیسوخت افزایش 

. رسدیمبار  993بار به  6/969. فشار بیشینه از شودمی
 نوذرّۀناو  یزلدبیشترین ضریب هدایت حرارتی مخلوط 

بار( و  6/992فشار  درصد )بیشینۀ 9/3مربوط افزودن 
 2/999فشار  درصد )بیشینۀ 5/3ین آن با افزودن کمتر
یلندر با داخل س بیشترین فشار بیشینۀ روینازا استبار( 

 .استدرصد  9/3افزودن 

محفظۀ درون  تغییرات دمای ۀدهندنشان (5)شکل  
، 9/3، 3با در نظر گرفتن چهار درصد حجمی  احتراق

اکسید آلومینیم در سوخت دیزل  نانوذرۀّبرای  5/3و  9/3
م یمزبا افزودن نانو ذرات آلومینابه سوخت، ماک. است
یابد. با افزایش می محفظۀ احتراقحرارت درون  ۀدرج

به شکست شدن  به سوخت آلومیناافزودن نانو ذرات 
 و secondary atomizationسوخت  هایلایهقطرات 

micro-explosion  [44] است. کمک 

 
 

 محفظۀ احتراقنمودار تغییرات فشار درون  (:2)شکل 
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 محفظۀ احتراقنمودار تغییرات دما درون  (:5)شکل 

 

ه در حالت پای محفظۀ احتراقحرارت درون  ۀدرج ۀبیشین

 درجه 797 در زاویۀ کلوین 66.9157کارکرد موتور 

به سوخت، آلومینانانو ذرات  %3.9که با افزودن  است

 2363به  محفظۀ احتراقحرارت درون  ۀدرج ۀبیشین

 افزایش %5حدود که  رسدمیدرجه  797 کلوین در زاویۀ

دمای  بیشینۀدرصد ) 5/3با افزودن  و دما را به همراه دارد

 .استکلوین(  2322

درون  حرارت یآزادسازنرخ  دهندهنشان (6)شکل  

، 3با در نظر گرفتن چهار درصد حجمی  محفظۀ احتراق

در سوخت دیزل  آلومینا نانوذرّۀبرای  5/3و  9/3، 9/3

 آزادسازینرخ شود که مشاهده می طورهمان. است

برای حالت سوخت  محفظۀ احتراقحرارت درون 

ر کارکرد موتو ۀبالاتر از حالت پایآلومینا  نانوذرّۀحاوی 

آن افزایش ضریب هدایت حرارتی  علتّکه  است

 و با تسریع استزمان تبخیر قطرات کاهش  سوخت و

. دهدفرآیند احتراق، زمان تأخیر در اشتعال را کاهش می

برای حالت  محفظۀ احتراقحرارت درون  آزادسازینرخ 

 بالا نقطۀ مرگپایه کارکرد موتور در سه درجه قبل از 

 استدرجه  797در زاویه ژول بر درجه  3551.99حدود 

به سوخت، میزان  آلومینانانو ذرات  %3.9که با افزودن 

حدود به  محفظۀ احتراقحرارت درون  آزادسازینرخ 

که  رسدمیدرجه  796 در زاویۀژول بر درجه  1.95

 .یابدافزایش می %22حدود 

 

 
 

 محفظۀ احتراقدرون  آزادشدهنمودار نرخ حرارت  (:6) شکل

 

سوخت( تبخیر شده بر ) سیّالمیزان جرم  (7)شکل  

با در نظر گرفتن چهار درصد  لنگمیل ۀحسب زاوی

در  آلومینا نانوذرّۀبرای  5/3و  9/3، 9/3، 3حجمی 

میزان سوخت تبخیر شده برای . استسوخت دیزل 

 ۀبالاتر از حالت پای آلومیناسوخت حاوی نانوذرات 

، حضور نانوذرات فلز یطورکلّبه. استکارکرد موتور 

، باعث افزایش ضریب هدایت محفظۀ احتراقدرون 

جذب حرارت بیشتر توسط  روینازاو  سیّالحرارتی 

جرم سوخت تبخیر شده را  نرخو  قطرات سوخت شده

تبخیر شده درون  سیّالدهد. میزان جرم افزایش می

برای حالت پایه کارکرد موتور حدود  محفظۀ احتراق

نانو ذرات  %3.9که با افزودن  است گرممیلی 99/2

تبخیر شده درون  سیّالبه سوخت، میزان جرم آلومینا

 %2حدود که  رسدمی گرممیلی 5به  محفظۀ احتراق

 یابد.افزایش می
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 محفظۀ احتراقنمودار جرم سوخت تبخیر شده درون  (:7(ل شک

اکسیدهای نیتروژن  آلایندۀمیزان گازهای  (9)شکل  
با در نظر گرفتن چهار درصد  احتراقمحفظۀ درون 

اکسید آلومینیم  نانوذرّۀبرای  5/3و  9/3، 9/3، 3حجمی 
اکسیدهای نیتروژن هنگامی در  .استدر سوخت دیزل 

آید که دماهای بالای احتراق یک موتور به وجود می
که در حالت عادی  N2شود که مقداری از باعث می

زیه شود که تج Nپایدار است، به نیتروژن تک اتمی 
ردد. گسپس این نیتروژن تک اتمی با اکسیژن ترکیب می

شود، افزودن ملاحظه می( 9)که در شکل  طورهمان
تشکیل  ی برتوجّهقابل  تأثیربه سوخت  آلومینانانوذرات 

های اکسید آلایندۀمیزان  اکسیدهای نیتروژن دارد. آلایندۀ
 ۀیبرای حالت پا محفظۀ احتراقنیتروژن تولیدی درون 

 در زاویۀ استکسر جرمی  3332/3کارکرد موتور حدود 
که با  33329/3آن و مقدار تجربی  رسدمیدرجه  791

با  عددی و تجربی وجود دارد. درصد خطا بین دادۀ 5/7
 آلایندۀبه سوخت، میزان  آلومینانانو ذرات  %3.9افزودن 

ه ب محفظۀ احتراقاکسیدهای نیتروژن تولیدی درون 
 رسدمیدرجه  791کسر جرمی در زاویه  3339/3حدود 

 هرچند نانوذرّهافزودن یابد. کاهش می %22حدود که 
ولی با کاهش  دهدمیرا افزایش  محفظۀ احتراقدمای 

زمان بیشتری برای تشکیل مخلوط  هزمان تبخیر قطر
 ترییکنواختمخلوط  درنهایتسوخت و هوا داریم و 

 علتّا را که به که افزایش موضعی دم خواهیم داشت
 .دهدمیرا کاهش  افتدیمناهمگنی سوخت اتفاق 

 
 

 اکسیدهای نیتروژن آلایندۀ مقدارنمودار  (:9)شکل 

با در  محفظۀ احتراقدرون  دودۀمیزان  (1)شکل  
برای  5/3و  9/3، 9/3، 3نظر گرفتن چهار درصد حجمی 

ر د . دودهاستاکسید آلومینیم در سوخت دیزل  نانوذرّۀ
طی احتراق در نواحی دارای سوخت غنی در داخل 

شوند. افزودن نانوذرات تشکیل می محفظۀ احتراق
 لایندۀآی بر تشکیل توجّهقابل  تأثیربه سوخت آلومینا

ذرات جامد معلق تولیدی درون  آلایندۀدوده دارد. میزان 
کارکرد موتور حدود  ۀبرای حالت پای محفظۀ احتراق

و مقدار  استدرجه  933ر زاویه دکسر جرمی  33329/3
 درصد خطا بین دادۀ 7/9که با  33329/3آن تجربی 

نانو ذرات  %3.5با افزودن عددی و تجربی وجود دارد. 
ذرات جامد معلق تولیدی  آلایندۀبه سوخت، میزان آلومینا
 933 در زاویۀ 3339/3حدود  محفظۀ احتراقدرون 
 .یابدکاهش می %97 که حدود رسدمیدرجه 

 

 
 

 ذرات معلق جامد آلایندۀنمودار میزان  (:1)شکل 
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با افزودن نانوذرات آلومینا به سوخت، میزان  
با افزایش  روینازایابد و شاخص همگنی افزایش می

 هایندهآلاکیفیت اختلاط سوخت و هوا، شاهد کاهش 
 هستیم.

ا ب محفظۀ احتراقمونوکسید کربن میزان  (93)شکل  

 5/3و  9/3، 9/3، 3در نظر گرفتن چهار درصد حجمی 

 .استاکسید آلومینیم در سوخت دیزل  نانوذرّۀبرای 

ی شود که اکسیژن کافکربن هنگامی ایجاد می یدمونواکس

موجود  CO2برای واکنش کامل تمام کربن و تبدیل آن به 

 ۀبه دلیل زمان بسیار کوتاه چرخ کهیهنگامنباشد و یا 

دهد. نرخ تلاط ناقص هوا و سوخت رخ میموتور، اخ

 واکنشپایین است و این  CO2به  COواکنش تبدیل 

 ۀبهاحتراق، در جشروع . پس از استبسیار وابسته به دما 

ظۀ محفشود و شروع به انتشار در تشکیل می COشعله 

در گیرد. کند و از جبهه شعله فاصله میمی احتراق

 و کندیمکاهش پیدا دمای  شعله دور از جبهۀ هاییهناح

آید و پایین می CO2به  COنرخ انجام واکنش  روینازا

 طورهمانماند. باقی میدر محفظه  CO آلایندۀاز  مقداری

شود، افزودن نانوذرات ملاحظه می( 1)که در شکل 

 لایندۀآی بر تشکیل توجّهقابل  تأثیربه سوخت  آلومینا

مونواکسید کربن دارد. مونواکسید کربن تولیدی درون 

برای حالت پایه کارکرد موتور حدود  محفظۀ احتراق

و  است درجه 933 جرمی در زاویۀ کسر 399151/3

 درصد خطا بین دادۀ 6/7که با  399/3آن مقدار تجربی 

 عددی و تجربی وجود دارد.

 ندۀیآلابا افزودن نانو ذرات آلومینابه سوخت، میزان  

به  محفظۀ احتراقذرات جامد معلق تولیدی درون 

افزایش  %91حدود که  رسدمیجز جرمی  3925/3

ن آ علّت شود.نامطلوبی محسوب می تأثیریابد که می

شعله و کاهش گرادیان شدید دما  جبهۀ افزایش دما در

 .است

 

 

 
 

 مونواکسید کربن آلایندۀنمودار میزان  (:93)شکل 
 

 آزادشدهمیزان مجموع حرارت  (99)شکل   
، 3با در نظر گرفتن چهار درصد حجمی  محفظۀ احتراق

اکسید آلومینیم در سوخت  نانوذرّۀبرای  5/3و  9/3، 9/3
 .استدیزل 

محفظۀ درون  آزادشدهمیزان مجموع حرارت  
 961/967کارکرد موتور حدود  ۀبرای حالت پای احتراق

نانو  %3.5با افزودن  که استدرجه  933 در زاویۀژول 
 آزادشدهذرات آلومینابه سوخت، میزان مجموع حرارت 

 933 زاویۀ در 2/992به حدود  محفظۀ احتراقدرون 
. این افزایش یابدافزایش می %7حدود که  رسدمیدرجه 

تغییر ظرفیت حرارتی  علتّسوخت به  آزادشدهحرارت 
 .است نانوذرّهآن در اثر افزودن 

 

 
 

محفظۀ درون  ۀآزادشدنمودار میزان مجموع حرارت  (:99)شکل 

 احتراق
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تولیدی در برابر ناکس با در  ( مقدار دودۀ92)شکل  
برای  5/3و  9/3، 9/3، 3نظر گرفتن چهار درصد حجمی 

 آنچه از .استاکسید آلومینیم در سوخت دیزل  نانوذرّۀ
 نانوذرّۀافزودن  بااین است که  شودمیشکل دریافت 

ینده ی روی تولید این دو آلاتوجّهاکسید آلومینیم اثر قابل 
این موضوع به معنی آن است بر حسب یکدیگر دارد. 
ذرات اکسید آلومینیوم، اختلاط  که در حالت حضور نانو

سوخت و هوا جهت حصول مخلوط همگن  ترمناسب
شود که این موضوع باعث کاهش قابل حاصل می

 آن علّتگردد. های تولیدی موتور میدر آلایندهملاحظه 
در کاهش زمان تبخیر قطره و افزایش زمان  توانیمرا 

مخلوط  طرفیکازتشکیل مخلوط جستجو کرد که 
 تعلّکه دمای نقاطی که به  شودمیباعث ، تریکنواخت

 کاهش کندیمناهمگنی مخلوط دما در آنها افزایش پیدا 
 شودیمل مخلوط بهتر باعث یابد و از طرف دیگر تشکی

نسوخته و  هاییدروکربنهکاهش  علّتتولید دوده به 
 ذرات کربن کاهش پیدا کند.

 
 

 ناکسبر حسب  دودهنمودار میزان  (:92)شکل 

 

ر د( مقدار ضریب همگنی در برابر ناکس 99)شکل  
با در نظر گرفتن چهار درصد حجمی درجه  795 زاویۀ

اکسید آلومینیم در  نانوذرّۀبرای  5/3و  9/3، 9/3، 3
با بررسی میزان شاخص همگنی  .استسوخت دیزل 

که میزان شاخص همگنی جریان برای  دریافت توانیم
 ۀبیشتر از حالت پای آلومیناحالات حاوی نانوذرات 

که این موضوع به معنی آن است که  استکارکرد موتور 

در حالت حضور نانوذرات اکسید آلومینیوم، اختلاط 
سوخت و هوا جهت حصول مخلوط همگن  ترناسبم

شود که این موضوع باعث کاهش قابل حاصل می
 گردد.های تولیدی موتور میملاحظه در آلاینده

 

 
 

 ناکسنمودار میزان شاخص همگنی بر حسب  (:99)شکل 

ن افزایش ضریب هدایت حرارتی سوخت آ علّت

که تبخیر قطرات سوخت را  است نانوذرّهدر مخلوط با 

و زمان بیشتری برای تشکیل مخلوط  بخشدیمسرعت 

 همگن وجود دارد.

ریب همگنی در برابر دوده در ( مقدار ض92)شکل  
درجه با در نظر گرفتن چهار درصد حجمی  795 زاویۀ

اکسید آلومینیم در  نانوذرّۀبرای  5/3و  9/3، 9/3، 3
دریافت شد که  توانیمبا بررسی . استسوخت دیزل 

میزان شاخص همگنی جریان برای حالات حاوی 
 ستابیشتر از حالت پایه کارکرد موتور  آلومینانانوذرات 

که این موضوع به معنی آن است که در حالت حضور 
ت و سوخ ترمناسبنانوذرات اکسید آلومینیوم، اختلاط 

شود که این هوا جهت حصول مخلوط همگن حاصل می
های قابل ملاحظه در آلاینده موضوع باعث کاهش

 گردد.تولیدی موتور می
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 دوده نمودار میزان شاخص همگنی بر حسب میزان (:92)شکل 

 

رف ( مقدار ضریب همگنی در برابر مص95)شکل 
درجه با در نظر  795 سوخت ویژه اندیکاتوری در زاویۀ

برای  5/3و  9/3، 9/3، 3گرفتن چهار درصد حجمی 
ور طهمان. استاکسید آلومینیم در سوخت دیزل  نانوذرّۀ

شود، افزودن نانوذرات که در این شکل ملاحظه می
و را کاهش داده میزان مصرف سوخت ویژه  آلومینا

را  محفظۀ احتراقهمچنین شاخص همگنی درون 
روی  نانوذرۀّدلیل آن اثر افزودن  .افزایش داده است

 .استب هدایت حرارتی سوخت یضر
میزان انرژی جنبشی اغتشاش  ۀدهندنشان( 96شکل )

 .استدرون سیلندر 

 

 
 

نمودار میزان شاخص همگنی بر حسب میزان مصرف  (:95)شکل 

 سوخت ویژه

 

غاز پیش پاشش ، با آشودمیکه مشاهده  طورهمان
محفظۀ به درون  لنگمیل درجۀ 661.29سوخت در 

و نمودار  ابدییم، میزان سرعت جریان افزایش احتراق

انرژی جنبشی اغتشاش شیب صعودی ملایمی پیدا 
 و آغاز پاشش اصلی و پس از پایان پیش پاشش کندیم

، میزان سرعت جریان درون لنگمیل درجۀ 739.55در 
دار و نمو ابدییم یاملاحظهافزایش قابل  محفظۀ احتراق

ژی و میزان انر کندیمپیدا  یاملاحظهشیب صعودی قابل 
اشش پ . پس از پایان دورۀابدییمن افزایش جنبشی درو

 .کندیماصلی، نمودار شیب نزولی پیدا 
 

 
 

 انرژی جنبشی توربولانسی (:96) شکل

  
میزان کسر جرمی  ۀدهندنشان( 97شکل شماره )

. است محفظۀ احتراقدرون  دشدهیتول دودۀ آلایندۀ

 763، در شودمیکه در این شکل ملاحظه  طورهمان

 لایندۀآسطح تولیدی  بیشینهدارای  سیّال، لنگمیل درجۀ

 .استدوده در بین حالات بررسی شده 

 
 

 درجه 933 دوده در زاویۀمیزان کسر جرمی  (:97)شکل 

 

میزان کسر جرمی  ۀدهندنشان( 99شکل شماره ) 
محفظۀ درون  دشدهیتولاکسیدهای نیتروژن  آلایندۀ
که در این شکل ملاحظه  طورهمان. است احتراق
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 دارای بیشینۀ سیّال، لنگمیل درجۀ 763، در شودمی
اکسیدهای نیتروژن در بین حالات  آلایندۀسطح تولیدی 
 .استبررسی شده 

 

 
 

 درجه 933 ناکس در زاویۀمیزان کسر جرمی  (:99)شکل 

 

 یریگجهینت

بر نا آلومینانوذرات  تأثیردر این مطالعه به بررسی عددی 
و همچنین احتراق  یهاندهیآلا مصرف سوخت،، عملکرد

 AVL زارافنرمتفاده از کیفیت ترکیب سوخت و هوا با اس

FIRE  شاخص همگنی در  شدهاصلاحبا کمک پارامتر
یک موتور اشتعال تراکمی پاشش مستقیم بازخورانی 

زمانی  ۀاخته شده است. در این مطالعه بازشده پرد
رودی هوا تا زمان و ۀاز زمان بسته شدن دریچ سازییهشب

خروجی گاز در نظر گرفته شده است.  ۀباز شدن دریچ
ه این است ک گریانبعددی  سازیشبیهنتایج حاصل از 

آمده با نتایج تجربی از  به دستفشار داخل سیلندر 
ر کسچهار تطابق خوبی برخوردار است. در این مطالعه، 

افزوده به سوخت بررسی شد.  آلومینا حجمی نانوذرات
آمده در این پژوهش، با افزودن  به دستطبق نتایج 

به سوخت، میزان مصرف سوخت ویژه  آلومینانانوذرات 
های خروجی یابد و همچنین میانگین آلایندهکاهش می

طبق د. یابکربن کاهش می یدمونواکس آلایندۀ جزبهموتور 
هش، با افزودن نانو ذرات آمده در این پژو به دستنتایج 

و دمای داخل  فشار بیشینۀآلومینا به سوخت، میزان 
و همچنین درصد  7/6و  2/5 به ترتیبسیلندر 

و  22 به ترتیب دودههای اکسیدهای نیتروژن و آلاینده
 مقدار آلایندۀ همچنین یابد.کاهش میدرصد  97

درصد افزایش پیدا کرده است.  91مونوکسید کربن 
که افزودن نانوذرات آلومینا به  دادنتایج نشان  درنهایت

شاخص همگنی درصدی  52سوخت، باعث افزایش 
 شود.می

 فهرست علائم
 AF                          -،نسبت سوخت به هوای استوکومتری

 J/kg.K                                              c    ، گرمای ویژه

 kg                                                             𝑚 ، جرم سوخت

 Pa                                                            𝑝،فشار
 2W/m                                                     q̇شار حرارتی، 

 J/mol.K                                                 R    ثابت جهانی گازها، 

 K                                                                         Tدما، 

 ∞K                                                                       T محیط، دمای

 s                                                                       t   زمان، 
   𝑇𝐷𝐶                                                                -  ، نقطه مرگ بالا

 x،m/s                                         𝑢مولفه سرعت در جهت 
 y،m/s                                         𝑣مولفه سرعت در جهت 
 y،m/s                                         𝑤مولفه سرعت در جهت 

 
 های یونانینماد

 Pa.s                             μ، لزجت دینامیکیضریب 

 J/kg.K                                                           ρ ،چگالی

 W/m                                               λ  هدایت حرارتی، 

 s                                 𝜏مقیاس زمانی توربولانس، 
                                                𝜑                    -،نسبت تعادلی میانگین داخل سیلندر

 
هازیرنویس  

 𝑝                                                        فشار ثابت
 𝑖                                                شماره سلول   

𝑛𝑓                                                      نانو سیال
s                                                   فاز جامد 
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 9911سال سی و یکم، شمارۀ دو،  کاربردی و محاسباتی در مکانیک  علومنشریۀ 

 مدل مربعی در زوایای مختلف دستپایینبررسی تجربی جریان هوا 

 مقاله کوتاه

 (9)اردکانی محمدعلی                         (2)تیمورتاشعلیرضا                      (9)احسان اردکانی

ای ابههوا از نوع گرد انیجر سنج یدبتوان، مدل مربعی می دستنییپا یها و جریان هوابا بررسی ریزش گردابه چکیده
های ناشی از مدل مربعی به های آن و ریزش گردابهاغتشاش شدّترا طراحی نمود. در این مقاله سرعت جریان هوا، 

 زاویۀ جریان که دهدداغ بررسی شده است. نتایج نشان میسنج سیمتجربی با استفاده از جریان صورتبه mm 91 ضلع
ولی تغییرات عدد استروهال نسبت به  آن ندارد یهااغتشاش شدتّهوا تأثیر شدیدی بر توزیع سرعت جریان هوا و 

مترین ک 39° ۀو در زاوی 971/0 معادلبیشترین مقدار را  92° ۀعدد استروهال در زاوی کهیطوربه، استبالا  زاویۀ جریان
قرار گیرد، سرعت برابر سرعت  y/a≥2/2≤1و  x/a=1/2 ۀپراب در ناحی کهیدرصورت. استدارا  921/0مقدار را معادل 

 .گیری استها نیز قابل اندازهجریان آزاد بوده و گردابه
 .ایگردابه سنج دبیداغ، سنج سیمها، مدل مربعی، جریانریزش گردابه کلیدیهای واژه

 

 
Experimental Investigation on Flow Downstream of a Square Bluff  

Body at Different Angles 

E. Ardekani                   A. Teymourtash               M.A. Ardekani 

 

Abstract Study of vortex shedding and flow downstream of a square bluff body can be used to a vortex 

flowmeter. In this paper, flow velocity, turbulence intensity and vortex shedding from a 15 mm square bluff 

body have been investigated experimentally using hot-wire anemometer. Results show that flow angle has 

little effect on flow velocity distribution and turbulence intensity. However, variations of Strouhal  number 

(St) with respect to the flow angle is large, so that Strouhal number at flow angle of 12° has the maximum 

value of 0.176 and at angle of 43°, it has the minimum value of 0.129. If the probe is placed in the region 

x/a=2.5 and 2.2≤y/a≤6, the velocity will be equal to the free stream velocity and the vortices will be 

measureable.  

Keywords Vortex shedding, square bluff body, Hot-wire anemometer, Vortex flowmeter. 
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 مقدّمه

، (Bluff Body)ها از اجسام لبه پهن ریزش گردابه پدیدۀ
شناخت این  که است سیّالاتهای مهم جریان از پدیده

 دارد. سیّالاتزیادی در  اهمّیّتدیده پ
م اجساها سبب ارتعاش بر روی ریزش گردابه

خود جسم رتعاش سبب ا آنکهشده و یا  دستیینپا
هایی که در معرض سازه این موضوع برایشود که می

همچنین این موضوع پایه و . دارد اهمّیّتباد قرار دارند، 
با .  [1]استنیز ای گردابه یهاسنج یدباساس 

های ناشی از اجسام لبه پهن گیری ریزش گردابهاندازه
گیری را اندازه جریان دبی درنتیجهتوان سرعت و می

 کرد.
خطی  هایدبی سنجای از نوع گردابه هایدبی سنج

 ازۀببالا،  دقتّ هادبی سنجت این نوع باشند که مزیّمی
ختلف م سیّالاتگیری مناسب و قابلیت استفاده در اندازه

 ینترمهم .استو شرایط گوناگون از لحاظ فشار 
ه یازی باین است که ن هادبی سنجن نوع خصوصیت ای

، هادبی سنجد. در این نوع نکالیبراسیون مداوم ندار
ی ناشی از جسم لبه پهن را هافرکانس ریزش گردابه

سرعت و یا دبی  ،گیری نموده و با استفاده از آناندازه
. بدین منظور نیاز گیری نمودتوان اندازهمیجریان هوا را 
St) عدد استروهال است که رابطۀ =

fa

U
 و عدد رینولدز (

(Re =
ua

ν
اندازۀ  a .برای جسم لبه پهن مشخص شود (

، ربعمطول ضلع یک  مثالعنوانبهجسم لبه پهن  مشخصۀ
U و سرعت جریان آزاد ν  ل شک است. سینماتیکیلزجت

ی لایبا اهمّیّتفرکانس آن از  درنتیجهجسم لبه پهن و 
 ،های گوناگونی نظیر مربعشکل تاکنونبرخوردار است و 
برای این امر پیشنهاد و توسط شکل  Tمستطیل، مثلث و 

. برای انتخاب جسم بررسی شده است ن مختلفمحققی
م است که مکان جدایش در جسم، ، این نکته مهلبه پهن

 .[2] تغییر نکند Reبوده و با عدد المقدور ثابت حتی
ها، گیری فرکانس ریزش گردابهبرای اندازه  

گیری از جمله اندازه ،داردلفی وجود های مختروش
ای جریان گیری سرعت لحظهارتعاش جسم و یا اندازه

گیری سرعت برای اندازهترین روش مناسبکه  هوا

 داغ استسیم سنججریانستفاده از ، اای جریان هوالحظه
[3]. 

که  است یجسم لبه پهن مدل مربعی و یا مستطیلی،
 زشریبررسی همچنین آن و  دستپایینبررسی جریان 

که در این راستا  برخوردار بوده اهمّیّتاز  ی آنهاگردابه
عددی و تجربی انجام  صورتبهتحقیقات مختلفی 

 .پذیرفته است
های ناشی از مدل ریزش گردابه [4] اوکاجیما 

اد و با استفاده از تونل ب تجربی صورتبهمستطیلی را 
. دنموبررسی  20000تا  10تونل آب در اعداد رینولدز 

 ها بستگینشان داد که عدد استروهال ریزش گردابه وی
ن نشا ویبه نسبت عرض به ارتفاع مدل دارد. همچنین 

اعداد  ات عدد استروهال برای مدل مربعی، درتغییرداد 
اعداد رینولدز بالاتر  درزیاد بوده و  900رینولدز کمتر از 

 93/0حدود  بوده و عدد استروهال ابتثتقریباً  1000از 
ها را برای مدل همچنین وی ریزش گردابه است.

را  90تا  1/0مستطیلی با نسبت ارتفاع به پهنای مدل از 
 900عددی برای اعداد رینولدز کمتر از  صورتبه

نسبت ارتفاع به  کهیهنگامبررسی نمود. وی نشان داد 
باشد، تغییرات شدیدی در عدد  1و یا  1/2پهنای مدل 
 .دهدها رخ مییزش گردابهاستروهال ر

های ناشی ریزش گردابه [5] شناکامورا و همکاران 
 9000تا  200از مدل مستطیلی را در اعداد رینولدز 

نشان  آنها. ندتجربی و عددی بررسی نمود صورتبه
ز ها بستگی به عدد رینولدکه مکانیزم ریزش گردابهدادند 
است، ریزش  900عدد رینولدز کمتر از  کهیهنگامدارد. 
های سرعت اغتشاش ها از نوع کارمن بوده وگردابه
ا ب ای جریان بسیار نزدیک به موج سینوسی است.لحظه

افزایش عدد رینولدز مکانیزم از نوع ناپایداری در 
 .شودهای برشی میتنش
هوا بر ریزش  زاویۀ جریانتأثیر  [6]متسوموتو  

مدل مستطیلی با نسبت ارتفاع به پهنای ها برای گردابه
تجربی بررسی نمود. وی نشان داد که  صورتبهرا  1/0

 29/0تا مقدار  0° در زاویۀ 91/0استروهال از مقدار  عدد
تا  21° از زاویۀ ازآنپسافزایش یافته و  21° در زاویۀ

 99/0عدد استروهال کاهش یافته و به  یآرامبه °90
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 رسد.می
مدل مربعی  دستپایینجریان  [7] نکاراپاتو کلکار 

را  900تا  90شکل را در اعداد رینولدز پایین حدود 
ستفاده از با ا آنها. ندعددی بررسی نمود صورتبه

جدایش در اعداد رینولدز  خطوط جریان تفاوت ناحیۀ
 90عدد رینولدز  کهیهنگام. ندرا نشان داد 900تا  90

اکن وجود ندارد، های سجدایش و گردابه ، ناحیۀاست
جدایش و  عدد رینولدز طول ناحیۀولی با افزایش 

 یابد.های ساکن افزایش میگردابه
مدل مربعی  دستپایینجریان  [8] همکارانش و نس 

عددی  صورتبه 910شکل را در اعداد رینولدز کمتر از 

نشان دادند که جدایش جریان در  آنهابررسی نمودند. 

که طول  ندبیان کرد آنها .افتدق میفااتّ 91/9 ینولدزرعدد 

 30تا  1/9 یش با افزایش عدد رینولدز در بازۀجدا ناحیۀ

𝐿 ۀرابط خطی طبق طوربه

𝐷
= −0/0799+ 0/723𝑅𝑒 

ریزش عدد استروهال  آنهایابد. همچنین افزایش می

𝑆𝑡 صورتبه 990تا  10رینولدز  ها را در بازۀگردابه =

-0/9773-
9/2232

𝑅𝑒
 ارائه نمودند.  

دد استروهال برای مدل مربعی ع [9]و اسوارانا  شارما 
 .ندآورد به دست 9399/0را  900شکل در عدد رینولدز 

برای مدل مربعی شکل در  [10] همکارانش سینگ و 
 استروهال را در جریانی که زاویۀ عدد 900عدد رینولدز 

 همچنین .ندآورد به دست 937/0آن صفر است برابر 
برای مدل مربعی شکل با همان ، [11] همکارانش ساهو و

 به دسترا  9391/0عدد استروهال  ،900عدد رینولدز 
 .ندآورد

مدل  دستپایینها گردابه شریز [12] یانگو  ین 
در  91000تا  3000عدد رینولدز  بازۀمربعی شکل را در 

تجربی بررسی نمودند.  صورتبهزوایای مختلف جریان 
مدل دارای سه  دستپایینکه جریان  ندنشان داد آنها

. تاسجدایش، حباب جدایش و اتصال جریان  ناحیۀ لبۀ
بر فرکانس  زاویۀ جریاننشان دادند که  آنهاهمچنین 

گذاشته و  یرتأثها )عدد استروهال( ریزش گردابه
است، کمترین مقدار عدد  °0هوا  زاویۀ جریان کهیهنگام

است  °91هوا  زاویۀ جریان کهیهنگاماستروهال و 
 استروهال را خواهیم داشت.مقدار عدد بیشترین 

که از اجسام لبه پهنی است که مدل مربعی ، در این مقاله
حساس بوده و تغییرات زاویه بر عدد  زاویۀ جریانبه 

ری قرارگی زاویۀ کهیطوربه، است یرگذارتأثاستروهال 
است. برخوردار اهمّیّتاز  ،های مختلفمدل برای کاربرد

در  های مختلف از جملهدر کاربرداستفاده  منظوربه
دل م دستپایین، جریان ایگردابه هایدبی سنجطراحی 

ده ش ارائه نتایج آن تجربی بررسی و صورتبه مربعی
 است.

 
 آزمایش روش

 اد پژوهشکدۀآزمایشگاه تونل با در هآزمایش یۀکلّ
 ایران انجام صنعتی و علمی هایمکانیک سازمان پژوهش

طابق م مداربستهمورد استفاده از نوع . تونل باد شده است
که سرعت آن با استفاده از کنترل دور از است  (9شکل )

m/s 2  تاm/s 29 قابل تنظیم است. 

 
 های مختلف آنو قسمت مداربستهونل باد ت :(9)شکل 

 

 cm10 × cm10آزمون تونل باد فوق  اتاق مقطع 

سرعت جریان هوا و یکنواخت نمودن  منظوربه. است

و  20سری توری با مش  3ی آن از هاکاهش اغتشاش

استفاده شده  یزنبورلانهراه به هم ،در اتاق آرامش 23

تونل باد در مرکز اتاق  یهااغتشاش شدّتاست. مقدار 

مورد استفاده در این . مدل است %2/0زمون کمتر از آ

( 2)شکل . است mm91 ضلعبه  مربعتحقیق به شکل 
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 .دهدرا نشان می چرخش مدل محور مختصات و زاویۀ

 

 چرخش مدل : محور مختصات و زاویۀ(2)شکل 

 

اغ دیمس سنجمدل با استفاده از جریان دستپایینجریان 
که  شده استگیری ساخت شرکت فراسنجش صبا اندازه

ز . سیم پراب ااست بعدییکمورد استفاده از نوع  پراب
جایی بهجا منظوربهمیکرون است.  1نوع تنگستن با قطر 

 .راب استفاده شده استپ دهندهانتقالپراب از مکانیزم 
در سه بعد  mm 9/0جایی بهجا دقّتاین مکانیزم دارای 

ت. بل کنترل اسکه با استفاده از رایانه حرکت آن قا است
داغ از طریق سیم سنجتوسط جریان اخذشدههای داده

به رایانه ارسال و توسط  NIکارت اخذ داده از نوع 
 منظوربه .شودمی وتحلیلتجزیه Flow Ware افزارنرم

از  شود کهای استفاده میمدل از موتور پله تغییر زاویۀ
ان . میزه حرکت دورانی آن قابل کنترل استطریق رایان

برای  .است 72/0°ای به ازای هر پالس وتور پلهدوران م
ت ری سرعگیداغ و اندازهسیم سنجکالیبراسیون جریان

استاتیکی پیتوت به همراه  آزاد بالادست مدل از لولۀ
 .استفاده شده است Omega فشارسنج

صفر درجه  در زاویۀ در این تحقیق در ابتدا مدل را 
بی محل مناسجایی بهتفاده از مکانیزم جابا اس وقرار داده 

ود شدیده می وضوحبه هایزش گردابهانس رکه در آن فرک
 ها درفرکانس ریزش گردابه سپسرا مشخص نموده و 

های فاصلهدر های مختلف های مختلف و زاویهسرعت
1/2،1/9،9 =x/a شودگیری میاندازه مدل دستپایین. 

 

 بررسی نتایج

 منظوربهکه بیان شد  گونههمان .هابررسی ریزش گردابه
، نیاز است که پراب هاگردابهگیری ریزش اندازه

 .در مکان مناسب از مدل قرار گیرد داغسیم سنججریان
ای جریان را در لحظهسرعت الف( اسیلگرام -9شکل )

ب( -9) ل( از مدل و شکy/a،1/2=x/a=1/2) فاصلۀ
 ی جریان در فاصلۀااسیلگرام سرعت لحظه

(1/0=y/a،1/2=x/a) 9)مطابق شکل  .دهدرا نشان می-
ای نزدیک به موج سینوسی اسیلگرام سرعت لحظهالف( 
ا در این نقطه پدیده لذ ،استکه دارای نوسانات  است

 است.مشاهده ها قابل ریزش گردابه
ب(، -9)شکل  است  y/a=1/0 کهیهنگام 

ه ک بودهدنباله مدل  ای در ناحیۀگیری سرعت لحظهاندازه
الت ای به حسرعت لحظهدر این حالت اسیلگرام 

، لذا در این نقطه یستنسینوسی و یا نزدیک به آن 
 .گیری نمودرا اندازه هاان فرکانس ریزش گردابهتونمی

 

 

 

 
 الف:، m/s 20 =U ،1/2=x/aای اسیلگرام سرعت لحظه :(9شکل )

1/2=y/a ،:1/0ب= y/a، ج: استوانه 
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 دستپایینای ج( اسیلگرام سرعت لحظه-9شکل ) 
نشان  Re=99990را در عدد  mm 90استوانه به قطر 

 ایشکل اسیلگرام سرعت لحظه این مطابقکه  دهدمی
 .استسینوسی و بدون نوسانات  موج نزدیک به

ها از دو روش گیری فرکانس ریزش گردابهبرای اندازه
های موج سینوسی هشمارش قلّ -9توان استفاده نمود: می

 . FFTاستفاده از روش  -2در واحد زمان 

گیری فرکانس ریزش است اندازه یادآوریزم به لا 
ها در مدل ها با استفاده از روش شمارش قلهگردابه

 یدبتوان مدارات الکتریکی مربعی ممکن نبوده و نمی
 را بر این اساس طراحی نمود. سنج

زمان به  از حوزۀ ایهسرعت لحظ FFT استفاده ازبا   
ی اشود. در تبدیل سرعت لحظهفرکانس تبدیل می حوزۀ

نیز کانس اصل نایکویست فرحوزه زمان به  از حوزۀ
 ،یبرداردادهفرکانس  ،یگردعبارتبه .رعایت شده است

 mf =2 f ه کmf .فرکانس ماکزیمم است 
نشان را فرکانس  در حوزۀای ( سرعت لحظه3شکل ) 

ای دارای الف(، سرعت لحظه-3شکل )مطابق  دهد.می
 و قدرت بیشتر وضوحبهبوده که  Hz 200فرکانس غالب 

نس غالب همان فرکانس ریزش این فرکا شود.دیده می
 .استها گردابه

دیده  وضوحبهب( فرکانس غالب -3در شکل ) 
های کمتر های جریان در فرکانسشود و اغتشاشنمی

 های ناشی از دنبالۀ. لذا در این موقعیت، اغتشاشاست
الف( فرکانس ریزش -3به شکل ) توجّهحاکم است. با 

توان با استفاده از مربعی را میاز مدل  های ناشیگردابه
 .گیری نموداندازه FFTروش 

 

 

 
 ای در حوزه فرکانسسرعت لحظه :(3شکل )

 m/s 20=U ،1/2=x/a:1/2 ، الف=y/a 1/0ب: و=y/a 

 

ها را بر حسب فرکانس ریزش گردابه( 1شکل ) 
 این مطابق .دهدهای مختلف نشان میسرعت در زاویه

سرعت جریان  ها وفرکانس ریزش گردابه رابطۀ ،شکل
زاویۀ خطوط با  . شیب اینخطی است صورتبههوا 

 تغییر کرده است. جریان
 

 
جریان هوا ها بر حسب سرعت فرکانس ریزش گردابه :(1شکل )

 های مختلفدر زاویه
 

در ها فرکانس ریزش گردابه شیب (1) مطابق شکل 
رسی بر منظوربه. دیگر است از دو زاویۀ بیشتر 92°زاویۀ
ین . بدشوند بعدیب باید هاریزش گردابه ،(1شکل )بهتر 

فرکانس ریزش ، منظور با استفاده از عدد استروهال
وا هها و با استفاده از عدد رینولدز، سرعت جریان گردابه

 .است بعد شدهبی
های در زاویهرا برای مدل  St-Re( منحنی 1شکل ) 

عدد استروهال  (1). مطابق شکل دهدمختلف نشان می
ق ثابت بوده که این موضوع در برای اعداد ریتولدز فو
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. عدد استروهال با استبرخوردار  اهمّیّتاز  هادبی سنج
ت ثاب ه ولیکن با عدد رینولدزتغییر کرد زاویۀ جریان

 .است

 
هال بر حسب عدد رینولدز منحنی تغییرات عدد استرو :(1شکل )

 های مختلفدر زاویه
 

ل بیشتر باشد فرکانس ریزش عدد استروها کههنگامی 
 دقتّ درنتیجهابت بیشتر و ها در سرعت ثگردابه
حالت پاسخ ، ولی در این شودبهتر می نگیری آاندازه

 .ودشتر بایست کوتاهگیر میفرکانسی دستگاه اندازه
 

( 1) شکل .هابر ریزش گردابه بررسی تأثیر زاویه مدل
ا بر حسب سرعت هتغییرات فرکانس ریزش گردابه

 دهدمینشان را های مختلف مدل ا در زاویههوجریان 
شیب خطوط  (1)خطی است. مطابق شکل  صورتبهکه 

شکل  ،بررسی بهتر منظوربهکند. مدل تغییر می با زاویۀ
مدل در اعداد  تغییرات عدد استروهال برحسب زاویۀ( 7)

 .دهدیمنشان  را رینولدز مختلف
  

 
چرخش  غییرات عدد استروهال بر حسب زاویۀمنحنی ت :(7شکل )

 رینولدز مختلف ددر اعدامربعی مدل 

دز رینول ددر اعدا St-αهای منحنی (7)مطابق شکل  
که  هگونهمان. دنباشمختلف بر روی یکدیگر منطبق می

برای  α-St، تغییرات نشان داده شده است (7)در شکل 
کرار نیز با یکدیگر تکرار شده است و در هر ت 10°هر 

بوده  921/0 . کمترین مقدار عدد استروهالتقارن دارند
هد و بیشترین مقدار عدد درخ می 39°و در زاویه 

فاق اتّ 92°و  92° هایبوده و در زاویه 179/0استروهال 
 منحنی فوق نیز دارای مقدار کمینۀ ، همچنینافتدمی
تناوب  ها با دورۀو این زاویه است 10° ی در زاویۀنسب

( تغییرات در 7به شکل ) توجّهبا  شوند.تکرار می °10
لذا قرار دادن  ،نبوده زیاد زاویۀ جریانبا ، ناحیه کمینه

 .استمناسب  سنج یدب مدل در این زاویه برای طراحی
 

بررسی  منظوربه .مدل دستپایینبررسی جریان 
نزدیکی و جریان در  ،هاتر ریزش گردابهمناسب

ل . شکهای حساس بررسی شدمدل در زاویه دستپایین
 مدلعرض شده جریان هوا در  بعدیب( توزیع سرعت 9)

. دهدصفر درجه را نشان می در فواصل مختلف در زاویۀ
 بعدیباده از سرعت آزاد جریان هوا با استف یمحلّ سرعت

 شده است.

 
در شده جریان هوا  بعدیبمنحنی توزیع سرعت  :(9شکل )

 در عدد در فواصل مختلف 0°زاویۀدر مدل  دستپایین

 91117 =Re 

 

در فواصل  ،x/a=9 در فاصلۀ (9) شکلمطابق  
9±=y/a  سرعت  بیشتر از %27سرعت جریان هوا حدود

ن ای ،دستپایینت. با افزایش فاصله به جریان آزاد اس
ی سرعت محلّتقریباً   x/a=1/2مقدار کاهش یافته و در 
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ا همچنین ب هوا از سرعت آزاد بیشتر نخواهد بود.جریان 
ی محلّ سرعت کمینۀ، دستپایینافزایش فاصله به سمت 

 د.یابافزایش میناحیه دنباله پهنای افزایش یافته و 
دنباله برابر  ن سرعت در ناحیۀکمتری x/a=9 فاصلۀدر 
برابر  x/a=1/2 و در فاصلۀسرعت جریان آزاد  31/0
 . همچنین پهنای ناحیۀاستسرعت جریان آزاد  71/0

است.  a2/9برابر  x/a=1/2و در  x/a، a7/9=9دنباله در 
استروهال در ( مقدار بیشترین عدد 7به شکل ) توجّهبا 

دهد. لذا در رخ می 39° و کمترین آن در زاویۀ 92°زاویه 
 شود.این دو زاویه، سرعت جریان هوا نیز بررسی می

مدل  دستپایین( توزیع سرعت جریان هوا را 1شکل )

 دهد.نشان می 39°و  92°، 0°هایدر زاویه

 
منحنی توزیع سرعت جریان هوا در زوایای مختلف در  :(1شکل )

9=x/a  91117در عدد=Re 

  

است،  92°و  0° زاویۀ کههنگامی بالامطابق شکل  
 39° زاویۀ کههنگامیتوزیع سرعت مشابه بوده ولی 
آزاد در  سرعتبهی است، مقدار نسبت سرعت محلّ

از خواهد بود که بیشتر  90/9حدود  y/a=±2/9فواصل 
است. عمق ناحیۀ دنباله برای مدل مربعی در  0°حالت 

بیشتر  39° زاویۀر بوده ولی پهنای دنباله در بیشت 0° زاویۀ
 است. 0° از زاویۀ

های جریان هوا اغتشاش شدّتتوزیع ( 90شکل )  
دهد. را نشان می 0° ربعی در زاویۀمدل م دستپایین

 .شودمی بیان (9) ۀها با رابطاغتشاش شدّت
 
(9                  )                      100.%TU =

√ū2

U
 

 
های جریان هوا در اغتشاش شدّتمنحنی توزیع  :(90شکل )

در فواصل مختلف در عدد  0°مدل مربعی برای زاویۀ دستپایین

91117 =Re 

 

ها در اغتشاش شدّتاست،  x/a=9 کههنگامی 
بوده و دارای دو مقدار بیشینه  %30ود نزدیکی مدل حد

ش فاصله از است. با افزای y/a=±79/0ی در فاصله محلّ
ر دو مقدا یجتدربهها کاهش یافته و اغتشاش شدّتمدل 

بیشینه محو و تبدیل به یک مقدار بیشینه در مرکز 
 شود.می

 هااغتشاش شدّت کههنگامی [99]به مرجع  توجّهبا  
با استفاده  گیری سرعتست، مقدار خطا در اندازها 90%

 شدّت کههنگامیاست.  %3حدود داغ سنج سیماز جریان
باشد، این خطا ناچیز خواهد بود.  %1ها کمتر از اغتشاش
≤09/9 نشان داد که [93]اردکانی 

u

U
ای و ناحیه 11/0≤ 

باشد، محل  Tu≥9%≤%1ها بین اغتشاش شدّتکه 
داغ برای سنج سیمگیری پراب جریانمناسب قرار

یری گهای کم با استفاده از اندازهسرعت در کالیبراسیون
(، 90به شکل ) توجّهبا ها است. فرکانس ریزش گردابه

ق باشد، این امر محقّ y/a≤-1/2و یا  y/a≥1/2 کههنگامی
 شود.می

ها را برای اغتشاش شدّتالف(، توزیع -99شکل )

)بیشترین عدد استروهال(  92°،0°های مدل مربع در زاویه

و شکل  x/a=9 )کمترین عدد استروهال( در فاصلۀ 93°و

 دهد.نشان می x/a=1/2 ب( در فاصلۀ-99)
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های جریان هوا در اغتشاش شدّتمنحنی توزیع  :(99شکل )

    x/a=9مدل مربعی در زوایای مختلف الف:  دستپایین

 Re= 91117در عدد  x/a=1/2ب: 

  

های ناشی از اغتشاش شدّتاست،  x/a=9 کههنگامی
 یۀزاو در ارای دو مقدار بیشینه بوده که این مقادیرمدل د

سبت به نو همچنین دارای فاصله بیشتری  ینبیشتر °93
 د. با افزایش فاصله از مدل مقدار بیشینهنباشیکدیگر می

که  گونههمانیابد. همچنین ها کاهش میاغتشاش شدّت
 39°مدل  زاویۀ کههنگامیدر شکل نشان داده شده است، 

 که ناشی از استتر ها پهناغتشاش شدّت، توزیع است
 سطح مقطع مدل در برابر جریان است.تر شدن پهن

ا ههایی که در آن ریزش گردابهتشخیص مکان منظوربه
منحنی تغییرات عدد استروهال در فواصل افتد، فاق میاتّ

( 92در شکل ) 0° مدل برای زاویۀ دستپایینمختلف 
 نشان داده شده است.

 است، در فاصلۀ x/a=1/9و یا  x/a=9 کههنگامی 
1≥y/a≥9/0  9/0و-≥y/a≥1-  عدد استروهال برابر

ا قابل هفرکانس ریزش گردابه یگردعبارتبهبوده و  93/0
، x/a=1/2در . با افزایش فاصله از مدل استگیری اندازه

خواهد بود که  -y/a≥1≤-9/0و  y/a≥9/0≤1این ناحیه 

 شده است. تربزرگمقداری 
 

 
مدل  دستپایینمنحنی تغییرات عدد استروهال در  :(92شکل )

 Re= 91117در فواصل مختلف در عدد  0°مربعی برای زاویۀ

 

الف(، منحنی تغییرات عدد استروهال -99شکل ) 
 °،0°های مدل و در عرض آن را برای زاویه دستپایین

دهد. مطابق شکل نشان می x/a=9 در فاصلۀ 39°و  92
تغییر  92°به  0°زاویه مدل از  کههنگامیالف( -99)

ه هایی کشده ولی ناحیه تربزرگکند، عدد استروهال می
به  استگیری ها قابل اندازهدر آن فرکانس ریزش گردابه

کاهش  -y/a≥1/9≤-1/0و  y/a≥3/0≤9/3مقدار 
، عدد 39°مدل به  یابد. همچنین با تغییر زاویۀمی

هایی که در آن فرکانس شده و ناحیه ترکوچکاستروهال 
ته ، کاهش یافاستگیری نیز اندازهها قابل ریزش گردابه
محدود  -y/a≥9/3≤-9/0و  y/a≥7/0≤3و به ناحیه 

 شود.می
ب(، منحنی تغییرات عدد استروهال -99شکل )

 92°،0°های مدل و در عرض آن را برای زاویه دستپایین
عدد  ییراتتغ دهد.را نشان می x/a=1/2 در فاصلۀ 39° و

با این تفاوت که است  x/a=9استروهال همانند حالت 
ها قابل هایی که در آن فرکانس ریزش گردابهناحیه
 y/a≥2/0≤1/1به مقدار  0° برای زاویۀ استگیری اندازه
مقدار  به 92° ، برای زاویۀ-y/a≥1/1≤-2/0و 
99/3≥y/a≥2/0  92/0و-≥y/a≥11/3- برای زاویۀ و 

 .است -y/a≥1/1≤-29/0و  y/a≥9/0≤7/1به مقدار  °39
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مدل  دستپایینعدد استروهال در  اتمنحنی تغییر :(99شکل )

در عدد  x/a=1/2ب:  x/a=9مربعی در زوایای مختلف الف: 

91117 =Re 

 

 گیرینتیجه

مدل مربعی دارای  دستپایینبررسی و شناخت جریان 
تواند دارای بوده و می سیّالاتدر مکانیک  اهمّیّت
داشته باشد. در این  دبی سنجهایی در ساخت کاربرد

ی تجرب صورتبهمدل مربعی  دستپایینمقاله، جریان 
خلاصه به شرح زیر  صورتبهبررسی شده و نتایج آن 

 است:
 مدل با استفاده از  دستپایینها، در ریزش گردابه

 به توجّهبا  که استگیری قابل اندازه FFT روش
ای علاوه بر فرکانس که اسیلگرام سرعت لحظهاین

توان فرکانس ریزش ، نمیاستحاکم دارای نوسان 
گیری ها اندازههها را از طریق شمارش قلّگردابه
دهد که عدد استروهال ریزش نتایج نشان می نمود.

الی  9100 بازۀدر  ها مستقل از عدد رینولدزگردابه
 است. 93/0برابر  0° و در زاویۀ است 91000

  هوا نسبت به زاویۀ جریانعدد استروهال وابسته به 
، عدد استروهال بیشترین 92° ، در زاویۀاستمدل 

 93° را دارا بوده و در زاویۀ( 971/0) مقدار خود
 .را دارا است( 921/0)کمترین مقدار خود 

  های مدل در زاویه دستپایینپروفیل سرعت در
لاوه عبوده و در نزدیکی مدل  مشابه تقریباًمختلف 
ای وجود دارد که سرعت ناحیه ،دنباله بر ناحیۀ

 کهمیهنگا. آزاد بیشتر است سرعتبهی نسبت محلّ
9=x/a 2/9 ، سرعت جریان در فاصلۀاست≤y/a 

، ولی استبرابر سرعت جریان آزاد  y/a≤-2/9یا 
یا  y/a≥1/9 ، در فاصلۀاست x/a=1/2 کههنگامی

1/9-≥y/a  سرعت جریان برابر سرعت جریان آزاد
 .شدخواهد 

  دهدهای جریان هوا نشان میاغتشاش شدّتتوزیع 
نیز  %03حدود  ها تااغتشاش شدّت، 0° که در زاویۀ
 ها متقارناغتشاش شدّتیابد. همچنین افزایش می

عرضی این مقدار  ، ولی با افزایش فاصلۀاست
یا  y/a≥2/2 کههنگامییابد. میکاهش  شدّتبه
2/2-≥y/a خواهد  %1ها کمتر از اغتشاش شدّت

 بود.
  توزیع عدد استروهال نیز نسبت به محور مختصات

است  0° زاویۀ جریانمتقارن بوده و برای حالتی که 
 دیگرعبارتبهثابت است و  y/a≥9/0≤1 در فاصلۀ

گیری است. ها قابل اندازهفرکانس ریزش گردابه
)بیشترین عدد استروهال( 92°زاویه مدل  کههنگامی

 )کمترین عدد استروهال( 39°و یا مدل در زاویۀ
قابل  کمتری ها در فاصلۀریزش گردابه باشد

 مشاهده است.

  ز توان اای میگردابه دبی سنجبرای طراحی و ساخت
استفاده نمود. در این زاویه  39° در زاویۀ مدل مربعی

 زاویۀ جریانها نسبت به فرکانس ریزش گردابه
 حساسیت کمتری دارد.

 
 فهرست علائم 

St عدد استروهال 
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Re عدد رینولدز 

a ربعیطول ضلع مدل م 

f فرکانس ریزش گردابه ها 

ν لزجت سینماتیکی 

x  فاصله از مبدأ مختصات مدل در جهت

 ریانج

y  فاصله از مبدأ مختصات مدل در جهت

 جریان عمود بر

mf فرکانس دارای بیشترین دامنه 

%TU  هااغتشاش شدّتدرصد 

ú های طولی جریان هوااغتشاش 

u عت محلی جریانرس 

U سرعت جریان آزاد 

α ربعیبا مدل م زاویۀ جریان 
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quality of resulting volume mesh. Gradual refinement is 
necessary for the near-wall region where high velocity 
gradients and boundary layer are present. A structured 
grid is used to 
 

 

Figure 3. Elbow cross-section 
meshing 

 
mesh the surface of the cross-section. Finally, the 
hexahedral structured mesh is adopted to mesh the whole 
volume. 
 
4. Finite Element Analysis of Elbow 
First, the erosion-corrosion contour in non-welded  
Conditions is examined for an elbow with a diameter of 
3 inch (Figure 4). 
As can be seen, the highest amount of corrosion is related 
to the elbow part of the pipe. The maximum amount of 
corrosion in the whole pipe in this case is equal to 
0.00345 mm/kg. When under the same conditions the 
amount of elbow corrosion is taken into account, 
considering 3 mm of overflow penetration, this amount 
increases to 0.00712 mm/kg according to the simulation 
results in this study. 

  
a: Contour of Erosion-
corrosion distribution 

without welding 
 

b- Contour of Erosion-
Corrosion distribution with 

peripheral welding 

Figure 4. Contour of Erosion-Corrosion in two 
modes without welding and considering the 

circumferential welding 
 

In addition, the rate of particles would increase when 
elbow is studied with circumferential welding. When the 
solid particles hit the wall of the pipe at angles of 47-
degrees and 58 degrees, the most erosion-corrosion 
occurs in the elbow when exposed to the welding. This 
rate has an upward trend between angles 0 to 60 and 
decreases sharply between 60 and 90. Meanwhile, the 
speed of movement of solid particles and, of course, the 
amount of their impact on the wall of pipes and fittings 
significantly reduced 

According to Figure 5, the accumulation of particles 
in the weld state compared to without welding for the 
elbow indicates a zigzag motion in which the particles hit 
the elbow wall and continue on their way.  The difference 
in this case is only the volume of particles moving along 
this path. 
 

  

Figure 5. The path of particles in two modes without 
welding and considering the circumferential welding 

 
5. Conclusion 
According to the results, the amount of corrosion in the 
elbow with peripheral welding to study the standard 
welding amount of 3 mm is a natural problem in Iran and 
according to the type of gas, the penetration of welding 
must be above the standard to be acceptable. Due to the 
pollution of natural gas in Iran with solid particles and 
considering that the analysis of gas according to previous 
researches shows the presence of water in the gas fluid, 
the same amount of corrosion in the presence of water 
exposes the pipe material which is carbon steel to 
corrosion.  In addition, due to the acceleration of gravity, 
the amount of corrosion in the case of peripheral welding 
is shown at two points, one is welding the lower part of 
the joint and the other is the elbow of the joint, while in 
previous welding studies erosion of the upper elbow 
curve is not well predicted.  
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1. Introduction 
Sand produced with liquid oil and gas in oil wells, despite 
the filtration of transmission pipelines, is transported to 
the downstream points and for various reasons,  including 
lack of proper cleaning, these particles get stuck inside 
the pipe and will be problematic. Because they will cause 
pressure drop, pipe blockage and erosion and will cause 
financial losses.  When a particle hits the surface, it 
injures the surface. The shapes of these scratch depend 
on many parameters, including surface material, particle 
size, and impact angle. On the other hand, when the 
piping connections of the station like elbows have 
circumferential welds, the erosion-corrosion is created in 
the connections, so welding is very important for this 
system. When the internal pressure of a system is very 
high, it has higher welding, rating and reliability than 
other connections. The most common welding method in 
gas pressure reducing stations is butt welding, in which 
the ends of two joints are machined to form a gap at the 
joint. This gap is filled when the welding material is 
mixed together to form a desired joint. The joint edge is 
prepared for welding according to its thickness. For low 
thicknesses, welding is best done with square edges, and 
for larger thicknesses, proper welding is achieved when 
the connection edges are chamfered. 
 

  
 

Figure 1. Details of butt groove welding 
  

 

Calculation of erosion-corrosion rate of welded joints 
is based on the internal geometry of the weld. The 
geometry of the weld determines the strength of the weld 
against corrosion.	 In this study, the first case, i.e., the 
presence of solid particles in the gas fluid was explored. 
Erosion seems to be dependent on the following nine 
basic parameters: 
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1) Type of material: For brittle materials, the mechanism 
of cracking is due to surface fatigue and the formation 
of microcracks, and for soft materials, the wear 
mechanism is due to the impact. (According Figure 
2). 

 
 

Figure 2. Macrograph of corrosion scars caused by 
different angles of contact of solid particles 

 
2) Particle impact angle: The critical angle is about 90 

degrees for brittle materials and about 15 to 30 
degrees for soft materials (as shown in Figure 5). 

3) Items related to design: such as the amount of elbow 
radius - headers and splits 

4) The amount of accompanying sand in the fluid: based 
on the percentage of weight of associated sand / total 
fluid weight; 

5) Particle collision speed; 
6) Fluid velocity; 
7) Fluid corrosion rate; 
8) Fluid viscosity; 
9) Fluid density. 
 
2. Simulation Modeling 
The CFD-based erosion modeling includes three main 
steps: 

 the continuous phase  
 flow field 
 simulation, particle tracking and erosion 

calculation. 
The gas is treated as a continuous phase and solved 

by Navier-Stokes equations. The particles are treated as 
a discrete phase and solved by Newton′s second law. 
Additional two- way coupling is applied between the 
continuous phase and discreate phase. 
 
 3. CFD Modeling 
The commercial software ANSYS FLUENT is adopted 
to conduct the numerical simulations. A database of the 
Zamany (2017) is employed in this work to investigate 
the preformed erosion model. Zamany (2017) studied the 
erosion of long redius elbows without any welding part. 
The test piece was a 90°elbow with a diameter of 3 inch. 
Figure 3 shows the 3-D computation mesh used in the 
simulation. Meshing consist of two parts: surface 
meshing and volume meshing. The surface mesh was 
carefully generated due to its important effect on the 
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To find the effect of centralized mass displacement, 
the codes written in MATLAB software are executed for 
the distance from the center of mass to the base of the 
arrow. This is because the mass transfer focuses on 
natural frequencies and this affects the values of 
damping coefficients. In this case, the analysis is 
examined in the immortal state. 

 
 

Figure 2. FRF Voltage to acceleration ratio by two 
methods of dynamic stiffness and modal analysis method 

with the effect of two frequency modes 
  

The results show changes in the first natural frequency 
in terms of the distance of the concentrated mass from 
the base. Accordingly, the farther the concentrated mass 
is from the base, the lower the natural frequency of the 
first. The first natural frequency for concentrated mass 
at a distance of 0.5 mm from the base of the beam is 
127.8Hz, which gradually decreases to a distance of 15 
mm from the base, decreasing the first natural frequency 
with a very slow slope. 

In connection with changes in the natural frequency of 
the second beam relative to the distance of the 
concentrated mass from the base, as in the first natural 
frequency, the natural frequency decreases at a very 
slow slope at first, but with increasing mass distance 
from the base, this process occurs rapidly. According to 
results, the second lowest natural frequency at a distance 
of 26 mm is the concentrated mass from the moving base 
and the value is 560.1Hz. According to results, it is 
shown that the second natural frequency has an 
intermittent relationship with the concentrated mass 
distance, during which the second natural frequency 
value is 771.6Hz at 4mm and 46mm mass distances 
from the beam. 

Because most of the vibrations that can be picked up 
from the environment occur in the low frequency 
domain, the low frequency of the beam intensification 
can be a great help to the amount of energy harvested. 
Therefore, regardless of the amount of energy harvested, 
the installation of a concentrated mass at the end of the 
beam can be useful for such consumption. 
The maximum power output is a determining parameter 
in concentrated mass displacement. Therefore, for the 
first two modes, the maximum ratio of the output 
voltage to the ground acceleration in terms of the 
distance from the concentrated mass to the ground is 
shown in Figure 3. According to the figure, it is clear 
that the maximum voltage-to-acceleration ratio of the 

base occurs around the first resonant frequency for a 
distance of 38 mm from the concentrated mass to the base, 
which is 8.622 ୴୭୪୲

୫/ୱమ
. Moreover, there is the lowest ratio of 

output voltage to base acceleration at the closest point of 
concentrated mass to base and its value is 6.125 ୴୭୪୲

୫/ୱమ
. 

 

 
Figure 3. Output voltage ratio on base acceleration 

at first resonant frequency in terms of distance from 
concentrated mass to beam base 

  
4. Conclusion 
In this study, a dynamic stiffness method was developed 
for a single beam engaged with a uniform cross section 
with a concentrated mass. This method is based on accurate 
solution. Newton's approach was used to obtain the 
relationships in which the output voltage amplitude was a 
function of the slope at the beginning and end of the beam 
and these two parameters were obtained with the help of 
the dynamic stiffness matrix of the beam. Moreover, the 
electrical output was obtained by using the modal analysis 
method for a mode up to five modes. They kept their 
distance. One of the main aims of this research was to 
investigate the effects of focused mass displacement on 
electrical output and natural frequencies of the system in 
the immortal state by dynamic stiffness method. Results 
showed that systems whose concentrated mass was closer 
to the base had a larger natural first frequency and the 
lowest natural first frequency was obtained for the 
concentrated mass at the tip of the beam. But the changes 
of the second natural frequency were periodically related 
to the distance of the concentrated mass from the base, so 
that the highest value of the second natural frequency for 
the mass position at 46 mm was obtained from the base, 
and the lowest for the concentrated mass at 26 mm from 
the base. Then the ratio of output voltage to base 
acceleration for concentrated mass at different distances 
was investigated. The highest output at the first resonant 
frequency was obtained for the concentrated mass at a 
distance of 38 mm from the base, but the highest output at 
the second resonant frequency was obtained for a system 
with a concentrated mass at a distance of 16 mm from the 
base. Therefore, if the maximum output voltage needs to 
be removed, 16mm or 38mm concentrated mass distances 
from the base were suggested. 



 
Journal of Applied and Computational Sciences in Mechanics, Vol. 31, No. 2, 2020 

 
 The Electric Response of Piezoelectric 
Beam Using Dynamic Stiffness Method 
 

Majid Jabbari1                 Bijan Ahmadi2 
 
1. Introduction 
The process of extracting energy from the environment 
and converting it into usable electrical energy is called 
energy harvesting. With the recent advances in 
technology in everyday life, the demand for portable and 
low-consumption electronic devices is increasing. 
Among the various mechanisms for converting 
mechanical energy into electricity (such as 
electromagnetic, piezoelectric, and electrostatic), the 
piezoelectric mechanism due to its ease of use, having 
the inherent property of electromechanical connection 
and high power density, received the most attention. 
There are a lot of data and review articles on this subject. 
Energy harvesting sources can be categorized from two 
perspectives. The first view is to consider the source of 
this energy, which can be human and environmental, 
and the second view is the type of energy such as kinetic 
and thermal energy that is converted into electricity. 
 The sources can be classified into three types: radiant, 
thermal, and mechanical. Recently, however, 
biochemical sources including glucose and fueling 
reactions have been added to the list. The electric field 
includes centralized parameters such as resistance and 
capacitor. So the only requirement is to obtain 
centralized parameters expressing the mechanical field. 
For this reason, modeling a degree of freedom is a 
convenient approach to modeling in which mechanical 
equilibrium and electrical ring equations are 
interconnected through structural equations. The one-
degree-of-freedom model can be based on centralized 
parameters used in the study of energy conversion 
mechanisms for micro electromechanical systems. An 
extensive review of common energy harvesting 
technologies and energy sources reveals that higher 
potential power densities are obtained from 
piezoelectric. In this study, the focus is on modeling and 
analysis of one of the most common means of 
mechanical energy harvesting, namely a piezoelectric 
beam. The mentioned beam is in two shapes and has a 
uniform cross section and its analysis is done by 
dynamic hardness method. Also, with the help of this 
method, the maximum output voltage is obtained by 
finding the best place for the concentrated mass. 
 
2. Dynamic Stiffness Method 
The dynamic stiffness method is a powerful method for 
deriving the frequency response function of a structural 
element with a uniform cross section and combining 
such elements. The dynamic stiffness matrix of an 
element is based on the exact solution of the wave 
equation, so it requires fewer elements than the finite 
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element method to analyze uniform beams, which results 
in a more accurate solution for high excitation frequencies. 
Also, the dynamic stiffness matrix of a beam can be used 
to model beams with different boundary conditions and to 
combine beams with uniform cross-section, which is a 
great advantage of this method over the modal analysis 
method. 

Dynamic hardness and modal analysis methods are 
shown for Figure 1. The uniform configuration of the 
bimorph is modeled as a uniform beam. Since commonly 
involved piezoelectric energy pickers are often designed 
and manufactured as thin beams, and most bimorph beams 
are thin structures, it seems reasonable to assume that the 
beam is the Bernoulli Euler type. The piezoelectric layers 
and the ground are well bonded, and the electrodes that 
extend along the entire length of the beam are flexible and 
have a negligible thickness compared to the thickness of 
the entire beam. 

  

Figure 1. Bimorph beam of energy harvesting in series and 
parallel connection 

 
3. Results 
The damping ratios for the first two modes are ߞଵ ൌ 0.0166 
and 	ߞଶ ൌ 0.0107 concentrated mass values ்ܯ ൌ 0.5݉௕, 
respectively. 

Using MATLAB software, programming to obtain 
electrical and mechanical answers for dynamic stiffness 
and modal analysis has been achieved. In the modal 
analysis method, one to five modes are used for solving. 
According to results, modal analysis with a solved mode, 
a good approximation of the frequency response function 
(FRF) obtains the maximum output voltage in terms of 
base acceleration in the first frequency range, which differs 
by 1.4% from the dynamic stiffness method. The resonant 
frequency in the dynamic hardness method is 73.77Hz, but 
in the modal analysis method it is 73.98Hz. Also, the 
diagram of the modal analysis method after the excitation 
frequency of 150Hz is different from the diagram of the 
dynamic hardness method. In the case of modal analysis 
with two modes, according to Figure 2, around the second 
peak, a good approximation of the output voltage in terms 
of base acceleration is obtained, which is 2.26% different 
from the dynamic stiffness method. Similarly, by solving 
the modal analysis method with more modes, the 
difference between the diagrams obtained from the 
dynamic stiffness method and the modal analysis method 
is reduced.  
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Figure 4. Drag coefficient variation with L2/D at Re=100 
and d=0.3D 

 

 
Figure 5. Nusselt number variation with L2/D at Re=100 

and d=0.3D 
 

4. Conclusion 
In this study, the effect of the presence of a control wire 
on the thermo-fluid characteristics of flow over a cylinder 
was investigated and analyzed at Re=100. The results 
showed that by increasing the horizontal distance of the 
control wire from the cylinder, the drag coefficients and 
Nusselt number changes slightly. Although the presence 
of wire reduces the drag coefficient and Nusselt number 
of the cylinder, by increasing the vertical distance, these 
parameters increase slightly and become closer to these 
parameters on the single cylinder. Investigation of the 
effects of wire diameter size on the heat-fluid parameters 
of a cylinder showed that by increasing the wire diameter 
in a fixed horizontal position, the drag coefficient of the 
cylinder decreases. The increase of the low-pressure area 
in front of the cylinder and the decrease of the pressure 
difference between the two sides of the main cylinder, 
and as a result, pressure drag forces decreases. The 
pressure drag force is the main part of total drag force. In 
addition, heat transfer rate and mean Nusselt number 
increase in this state according to the same reason. 
Results showed that there is not any vortex between two 
cylinders up to the h=8D while the first cylinder is 

stationary. While the first cylinder starts to sinusoidal 
oscillation with amplitude 0.25, the vortices create. In 
other words, the oscillation of the wire accelerates the 
creation of vortices in the space between the cylinder and 
the wire. 
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1. Introduction 
The study of fluid flow and heat transfer on various 
objects is widely used in engineering industries such as 
heat exchangers, construction, and nuclear reactor pipes. 
External flows over solids with different shape cause a 
region with some vortices. This region is created after 
separation point. Therefore, the control of separation 
point is very important for flow over different objects as 
airplanes, vehicles, etc. In this study, the results for a 
single cylinder was validated by other research results. 
Then, the flow over two parallel cylinders in the 
stationary state and in the distance range of 1.5 <L / D <4 
was simulated, and the critical distance between the two 
cylinders was obtained between 3.5 and 4. Then the 
influence of the oscillating cylinder on the flow pattern 
was investigated. The distance between the two cylinders 
was L/D = 2, Reynolds number was 100, and the 
amplitude of oscillation (A/D) was considered 0.3 
according to previous studies. Also, the relative 
frequency (F = f/fs) varied from 1.5 to 7. 
 
2. The Governing Equations and Solving Method 
According to the considered Reynolds number, the flow 
regime is laminar flow with heat transfer. The governing 
equations are the Navier-Stokes equations with the 
energy equation, which are solved numerically in this 
paper. In the final part of this paper, the upstream 
cylinder has a vertical motion with this equation. 
 

(1)Y(t)=Asin(2πf0t) 
 

where A is the Oscillation range, fo is the Forced 
oscillation frequency and t is the time. Laminar Flow 
over two cylinders was simulated in this work. The flow 
domain and its boundary conditions are shown in Figure 
1. 

 
 

Figure 1. The flow domain and its boundary conditions 
 

Flow enters horizontally from the channel input and 
exits at the end. The velocity and temperature were given 
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at the inlet as boundary conditions. These are constant 
and do not change in y direction. The velocity is 
considered zero at walls according to the non-slip 
condition. The walls are considered insolated. The 
relative pressure is considered zero at the outlet as 
another boundary condition. All boundary conditions are 
steady and do not change during time. The triangle 
unstructured grids are used for numerical simulation in 
this work. The generated grids are closed to each other in 
the boundaries for more accuracy. 
 
3. Results and Discussion 
Flow over two cylinders were simulated in different 
boundary conditions. The streamlines, isotherms, the 
place and shape of vortices were obtained by numerical 
simulations and are displayed in different figures. 
Moreover, drag coefficient and Nusselt number in each 
simulation were calculated and compared with those of 
single cylinders. Figures 2 to 5 are examples of these 
results. 
 

 
Figure 2. Drag coefficient variation with L/D at Re=100 

and d=0.3D 
 

 
Figure 3. Nusselt number variation with L/D at Re=100 

and d=0.3D 
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The control torque should be applied to the robot is 

considered as Equasion (3). 
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where, dα represents the desired time function of 

rotational motion of the sphere shell, kv 
and kp

 
are 

respectively, the positive derivative and proportional 
control coefficients of the system. By applying this 
control torque to the robot, control equation of system is 
determined as Equation (4). 

 
(4)V Pe k e k e 0     

where, e = α - αd is the time function of the shell 
rotation error angle relative to the desired condition. By 
selecting positive values for the control coefficients, the 
response of Equation (4) exponentially converges to zero. 

 
4. Simulation Results 
In this section, the numerical simulation of the controlled 
motion of a spherical robot on an inclined surface is 
conducted by considering a desired time function for the 
rotational motion of the robot shell as Equation (5). 
 

      (5)  dα sin 0.2t       
 
Assuming two percent error for the values of all the 

physical parameters of the robot, applying the 
disturbance torque 1.5 N.M to the spherical shell, and 
selecting the undesirable initial conditions corresponding 
to the rotation angle 0.5 rad, we examined the 
performance of the controller in creating a resistant 
response that follows the predetermined desirable 
trajectory.  Based on the type of controller function and 
the characteristics of the transient error response and 
considering the saturation limit of the actuator, for kv and 
kp, the value of 20 is selected using the trial and error 
method. The simulation results in this case, including the 
shell rotation angle diagram and error angle diagram, are 
presented in Figures 3 and 4. 

 
Figure 3. Rotation angle of the spherical robot in 

comparison with the ideal angle 

 
Figure 4. Diagram of spherical shell rotation error relative 

to the desired condition 
 

As shown in Figures 3 and 4, in spite of presence of 
parametric and structural uncertainties for system, the 
rotation angle of the spherical robot has been controlled 
as it follows its ideal time function with a small 
permanent error. It is necessary to mention the required 
torque of actuator during movement of robot has not 
exceeded the assumed saturation limit. 
 
 
5. Conclusion 
In this study, dynamic modeling and planar motion 
control of a spherical pendulum robot on an inclined 
surface were performed. For this purpose, first, the planar 
motion of robot was modeled and by selecting two 
generalized coordinates such as shell rotation angel (α) 
and pendulum rotation angle (φ), the dynamic equations 
of the two-dimensional motion of robot on inclined 
surface were derived using Lagrange method.  Due to the 
lack of number of actuators compared to the number of 
degrees of freedom of the spherical robot, controlling the 
robot was challenging in establishing stability. Therefore, 
a nonlinear controller was designed using a feedback 
linearization method. Then, considering the initial 
conditions that did not conform the trajectory, the 
parametric uncertainty as well as the disturbance torque 
on the system, the controller resistance was evaluated in 
presence of these uncertainties. The results were obtained 
in such unstable conditions indicated the proper 
performance of the controller in following the desired 
time trajectories determined for the rotation angle of the 
spherical shell while moving on the inclined surface. 
Furthermore, the design of this nonlinear controller 
makes it possible to use a motor with the torque under 
saturation limit for the robot. This issue (torque 
saturation limit of actuator) is one of the most important 
limitations in the design of spherical robots. 
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1. Introduction 
The spherical robot is referred to as spherical mobile 
robots equipped with an internal actuating mechanism 
that moves on the ground due to the rolling of their 
external shell. These robots have special benefits 
compared to other mobile robots. They have only one 
contact point with the surface. This point allows robot to 
move with minimum friction and the least energy. Their 
spherical shell provides a proper space to embed the 
internal components and protects them from damage and 
dust. Hence, this robot is often used in space research and 
exploration of military and unknown areas.  To date, 
extensive researches have been carried out on the design, 
simulation and control of spherical robots. 

In the present study, the two-dimensional motion of a 
spherical pendulum robot on an inclined surface is 
controlled. In this regard, first, dynamic modeling and 
extraction of two-dimensional motion equations of 
pendulum-driven spherical robot on an inclined surface, 
then, designing a nonlinear controller and simulation of 
robot motion in MATLAB software are performed. 
Furthermore, considering the parametric and structural 
uncertainties for the system, the performance of 
controller is evaluated.  It should be noted that due to the 
lack of number of actuators in this robot, a nonlinear 
controller based on a special feedback linearization 
method is designed. 
 
2. Structural Model of Spherical Robot 
Spherical robot studied in this paper is pendulum type. 
The main components of this spherical robot are the 
motor, the external shell, the internal components of the 
robot, and the pendulum (Figure 1).  The motor  is located 
at the joint between the pendulum and the internal 
components of the robot, and by creating the rotations for 
the pendulum in two directions and changing the position 
of the center of mass of the spherical robot, the robot 
moves in forward and lateral directions. 
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Figure 1. Structure of a spherical pendulum robot 

 
However, in this study, only the robot’s forward motion 

without considering the possibility of lateral motion, 
using the pendulum rotation in one direction during a 
two-dimensional motion, has been analyzed and 
controlled. 
 
3. Modeling and Designing of Controller 
To dynamic analysis, the two-dimensional motion of a 
spherical robot on an inclined surface is considered (as 
shown in Fig. 2).  According to Figure 2, α is the shell 
rotation angle, φ  is the pendulum rotation angle, and γ  

is the slope angle of inclined surface. 

 
Figure 2. Moving the spherical robot on inclined surface 

 
We consider α and φ as the system generalized 

coordinates and the equations of motion of the robot are 
derived in terms of these two coordinates and their 
derivatives. The matrix form of the motion equations can 
be expressed in the form of Equation (1). 
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where, τ  is torque of motor. Given the main control 
variable of the robot, i.e., α, τ  can be expressed as 
Equation (2). 
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directly by reducing the tracking error. This is done by 
modifying the parameters and the controller gains, based 
on the tracking error. The controller's goal is to reduce 
the tracking error, not necessarily the parameter 
estimation error. However, if the inputs are rich enough, 
the correct values of the parameters will also be obtained 
in the estimation. 

5. Simulation Results 
In this section, the simulation results of the feedback 

linearization controller and the adaptive variable pitch 
quadrotor feedback linearization controller are presented.  

  
Figure 2. Position tracking with feedback linearization control and 

adaptive feedback linearization control  

  
Figure 3. Attitude tracking with feedback linearization control 

and adaptive feedback linearization control 
 

As can be seen in Figures 2 and 3, tracking is well done 
by both controllers. 

6. Conclusion 
In this paper, a variable pitch quadrotor's flight and 
control was analyzed. Compared to a fixed pitch 
quadrotor, these capabilities greatly increase the 

possibility of aggressive and acrobatic maneuvers, which 
indicates improved performance. 

   In the continuation of this article, feedback 
linearization and direct adaptive feedback linearization 
controllers were introduced. The designed feedback 
linearization controller has a good performance and the 
tracking of the position and attitude of the variable pitch 
quadrotor is done correctly using this controller. The 
introduced direct feedback linearization controller also 
automatically changes the parameters to achieve accurate 
tracking. Using Lyapunov's theory, it is proved that this 
controller is stable. The simulation results show that the 
adaptive strategy allows the quadrotor to follow variable 
time attitudes and altitude commands more accurately 
compared to non-adaptive linearization feedback 
controllers in the presence of disturbances or parameter 
errors. The adaptive approach has also had favorable 
results for tracking the position and attitude of the 
variable pitch quadrotor. Finally, the results of feedback 
linearization and adaptive feedback linearization 
controllers are compared with PID controller that it is 
shown adaptive linearization feedback and linearization 
feedback controllers have a better performance in 
reference tracking and reducing tracking errors. 
Moreover, the results of feedback linearization and 
adaptive feedback linearization controllers with sliding 
mode and adaptive sliding mode controllers are also 
compared in quadrotor mass change conditions which 
show that adaptive feedback linearization controllers and 
adaptive sliding mode controllers have a high accuracy in 
reference tracking and little error in position and attitude 
tracking. This indicates that they performed better than 
the non-adaptive mode. 
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1. Introduction 
Due to their small dimensions, vertical takeoffs and 
landing and significant capabilities in various flight 
maneuvers, as well as extensive operational applications, 
quadrotors have been the focus of scientific research. 
Depending on the specific desired applications which 
users need, different modeling and appropriate selection 
of design control tools seem necessary. In turn, 
controlling quadrotor needs a proper control to: 1. 
achieve stability, robustness and desired dynamic 
properties, 2. have the ability to do nonlinear control, and 
3. have the ability to adapt to changing parameters and 
environmental changes. The aim of this research is to 
propose a control method that allows different states of 
quadrotors to be converged to an arbitrary set of variable 
time reference states. 

  The fixed pitch quadrotor has been the focus of 
scientific studies because of having a simpler dynamic 
structure than other models. This kinds of quadrotors, 
despite their relative simplicity, create limitations such as 
shortening the flight time and various maneuvers.	

Limited research has been conducted on the variable 
pitch quadrotor. The present research studies the 
development of a dynamic flight model for the variable 
pitch quadrotor. BET theory combined with Momentum 
theory is used to estimate the thrust and torque of each of 
the rotors as the blade's angular performance to develop 
a simple fly-out mechanical model and feedback 
linearization and direct adaptive feedback linearization 
controllers are used to control the variable pitch 
quadrotor. In general, this study addresses two issues: 1. 
creating a dynamic model for variable pitch quadrotor; 2. 
designing a feedback linearization and adaptive feedback 
linearization controller for stabilizing and tracking paths 
against changes in the system model. 

 
2. Specifications of Variable Pitch Quadrotor 
Firstly, the meaning of variable pitch in variable pitch 
quadrotor is discussed. The term pitch is taken from the 
distance between two teeth of a screw, so that with a 
rotation of the screw by one tooth along the axis 
perpendicular to it, the movement occurs by one pitch. In 
systems with rotating propellers like quadrotor, the pitch 
is obtained from the angle of the quadrotor propellers 
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relative to each other. In fixed pitch quadrotor, it is not 
possible to change the angle of the rotor propellers, and 
the angle of the rotor propellers is fixed, and the 
movement of the quadrotor can be controlled only by 
increasing or decreasing their speed. However, the 
variable pitch means that it is possible to change the angle 
of the rotor propellers. In a variable pitch quadrotor, the 
speed of the rotors is constant and the movement of the 
quadrotor is controlled by changing the angle of the rotor 
propellers. 

 Features resulting from the addition of variable pitch 
propellers to the quadrotor include: 
1. Wider control bandwidth; 
2. Significant increase in flight duration; 
3. Possibility of creating reverse force by rotors. 
In Figure 1, the rotor structure with variable pitch 
propellers is shown. 
 

  
Figure 1. The rotor structure with variable pitch  

  
3. Modeling the Variable Pitch Quadrotor 
In this section, the variable pitch quadrotor control 
method, which is significantly different from 
conventional quadrotor based on fixed pitch propellers, 
is firstly investigated and the Newton-Euler equation of 
six degrees of freedom (Six-DOF) of variable pitch 
quadrotor is derived.  

 
4. Controller Design 
In this section, the design of the feedback linearization 
controller to control the variable pitch quadrotor is 
discussed. Since the precise elimination of nonlinear 
dynamics, as required in feedback linearization, is 
difficult in practice and in addition system parameters 
can be variable in time. To do this, a direct nonlinear 
adaptive control method is proposed. The asymptotic 
stability of this method has been proved by a variable 
based on Lyapunov theory. The adaptive method 
improves the performance of the feedback linearization 
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Figure 2. Variations of the first and second frequencies of 

bilinear graphene versus the equivalent thickness of one layer, 
for bending rigidity of 2.14 eV 

 
In Figures 3 and 4, the first and second frequencies of 

bilinear graphene obtained using the SSPH method for 
various lengths are compared with those obtained using the 
multi-beam shear model (MBSM) and GDQM. These 
figures show excellent agreements between the SSPH results 
and those obtained by the MBSM for both the first and 
second frequencies and for all lengths. 
 

 
Figure 3. Variations of the first and second frequencies of 
bilinear graphene versus its length, for bending rigidity  

of 1.61 eV 
 

The obtained results show that solving the sandwich beam 
model by SSPH leads to closer results to MD simulations 
than the GDQ method. The discretizing the domain by using 
SSPH leads to better results than GDQM. 
 

 
Figure 4. Variations of the first and second frequencies of 
bilinear graphene versus its length, for bending rigidity 

 of 2.14 eV 
 

4. Conclusion 
In this study, the symmetric smoothed particle 
hydrodynamics (SSPH) as a meshless method was explained 
in detail. Free vibration analysis of bilayer graphenes with 
interlayer shear effect was modeled. The bilayer graphene 
was modeled as a sandwich beam with free-clamp end 
condition. To obtain the governing equations, each graphene 
layer was modeled based on the Euler-Bernoulli theory and 
in-plane displacements were also considered in addition to 
the transverse displacement. It was also assumed that the 
graphene layers do not have relative displacement during 
vibration. The results obtained by the sandwich beam model 
solved by SSPH method, include the first two natural 
frequencies of the bilayer graphenes. These results were 
validated by the molecular dynamic and compared with the 
generalized differential quadrature method (GDQM) and 
multi-beam shear model (MBSM) results reported in the 
literature. The results showed that for higher bending 
regidities, sandwich beam model and MBSM match good 
with molecular dynamic (MD) simulation. Descretizing the 
sandwich beam domain using SSPH rather than other 
methods such as GDQM, leads to better results. This study 
showed that the SSPH meshless method can be used as an 
efficient method in vibration analyses. 
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1. Introduction 
The meshless methods are developed to overcome some 
disadvantages of other numerical methods like finite element 
method. These methods do not need elements for discretizing 
domain, use approximate functions, and descrete nodes for 
estimating functions. These methods do not suffer from the 
mesh distortion problems that limit Lagrangian approaches 
based on a structured mesh when simulating large 
deformations. 

The symmetric smoothed particle hydrodynamics (SSPH) 
is a meshless Lagrangian method that uses a particle 
interpolation method to compute smooth field variables. 
Each particle has a mass, Lagrangian position, Lagrangian 
velocity, and internal energy. Other quantities are derived by 
interpolation or from constitutive relations. The pseudo-
particles move with the velocity of the continuum, but not 
associated with a grid and consequently do not have fixed 
connectivity. 

Graphene, as a thin structure composed of sp2-bonded 
carbon atoms displayed in a honeycomb arrangement, has 
attracted significant attention due to its extraordinary 
mechanical, electrical, optical, and thermal properties and 
relatively low chemical production cost. There are different 
methods such as molecular dynamic (MD) simulation, 
continuum mechanics, and molecular mechanics, for static 
and dynamic analyses of multi layer graphenes. 

In this study, the symmetric smoothed particle 
hydrodynamics (SSPH) as a meshless method is explained in 
detail. Free vibration analysis of bilayer graphenes with 
interlayer shear effect is modeled. The bilayer graphene is 
modeled as a sandwich beam with free-clamp end condition. 
To obtain the governing equations, each graphene layer is 
modeled based on the Euler-Bernoulli theory and in-plane 
displacements are also considered in addition to the 
transverse displacement. It is also assumed that the graphene 
layers do not have relative displacement during vibration. 
The results obtained by the sandwich beam model solved by 
SSPH method include the first two natural frequencies of the 
bilayer graphenes. These results are validated by the 
molecular dynamic and compared with the Generalized 
Differential Quadrature Method (GDQM) results reported in 
the literature. 

 
2. Formulation and Solution Method 
The bilayer graphene is modeled as a sandwich beam 
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consists of two lateral layers and one core, as shown in 
Figure 1. The core is represented vdWs bindings and 
assumed to have negligible inertia. The core only transmits 
shear stress. Each graphene layer is modeled based on the 
Euler-Bernoulli theory and in-plane displacements are also 
considered in addition to the transverse displacement. It is 
also assumed that the graphene layers do not have relative 
displacement during vibration. 
 

 
Figure 1. Geometry of the sandwich beam (the bilayer 

graphene) 
 

In order to reach the governing equations and the boundary 
conditions, Hamilton’s principle is employed. The obtained 
equations are solved by using SSPH method. This method is 
based on Taylor series of the functions in specific points of 
the domain. For finding derivatives of a function, the SSPH 
method does not use derivatives of the kernel function while 
other methods do, instead the SSPH method uses basis 
functions different from those employed to approximate the 
function. Finally, a standard eigenvalue problem is obtained 
which by solving it the natural frequencies of the bilayer 
graphene can be obtained. 

 
3. Results and Discussion 
According to reported results in the literature, the bending 
rigidities are ranging from 0.83 to 2.14 eV. First two natural 
frequencies are obtained for a clamped-free beam, using 
SSPH method. The results show the fast convergence of the 
method by using relatively few number of particles (grid 
points). A weight function based on the modified Gauss 
function is used in this study. 

The variations of the first and second frequencies of a 
bilinear graphene with the width of 2 nm, the length of 10 
nm, and the height of 0.67 nm versus the equivalent thickness 
of layers are displayed. The bending rigidity and the 
interlayer shear modulus are considered to be 2.14 eV and 
0.25 GPa, respectively. The corresponding results calculated 
using the MD simulations are also given in this figure. It is 
seen in Figure 2 that the obtained results are in line with the 
MD results for a specific thickness of layers. 
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Figure 2. variations of average battery surface 
temperature vs. capacity at different discharge rates in 

simulation (lines) and experiment (symbols) 
 
4. Discussion 
After validating the simulation results, other features of 
the battery are determined. The results of 3D 
electrochemical-thermal simulation of a single ePLB 
C020 lithium-ion battery cell are obtained using 
computational fluid dynamics at constant current 
discharge rates of 1C, 3C, and 5C. One of the most 
important results is the SOC of battery. Figure 3 shows 
the SOC of a single lithium-ion battery cell in a constant 
current discharge cycle. As can be seen, the SOC started 
to decrease from the initial value of 1 (100%) with an 
almost constant slope at all three discharge rates of 1C, 
3C, and 5C. It is also observed that at a certain capacity, 
a lower SOC can be obtained by reducing the discharge 
rate. At discharge rates of 1C, 3C, and 5C, the battery 
SOC is reduced to the values of 0.176, 0.325, and 0.528, 
respectively. 
 

 
Figure 3. Battery SOC vs. capacity at different 

discharge rates  
 

Variations in lithium-ion concentration at different 
discharge rates in the positive electrode of the lithium-ion 
battery are presented in Figure 4. As can be seen, when 
the discharge cycle begins, lithium-ions move from the 
negative electrode to the positive electrode, and the 
lithium-ion concentration in the positive electrode 
increases with an almost constant slope.  

 

 
Figure 4. Variations of Li-ion concentration in the 
positive electrode vs. battery capacity at different 

discharge rates 
 
5. Conclusion 
In this article, the 3D numerical simulation of a single 
prismatic lithium-ion battery cell is performed by the 
electrochemical-thermal method. Using a single cell 
reduces computation time as well as simplicity in 
changing battery parameters, which can eventually be 
extended to a lithium-ion battery stack. In this research, 
electrochemical-thermal method was used by 
considering electrochemical reactions between 
electrodes and electrolyte. The electrochemical-thermal 
method increases the accuracy of the results by solving 
the electrical, chemical, and thermal equations 
simultaneously, and can calculate parameters such as 
SOC accurately at each moment. In the simulations, three 
constant current discharge cycles was performed at 1C, 
3C and 5C rates. A good agreement is obtained between 
experimental and numerical simulation results at all three 
discharge rates. Finally, the parameters of lithium-ion 
battery such as SOC, electrical potential distribution in 
current collector, lithium-ion concentration in the 
positive  electrode, average temperature distribution at 
battery surface, and heat generation during discharge 
cycle are determined at different rates. 
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1. Introduction 
Full Electric Vehicles (FEVs) will replace Internal 
Combustion Engine Vehicles (ICEVs) in the future. 
Batteries are the energy supply units that act as the 
driving forces of these electric vehicles. Among 
rechargeable batteries, lithium-ion batteries are more 
preferable in electronic devices due to high energy 
density (almost two times the nickel-cadmium battery), 
lighter weight, less volume (almost 3 to 5 times other 
batteries), fast charging capability, low self-discharge 
rate (less than 10% per month), and high durability (more 
than 500 cycles). Lithium-ion batteries work based on the 
movement of lithium-ion between positive and negative 
electrodes. The cell of these battery consist of a positive 
current collector, a negative current collector, a positive 
electrode, a negative electrode, a separator, and an 
electrolyte solution that fills the space between two 
electrodes. In the discharging cycle, lithium ions move 
from the negative electrode to the positive electrode and 
do the opposite in the charging cycle. This process 
generates heat and electric current. The challenges of 
using lithium-ion batteries include increasing efficiency, 
safety, and durability. Hence, an accurate Battery 
Management System (BMS) is required for the battery to 
function properly. 

In this article, a single prismatic lithium-ion battery cell 
is simulated during the discharge cycle at different rates 
using the electrochemical-thermal method. The 
simulations are performed in AVL FIRE software using 
3D computational fluid dynamics. Using a single cell 
reduces computation time as well as simplicity in 
changing battery parameters, which can eventually be 
extended to a lithium-ion battery stack. The innovation 
of this study is the use of the electrochemical-thermal 
method which by considering the electrochemical 
reactions between the electrodes and the electrolyte and 
also by simultaneously solving the electrical, chemical 
and thermal equations, makes the simulations much more 
accurate than most previous studies. Since the 
electrochemical-thermal method requires a large number 
of input parameters and also has a very high computation 
time, this method has been used less inn previous studies. 
Another innovation of this study is calculating the 
features of lithium batteries like State of Charge (SOC), 
which can be calculated directly at any time by solving 
equations. In other researches, SOC estimation methods 
like Kalman filter method that has a relatively high cost 
and computational error have often been used.  
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2. Battery Specifications 
In this research, a single cell of ePLB C020 lithium-ion 
polymer prismatic battery is used to simulate the lithium-
ion battery. The above-mentioned battery is made by EiG 
Corporation from South Korea with a nominal and a 
maximum capacity of 20Ah and 21Ah, respectively. 
Each stack of this battery contains 34 individual cells, 
which are connected in parallel. The positive electrode is 
made of Lithium Nickel Manganese Cobalt Oxide 
( Li	 	ሾNiMnCo	 		 	 	 	 ሿO	 ଶ	 ), the negative electrode is made of 
graphite, the positive current collector is made of 
aluminum, and the negative current collector is made of 
copper. The type of electrolyte used in the battery is 
lithium hexa fluoro phosphate ( LiP	 		 F	 ଺	 ), which is a 
combination of ethylene carbonate and 
dimethyl  carbonate. 
 
3. Validation of Simulation Results 
To validate the results of the electrochemical-thermal 
simulations, the voltage vs. capacity curve of simulation 
and experimental data are compared to each other. The 
voltage vs. capacity curve is shown in Figure 1 at 
constant current discharge rates of 1C, 2C, 3C, and 5C. 
As can be observed, a good agreement is obtained 
between experimental and numerical simulation results. 
The maximum error values are compared to the 
experimental results at rates of 1C, 2C, 3C, and 5C are 
1.22%, 1.37%, 1.49%, and 1.65%, respectively. 
 
 

Figure 1. Voltage variations vs. capacity of battery at 
different discharge rates in simulation (lines) and 

experiment (symbols) 
 

For further validation of the simulations, the variations 
in average battery surface temperature are calculated in 
terms of battery capacity during the discharging cycle. 
These results are then compared to experimental results. 
Figure 2 shows the mentioned diagram, which is in good 
agreement with the experimental results. 
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obtained from the Charpy Impact Test and also having 
σYS=505MPa, KIC is first obtained in 8 states. Then, 
according to other researchers who obtained the standard 
KIC for this steel , two well-matched relationships were 
selected and compared. Then, using the von Mises 
relationships of crack tip plastic zone and standard 
specimen simulation, the best fit is selected as the desired 
relation, and finally, the effect of notch depth on the crack 
tip plastic zone and KIC for the tested steel is discussed. 

 
Figure 2. Crack tip plastic zone diagram for the 

standard specimen 
 

In Figure 2, r3 is the result obtained from a previous 
research. By comparing the diagrams, the best fracture 
toughness can be reported as 295.3038 MPa√m. There is 
a difference of 3 to 4%, according to Figure 3, which 
shows the temperature diagram of API X65 steel due to 
temperature difference as an active factor in fracture 
toughness. 

 

 
Figure 3. Energy-temperature diagram for API X65 

Steel 
 

Therefore, to obtain the KIC of other specimens that 
vary the notch depth, the Marandet and Sanz relation was 
used. Figure 4 shows the effect of notch depth on the 
crack tip plastic zone on API X65 steel. 

Figure 4 shows that as the notch depth increases, the 
crack tip plastic zones decreases. 
Figures 5 and 6 show the crack tip plastic zone in the 
specimen with a notch and specimen without notch from 
the simulation. 

 

 
Figure 4. Effect of notch depth on the crack tip plastic 

zones 

 
Figure 5. Crack tip plastic zone for Charpy standard 

specimen 
 

 
Figure 6. Crack tip plastic zone for Charpy non-

standard specimen (specimen without a notch)  
 

The comparison of the Crack tip plastic region in two 
samples with and without notch is seen in Figures 5 and 
6. The plastic area in the non-notch sample is much larger 
than in the notch sample. 

 
5. Conclusion 
In the present study, the effect of V-notch depth on 
fracture toughness (KIC) and crack tip plastic region was 
investigated using Charpy impact test in  API X65 Steel. 
1. As the notch depth increases, the fracture toughness 

decreases exponentially based on the KIC = 430.24e-

0.181a ratio. 
2. The plastic zone of the crack tip was obtained using 

the von Mises table and the fracture toughness 
obtained from the relationship between the Marandet 
and Sanz. As the notch's depth increases, the Charpy 
fracture energy decreases exponentially based on the 
relation E=503.44e-0.35a. 
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1. Introduction 

Much of the steel pipeline used in Iran is made of API 
X65 steel, and 56-inch diameter outer pipes are currently 
made of this steel. Therefore, it is necessary to collect and 
study information about this type of pipes such as 
mechanical properties (fracture toughness, fracture 
energy, yield strength, and tensile strength), 
microstructure, and chemical composition. 
In this paper, the KIC values of the relationships between 
KIC and Charpy impact energy are reported in studies for 
CVN impact test data. The CVN values were obtained 
from a previous research conducted by the authors. 
Charpy test specimens with standard dimensions 
(55×10×10 mm) and notch (notch arc radius 0.25 mm, 
45-degree is notch angle and notch depth from 1.25 to 3 
mm) were extracted in API X65 steel base metal. 
 
2. Materials 
The API standard describes the characteristics of high-
strength steels such as chemical composition, yield 
strength, fracture strength, welding conditions, 
manufacturing processes, the way of performing 
mechanical tests and so on. Ranks denote all of these 
steels with one letter and one number. The number 
indicates (except ranks A and B) the minimum yield 
strength of these steels based on the English unit (ksi). 
By API standard, these ranks are A25, B, X42, X46, X52, 
X56, X60, X65, X70, X80, and X100. API products are 
expressed in two levels PSL1 and PSL2, which represent 
two different levels of standard of expertise required for 
these products. 

 
3. Laboratory Experiments 
To achieve the objectives of the study, 24 specimens were 
made in triple series with eight different notch depths 
industrial pipes made of API X65 micro-alloy steel with 
an outer diameter of 1219 mm and a wall thickness of 
14.3 mm. 

Dimensions (thickness, length, and width) of the 
specimens were measured in micrometers for verification. 
The notch dimensions of the specimens (depth and 
radius) were accurately measured with a macro lens 
camera and image-processing software with a precision 
of 0.001 mm following Figure 1. The specimens were 
then transferred to the Quality Control Laboratory 
(Ahvaz pipe industrial company) for Charpy Impact 
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Testing. 
 

 
Figure 1. Measuring Specimens with Digimizer 

Software [1] 
 

4. Results and Discussion 
Because of the complicated, costly, and time-consuming 
fracture toughness test, more straightforward methods 
such as the Charpy Impact Test are attempted to calculate 
the KIC. Since 1970, researchers have discovered that 
there is a relationship between fracture toughness and the 
fracture energy of a Charpy Impact Test (using a Charpy 
V-notch specimen). Table 1 lists some of the relationships 
that are applied to the API X65 steel pipe. 

 
Table 1. Relations between KIC and Charpy Impact 

Energy 
Relation Reference Number 

0.63=8.47(CVN)ICK 
WRC 
265 [10]

1 

0.50=14.6(CVN)ICK 
Sailors and 
Corten [11] 

2 

1/2=19(CVN)ICK 
Marandet 

and 
Sanz [15] 

3 

0.63=8.47(CVN)ICK 
Robert and 

Newton [13] 
4 

-)YS=0.64((CVN/σ2)YS/σIC(K
0.01) 

Rolfe-
Novak-
Barsom 
[23,24] 

5 

-)YS=1.37((CVN/σ2)YS/σIC(K
0.045) 

Ault et 
al. [25] 

6 

-)YS=0.893((CVN/σ2)YS/σIC(K
0.0291) 

Van der 
Sluys et al. 

[26] and 
Witt [27] 

7 

-)YS=1.23((CVN/σ2)YS/σIC(K
0.0061) 

Kussmaul 
and Roos 

[28] 
8 

 
In the relations of Table 1, KIC is the plane strain 

fracture toughness, σYS is yield stress, and CVN is 
fracture energy obtained from the Charpy Impact Test on 
the V-notch specimen, and the units of these values are 
MPa√m, MPa, and J, respectively. 

Using the table relationships and fracture energy 
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Figure 6. Bag breakup process 
 

In this study, the size of membrane and the ring 
diameter of the bags were calculated and compared. The 
results, which are normalized by hydraulic exit diameter 
of nozzles, are presented in Figures 4 and 5. The 
performed calculations show that the dimensionless size 
of the membrane and the ring diameter is almost a 
constant value, and do not change by changing the 
liquid/air momentum ratio. It could be concluded that the 
size of bags (membrane and the ring diameter) is 
independent of air cross flow and liquid jet velocity.  

 

 

 

Figure 4. Membrane size ( ) of bags 
 

 
 

Figure 5. Ring diameter size ( ) of bags 
 

As mentioned earlier, after a bag exists and develops 
on the liquid column, it expands until it become thin and  
the surface tension of the liquid jet is no longer enough 
to dominate the aerodynamic force. Eventually, it 
breakup, and disintegrates into the small droplets. Figure 
6 shows bag formation and breakup process.  
Based on the obtained results, it is found that the 
membrane of a bag elongated in the stream wise direction 
of the cross flow, so membrane of the bag grew more than 
its ring. Figure 7 provides the comparison between the 
membrane and ring diameter of a bag in time.  
 

 

 

Figure 7. Variation of ring diameter and membrane size 
with time 

 
5. Conclusion 
In this study, the bag breakup process was experimentally 
investigated. Using shadowgraph technique and high 
speed photography, the jets flow was captured at 
different flow conditions. Different parameters such as 
size of ring and membrane of a formed bag were 
obtained. It was revealed that the normalized membrane 
and ring diameter of bags remain constant at different test 
conditions. The membrane and ring diameter size do not 
vary neither by changing momentum ratio nor air Weber 
number. It could be concluded that the size of bags 
(membrane and the ring diameter) is independent of air 
cross flow and liquid jet velocity. Finally, it was found 
that the membrane of a bag grows more than its ring 
towards the cross flow directions.
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1. Introduction 
The liquid jet, which is transversely injected into an air 
cross flow, has a board of range of applications in the air 
breathing engines such as diesel engines, gas turbine 
engines, and ramjet engines. The efficiency and stability 
of these engines depend on dispersion, atomization, and 
vaporization processes of injected liquid fuel jet. Hence, 
it is important to understand the fundamental physics and 
structures involved in the liquid jet injection because it 
helps to improve the performance of these engines. 

When the liquid jet is injected vertically into a subsonic 
gaseous cross flow, the aerodynamic drag force causes 
the liquid jet column to be bend in the airstream direction, 
and also causes the acceleration waves generate and 
develop along the surface of the liquid column until the 
column of liquid jet breaks up into ligaments and 
droplets. This process is called liquid column breakup. 
The produced ligaments from the liquid column breakup 
undergo secondary breakup process and disintegrated to 
smaller droplets. By increasing the air Weber number, 
surface waves develop more on the liquid column and 
causes small droplets stripped from the leeward side of 
the liquid jet column before breakup point. This is called 
surface breakup.  

As the air Weber number increases to around 5, the 
liquid jet column undergoes a particular deformation 
before breaking up into the ligaments and droplets. This 
is called bag breakup regime. In this regime, bag-like 
structures exist and develop on the liquid column. They 
expand until they become thin and the surface tension of 
the liquid jet is no longer enough to dominate the 
aerodynamic force. Eventually, they breakup into two 
crescent-shaped strings, and disintegrate to the small 
droplets. 

In this study, we deal with the flow features of a liquid 
jet injected into an air stream in the bag breakup regime. 
Furthermore, the membrane and ring diameter size of the 
bags, which are formed on the column of jet, are obtained 
and compared. 

 
2. Experimental Setup 
The experimental setup used in this investigation was the 
conventional setup widely employed in the experiments 
of liquid injection. A liquid storage tank was pressurized 
by a compressed nitrogen capsule. The liquid tank was 
fed with tap water before performing tests and a baffle 
avoided undesirable interactions between high pressure 
gas and resting liquid. In the whole experiments, steady 
liquid flow was produced with a constant pressure 
difference of four bar between the ambient air and liquid 
tank. The liquid volumetric flow rate was controlled and 
measured via flow meters. Shadowgraph technique and a 
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high speed camera were employed for the purpose of 
flow visualization. The schematic of the experimental 
setup is provided in Figure 1. 
 

 
 

Figure 1. Schematic of the experimental setup 
 

3. Image Processing Procedure 
An image processing Matlab code was developed to 
identify the column of liquid jet, and extract data from 
the taken (original) images (Figure 2a). The image 
processing procedure is presented in Figure 2. Based on 
the difference of intensity between background and 
liquid jet edges pixels, a threshold was applied to detect 
the boundaries of the liquid jet column from the taken 
images (Figure 2b). After detecting the boundaries, the 
profile of the liquid jet column would be obtained as a 
binary image (Figure 2c). 
 

 
 

Figure 2. Image Processing: a) Taken Image, b) 
Boundaries, c) Profile of liquid jet 

 
4. Results and Discussion 
In this study, the size of membrane and ring diameter are 
calculated. Figure 3 shows the measured parameters on a 
bag, where  denotes the membrane size and  indicates 
the ring diameter size of the bag.  
 

 
 

Figure 3. Measurements on a bag 
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