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   نقطة طراحيموتور توربوفن در خارج از  ةثانوي محفظة احتراقسازي كاربرد شبيه

  )3(سيدسعيد خضرپور    )2(اله اميفتح     )1(پناهسعيد جعفري

اف، در دو حالـت بـا    615سازي موتور توربوفن پي دبليو  عملكردي و شبيه پژوهش حاضر تحليل پارامترهايانجام از  هدف اصلي  چكيده
درواقع سيسـتم   استفاده شده است. پي اس جي و تربگسافزار تجاري اشد و براي اعتبارسنجي آن از نرمب ثانويه و بدون آن مي محفظة احتراق

باشـد.  نيروي رانش يك هواپيما مـي  ةكنند سزايي دارد. اين سيستم، تأمينپرنده، اهميت به ةموريت و رژيم پروازي وسيلرانش در تعيين مأ پيش
روشـي بـراي    ،درادامـه . كيلونيوتن توليـد نمايـد   35/6شود كه بتواند تراستي معادل سازي ميدرابتدا يك موتور توربيني انتخاب و سپس شبيه

همچنـين ابـزاري    ارائـه شـده اسـت؛    نشـده  مخلـوط جريان  محورة دوو نقاط خارج از طرح موتورهاي توربوفن  نقطة طراحيتحليل عملكرد 
هـاي  حلقـه  سازي عملكرد موتور از روشمدل منظور بهر و فن ارائه شده است. مشخصة كمپرسوتوليد منحني  منظور بهروش مقياس  براساس

گيري از نمودارهاي عملكرد، معادلات ترموديناميكي و ديناميك گازي مدل شده است. عملكرد اجزاي موتور با بهرهتودرتو استفاده شده است. 
 شدهارائه  محوره دوسازي موتورهاي تاحدودي پيچيده است، در ابتدا روند شبيه محوره دوسازي رياضي موتورهاي روند مدل كه اينبه  باتوجه
 و و نقـاط خـارج از طراحـي ارائـه شـده اسـت       نقطة طراحـي در  نشده مخلوطان محورة جري دوعملكرد يك موتور توربوفن  ادامهدر و است

طـور   برنـد بـه  ثانويـه سـود مـي    محفظـة احتـراق  هايي كه از وجـود  دهد، سيكلنتايج نشان مي .اند گرفته قرار بررسي مورد حاصل نمودارهاي
-اصلي و افزايش كار خروجي مخصوص از توربين كم محفظة احتراقهاي خروجي از افزايش تراست ويژه، كاهش آلايندهگيري موجب  چشم

 .شوندفشار مي

 .نقطة طراحيعملكرد خارج از  ;روش مقياس ;نقطة طراحيعملكرد  ;موتور توربوفن  هاي كليدي واژه

 

Simulation of the Secondary Combustion Chamber Application of Turbofan Engine in 
Off-design Point   

S. Jafaripanah  F. Ommi  S.S. Khezrpour 

Abstract  The main objective of this study is to analyze the performance parameters and simulation of 
PW615F turbofan engines both with and without secondary combustion chamber. For validation a 
commercial software called GasTurb & GSP is used. The purpose of the the propulsion system plays an 
important role in determining of mission and flight regime of an aircraft In this study, the first choice and 
then simulate a turbine engine thrust which is equivalent to 6.35 KN produce. And more the method for 
analyzing on-design and off-design analysis of twin-spool unmixed flow turbofan engines and also we 
present scaling method to produce the characteristics performance maps of compressor and fans. 
Mathematical modeling of engine performance has been conducted by serial nested loops algorithm. 
Performance of components have been modeled by performance diagrams, thermodynamics and gas 
dynamic equations. Mathematical modeling of a turbofan engine is somewhat complex. Therefore, 
initially, the off-design performance of a twin spool power generating gas generator and twin spool 
turbofan are analyzed. Finally, the off-design performance of a twin spool unmixed flow turbofan engine 
is simulated and the generated performance diagrams have been analyzed. The results show that the 
cycles that Advantage the secondary combustion chamber dramatically increase the specific thrust, 
reduce the main secondary combustion chamber outlet emissions and increase the output power of the 
low pressure turbine. 
 
Key Words  Turbofan Engines; on-design performance; scaling method; off-design performance 
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  مقدمه 

هاي اخير دانشمندان و مهندسـان در تـلاش    درطي سال
تا موتورهايي با راندمان بالا، مصـرف سـوخت    اند بوده

حال با وزن كمتر طراحي و توليد نمايند.  پايين و درعين
سـازي رياضـي عملكـرد     هونگ براي مدل يانگوانگ 
تحـت عنـوان الگـوريتم    را اي  هـاي گـاز شـيوه   توربين

ــت   ــوده اس ــداع نم ــوس اب ــ. [1] معك ، 2015ال در س
لات پايـه  دكارگيري معا هبا ب [2]پور و همكارانش  توكل
طرح و حالـت پايـدار، عملكـرد يـك موتـور       ةدر نقط

گيـري   سازي نمودند، كه با بهره را شبيه  توربوجت ويژه
 اجـزا گيري روابط راندمان كار بهاز روش مقياس پايه و 

و با اعمال محدوديت حداقل خطا در شرايط تعادل، به 
پرداخـت.   ميتحليل پارامتريك و غيرپارامتريك  ةسمقاي

عملكرد انواع موتورهايي را  [3]و ويلسن كوراكيانيتيس 
مورد بررسي  ،دننماي سيكل برايتون عمل مي براساسكه 

نـوع تـوربين    و عملكرد خارج از طرح چند ندقرار داد
. در ايـن  نـد سازي رياضي نمود گازي و صنعتي را مدل

ر و دبـي جرمـي هـواي    اجـزاي موتـو  تحقيق رانـدمان  
از تابعي  صورت به ترتيب بههاي توربين،  پره ةكنند خنك

 درنظـر كـاري   نسبت فشار و سـطح تكنولـوژي خنـك   
 ـ   افت ةاند. براي محاسب گرفته شده ط هـاي فشـار از رواب

هـاي نشـتي بـا     تجربي بهره گرفته شده است و جريـان 
ــد ــين زده شــده  ارهاي مق ــت تخم ــدمان اســتثاب . ران

گرفته  درنظرمپرسور و توربين توابعي از نسبت فشار ك
مـدل نمـودن آنهـا     منظـور  اند و از روابط تجربي به شده

بــا انجــام  [4] كــورزك و ريگلــر.اســتفاده شــده اســت
هـاي   تعداد زيـادي از منحنـي   بررويهاي آماري  تحليل

عملكرد كمپرسور، روشـي نـوين بـراي تغييـر مقيـاس      
كه درمقايسه بـا   ندع نمودنمودار عملكرد كمپرسور ابدا

روش تغيير مقياس خطي كه از اعمال نمـودن ضـرايب   
گيرد، كارايي بسيار بهتـري   ثابت به نسبت فشار بهره مي

  دهد. از خود نشان مي
يك مدل رياضي براي  [5]دوميتروويچ و همكاران   

عملكرد خارج از طرح يك موتـور توربوجـت    ةمحاسب
 هاي مدل بر مشخصه ه نمودند. اساس اينمحور ارائ تك

ها از اين مـدل،  گذاري شده است. آن معلوم طراحي پايه
هاي موتـور در پـرواز و همچنـين    براي ارزيابي پارامتر

كـيم   بيني رفتار موتور و كنترل آن استفاده نمودند. پيش
هـاي   هـاي عملكـردي تـوربين    مشخصه [6]و همكاران 

ي اي بررس ـمقايسه طور بهو دومحور را  محور تكگازي 
هاي راهنمـاي ورودي متغيـر،    ها از پرهنمودند كه در آن

هـا را در   ربينا عملكـرد ايـن تـو   هاستفاده شده است. آن
و بـا يكـديگر    كردندين بررسي يهاي دوراني پا سرعت

مقايسه نمودند. آنها همچنـين نشـان دادنـد كـه دمـاي      
خروجــي موتــور كــه يــك پــارامتر بحرانــي در موتــور 

راهنماي متغيـر، قابـل كنتـرل     ةپر از بااستفادهباشد،  مي
از روش  بااســتفاده [8 ,7]لــي و همكــاران  باشــد. مــي

متينگلي بـه بررسـي مطالعـات پارامتريـك و عملكـرد      
 نشـده  مخلـوط جريـان   ةسيكل موتور توربوفن دومحور

. سپس دو حالت را با ندثانويه پرداخت محفظة احتراقبا 
و نتـايج را طـي مقـالاتي ارائـه      نـد يكديگر مقايسه كرد

  .ندنمود
كـه  شود  پرداخته ميهايي  در اين قسمت به فعاليت 
در كه  است هاي مشخصه مقياس نمودن منحني ةدرزمين
  هاي اخير صورت گرفته است. سال
گرفتــه  كــار بــههــايي كــه اخيــراً  بســياري از روش 
الگوريتم ژنتيك، منطق فازي و... مستلزم  :مانند ؛شود مي
گيري كـار  بـه همراه  بهباشند كه  مون اجزاي موتور ميآز

عملكـرد   ةن بقيتوا يابي مي يابي و برون هاي درون روش
دنبال اين  به حاضر نمود. در پژوهش بيني موتور را پيش

رگونـه  هاي بدون نياز به ه بلكه روش ايم، ها نبوده روش
باشـند. روش رايـج در    آزمون عملكردي مـوردنظر مـي  

بعدي روش مقياس بـا ضـرايب ثابـت     سازي صفر مدل
باشد. در ايـن روش بـا داشـتن پارامترهـاي اجـزاي       مي

طرح، تنها بـا مقيـاس نمـودن     ةدر نقط موردنظرموتور 
هـاي عملكـردي اسـتاندارد، منحنـي عملكـردي       منحني

  د.شو حاصل مي موردنظراجزاي موتور 
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گيري معالات پايه كار بهبا  [9] و همكاران سانگهي 
ملكرد موتور توربـوفن  رح و حالت پايدار، عط ةدر نقط
گيـري از روش  سازي نمودند كه با بهره را شبيه يخاص

و بـا   اجـزا گيري روابـط رانـدمان   كـار  بهمقياس پايه و 
تعـادل، در   اعمال محدوديت حـداقل خطـا در شـرايط   

، 2013در سـال  .شـد سـازي   خارج از طـرح مـدل   ةنقط
ورشـيدي را  يك مدل موتور توربين گـاز خ  [10]گبران 

شرايط خـارج   كه در آن عملكرد موتور برايارائه نمود 
بليـت بررسـي   قامـذكور  . مـدل  شداز طرح بررسي مي

هاي مختلف موتـور تـوربيني   وسيعي از سيكل ةمحدود
 بـراي  را يـك روش مقيـاس   درادامهباشد. او را دارا مي

ر و تـوربين ارائـه   مشخصـة كمپرسـو  هاي توليد منحني
 رانمود و خط عملكرد مربوط به كمپرسـور و تـوربين   

 [11] ، يانـگ و همكـارانش  2015سال در  .ترسيم نمود
بـراي شـرايط خـارج از طـرح     را يك مدل توربين گاز 

 ةمحـدود بليـت بررسـي   قا قرار دادند كـه بررسي مورد 
هـاي مختلـف موتـور تـوربيني را دارا     وسيعي از سيكل

هـاي  توليـد منحنـي   بـراي مقيـاس،   و يك روش است
و خـط   نمودنـد  ر و تـوربين را ارائـه  مشخصة كمپرسو

كردنـد  عملكرد مربوط به كمپرسور و توربين را ترسيم 
تعـداد زيـادي از    بـرروي هاي آمـاري  و با انجام تحليل

هاي عملكرد كمپرسور، روشي نوين براي تغييـر  منحني
كـه  نـد  مقياس نمـودار عملكـرد كمپرسـور ابـداع نمود    

درمقايسه با روش تغييـر مقيـاس خطـي كـه از اعمـال      
گيـرد،  نمودن ضرايب ثابت به نسـبت فشـار بهـره مـي    

  دهد. كارايي بسيار بهتري از خود نشان مي
ترين پيشنهادهايي كه در اين يكي از جدي درادامه 

شد و مورد قبول بيشتر طراحان قرار گرفت، ه ئاراراستا 
ديگـر تحـت عنــوان    اقمحفظـة احتــر اسـتفاده از يـك   

هــاي پرفشــار و ميــان تــوربين اي مرحلــه ميــان ةمحفظــ
توسـط كـا    2005بـار در سـال    فشار است كه اولـين  كم

در دانشگاه ميشـيگان مطـرح شـد     و همكاران هنگ ليو
استفاده از اين روش، افزايش تراسـت   ةمزيت عمد .[7]

باشـد كـه البتـه    ويژه و كاهش مصرف سوخت ويژه مي

همراه دارد. از ديگر مزاياي اين  بهنيز را  كاهش آلودگي
محفظة روش اطمينان بيشتر به خاموش نشدن شعله در 

 ةكــه طبقــصــورت  بــه ايــنباشــد اصــلي مــي احتــراق
اي)  مرحلـه  ميـان  محفظة احتـراق شده به توربين ( اضافه

  شـود و همچنـين باعـث    مانع از پراكنـدگي شـعله مـي   
. بسوزدشود كه سوخت در يك محيط با فشار بالاتر مي

در يك راندمان حرارتي ثابت، تراست ويژه با مصـرف  
 ـ   كـه   طـوري  هسوخت ويژه با يكديگر مـرتبط هسـتند ب

افزايش تراست ويژه منجر به افزايش مصرف سـوخت  
وجـود موتـور توربـوفن مجهـز بـه       شود. بااينويژه مي

ــراق ــان محفظــة احت ــه مي ــري در  عملكــرد اي مرحل بهت
ــد نســبت فشــار  انتخــاب هــاي طراحــي مختلــف مانن
  دارد.  گذرور، نسبت فشار فن و نسبت جت كناركمپرس
تـوان  دن اجزاي جديد مينموبراين با اضافه  علاوه  

ــوفن   ــور تورب ــالاتري را در ســيكل موت ــا و فشــار ب دم
. در ايـن مقالـه بـه معرفـي سـيكل      [12]وجـود آورد   به

پرداخته  اي مرحله ميان احتراقمحفظة موتور توربوفن با 
  شود.  مي

هـــدف از پـــژوهش حاضـــر، انجـــام مطالعـــات  
ــوفن   ــور توربـ ــ دوپارامتريـــك موتـ ــورة جريـ ان محـ

دسـت   بـه نفـره و   6براي هواپيماي سبك  نشده مخلوط
هـــاي عملكـــرد موتـــور و درنهايـــت آوردن منحنـــي

سازي رياضي عملكرد خارج از طرح موتور مذكور  مدل
باشـد.   مـي  تودرتوهاي متوالي  از روش حلقه استفاده با

سازي رياضـي عملكـرد خـارج از طـرح      ازآنجاكه مدل
لـذا ابتـدا بـه بررسـي      ،باشد موتور توربوفن پيچيده مي

بـراي توليـد قـدرت     محـور  تـك عملكرد توربين گـاز  
و دومحور  محور تكمحوري و سپس موتور توربوجت 

ر توربـوفن  سازي موتو و در پايان مدل شود مي پرداخته
د. ايـن  گـرد  ارائـه مـي   نشـده  مخلـوط ان محورة جري دو

باشـد كـه نتـايج     مطالعات گذشته مـي  ةادام درپژوهش 
هاي طراحي را نسبت به مصرف سوخت ويـژه   انتخاب

  اند.  و تراست ويژه تحت بررسي قرار داده
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در طراحـي    .له و انتخـاب نـوع موتـور   ئتعريف مس
طراحــي آن از هواپيمــا انتخــاب نــوع موتــور و ســپس 

اهميت زيادي برخوردار است. انواع موتورهاي مختلف 
تواننـد مفيـد و اقتصـادي     ها مي اي از ماموريت در حوزه

اصـلي هواپيمـا بايسـتي    موريـت  أم براساسلذا  ؛باشند
 ةسـپس درزمين ـ  ،انتخاب يك نوع موتور نمـود  اقدام به

  د.  كرطراحي و استخراج پارامترهاي عملكردي آن اقدام 
 

اين روش، روشي مطمـئن،    .سازي رياضي موتور لمد
بيني عملكرد خارج از طرح  هزينه و سريع براي پيش كم

سـازي رياضـي، عملكـرد     باشـد. روش مـدل   موتور مي
عملكرد مستقل اجزاي  براساسخارج از طرح موتور را 

بـر   اجزاگرفتن تأثير متقابل  درنظرآن و با  ةدهند تشكيل
بـه فقـدان    باتوجـه كنـد.   مي بيني عملكرد يكديگر، پيش

اطلاعــات كــافي درمــورد عملكــرد اجــزاي موتــور در 
بايست با تكيـه بـر    را مي اجزامقدماتي، عملكرد  ةمرحل

هـاي   تجربيات قبلي و در صورت لزوم توسط آزمـايش 
عملي تخمين زد. درحقيقـت تعـداد زيـاد پارامترهـاي     

ــاميكي  ــا  اجــزاترمودين و وابســتگي عملكــردي آنهــا ب
سـازي رياضـي موتـور     شود كه مـدل  سبب مي يكديگر

منجر به يك دستگاه معادلات غيرخطـي شـود، لـذا دو    
روش كلي زير بـراي حـل دسـتگاه معـادلات موجـود      

  باشد: مي
  تودرتو.هاي متوالي  روش حلقه -1
  .روش آزمون و خطاي ماتريسي -2

ــور     ــادلات عملكــرد اجــزاي موت در روش اول مع
شـود.   مـي  حل تودرتوهاي محاسباتي  از حلقه بااستفاده
كـه در روش دوم دسـتگاه معـادلات غيرخطـي      درحالي

امـا در هـر دو روش از    ؛گـردد  زمان حل مـي  هم طور به
  شود. آزمون و خطا استفاده مي

موتور در دورهـاي   ،سازي پژوهش حاضردر شبيه  
شـود و ميـزان تغييـرات تراسـت و     مختلف بررسي مي

دورهاي مختلف با كمترين مصرف سوخت ويژه را در 
همين امر منجر به متمايز شدن آن  و دهدخطا نشان مي

 . [13] شودمي

  
 فرضيات

ل آايــدهدر تجزيــه و تحليــل پارامتريــك، ســيكل  -
  شود.فرض مي

سيال عامل داخل موتور گاز كامل كالريك فـرض   -
نظـر  و از رطوبت موجـود در هـوا صـرف    شود مي
  د.شومي

توربين و نـازل دائمـي    جريان در طول كمپرسور، -
  شود.فرض مي

هاي سـرد (ورودي  نسبت گرماي ويژه، در قسمت -
محفظـة  و كمپرسور) و گـرم (  كنارگذرهوا، داكت 

 بـا  برابـر  ترتيـب  به، توربين و نازل) موتور احتراق
  د.نشوگرفته مي درنظر 33/1و  4/1

تروپيك در كمپرسور، توربين و نـازل  راندمان پلي -
  باشد.ثابت مي

جريان سـيال داخـل ورودي هـوا و نـازل موتـور       -
 شود.گرفته مي درنظرآدياباتيك  صورت به

 
  نقطة طراحيسازي موتور در شبيه

نقطـة  سازي عملكرد موتـور توربـوفن در   منظور شبيه به
نخسـت بايـد روابـط ترمودينـاميكي      ةدر مرحل طراحي

مورد نياز از قبيل جريان آزاد، ورودي هـوا، كمپرسـور،   
ثانويـه،   محفظة احتـراق اصلي، توربين،  احتراقمحفظة 

تـا   ودش ـنازل و پارامترهاي عملكردي موتور استخراج 
در ايــن مقالــه  .[7]مــدل رياضــي موتــور كامــل گــردد 

سـازي عملكـرد موتـور    سهولت در انجام شبيه منظور به
محــل قرارگيــري اجــزاي  براســاستوربــوفن، موتــور 

). در مراجـع  1شود (جدول گذاري ميشماره اش اصلي
خــواه در ايــن امــر  هــاي دلگــذاريمختلــف از شــماره

شود. در اين پژوهش سعي شده است كـه از  استفاده مي
اسـتفاده گـردد   ) ARP 755A(آ  755استاندارد آ آر پي 

گذاري موتورهـاي تـوربيني   كه استاندارد جهاني شماره
  .[8]است 



  خضرپور

  
  ظه 
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دهد.  انبساط جريان درون نازل تا فشار اتمسفر، رخ مي
ــتفاده ــك   بااس ــط آيزونتروپي ــياز رواب ــت   م ــوان اف ت

 )5( ةرا طبـق رابط ـ  كنارگـذر نازل داكت  حرارت درجه
  محاسبه نمود:

  

)5(
1

18 02 018 02

02

1
1



  
  
         
        

γ

γ

a j

a

P P T T η T
P

P

  

  

نـازل داكـت    حـرارت  درجـه افـت   ةپس از محاسب  
تــوان ســرعت خروجــي هــوا از داكــت كنارگــذر مــي
  ).6 ةدست آورد (رابط هكنارگذر را ب

  
)6( ଼ܥ  = )௉ܥ2) ଴ܶଶ − ଴଼ܶ))଴.ହ
)7(  ሶ݉ ௖ = ሶ݉ ఉߚ + 1

  

با مشخص شدن سرعت كند كه بيان مي )7( ةرابط  
خروجي داكت كنارگـذر و معلـوم بـودن دبـي جرمـي      

توان هواي ورودي به موتور و نسبت جت كنارگذر مي
دبي جرمي هواي ورودي به داكت كنارگذر را محاسـبه  

  نمود:
تعيين دبـي ورودي بـه داكـت كنارگـذر و      پس از  

 ةبه رابط باتوجهسرعت خروجي هوا از داكت كنارگذر 
كـه  محاسـبه نمـود   توان تراست ناشي از فن را مي )8(
  : استاصطلاح به تراست سرد معروف در

  
)8( ௖ܨ  = ሶ݉ ௖ܥଵ଼

  

پس از مشخص شدن تراست ناشي از فن، تراست   
  د.شوناشي از موتور محاسبه مي

  
بـا مشـخص بـودن افـت فشـار كـل         .احتراق ةمحفظ

حرارتـي محفظـه و دمـاي ورودي بـه     محفظه، راندمان 
توان فشار كل خروجي و نسبت سوخت بـه  توربين مي

محاسبه نمود. سـيال بـا دمـاي    را  محفظة احتراقهواي 
با  و شودمي محفظة احتراقوارد و فشار سكون  سكون
و برمبناي متغيرهـاي ورودي و   )9( ةگيري از رابطبهره

د. بـا لحـاظ نمـودن    شـو متغيرهاي خروجي محاسبه مي
كـه   محفظـة احتـراق  افت فشار نسبي فشار سـكون در  

ناشي از مسائلي چون اخـتلاط و نيـروي پسـاي مسـير     
  داريم: ،باشدسيال مي

  
)9(  ଴ܲସ = ଴ܲଷ(1 − ∆௉௕) 

  

دن ميـزان افـزايش دمـاي    نمـو از طرفي بـا لحـاظ     
دمـاي   )10( ةبه رابط باتوجه، محفظة احتراقسكون در 

  آيد: دست مي محفظه بهسكون خروجي از 
 

  

)11(  ݂ = ሶ݉ ௙ሶ݉ ௔ = ௉௚ܥ) ଴ܶସ − ௉௔ܥ ଴ܶଷ)(ℎ௉ோߟ௕ − ௉௚ܥ ଴ܶସ)  
  

و  محفظة احتراق حرارت درجهاختلاف  ةبا محاسب  
و بـا   محفظة احتـراق ورودي به  حرارت درجههمچنين 

مشخص بودن ارزش حرارتي سـوخت مـورد اسـتفاده    
 آورد دسـت  بـه توان نسبت جرم سوخت بـه هـوا را   مي

  ).11 ة(رابط
  

 باتوجـه دارد كه  بيان مي )13و  12(هاي  رابطه  .توربين
در ورودي و  حـرارت  درجـه  ،شـده  به مقـادير محاسـبه  

تـوان كـار مـورد     خروجي از هر يك از كمپرسورها مي
فشـار و پرفشـار را    هاي كم نياز براي هر يك از توربين

  نمود:محاسبه 
  

)12(
 

଴ܶସ − ଴ܶସ.ହ = )(௉௚ܥ௠ߟ)௉௔ܥ ଴ܶଷ − ଴ܶଶ) 
)13(଴ܶହ − ଴ܶସ.ହ = ߚ) + )(௉௚ܥ௠ߟ)௉௔ܥ(1 ଴ܶଶ − ଴ܶ) 

)10(
 

଴ܶସ = ଴ܶଷ + ∆ ଴ܶ௕ 
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هـا   فشارهاي خروجي از هر يك از توربين درادامه  
ــاس ــك   براس ــط آيزونتروپي ــبه ) 15و  14(رواب محاس

  شوند: مي
  

)14(
 

( ଴ܲସସܲ.ହ) = ( ଴ܶସସܶ.ହ) ೙೙షభ 
)15(( ଴ܲସ.ହ଴ܲହ ) = ( ଴ܶସ.ହ଴ܶହ ) ೙೙షభ

  

فشــار خروجــي از تــوربين  ةمحاســب گــام بعــدي  
  ).16 ةباشد (رابطفشار مي كم

  

)16(  ଴ܲସ.ହ = ଴ܲସ(௉బర௉ర.ఱ)(௉బఱ௉బఱ) 
  

) :ودش فرض مي   ଴ܲ଺ ௖ܲൗ ) > ( ଴ܲ଺ ௔ܲൗ ، بنـابراين در  	(
و انبساط جريان  كند مياين شرايط سيال از كانال عبور 

 )17( ةرابط ـدهـد.  درون نازل تا فشار اتمسفر، رخ مـي 
تـوان   از روابط آيزونتروپيك مـي  بااستفادهدهد  نشان مي

نـازل داكـت كنارگـذر را محاسـبه      حـرارت  درجهافت 
  نمود:

  

)17(  
଻ܲ = ௔ܲ → ଴ܶହ − ଴ܶ଻ = ௝ߟ ଴ܶହ[1− ( 1ቀ௉బఱ௉ೌ ቁ)]ംషభം  

  

نـازل خروجـي    حرارت درجهافت  ةپس از محاسب  
توان سرعت هواي خروجي از  مي )18( ةبه رابط باتوجه

  نازل را محاسبه نمود: 
  

)18( ଻ܥ  = )௉ܥ2) ଴ܶ଺ − ଴ܶ଻))଴.ହ → 
  

با مشخص شدن سرعت هواي خروجي از نازل و   
معلوم بـودن دبـي جرمـي هـواي ورودي بـه موتـور و       

توان دبي جرمي هواي ورودي نسبت جت كنارگذر مي
  محاسبه نمود: )19( ةاز رابط بااستفادهبه هسته موتور را 

)19(  ሶ݉ ௛ = ሶ݉(ߚ + 1) 
  

آمـدن دبـي    دسـت  بهبا كند كه بيان مي )20( ةرابط  
موتـور و سـرعت هـواي خروجـي از      ةورودي به هست

محاسـبه  موتـور را   ةتوان تراست ناشي از هستنازل مي
  : استاصطلاح به تراست گرم معروف دركه نمود 

  
)20( ௛ܨ  = ሶ݉ ௛ܥ଻ 

  

ــب    ــد از محاس ــي   ةبع ــاي ورودي و خروج متغيره
جريان در نازل، نيروي پيشران و مصرف سوخت ويـژه  

د. نيروي پيشران كلي در موتور توربوفن شومحاسبه مي
آيد. همچنين مي دست بهاز مجموع تراست سرد و گرم 

حركـت بـر    ةقانون بقاي انـداز نيروي پيشران با اعمال 
 دست به )21( ةحجم معيار پيرامون موتور به شكل رابط

  آيد:مي
  

)21(
௧ܨ = ൫ ሶ݉ ௖ܥ௝௖ + ሶ݉ ௛ܥ௝௛൯− ሶ݉ ଼ܲ)଼ܣ+௔ܥ − ஺ܲ)+ 						 )଻ܣ ଻ܲ− ஺ܲ) 

)22(ܵ. .ܨ ܥ = ( ሶ݉ ௛݂)ܨ௧  

  

با تقسيم دبي جرمي سوخت بـر نيـروي پيشـران،      
 دسـت  بـه  )22( ةمصرف سوخت ويژه باتوجه به رابط ـ

  .آيدمي
  

  سازيدلم
آوردن  دسـت  بهندارد كمپرسور، در يك آزمايشگاه استا

هاي عملكرد مربوط به يك كمپرسـور عمليـاتي    منحني
هـاي  آوردن اين منحني دست بهمنظور  است. بهپرهزينه 

يـك كمپرسـور    نقطة طراحـي سازي، بايد عملكرد مدل
هاي اسـتاندارد در دسـترس باشـند.    واقعي و نيز منحني

 گفتـه،  پـيش ضرايب مقيـاس را از روش  توان ميسپس 
عملكـردي كمپرسـور    ةت مشخصنهايدرآورد.  دست به
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شــوند. ســپس گرفتــه مــي درنظــر ௗ݌݉،	ௗݎ݌		و	ℎܽௗݐ݁ صـورت  بـه  نقطة طراحيها در آيد. مشخصهمي دست به
را در هـايي كـه پارامترهـاي بهينـه     از منحنـي  بااستفاده

 ـ دورهاي بدون بعد نمايش مي  هـاي هدهند و نيـز معادل
ــادير )25-23( ــين زده  ௗ݌݉،	ௗݎ݌		و	ℎܽௗݐ݁، مقـ تخمـ

   شوند: مي
  

)23(௠௣೏೙௠௣೏ = ƒ (n) ⇒ ݉݌ௗ௡= ƒ (n) ݉݌ௗ 

)24(௉௥೏೙ିଵ௉௥೏ିଵ = g (n) ⇒ ݎ݌ௗ௡= g (n) (ݎ݌ௗ-1) +1  

)25(௘௧௛௔೏೙௘௧௛௔೏ = h (n) ⇒ ݁ݐℎܽௗ௡= h (n) ݁ݐℎܽௗ  
  

 ،)26-28(هــاي معادلــهكــاربردن  هدر نهايــت بــا بــ  
  ند.شومحاسبه مي 	݌݉	،ݎ݌	و	ℎܽݐ݁مقادير

  

)26(
mp = ቀ ௠௣௠௣೏೙ቁ௕ ݌݉ ௗ௡݌݉ ∙ = ቀ ௠௣௙ (௡)௠௣೏ቁ௕ ∙ ƒ (݊)  = ௗ݌݉

௕(݌݉) ௠௣೏(௠௣೏)್  

)27(

pr =  ቀ ௣௥௣௥೏೙ቁ௕  ௗ௡ݎ݌ ∙

pr =( ௣௥೒(೙)൫೛ೝ೏షభ൯శభ)௕ ∙ ௚(௡)(௣௥೏ିଵ)ାଵ  

ݎ݌ = ௕(ݎ݌) ∙ ௚(௡)(௣௥೏ିଵ)ାଵ௚(௡)((௣௥೏)್ିଵ)ାଵ  

)28(

etha = ൬ ௘௧௛௔௘௧௛௔೏೙ ൰௕ ℎܽݐ݁  	ℎܽௗ௡ݐ݁ ∙ =൬ ௘௧௛௔௛(௡)௘௧௛௔೏	൰௕ ∙ ℎ (݊) ℎܽௗݐ݁ ௕(ℎܽݐ݁)								= 		
  

سازي عملكرد خارج از طرح موتور  شبيه
  نشده مخلوطان محورة جري دوتوربوفن 

سـازي  شـبيه  منظـور  بـه روابط مورد نيـاز   در اين بخش
موردتوجه ايـن اسـت    ةشود. نكت موتور مذكور ارائه مي

سـازگاري   ةخود داراي رابط ـ كه هر جزء با جزء بعدي

شـده بـه يكـديگر     متصـل باشـد. هـر دو جـزء    جرم مي
اري دور ســازگ ةاز يــك شــفت داراي رابطــ بااســتفاده

گـذاري ايـن   د. شـماره نباش ـدوراني و سازگاري كار مي
 ةرابط ـ باشـد. مـي  )2و  1( هـاي موتور مطابق با شـكل 

 )29( ةين كمپرسور و فن مطابق با رابطسازگاري جرم ب
  باشد.مي

  
)29(  ௠ሶ ඥ బ்మ௉బమ = 

௠೓ሶ ඥ బ்భయ௉బభయ ×
௉బభయ௉బమ ×ට బ்మబ்భయ × ௠ሶ௠ሶ ೓ 

 

  

فشار از طريق شفت با توربين كم دليل ارتباط فن به  
دور دوراني و همچنين سـازگاري كـار    رابطة سازگاري

   هـــايهرابطـــ صـــورت بـــه ترتيـــب بـــهميـــان آنهـــا 
  د.شوميبيان  )31و  30(

  

)30(௅ܰඥ ଴ܶଶ = ௅ܰඥ ଴ܶସହ ඨ ଴ܶସହ଴ܶଶ  

)31( 
   

013 02

04.5 05

)  

 

 

 
c h pa

mL h f pg

(m m c T T  

η m        m c T T
  

  

فشـار از  كمپرسور نيز با تـوربين پر ، رف ديگراز ط  
پرفشـار ارتبـاط دارد و بنـابراين روابـط      طريـق شـفت  

 صــورت بــهســازگاري دور دورانــي و كــار ميــان آنهــا 
  .شودميارائه  )33و  32( هاي هرابط

  

)32(ுܰඥ ଴ܶଵଷ = ுܰඥ ଴ܶସ ඨ ଴ܶସ଴ܶଵଷ 

)33( 
   

03 013

04 045



  



 
h pa

mH h f pg  

m c T T

η m m c T T
 

  

فشـار  ربين پرسازگاري جرم بـين كمپرسـور و تـو     
  باشد.مي )34( ةرابط صورت به

  
)34(௠೓ሶ ඥ బ்భయ௉బభయ = 

௠೓ሶ ඥ బ்ర௉బర ×
௉బర௉బభయ×ට బ்భయబ்ర  
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فشـار  فشـار و پر سازگاري جرم بـين تـوربين كـم     
  شود.محاسبه مي )35( ةرابط صورت به

  
)35(  ௠೓ሶ ඥ బ்ర.ఱ௉బరఱ = 

௠೓ሶ ඥ బ்ర௉బర ×
௉బర௉బర.ఱ×ට బ்ర.ఱబ்ర  

  

تـوان بـين    جـرم را مـي   رابطة سـازگاري همچنين   
كـه   بيـان نمـود  موتـور   ةتهس ـ فشار و نـازل  توربين كم

  باشد.مي )36( ةصورت رابط به
  

)36(  ௠೓ሶ ඥ బ்ఱ௉బఱ = 
௠೓ሶ ඥ బ்ర.ఱ௉బరఱ ×

௉బర.ఱ௉బఱ ×ට బ்ఱబ்ర.ఱ 
  

توان سازگاري جرم را بين فن و نازل و درانتها مي  
  د:نمومحاسبه  )37( ةرابط صورت بهفن 

  
)37(௠ሶ ඥ బ்మ௉బమ = 

௠ሶ ೎ඥ బ்భళ௉బభళ ×
௉బభళ௉బమ ×ට బ்మబ்భళ × ௠ሶ௠ሶ ೎ 

  

ــبي    ــباتي ش ــد محاس ــور  هرون ــرد موت ــازي عملك س
زيـر   صـورت  به محوره دو ةنشد مخلوطتوربوفن جريان 

  باشد:مي
از  بااسـتفاده ابتدا يـك دور مشـخص بـراي فـن و      -1

  د.شوني عملكرد مربوط به آن انتخاب ميمنح
 هـاي از منحنـي  بااستفادهشده و  انتخابدور  برروي -2

ሶ݉ ارهايدمشــخص مقــ ةعملكــرد فــن بــراي يــك نقطــ ඥ ଴ܶଶ ଴ܲଶ൘ ،ߟ௙  و ଴ܲଵଷ ଴ܲଶൗ اكنـون د. شـو استخراج مي 

، آمـده از ايـن مرحلـه    دسـت  بـه از راندمان فن  بااستفاده
اخـتلاف دمـاي ورودي و خروجـي بـه     توان نسبت  مي

  محاسبه نمود. )38( ةدماي ورودي فن را از رابط
 

)38(  ଴ܶଵଷ − ଴ܶଶ଴ܶଶ = ௙ߟ1 [( ଴ܲଵଷ଴ܲଶ )ംೌషభംೌ − 1]
 

  
كه مربوط بـه رانـدمان فـن     )38( ةاز رابط بااستفاده -3

و رانـدمان   از مقادير نسـبت فشـار   بااستفادهباشد و مي

عملكـرد در مراحـل قبـل،    هـاي  آمده از منحني دست به
଴ܶଵଷ توان نسبت مي ଴ܶଶൗ 39( ةاز رابط ـ گيري بهره را با( 
  آورد. دست به

 

)39(  ଴ܶଵଷ଴ܶଶ = 1 + ௙ߟ1 [( ଴ܲଵଷ଴ܲଶ )ംೌషభംೌ − 1]
 

  

دور مشـخص بـراي كمپرسـور    در اين مرحله يـك   -4
 د.شوانتخاب مي

 قبـل،  ةشده براي كمپرسور در مرحل انتخابدور  در -5
هـاي  از منحنـي  بااسـتفاده شـود و  مـي يك نقطه تعيـين  

، راندمان و دبـي  شارتوان نسبت فعملكرد كمپرسور مي
 آورد. دست بهجرمي كمپرسور را 

 ،جـرم  رابطـة سـازگاري  از  بااستفادهتوان مياكنون  -6
نسـبت  ، )41و  40(هـاي  رابطه در ميان فن و كمپرسور

  محاسبه نمود. )42( ةرابط صورت بهرا  كنارگذرجت 
 

)40(௠ሶ ඥ బ்మ௉బమ = 
௠೓ሶ ඥ బ்భయ௉బభయ ×

௉బభయ௉బమ ×ට బ்మబ்భయ × ௠ሶ௠ሶ ೓ 

)41(ሶ݉ሶ݉ ௛ = 1 +  ߚ

ߚ)42( = −1 + ௠ሶ ඥ బ்మ௉బమ௠೓ሶ ඥ బ்భయ௉బభయ × ௉బభయ௉బమ × ට బ்మబ்భయ
 

  

از منحنــي عملكــردي  بااســتفادهايــن مرحلــه و  در -7
توربين، نسبت فشاري براي توربين پرفشار حـدس زده  

آن از نمـودار   و سپس دبي جرمـي مربـوط بـه   شود  مي
 .دشومربوط استخراج مي

هاي محاسباتي كاهش حلقه منظور به حاضر ةمقالدر  -8
كاهش خطاهـاي عـددي، رانـدمان تـوربين،      نتيجه درو 

 بااسـتفاده  اكنونگرفته شده است.  درنظرمقداري ثابت 
T଴ସ.ହ تــوان نســبتپرفشــار، مــيرانــدمان تــوربين  ةاز رابطــ T଴ସൗ هـاي  به رابطه باتوجه الذكررا در توربين فوق

  آورد. دست به )44و  43(
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)43(଴ܶସ − ଴ܶସ.ହ଴ܶସ = ௧௛[1ߟ − ( 1௉బర௉బర.ఱ )ം೟షభം೟ ]
 

)44(଴ܶସ.ହ଴ܶସ = 1 − ௧௛[1ߟ − ( 1௉బర௉బర.ఱ )ം೟షభം೟ ] 
  

جرم بين  رابطة سازگارياز  بااستفادهاين مرحله  در -9
଴ܶସتتوان نسـب كمپرسور و توربين پرفشار مي ଴ܶଵଷൗ  در

  د.نمومحاسبه  )45( ةرا از رابط )46( ةرابط
 

)45(
௠೓ሶ ඥ బ்భయ௉బభయ = 

௠೓ሶ ඥ బ்ర௉బర ×
௉బర௉బభయ×ට బ்భయబ்ర  

 

)46(଴ܶସ଴ܶଵଷ = ඩ ௠ሶ ೓ඥ బ்ర௉బర௠ሶ ೓ඥ బ்భయ௉బభయ
଴ܲସ଴ܲଷ 

  
ي توان ميان كمپرسور و سازگار ةاز رابط بااستفاده -10

) هـاي از مقـادير نسـبت   بااسـتفاده و نيـز  فشار توربين پر ଴ܶଷ − ଴ܶଵଷ) ଴ܶଵଷൗ و ( ଴ܶସ − ଴ܶସହ) ଴ܶସൗ  هايدر رابطهكه 
଴ܶସ توان نسبتمي است، محاسبه شده )48و  47( ଴ܶଵଷൗ 

  محاسبه نمود. )49( ةاز رابط بااستفادهرا 
 

)47( 
   

03 013

04 045



   
h pa

mH h f pg

m c T T

η m m c T T  

  

از دبي جرمـي   )59( ةبطدر را كه ست اقابل توجه   
  نظر شده است.سوخت صرف

  

)48(03 013 04 04.5 04

013 04 013

        
   

pa mH pg

T T T T T
c  η c

T T T   

)49(଴ܶସ଴ܶଵଷ = బ்యି బ்భయబ்భయ஼೛೒஼೛ೌ × ௠ுߟ × ( బ்రି బ்ర.ఱబ்ర )  

  
଴ܶସ مقادير نسبت -11 ଴ܶଵଷൗ هـاي  شـده در گـام   محاسبه

شوند و درصـورت يكسـان   قبلي با يكديگر مقايسه مي
نبودن دو مقـدار، حـدس ديگـري بـراي نسـبت فشـار       

پذيرد و مراحـل  صورت مي وربين در نمودار عملكرد،ت
 د.شوقبلي نيز تكرار مي

جريـان ميـان تـوربين     رابطة سازگارياز  بااستفاده -12
଴ܶସ توان نسبتفشار ميپرفشار و كم ଴ܲସହൗ  بااسـتفاده را 

  محاسبه نمود. )50( ةاز رابط
 

)50(௠೓ሶ ඥ బ்ర.ఱ௉బరఱ = 
௠೓ሶ ඥ బ்ర௉బర ×

௉బర௉బర.ఱ×ට బ்ర.ఱబ்ర  
  

ــون   ــوربين ةمشخصــ از بااســتفاده اكن  فشــاركــم ت
 توربين فشار نسبت توانمي قبل، بخش در آمده دست به

 رانـدمان  از بااسـتفاده  سـپس  و آورد دست بهرا  مذكور
଴ܶହ تنسب )51( ةرابط و توربين ଴ܶସ.ହൗ نمود محاسبه را.  

  

)51(଴ܶହ଴ܶସ.ହ = 1 − ௧௛[1ߟ − ( 1௉బర.ఱ௉బఱ )ം೟షభം೟ ]
 

  
ميـان فـن و تـوربين    ازگاري تـوان  از س ـ بااستفاده -13
଴ܶହ تـوان نسـبت  مـي  )55( ةاز رابط ـ بااسـتفاده و  فشـار  كم ଴ܶସ.ହൗ را محاسبه نمود.  

 

)52(ሶ݉ ܿ௣௔( ଴ܶଵଷ − ଴ܶଶ) = ௠௅൫ߟ ሶ݉ ௛+ ሶ݉ ௙൯ܿ௣௚( ଴ܶସ.ହ − ଴ܶହ)
  

 )52( رابطـة  در نظر از دبي جرمـي سـوخت  ا صرفب و
  خواهيم داشت:

  

)53(  
(1 + ௣௔ܿ(ߚ ൬ ଴ܶଵଷ − ଴ܶଶ଴ܶଶ ൰= ௠௅ܿ௣௚ߟ ൬ ଴ܶସ.ହ − ଴ܶହ଴ܶସ.ହ ൰ × ଴ܶସ.ହ଴ܶଶ  

  

فشار به ورودي فـن  كه نسبت دماي ورودي توربين كم
  آيد:يست م د هب )53( ةاز رابط

  

)54(଴ܶସ.ହ଴ܶଶ = ଴ܶସ.ହ଴ܶସ × ଴ܶସ଴ܶଵଷ × ଴ܶଵଷ଴ܶଶ  
  

حاصل  )55( ةرابط ،)54( ةدرنهايت با عنايت به رابطو 
  :شودمي



  سيد سعيد خضرپور -فتح اله امي -سعيد جعفري پناه    ...سازي كاربرد محفظة احتراق ثانوية موتور    شبيه
  

11  

)55(  ଴ܶହ଴ܶସ.ହ = 1 − (1 + (ߚ ቀ బ்భయି బ்మబ்మ ቁ஼೛೒஼೛ೌ × ௠௅ߟ × ( బ்ర.ఱబ்మ ) 
  

଴ܶହ دو مقدار نسبت   ଴ܶସ.ହൗ هاي شده در گام محاسبه
گيرد تـا درصـورت يكسـان    قبلي مورد بررسي قرار مي

عملكرد كمپرسور  بررويديگري  ةنقطنبودن مقادير، به 
ر، راندمان و دبـي جرمـي از   و مقادير نسبت فشا بروند
 ند.شومربوط استخراج هاي نمودار

ربين جريـان ميـان تـو    رابطة سازگارياز  بااستفاده -14
اسـتخراج   )56( ةرابط ـموتـور   ةهسـت  فشار و نـازل كم
  :شود مي

 

)56(  ௠ሶ ೓ඥ బ்ఱ௉బఱ = 
௠೓ሶ ඥ బ்రఱ௉బర.ఱ ×

௉బర.ఱ௉బఱ ×ට బ்ఱబ்ర.ఱ     
  

଴ܲସ.ହ كه نسبت ଴ܲହൗ است.محاسبه شده  )56( ةاز رابط  

نسـبت  تـوان  مـي  )57( ةاز رابط ـ استفاده بااكنون  -15
  موتور را محاسبه نمود. ةفشار خروجي از نازل هست

  

)57(
05 05 04.5 04.5 04

04.5 04 04 03

03 013 02

013 02 a

    

       
        
       
     
     
     

a

P P P P P

P P P P P

P P P

P P P

 

  

  د.شومحاسبه مي )58( ةاز رابط ௉బమ௉ೌ كه نسبت
  

)58(଴ܲଶ௔ܲ = [1 + ௜ߟ ൬ߛ − 12 ൰ܯ௔ଶ]ംషభം  
  

شده در گام قبلـي   محاسبهاز نسبت فشار  بااستفاده -16
نازل، مقدار دبـي جرمـي    از نمودار عملكرد بااستفادهو 
آمده براي دبي جرمـي   دست بهدو مقدار  آيد.مي دست به

گيرنـد و   راحل قبـل مـورد مقايسـه قـرار مـي     نازل در م
 بررويديگري  ةنقطدرصورت يكسان نبودن مقادير، به 

ر، راندمان و دبـي  و مقادير فشا روند ميمنحني عملكرد 
  ند.شواي مربوط استخراج ميجرمي از نموداره

جرم ميان فن و نازل  رابطة سازگارياز  استفاده با -17
  شود:حاصل مي )59( ةفن رابط

)59(௠೎ሶ ඥ బ்భళ௉బభళ = 
௠ሶ ඥ బ்మ௉బమ ×

௉బమ௉బభళ×ට బ்భళబ்మ × ௠ሶ ೎௠  

  
 نتايج

 ،اســت قابــل مشــاهده )2( جــدول از كــه گونــه همــان
 قـرار  نظـر  مـد  ايسـتا  شرايط در نقطة طراحي اطلاعات

 نبـودن  دسـترس  در دليـل  بـه  فـوق  فرض البته. گيردمي
 درنظـر  اف 615 دبليو پي موتور نقطة طراحي اطلاعات

معمـول   طـور  بـه  كه است ذكر شايان. است شده گرفته
 پـروازي  شـرايط  در توربـوفن  موتور يك نقطة طراحي

نقطـة   اطلاعـات  نبودن دسترس در صورت در كه است
 شـرايط  اطلاعـات  از اغماض با توانمي موتور طراحي
 .نمـود  اسـتفاده  نقطة طراحـي  تحليل در موتور ايستاي
 مقـاطع  در و فشـار  دمـا  توزيع )2( در جدول همچنين
  .است شده آورده الذكرفوق موتور مختلف

   موتـور  نقطـة طراحـي   عملكـرد  تحليـل  منظـور  به  
ــي ــو پ ــات از اف 615 دبلي ــود ورودي اطلاع  در موج

  . شودمي گرفته بهره )3( جدول
 محفظة احتـراق (در حالت بدون وجود  )3(شكل   

ثانويــه) تغييــرات تراســت ويــژه را برحســب تغييــرات 
محورهـاي عمـودي و    برروي ترتيب بهنسبت فشار فن 

نشـان   كنارگذرافقي و براي مقادير متفاوت نسبت جت 
دهد. اين شكل با فرض عدد ماخ برابر صفر، نسبت مي

ورودي بـه   حـرارت  درجـه و  8فشار كمپرسـور برابـر   
كلـوين توليـد شـده     ةدرج ـ 1118توربين پرفشار برابر 

شود، در يـك  گونه كه در شكل مشاهده مي همان است.
نسبت فشار فن ثابت، با افزايش نسبت جت كنارگـذر،  

دليـل   يابد كـه ايـن واقعيـت بـه    تراست ويژه كاهش مي
-كاهش دبي جرمي عبوري از قسمت اصلي موتور مـي 

رف ديگر در يك نسبت جت كنارگذر معين، باشد. از ط
با افزايش نسبت فشار فن، تراست ويـژه ابتـدا افـزايش    

آرامي و با شيب خيلي كند شروع بـه   و سپس به يابد مي
نمايــد. همچنــين مقــدار تراســت ويــژه در كــاهش مــي

 310شرايطي كه موتور در حالت پايه قـرار دارد برابـر   
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شار فن 
ت فشار 
ر برابر 

 حتـراق 
د مـاخ    
 بـراي     
د. ايـن  

،دوت و نهم، شمارة 

نقطة طراحيسازي 
  .[12] ف

مقدار
6/20  ودي

93/0  پرسور
 8  ور
  ر
 

8/2
7/1

97/0  تراق
1106  رفشار

73/69  فشارم
92/0  وربين
9/0  ازل
99/0  ت

0 
 0  يا
)  JP4(  3323

 تغييرات نسبت فش
خ برابر صفر، نسبت
ي به توربين پرفشار

   ن

محفظة احجود 
 تغييـرات عـدد
ودي و افقـي و

دهدذر نشان مي

سال بيست 

سعات ورودي شبيه
اف 615ر پي دبليو

  پارامتر
هواي وروي جرمي 
تروپيك كمپن پلي

سبت فشار كمپرسو
كنارگذسبت جت

 نسيت فشار فن
محفظة احترت فشار 

 ورودي توربين پر
 ورودي توربين كم

تروپيك تومان پلي
دمان آيزنتروپيك نا

ندمان مكانيكي شفت
  عدد ماخ

رتفاع از سطح دري
ش حرارتي سوخت

  

ست ويژه برحسب
عدد ماخ اساس رب 

ورودي حرارت رجه
درجة كلوين 1118

  

 حالت بدون و
ست ويژه را با
حورهـاي عمـو

كنارگذت جت 

اطلاع  3جدول 
موتور

  رديف
دبي 1
راندما 2
نس 3
4 
5  

نس

افت 6
دماي 7
دماي 8
راندم 9
راند 10
ران 11
12 
ا 13
ارزش 14

تغييرات تراس  3ل
سبت جت كنارگذر

درو  8رسور برابر 

(در )4(شكل 
يه) تغييرات تراس

مح بـرروي  تيب
تير متفاوت نسب
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1702

و
1  

و
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1  
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3  

 
2  

1622

2545

140

شكل
و نس
كمپر

 
ثانويه

ترت به
مقادي

 ك

0ثانويـه برابـر
درصـد افـزايش 9

نسبت جـ 3/0
ش خواهد داشت
ت كـه موتـور

   مختلف موتور

مقدار ماد

଴ܲ, و15/288ܶ
101325

଴ܲଶ, و15/288ܶ
100310

଴ܲଵଷ, و25/314ܶ
110944

଴ܲଶ.ହ, 225و7/337ܶ

଴ܲଷ, ଴ܶ17/630و
362553

଴ܲସ.ହ, و38/847ܶ
401865

଴ܲସ, ଴ܶ1118و
319265

଴ܲସ.ହ, ܶ73/869
56937و

଴ܲସ.଼, و1206ܶ
274772

଴଼ܲ, ଴ܶ2/655264و

଴଼ܲ, ଴ܶ2/959576و

଴ܲଵ଼, ଴ܶ314263و

حاسباتي در مكانيك

ث قحفظة احتـرا
6/9دار تراسـت

ازاي افزايش  به
درصد كاهش 20 

ماني بيشـتر اسـت
  كند.كار مي
  

فشار در مقاطع و 
  اف 615ي دبليو

ن  ر

 ଴ܶك جريان آزاد

داي ورودي
 ଴ܶଶ 

 ورودي
଴ܶଵଷ  فشارم

 ورودي
଴ܶଶ.ହ  فشارر

محفظةودي
 ଴ଷصلي

محفظةودي
଴ܶସ.ହنويه

ودي توربين
 ଴ସر

ودي توربين
଴ܶସ.ହ فظة احتراق
ودي توربين

଼.଴ܶସهيثانو حتراق
روجي هسته
 ଴଼ ظة احتراق

روجي هسته
 ଴଼هيثانو حتراق

 ଴ଵ଼خروجي فن

  

كاربردي و محاوم 

مح در حالت با 
باشد كه مقـدي

ست و همچنين
ر، تراست ويژه
افت تراست زما

احترق ثانويه كا 

توزيع دما  2دول 
پي
پارامتر

ما و فشار استاتيك

دما و فشار كل ابتد
 هوا

دما و فشار كل
كمپرسور كم

فشار كلدما و 
كمپرسور پر
دما و فشار كل ورو

اص احتراق  

دما و فشار كل ورو
ثانو احتراق  

دما و فشار كل ورو
 پرفشار
دما و فشار كل ورو

محفبدون  فشاركم
هيثانو  

دما و فشار كل ورو
محفظة احفشار با كم

دما و فشار كل خر
محفظبدون  موتور

هيثانو  

دما و فشار كل خر
محفظة احبا  موتور

كل خ دما و فشار
 نازل

نشرية علو

)୒.ୗ୩୥و (
)୒.ୗ୩୥مي (

يافته اس
كنارگذر
اما اين ا
ةمحفظ

جد

رديف

د  1

2  
د

3  

4  

5  
د

6  
د

7  
د

8  
د

9  
د
 ك

10  
د

11  
د
 م
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  خضرپور

  
 و

خ برابر 

 حتـراق 
واحـد    
 رتيـب 

قــادير 
 نشـان  
 نسبت 

 8برابر 
شـاهده    
شـد بـا     

 ـ ش ران
دي بـه     
 معـين   
رانـش  

شده  رد
ـزايش  

 ةويـژ   
ت كـه    
ر نيـاز   
صــرف  

سيد سعيد خض -امي

نسبت فشار كلي و 
عدد ماخ براساس، 

   8/2ر برابر 

محفظة احجود 
رانـش بـا و ةويژ

تر بـه  فشار فـن  
قــي و بــراي مق
توربين پرفشار
ماخ برابر صفر،
شار كمپرسور ب
 ايـن شـكل مش
ـه غيرفعـال باش

ر ةسـوخت ويـژ  
ش دمـاي ورود
ك نسبت فشـار
ر ةسـوخت ويـژ    
وار دبي جرمي 

شار معين، با افـ
صرف سـوخت

ين علـت اسـت
بـالاتر حـرارت   

نــين مقــدار مص

فتح اله ا -فري پناه

  باشد.مي
  

برحسبت تراست 
فشار، به توربين پر

سبت جت كنارگذ
  

 حالت بدون و
صرف سوخت و
تغييرات نسبت
ي عمــودي و افق

ورودي به ت ت
با فرض عدد ما

و نسبت فش 8/2 
طور كه در مان

ثانويـه  احتـراق
ر فن، مصرف س

دليـل افـزايش بـه   
اما از يك ؛باشد

سـبت فشـار س
ا باعث افزايش
ر يك نسبت فش

، مصراقفظة احت
يابد و اين بدي

درجـهي توليـد
خت دارد. همچن

سعيد جعف 

منيوتن  6394ر

تغييرات  5شكل 
ورودي حرارت جه

صفر و نس

(در )6(شكل 
ت برحسب) را ௚௄يه) تغييرات مص

محورهــاي روي
حرار درجهوت

هد. اين شكل
ت كنارگذر برابر

د شده است. هم
محفظةشود اگر 

ش نسبت فشار
يابد كـهش مي

بمي ظة احتراق
عد، با افزايش نس

يابد زيراش مي
شود. دوتور مي

محفي خروجي 
افزايش مينيز ش

براي ظة احتراق
ــه ســوخ ــتري ب
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بت
بين
ت.
ـك
 ست
دار
ـلي
ـت
بت
ش

  
و
،
ر

 راق
ت 
ي و
 بـه
ـدد
يـد
ود،
 از
دار
ارد

برابر

درج

 
ثانويه

)௚௥௄௡.௦
بــرر
متفاو
دهمي

جت
توليد
شمي

افزايش
كاهش
محفظ
به بع

افزايش
به مو
دماي
رانش
محفظ
بيشــ

 ...ر

، نسـب8ر برابـر
رودي بـه تـورب

وليـد شـده اسـت
شود بـراي يـكي

 كنارگذر، تراس
كـه مقـد  اسـت

از قسـمت اصـ
 رانـش، از داكـ
ر براي يك نسب

 منجر بـه كـاهش

غييرات عدد ماخ و
،8ر كمپرسور برابر
فشاي به توربين پر

  ن

محفظة احتـرد
تغييـرا رحسـب

ورهاي عمـودي
ورودي ـرارت

ل با فـرض عـ
تولي 8/2برابر  ر

شول مشاهده مي
دماي خروجـي
بد. همچنين مقد
ت پايـه قـرار د

حتراق ثانوية موتور

فشار كمپرسـور
ور حرارت درجه

كلـوين تو ةج ـ
شكل مشاهده مي
يش نسبت جت

علـت آن ايـن 
جاي عبـور به 

وخت و ايجـاد
. از طرف ديگرد

زايش عدد ماخ
  

  

ت ويژه برحسب تغ
نسبت فشار اساس
ورودي حرارت رجه

درجة كلوين 1118
  

لت بدون وجو
بري تراسـت را

محو برروي يب
حـ درجـه ت فاو
دهد. اين شكي

كنارگذرت جت
كه در اين شكل
عين، با افزايش
يابت افزايش مي

 موتور در حالت

ي كاربرد محفظة اح

 فرض نسبت ف
دو  7/1ن برابر 
درج 1118 برابر 

ونه كه در اين ش
خ ثابت، با افزايش

عيابد و هش مي
 از جريان هوا،
و تركيب با سـو

نمايدر عبور مي
ارگذر معين، افز

شود.  ويژه مي

تغييرات تراست  4 
برا جت كنارگذر، 

درو  7/1 فشار فن 
8برابر 

(در حال )5(كل 
تغييرات نيـروي

ترتيب بهفشار كل 
 براي مقادير متف

فشار نشان مي پر
بر صفر و نسبت

گونه ك ت. همان
 نسبت فشار مع

، تراست احتراق
 در شرايطي كه

سازي    شبيه
  

شكل با
فشار فن
پرفشار
گو همان

عدد ماخ
ويژه كاه
بيشتري
موتور و
كنارگذر
جت كنا
تراست

شكل
نسبت
نسبت

شك  
ثانويه) 
نسبت ف
افقي و
توربين
ماخ براب

شده است
در يك
محفظة
تراست



  1397، و
 

  
غييرات 
صفر و 

7/1   

  
غييرات 
صفر و 

7/1   

فشـار  م   
توليـد   

شـاهده   

  
شده  حيح

،دوت و نهم، شمارة 

تغ برحسبتراست 
عدد ماخ برابر ص س

7ت فشار فن برابر 

تغ برحسبتراست 
عدد ماخ برابر ص س

7ت فشار فن برابر 

 پرفشـار و كـم
)23-28(لات 

قابـل مش )10و 

تصح (دبي جرمي 
شار)

سال بيست 

.  
  

ت ةويژرف سوخت
براساست كنارگذر،

و نسبت 8سور برابر 
  

ت ةويژرف سوخت
براساس، كنارگذرت 

و نسبت 8سور برابر 
  

هـايتوربين ةص
معادلا موجود در

و 9(هـاي  شـكل 

فشارتوربين كم ةص
نسبت فش رحسب

شود.مي رانش 

تغييرات مصر  7 ل
د ماخ و نسبت جت
نسبت فشار كمپرس

رات مصرتغيي  8 ل
د ماخ و نسبت جت
نسبت فشار كمپرس

مشخصني منح
از روابط م تفاده

 است كه در ش
  ت.

منحني مشخص  9ل
 بر
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رار
10 
 4ه

كـه
تـر

ت

و 

ــود
يه)
 را
اي
ـت
ـار
ـار
بـر
هده
يژه
 بـا
ش
ـت
ـور
خت

ةويژ

شكل
عدد
ن

شكل
عدد
ن

 
بااست
شده
است

  

شكل

 ك

ر حالت پايه قـر
0 ازاي افزايش

ف سوخت ويژه
دار در زمـاني ك

كمت ،بـرد ود مـي

 
تغييرا برحسبست

به توربين پرفشار،
8 كمپرسور برابر

8/2   

ـت بــدون وجــ
ثانوي ظة احتراق
)௚௥௄௡.௦با واحـد (

محورهـا برروي
وت نسـبت جـ
رض نسبت فشـ

فشـبه توربين پر
ار كمپرسور براب
ر شـكل مشـاه
نش و رانش وي
اشد و بنابراين

رانش افـزايش ةيژ
هش نسـبت جـ
مت اصـلي موتـ
 مصـرف سـوخ

حاسباتي در مكانيك

طي كه موتور در
 و همچنين به

 توربين، مصرف
شت كه اين مقد

ثانويـه سـو راق

تراس ةويژ سوخت
ورودي ب حرارت ه

صفر و نسبت فشار
8جت كنارگذر برابر

  
(در دو حالـ )8 

محفظو با وجود
رانش ب ةويژت

ب ترتيب به ماخ
ي مقـادير متفـاو
 اين شكل با فر

ورودي ب رارت
و نسبت فشا ين
گونـه كـه د مان

د ماخ كاهش را
باف سوخت مي
ويرف سوخت

 ثابـت بـا كـاه
گذرنده از قسـم
جر بـه افـزايش

كاربردي و محاوم 

 ويژه در شرايط
)௚௥௄௡.௦( 14/1بر 

ماي ورودي به
رشد خواهد داش

محفظة احتـرز 
    بود.

تغييرات مصرف س  
درجهت فشار فن و 

عدد ماخ برابر ص س
نسبت جت

و 7(هــاي ـكل 
ثانويه و  احتراق

ت مصرف سوخت
تغييرات عدد ب

 و افقي و براي
دهد.ر نشان مي

حر درجه، 7/1ر 
درجة كلوين 111

 شده است. هم
د با افزايش عد

ز افزايش مصرف
 عدد ماخ، مصر
 و در يك مـاخ
ر، دبي جرمي گ

يابد كه منجر مي

نشرية علو

سوخت
دارد برا
درجه د
درصد ر
سيكل ا
خواهد

6 شكل
نسبت
براساس

شـك  
محفظة
تغييرات
برحسب
عمودي
كنارگذر
فن برابر

18برابر 
توليد 8

شودمي
بيشتر از
افزايش

يابدمي
كنارگذر
افزايش



  خضرپور

 و شـده 
انـد.  ته

شـاهده  
 گرفتـه 
 ــالايي

 خطـا   
 رصـد، 
 ن امـر  

در  ـده 
نقطـة   

 نـدازه 
 ـزايش   
 شـكل 

 در كه 
 ـوردار  

  ور 

  ر قوي

سيد سعيد خض -امي

ش سـازي شـبيه  
قرار گرفت قايسه

مش )13(شـكل    
گ قـرار سـباتي)  

ــ اراي خطــاي ب
يابـد،مـي  زايش

در 90 بـالاي  ي 
. ايـنرسـد مـي   

شـد سـازي شـبيه 
در و اسـت  لي 
ا هر ولي ؛دارد 

ـاي مـذكور افـ
ش. باشـد مي ياس

دهدمي را نشان
خـوبي برخـ ت 

 تطبيق برحسب دو
  ي

دور فشار برحسب

فتح اله ا -فري پناه

مدل )14 و 13
 )GSP (مق مورد

سـمت راسـت ش
(خطاي محاسق 

ــايين رهــاي د پ
افز دور دازه كه

دورهـاي در كه ن
درصـد 20 از ر 

ش مـدل  كـه  ـت 
قبـول قابل دقت 

وجود زان خطا
خطـ يابد،مي ش

مقي اربرد روش
ر سوخت و دبي

دقـت از درصـد  

  

ت تراست و خطاي
محور فشار قوي

  

بي هوا و سوخت ب

سعيد جعف 

( هايشكل در
پي اس جي فزار
گونه كه در س ن

شود، معيار تطبيق
دور در كــه ت،
اند هر ولي ؛شد
اين تا شودر مي

كمتـر به خطا ر
اسـ ايـن  ةدهند ن

داراي بالا هاي
ميز كمترين حي

افزايش يا كاهش
كا دليل به كه ابد

و هوا دبي نيز )
90 بـالاي  هاي

  .ت

 

تغييرات  13شكل 

تغييرات دب  14كل
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يط
ــد.
ند.
ـور
ـان
ـار

 
 ب

 
ور

 
افنرم

همان
ش مي

اســت
با مي

كمتر
مقدار
نشان
دوره
طراح
دور
يامي

)14(
دوره
است

شك

 ...ر

شار (دبي جرمي
  فشار)

ر را در شرارسو
ــي ــان م ــنش ده
ادهشساز توليد

كمپرسـ ةشد حيح
پرفشـار نشـور

ات نسـبت فشـ
  دهد. مي يش

برحسبرسور كمپ
ار

تغييرات دو رحسب

حتراق ثانوية موتور

توربين پرفش ةشخص
نسبت ف برحسبه 

  

مشخصة كمپري 
ــاخ ن 58/0 و م

ستوسط كد شبيه
تصحبي جرمي

ت بـه دور محـو
تغييـر )12(كل

مايدور پرفشار ن
  

ة شد اصلاحجرمي
فشات دور محور پر

  

بر فشار كمپرسور
  محور پرفشار

ي كاربرد محفظة اح

منحني مشخ  10كل 
شده تصحيح

منحني )11(كل 
ــري 9500  مت

ت )12 و 11(ي 
تغييرات دبي )11
kg ب sൗ را نسبت
كه شك حال آن ؛

ور را نسبت به د

تغييرات دبي ج  11
 تغييرات

تغييرات نسبت  1
م

سازي    شبيه
  

شك

شك  
ــ اعارتف
ها شكل

(شكل 
برحسب

؛دهدمي
كمپرسو

شكل 

2شكل 
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  گيري نتيجه
آيد حاكي مي دست بهنتايج جديدي كه در اين پژوهش 

ــيكل  ــه س ــن اســت ك ــا از اي ــاي ب ــراقه ــة احت  محفظ
هـاي بـالاتر عملكـرد بهتـري     در سـرعت  اي مرحله ميان

ــه ســيكلنســبت  ــه  باتوجــه هــاي معمــولي دارنــد.ب ب
محفظـة  سيكل عملكردي موتور توربوفن با  هاي همطالع

هاي داراي توان اشاره داشت كه سيكلمي هيثانو احتراق
هـاي معمـولي   نسـبت بـه سـيكل    هيثانو محفظة احتراق

ت ) داراي تراسهيثانو محفظة احتراقهاي بدون (سيكل
گـذر بـالا، مصـرف    بالاتر و در نسـبت جـت كنار   ةويژ

تـر و آلـودگي كمتـري دارنـد و بـا      پايين ةويژسوخت 
 طـور  بـه افزايش نسبت فشار فن در آنها، تراست ويـژه  

گيري نرخ صعودي و مصرف سـوخت ويـژه نيـز    چشم
ــيكل  ــع س ــي دارد. در واق ــدي نزول ــارون ــذكوره  ي م

گذر آنهـا بـالا   وانند موتورهايي كه نسبت جت كنارت مي
و راندمان آنها را بالا ببرند.  ايندنمي باشند را پشتيبانمي
ها بـا كـاهش دمـاي ورودي بـه     كلي اين سيكل طور به

 ةويـژ توربين پرفشار باعـث كـاهش مصـرف سـوخت     
شوند. سـاير  سيكل و همچنين افزايش تراست ويژه مي

 توجـه  لازم بـه آورده شده اسـت.   )4(نتايج در جدول 
ي فشـار و دمـا  كه دماي خروجـي از تـوربين پـر    است

درسـتي تعيـين    بهبايد  هيثانو محفظة احتراقخروجي از 
  شده باشند.

سـاز و  د شـبيه نيز نتايج حاصل از ك )5(در جدول   
ترب با يكديگر موردمقايسه قـرار  افزار تجاري گسنرم

اسـتخراج   )5(گونـه كـه از جـدول     گرفته است. همـان 
جز در مقـدار مصـرف سـوخت     بهشود؛ مقادير خطا  مي

نـاچيز اسـت. از دلايـل اخـتلاف در مقـدار      ويژه بسيار 
سـاز  مصرف سوخت ويژه اين اسـت كـه در كـد شـبيه    

و در فشـار  در تمامي طـول موتـور   مقادير گرماي ويژه 
گونـه   فرض شده اسـت كـه در عمـل ايـن     ،ثابتحجم 

افزار تجاري هاي نرمنيست. همچنين يكي از محدوديت
 احتراقمحفظة سازي ترب اين است كه امكان شبيهگس

  ثانويه در آن وجود ندارد.

تراست و مصرف سوخت در دو حالت با وجود  ةرابط  4جدول 
  هيثانو محفظة احتراقو بدون وجود  هيثانو محفظة احتراق

  تراست ويژه مصرف سوخت

058/0  32/340 هيثانو محفظة احتراقبا  موتور 

049/0  436/310  
 محفظة احتراقبدون  موتور

هيثانو  

 

  
  افزار  نرمساز و  شبيههاي كد  خروجي ةمحاسب  5جدول 

  ترب گستجاري 

  خطا
 افزار تجاري نرم

  ترب گس
    سازكد شبيه

48/1% 6490  6394  Thrust (N) 

3/13% 1326/10  48/11  TSFC (
୥୰୏୒.ୱ) 

0 15/288  15/288  ଴ܶ (°K)  

0 101325  101325  ଴ܲ (Pa)  

0 15/288  15/288  ଴ܶଶ (°K)  

0 100312  100310  ଴ܲଶ (Pa)  

4/0% 05/339  7/337  ଴ܶଶ.ହ (°K)  

18/0% 170530  170225  ଴ܲଶ.ହ (Pa)  

54/0% 59/633  17/630  ଴ܶଷ (°K)  

123/0% 1364240  1362553  ଴ܲଷ (Pa)  

0 1118  1118  ଴ܶସ (°K)  

307/0% 1323313  1319265  ଴ܲସ (Pa)  

556/0% 09/852  38/847  ଴ܶସ.ହ (°K)  

3/1% 407108  401865  ଴ܲସ.ହ (Pa)  

1/4% 22/708  38/680  ଴ܶହ (°K)  

10% 186444  169375  ଴ܲହ (Pa)  

- -  258/671  ଴ܶ଻ (°K)  

- -  23/167104 ଴ܲ଻ (Pa)  

9/14% 186444  162264  ଴଼ܲ (Pa)  

62/15% 22/708  5/612  ଼ܶ  (°K)  

- -  12/87178  ଼ܲ  (Pa)  

- -  9/322  ଴ܶଵ଻ (°K) 

- -  95/144446 ଴ܲଵ଻ (Pa)  

2/11% 66/327  64/294  ଵ଼ܶ (°K)  

13/5% 147458  140263  ଴ܲଵ଼ (Pa)  

- -  84/75357  ଵ଼ܲ (Pa)  
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درخاتمه موارد زير نيز از پژوهش حاضر اسـتنباط    
  شود:مي
دقـت  هـاي متـوالي تودرتـو    حلقهاستفاده از روش  -1

بيني عملكرد موتورهاي توربـوفن  پيش برايرا  مناسبي
طراحي و تحليـل  در فاز  نشده مخلوطان محورة جري دو

  .نمايدفراهم مي
هـاي  دسترس نبودن منحني مشخصـه در به  باتوجه -2
گـذاري يكـي از   تور مذكور، استفاده از روش مقياسمو

ــرين روشمناســب ــا ت ــرايه ــي ب ــين منحن ــاي تخم ه
 باشد.عملكردي مي

ج از طراحـي  خـار خـط عمليـاتي   مقادير خطـا در   -3
بـت  آمـده و ثا  دسـت  بـه هاي همربوط به منحني مشخص

 باشد.گرفتن راندمان مي درنظر

 انـدازه  گذاري ضـرايب ثابـت هـر   در روش مقياس -4
هاي موتور مورد تحليل و منحني نقطة طراحياطلاعات 

باشـند، خطـاي   تر شده به يكديگر نزديك انتخابمرجع 
 يابد.سازي كاهش ميموجود در نتايج شبيه

  
 )N( تراست ܨ نسبت سوخت به هوا ݂ گرم موتوراجزاي  ௣௚ܥ سرد موتوراجزاي  ௣௔ܥ گرماي ويژه در فشار ثابت ௣ܥ سرعت ܥ سرعت صوت ܽ فهرست علائم

௕݂ 
ــوا در   ــه ه ــة نســبت ســوخت ب محفظ

 اصلي احتراق

௜݂௧௕ 
ــوا در   ــه ه ــة نســبت ســوخت ب محفظ

kj(ارزش حرارتي سوخت ℎ௉ோ )m( ارتفاع از سطح دريا ܪ آنتالپي ℎ ثانويه احتراق kgൗ( 

ሶ݉ ثانويه محفظة احتراق ܤܶܫ ௖ ଵଷ دبي جرمي ورودي كمپرسور ሶ݉ ௖ ଶ دبي جرمي ورودي فن  ሶ݉ ௖ ସ دبي جرمي ورودي توربين پرفشار  ሶ݉ ௖ ସହ  فشار كمدبي جرمي ورودي توربين  ሶ݉ ௢  دبي جرمي هواي ورودي)kg sൗ(  ܯ௢ دور موتور ܰ عدد ماخ  ௛ܰ௣ ௥௘௟ فشاردور نسبي محور پر  ௟ܰ௣ ௥௘௟ فشار ܲ  نسبت فشار كلي ܴܱܲ  فشار كم دور نسبي محور )Pa(  ଴ܲ فشار سكون)Pa(  ܴ௘௬ رينولدز  ܵ. .ܨ kgمصرف سوخت ويژه ( ܥ Nhൗ(  ܵܶ تراست ويژه )NS kgൗ(  ܶ  دما)°K(  
Thrust ) (ورودي به توربين حرارت درجه ܶܫܶ )ܰتراست°K(  ܶܵرانشويژة مصرف سوخت  ܥܨ )gr Kn. sൗ(  ଴ܶ دماي سكون)°K(  ଴ܶସ دماي ورودي توربين پرفشار )°K(  ଴ܶସ.ହ فشار دماي ورودي توربين كم)°K(  

  
∆  نسبت گرماي ويژه ߛ  كنارگذرنسبت جت  ߚ  علايم يوناني  ௕ܲ  ߟ  محفظة احتراقافت فشار௕  ߟ  محفظة احتراقراندمان حرارتي௖ ߟ  تروپيك كمپرسورراندمان پلي௙ ߟ  راندمان آيزونتروپيك فن௠ ߟ  راندمان مكانيكي شفت௡ ߟ  راندمان آيزنتروپيك نازل௧تروپيك توربينراندمان پلي  
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  دانسيته ߩ فشاركمنسبت فشار توربين ௧௟௣ߨ فشارپرنسبت فشار توربين ௧௛௣ߨ نسبت فشار فن ௙ߨ افت فشار اصطكاكي ورودي هوا ௠௔௫	ௗߨ نسبت فشار كمپرسور ௖ߨ ويسكوزيته ߤ

߬ఒି௕ 
نسبت آنتالپي مجموع گازهاي خروجي 
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  1397 ،دوسال بيست و نهم، شمارة   كاربردي و محاسباتي در مكانيك  علومنشرية 
  

  درون يك كانالجريان نانوسيال انتقال حرارت  بر اثرات تفرق حرارتي بررسي عددي و تحليلي

  )2(پارساامير بصيري     )1(وندسايه لها حبيب
  

 تفرق عناصر عنوان بهوذرات نتزريق نامختلفي از  هايآرايش با كانال يك داخل از نانوسيالجريان  حرارت انتقال حاضر ةمطالع در  چكيده
ايجاد تفرق يا پراكندگي  عواملترين  مهم يكي از عنوان به حضور نانوذرات در جريان سيال حرارت انتقال ةپديد در. استشده بررسي حرارتي،
، مركزي ةمنطقتوزيع در  صورت سه به كانال در نانوذرات همان ياحرارتي  تفرق عناصر توزيع ة. در اين پژوهش نحوشود مي شناخته حرارتي

 ةساد وضعيت يك براي تحليلي حل راه توسط نتايج اعتبارسنجي. استدرنظر گرفته شده و توزيع در كل كانال ديوار نزديكي ةتوزيع در منطق
مركزي كانال، عدد ناسلت و  ةمنطق در نانوذرات حضور. استشده انجام شده در مقالات گذشته، نين مقايسه با نتايج ارائههمچمسئله و 
 رفتار يك شده منجر به تزريق نانوذرات ضخامت افزايش ،مرزي آرايش براي اما ؛دهدافزايش مي صعودي شكل به هاي انتقال حرارت راويژگي
در بررسي  همچنين .آيدمي دست به تفرق عناصر براي ايبهينه ضخامت توزيع، اين در بنابراين ،شودناسلت مي عدد براي نزولي - صعودي

عدد  خطي اًتقريب افزايش منجر به برخلاف توزيع سهموي كه كه شودمشاهده مي ل،كل كانا شده در تزريقتوابع توزيع مختلف نانوذرات 
ترين  تر ضريب تفرق، افزايش عدد ناسلت رفتاري غيرخطي دارد كه مهم مقادير بزرگ يازا بهخصوص  به، در توزيع نمايي و شود ميناسلت 

 باشد.وجه تمايز اين دو تابع توزيع مي

 .نانوسيال;كانال;يتفرق حرارت;حرارتانتقال   ي كليديها هواژ

 
  

Numerical and Analytical Investigation of Thermal Dispersion Effects on the Heat 
Transfer of Nanofluid flow inside a Channel 

 
H.-O. Sayehvand   A. Basiri Parsa 

 
Abstract  In the present study the heat transfer of nanofluid flow inside a channel with different 
arrangements of nanoparticles injection (dispersive elements) is investigated. In the heat transfer 
phenomena, nanoparticles presence in the fluid flow is known as one of the most important factor for the 
thermal dispersion. In this work, the distribution of dispersive elements or nanoparticles in the channel is 
considered to be uniformly distributed in the central region and near the walls. The validation of results 
is verified by the analytical solution for a simple state of the problem and also by comparison with 
previous published papers. The presence of the nanoparticels in the center region, increase the Nusselt 
number and heat transfer characteristics with an ascending form. For the boundary arrangement, 
increasing the thickness of injected nanoparticles lead to an ascending-descending behavior for Nusselt 
number. Therefore in this distribution, the optimum thickness for dispersive elements is obtained. Also it 
can be seen that the presence of the nanoparticels with parabolic distribution increase the Nusselt 
number with a univocal form. For the exponential arrangement, especially for large values of dispersive 
coefficient, increasing the Nusselt number has a nonlinear behavior that is the most important distinction 
of these two distribution functions. 
Key Words  Channel; Heat transfer; Nanofluids; Thermal dispersion 
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 مقدمه 

ــياري از فر   ــرارت در بس ــد ح ــنعتي  اتولي ــدهاي ص ين
خارج شدن اين حرارت از  برايكه  استناپذير  اجتناب
و  كـن خنك عنوان بهاز جريان يك سيال  معمولاً سيستم

پديـدة   ،ديگـر  عبـارت  بهشود. استفاده مي ناقل حرارت
كنتـرل دمـاي سيسـتم و خـروج      بـراي حرارت،  انتقال

نظـر   نقطـه از حرارت مازاد نقش ويژه و مهمي را دارد. 
بازده انتقـال حـرارت   افزايش  منظور به تئوري و عملي،

هـدايت  دو عامل هاي حرارتي، در تجهيزاتي نظير مبدل
تي سيال حامـل انـرژي و ضـريب انتقـال حـرات      حرار
نقش اساسي را بر عهده دارنـد. بـا افـزايش     ،ييجا جابه

صنايع مختلف و نقـش انـرژي    ةزمينرقابت جهاني در 
 ةسـمت توسـع   بـه  شـدت  بهتوليد، اين صنايع  ةدر هزين

هاي حرارتـي بـالا   سيالات پيشرفته و جديد با شاخص
موردتوجـه   اخيـراً  هايي كهروند. يكي از روشپيش مي

افزودن نانوذرات فلزي و يـا   است، قرار گرفتهن امحقق
به سيالات پايه نسبت غيرفلزي با هدايت حرارتي بالاتر 

ذرات  افـزودن سوسپانسيون حاصـل از   نظير آب است.
شـود.  نانوسـيال ناميـده مـي    ،نانو به سيال پايه ةاندازدر 

دي البته افزودن ايـن ذرات باعـث بـروز مسـائل متعـد     
وب و عدم ازجمله ساييدگي و افزايش افت فشار و رس

هـاي اخيـر   شود. در سـال مي پايداري سوسپانسيون نيز
حـرارت  انتقال  بازده بررسي ةمطالعات متعددي درزمين

شـده از   گـزارش نتايج  است.در نانوسيالات انجام گرفته
انتقال حرارتي نانوسيالات توسـط مراكـز    افزايش بازده

با يكديگر متفاوت اسـت.  ن امحققف و تحقيقاتي مختل
حضـور   دراثـر  نانوسـيال افزايش بازده حرارتـي   ةمسئل

از  .شـود نانوذرات در دو ديدگاه متفـاوت بررسـي مـي   
سـيال  نانوثر ؤم ـافـزايش ضـريب هـدايت     ،اول ديدگاه
موجـب   با هدايت حرارتي بـالا  حضور نانوذرات دراثر

 گرددنانوسيال مي انتقال حرارت در توجهي قابلافزايش 
 ايجاد به در انتقال حرارت نياز توجه قابل افزايش و اين

 ييجـا  جابـه افـزايش قـدرت    براي را زياد اژقدرت پمپ

 افزايشكه  كند ادعا مي دوم ديدگاهاما . گرداندمنتفي مي
 مـؤثر انتقال حـرارت دراثـر افـزايش ضـريب هـدايت      

افـزايش   منظـور  بـه و  يسـت نگير  نانوسيال چندان چشم
بـه   باتوجـه ، انتقال حـرارت  ميزان موردنظر دربيشتر و 

با سيال پايه،  درمقايسهكاهش ظرفيت حرارتي نانوسيال 
افــزايش انتقــال  درنتيجــهو  افــزايش قــدرت پمپــاژبــا 

دسـت  مطلـوب  توان به شـرايط  مي ييجا جابهحرارت 
يي و جـا  جابـه انتقال حرارت  ]2[. ژوان و لي ]1[يافت 

لوله مطالعه كردند. نتـايج   داخل نو را درجريان سيال نا
افزايش ضريب انتقال حـرارت   ةدهند نشان آنهاآزمايش 

يي و عدد ناسلت بـا افـزايش عـدد رينولـدز و     جا جابه
تراكم حجمـي نـانوذره در جريـان توربـولانس اسـت.      

تـراكم   ات مـس بـا  نـانوذر استفاده از با آب،  درمقايسه
در عــدد ناســلت  %39موجــب افــزايش ، %2حجمــي

و  Al2O3نانوسـيالات   ]3[ويليامز و همكاران  شود. مي
ZrO2  ـ  افقـي بـا شـار     ةدر آب را در جريان داخـل لول

حرارتي ثابت بررسي كردند. آنها دريافتند كه در جريان 
ــولانس  3000)تورب Re 6300)   ــدد ناســلت ع

، )Dittus-Boelter( لتربـو -ديتـوس  ةرابط ـتوانـد بـا    مي
 ،در رابطــه جاگــذاري شــود نانوســيالوقتــي خــواص 

كند كه هيچ مكـانيزم   ميآيد. اين نتايج پيشنهاد  دست به
جديدي در انتقـال حـرارت بـراي نانوسـيالات وجـود      

ــا و همكــاران  ــدارد. رئ لات ااز نانوســي بااســتفاده ]4[ن
Al2O3  وZrO2  ةتوسـع در آب در جريان آرام در حال 

شده  اندازگيريگرمايي دريافتند كه اعداد ناسلت محلي 
ت دارد. نتايج آنهـا در  قاز آزمايش با نتايج تحليلي مطاب

ي مشـابه  دهد كه نانوسيالات رفتار ميجريان آرام نشان 
دهند. فتوكيان و  ميهاي همگن از خود نشان  با مخلوط
يي و افت فشـار را  جا جابهانتقال حرارت  ]5[اصفهاني 

ــق آب در  ــيال رقي ــان    و نانوس ــس در جري ــيد م اكس
آزمايشگاهي مطالعه كردند. نتايج  صورت بهتوربولانس 

دهـد كـه مقاومـت در برابـر     نشان مي آنهاهاي  آزمايش
جاري شدن حتي در تراكم پايين نـانوذرات نسـبت بـه    

تئـوري بونگورنـو    ةرابط ـگيـر اسـت و    سيال پايه چشم



  امير بصيري پارسا - حبيب اله سايه وند    ...بر انتقال تحليلي اثرات تفرق حرارتي و بررسي عددي
  

23  

ند. پـاك و  ك مي ينيب پيش خوبي بهنتايج آزمايشگاهي را 
 -هـاي آب  نانوسيالانتقال حرارت و اصطكاك  ]6[چو 

اكسـيد تيتـانيوم را در لولـه     دي –اكسيد آلومينيوم و آب
هاي آنهـا   آزمايشگاهي مطالعه كردند. آزمايش صورت به

يي در تراكم جا جابهنشان داد كه ضريب انتقال حرارت 
ت. اس بيشتراز سيال خالص  %12 ميزان به، %3حجمي 

ــالي اســت  ــن در ح ــه اي ــزايش  ك ــماف ــر چش در  يگي
 . بيانكوگيردصورت ميويسكوزيته نسبت به سيال پايه 

يي اجباري در لوله را در جريان جا جابه ]7[و همكاران 
 ياز روش آنهاروش عددي مطالعه كردند.  بهولانس تورب
سازي عددي استفاده كردند و  و دوفاز براي شبيه فاز تك

شده دارد. بهزادمهر  ارائهنتايج آنها توافق خوبي با روابط 
يي اجبـاري را  جـا  جابـه انتقال حـرارت   ]8[و همكاران 
اكسيد  -اي در محيط نانوسيال آبدايره ةلولدرون يك 

ي دوفـاز ي و فـاز  تـك با دو روش  )Water/Cuo( مس
ايج تحليـل  مطالعه كردند. آنهـا گـزارش كردنـد كـه نت ـ    

تر اسـت.   هاي آزمايشگاهي نزديكي به نتايج دادهدوفاز
آرگون در سال سسه ؤمدر  ]9[درعوض يو و همكاران 

 منظـور  بـه بندي عنـوان كردنـد كـه     جمعدر يك  2011
يي در جريـان  جـا  جابهضريب انتقال حرارت  بيني پيش

توان نانوسيال هاي پايين نانوذرات، ميدر تراكم آشفته و
هـاي   تئـوري گرفـت و از   درنظـر را يك محيط همگن 

  انتقال حرارت استفاده كرد.  ةي براي محاسبفاز تك
كـه   روديانتظار مگرفته  صورتمطابق با تحقيقات   

سـرعت   شيافـزا  دراثـر انتقال حرارت در نانوسيالات، 
 يبــا حركــت براونــ مـرتبط  ياختلاطــ اتاثــر ناشـي از 
 اصـطلاح در اختلاطي اتاثر نيا .دبيشتر شو ،اتنانوذر

 ـ يا تفـرق  ياثر پراكندگ عنوان به  شـناخته ] 10[ يحرارت
دليل وابستگي اين پراكندگي حرارتي بـه   لذا به ؛شود يم

حضور نانوذرات، به اين ذرات ريز معلق در سيال پايـه  
دراصطلاح ترمـوفيزيكي عناصـر پراكنـدگي يـا تفـرق      

كه از اينجا به بعد، لازم به ذكر است  گويند. ميحرارتي 
در متن اين مقالـه مقصـود از اصـطلاح عناصـر تفـرق،      

از  يگـر يد يهـا جنبـه باشد. بررسي همان نانوذرات مي

تـوان در  يرا م حرارتي در نانوسيالات ياثرات پراكندگ
 ـافـت ي] 16-11[ ري ـاز آثـار اخ  يبرخ ] 17و ژوان [ ي. ل
 ـدر داخل  يرفت هم حرارت انتقال در %60 شيافزا  كي

 شيافـزا  نيا را گزارش كردند. نانوسيالبا  شدهكانال پر
 ـ ي يا تفرقدهد كه پراكندگينشان م توجه قابل  يحرارت
 ـانتقال حـرارت در داخـل جر   يبرا ياصل سميمكان  اني
 جديد پيدا كـردن روش ديگـري   است. چالش يرفت هم
 .اسـت  كننـده  خنـك  يهـا  سـتم يسبهبود عملكـرد   يبرا

يي در داخـل  جـا  جابـه نين افزايش انتقال حـرارت  همچ
كانال از طريق كنترل اثرات تفرق حرارتي توسط خالـد  

  مورد تحليل قرار گرفته است . ]18[ و وفايي

و  فازي تك ديدگاه دو ]19[و همكـاران  ي نظر هاش  
 دوبعدي كانال يك داخل در حرارت انتقال در دوفازي
 طور هب را ثابت ةديوار دماي با متخلخل ةمادبا  پرشده

اثرات تفرق  همچنين .اندقرار داده بررسيموردجداگانه 
 ةصـفح حرارتي جريان نانوسيال غيرنيـوتني روي يـك   

بررسـي   مورد ]19[عمودي توسط كامسباران و سيباندا 
  قرار گرفته است.

ــردر    ــق حاضـ ــتحقيـ ــرا ي، روشـ ــزا يبـ  شيافـ
ــاي شاخصــه ــرارت از طر ه ــال ح ــانتق ــتفاده از  قي اس

 شـنهاد يمناسب پ يحرارت يبا خواص پراكندگ الينانوس
 ـا اسـت. قـرار گرفتـه    لي ـو تحل هيو مورد تجز شده  ني

تـوان بـه دو   افزايش در انتقال حرارت نانوسـيال را مـي  
 كي انتخاب ةروش خاص كنترل كرد. روش اول بر پاي

 شده در داخل كانال پخشنانوذرات  يمناسب برا عيتوز
ــي ــي   ؛باشــدم ــرق حرارت ــرات تف ــرل اث روش دوم كنت

نانوذرات از طريق تزريق جزئي ذرات نانو با دو آرايش 
كنتـرل   همچنين باشد.تزريق مركزي و تزريق مرزي مي

اثرات تفرق حرارتي و درنهايت ميزان انتقـال حـرارت   
شـده   ذكرگرفته در نانوسيال علاوه بر دو روش  صورت

 خـواص  ،راتنـانوذ  ةانـداز  همچـون به عوامل ديگري 
همراه بـا   يسيمغناط يروهاينفيزيكي نانوذرات، حضور 

 يروهاياز مركز و ن زيگر يروهاين، يسينانوذرات مغناط
 يك ـيالكتر بـاردار ات نـانوذر همـراه بـا    كيالكترواستات
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توان  يم را نانوذرات از يمختلف يهاعي. توزبستگي دارد
 دست بهفوق  يها از روش اتي متفاوتبياز ترك بااستفاده

تر مانند نـانوذرات   چگالمثال، نانوذرات  عنوان به .وردآ
 ـتـر تما  بزرگ ةبا انداز ذرات ايمس و  در  قي ـبـه تعل  لي

 ـا بـا . مبـرد را دارنـد   ةمادتر در  نييپاارتفاعات  حـال،   ني
 ـماننـد نـانوذرات كـربن و     تركم ينانوذرات با چگال  اي

در ارتفاعـات   تعليـق به  ليتما تر كوچك ةانداز با ذرات
 ـ يها محلولتر مانند  چگال عاتيما الاترب و فلـزات   يآب
 ـ يخواص پراكندگ ب،يترت نيا به ؛را دارند عيما  يحرارت
از مركز  زيآورد. اثرات گر دست بهتوان يم را همگنريغ

 ـ يخواص پراكندگ ديبه تول ليتما در  ي متمركـز حرارت
 ـ را دارد از مرزها يكيحداقل  يكينزد  ي. حركـت براون

 يخـواص پراكنـدگ   معلق موجب افزايش مويين محيط
 يهـا  دسـتگاه صفحات  يكيدر نزد خصوص به يحرارت
 ـتـوان آن را بـا    يو م ـشود يم كننده خنك  سـتم يس كي
آوردن هرگونـه خـواص    دسـت  بـه  يمناسب برا قيتعل

  .استفاده كرد ازيموردن يحرارت يپراكندگ
انتقـال حـرارت در داخـل     در اين تحقيق، افزايش  

 ـ خــواص  همـراه بـا   مبـرد  عيكانـال پرشـده بـا مـا     كي
 بـات يشـود. ترت يم ـ ليتحل ي مختلف،حرارت يپراكندگ

 ـنـانوذرات و   يمختلف برا  درنظـر عناصـر پراكنـده    اي
 همان اينانوذرات  در يك آرايش خاص، .شودمي گرفته

مركـز   يك ـيدر نزد كنواخـت ي صورت بهعناصر پراكنده 
آنهـا   گـر، يد شيرااست. در آشده عيتوز باتيكانال ترت

. انـد شده عيكانال توز ي مرزكيدر نزد كنواختي طور به
 شكل به مناطق مربوطه ي هر كدام ازبرا يمعادلات انرژ

عدد ناسلت و  يبرا نتايج عددي. بعد درخواهند آمد بي
لازم به ذكر اسـت   ارائه شده است. حرارت درجهتوزيع 

ســازي و  مــدلگيــري از  بهــرهحاضــر بــا  ةمقالــكــه در 
هـاي   جنبـه ، ]18[خالـد و وفـايي    ةمقالمعادلات حاكم 

و توجـه   اسـت  مستقلي از مسئله موردتوجه قرار گرفته
هـاي  و بررسي دقيق توزيـع  به پارامترهاي فيزيكي مهم

 مختلف نانوذرات، هدف كار حاضر بوده است.

موجود در اين  هاي ازجمله نتايج مستقل و نوآوري  

بررسـي تغييـرات عـدد ناسـلت روي     بـه  توان مقاله مي
بررسي اثرات  همچنينديواره در طول كانال اشاره كرد. 

 بعـد  بـي ضخامت منطقه تفرق حرارتي بر توزيع دمـاي  
در دو آرايش مركزي  حرارتي يافتة ناحية توسعهعرضي 

ات عـدد پكلـه بـر    تـأثير تـر بـه   و مرزي و توجه دقيـق 
ايـن   ديگـر  ةبرجسـت هاي حرارتي مسئله ويژگي ويژگي

حاضر به بررسـي اثـرات    ةمقالدر  باشد. ضمناًمقاله مي
كسر حجمي عناصر تفرق (نانوذرات) و ضريب تفـرق  

 يافتـة  ناحيـة توسـعه  حرارتي بر عدد ناسلت ديـواره در  
براي سه تـابع توزيـع يكنواخـت، سـهموي و      حرارتي

  نمايي نانوذرات پرداخته شده است.
  

  سازي رياضي مدل
و طـول   2hارتفـاع   هب يداخل كانال دوبعد سيال انيجر
B محور شودگرفته مي درنظر .x  يدرامتداد خط مركـز 

شـود  عمود بر آن فـرض مـي   درجهت yمحور و كانال 
 ـ توانديكه م سيال عبوري. )1(شكل   اليس ـ صـورت  هب

 با خواص يوتنين يك سيال ،باشد نانوسيال ايخالص و 
 ـ تيجـز هـدا   به(متوسط ثابت   ةمحاسـب  بـراي ي حرارت
كه با دمـاي   است شدهي) فرض حرارت ياثرات پراكندگ

1T شار گرمايي يكنواخت و ثابـت  . شودوارد كانال مي
q  در  يانـرژ  ةمعادلشود. كانال اعمال مي ةديواربه دو

  :]18[ زير است صورت بهاين شرايط 
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 ـ تفـرق دهد كـه  ينشان م نيادهد. افزايش مي  يحرارت
انتقال حـرارت در داخـل    شيافزا يبرا ياصل سميمكان

اسـت.   يرفت ـ هـم  طيدر شـرا  اليكانال پرشده با نانوس ـ
صورت  ريز بعد بيي رهاي) با متغ1ة (معادل سازيبعد بي
  :]18[ گيردمي
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  خواص ترموفيزيكي سيال پايه و نانوذرات  1جدول 

 (مس)نانوذرات (آب)سيال پايه ويژگي فيزيكي 
( / )k W m K 0.6 391 
( / )Pc kJ kg K  4.192 0.398 

3( / )kg m  997.1 8933 
 

 تـأثير تحـت   اليس ـحجم از  يبخشدر اين تحقيق   
ي وابسـته بـه ذرات معلـق نـانو     حرارت يپراكندگ اثرات
تنهـا   گـر يكـه بخـش د   يدرحـال  شـود، گرفته مي درنظر
ــارزتر اليســ يحــاو ــرا روش نيخــالص اســت. ب  يب

 ـآوردن توز دسـت  به  ةپراكنـد عناصـر   يخـاص بـرا   عي
مويين هادي روي  ةيافت گسترشداشتن سطوح  ،يحرارت

 يكـاف  ةانـداز  ساختار به نيحجم اصفحات كانال است. 
 ي ميـدان بـرا  يسـهمو  توزيـع  كوچك است كه فرض

ــر اســت. چ هــمســرعت  ــان معتب ــينن خــواص  ،همچن
تـوان بـا داشـتن    يم ـ را همگـن  ريغ يتحرار يپراكندگ

مختلـف   يهااندازه ايمختلف و  يهانانوذرات با تراكم
تـر  نيعناصـر پراكنـده سـنگ    اي آورد. نانوذرات دست به
 ـتما يگرانش يروهاين ليدل به  نزديـك بـه   تعليـق بـه   لي

 ـ كـه نـانوذرات   يدرحـال  دارند، ينييپا ةصفح عناصـر   اي
 ـتما شـناوري  يروهـا يعلـت ن  به ترپراكنده سبك بـه   لي

ــالا ةصــفح بــه تعليــق نزديــك ــدب ــا  .يي را دارن دادن ب
ــهخاصــيت مغناطيســي  ــدان ذرات ب ــانو و اعمــال مي  ن

يـا  عناصـر پراكنـده   تـوان  ميمناسب  ي متمركزسيمغناط
كانـال   هـاي  ديوارهي كيدر نزد شتريبرا  اتنانوذر همان

 ةتفـاوت در خـواص پراكنـد    ب،يترت نيا به. متمركز كرد
 ة. خواص پراكندآيد دست به دتوانيم الينانوس يحرارت
مختلف  يهااز روش بااستفادهتواند يمناسب م يحرارت

 .آيـد  دسـت  بـه  )5-3و توسـط معـادلات (  بحث شـده  
 يبخـش شـامل پراكنـدگ    يبـرا  بعـد  بـي ي انـرژ  ةمعادل
  زير است:  شكل بهات) نانوذري (حضور حرارت
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 ـ  يدرحال  اليس ـ يحجـم حـاو   يبـرا  يانـرژ  ةكـه معادل
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توزيــع پركــاربرد در ايــن زمينــه شــامل توابــع  دو  
 است زير صورت به سهموي توزيع و نمايي سهموي و
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 هر براي حجمي متوسط كسر داشت كه بايد توجه  
 0برابـر   eD  و cDمقـادير   بـه  توجـه  توزيع بدون

 آوردن دسـت  بـه  ايـن پـژوهش   اهـداف  از يكـي . است
ــاديري از  ــت eDو  cDمق ــه اس ــداكثر ك ــال ح  انتق

  .كند توليد كانال داخل در حرارت را
) تحـت شـرايط   11و  10با حل معادلات حـاكم (   

 را توان توزيع دماي داخـل كانـال  مي )13و  12(مرزي 
) كانـال  ةديوارآورد. دماي متوسط روي  دست به )W 
  باشد:محاسبه مي زير قابل ةرابطاز 
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)دماي حجمي متوسط  همچنين )m  در هر مقطع
X شود: زير محاسبه مي ةكانال از رابط  
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در هر مقطـع از   ديوارة كانالبنابراين عدد ناسلت روي 
X  آورد:  دست بهزير  شكل بهتوان  ميرا  
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ــدر    ــر  ةرابط ــرارت    chاخي ــال ح ــريب انتق ض
روي صـفحات كانـال اسـت و    بريي جا جابه w X 

 از كانال است. Xدماي صفحات كانال در هر مقطع 

  
  روش عددي

حـل   بـراي روش عددي مورد استفاده در ايـن تحقيـق   
اسـت.   معادلات ديفرانسيل حاكم، روش تفاضل محدود

سه نقطه ي از تفاضل مركز بااستفاده )10و  9(معادلات 
 يبـرا  (Backward) تفاضل رو به عقب و Yدرجهت 

 درنتيجـه . شـوند مـي گسسته  Xدما درجهت  انيگراد
Xدر  ياز معـادلات جبـر  قطـري   هس ستميس X  

 ]22[الگـوريتم تومـاس    از بااستفاده شود كهحاصل مي
از  Xي متـوال  ي مقاديرروش برا حل خواهد شد. اين
يـافتگي گرمـايي و    توسعهشرايط تا ناحيه ورودي كانال 

. يابــدادامــه مــي درســب Bمقــدار  بــه Xكــه  يزمــان
نيـز عنـوان شـد، در     كه قبلاً طور همانذكر است  به لازم

معادلات حاكم بر مسئله پروفيل سرعت در داخل كانال 
و از آنجا كه حجم عناصر  است دهشيافته فرض  توسعه

تـوان   مـي تفرق بسيار كوچك است پروفيل سـرعت را  
  گرفت. درنظر) 2ة (سهموي و معادل شكل به
 

دستگاه معادلات غير خطـي حـاكم بـر      .شبكه ةمطالع
در محـيط   ،از روش تفاضـل محـدود   بااسـتفاده ، لهئمس

و بـا الگـوريتم ضـمني     (Fortran)برنامه نويسي فرترن 
هـاي   جـواب بررسي اسـتقلال   منظور بهاست. حل شده 

از  بااسـتفاده حل، معادلات حـاكم   ةشبكآمده از  دست به
شـبكه بـر پارامترهـاي     تـأثير چندين شبكه حـل شـد.   

گرفـت. اگـر تعـداد     دقت مورد بررسي قـرار  بهمختلف 
و تعـداد   NXبا  Xتقسيمات شبكه درجهت محوري 
داده نشان  NYبا  Yتقسيمات شبكه درجهت عرضي 

NX* يازا گاه به آن شود NY   تـوان حـل   مختلـف مـي
 )4(نمونـه در شـكل    عنـوان  بـه معادلات را انجـام داد.  

)حرارتي  يافتة ناحية توسعهپروفيل دما در  50)X  با



  ي پارسا

 چنــين

رايـش  
زيـر   ت 



3

0





w

w




 




3

Λ

 



w

w

X

Y




  

در هـر  
   بود: 

3 

fdNu

   

 ةمقايس
سـنجي   

انجـام       
 نتـايج   
ر عـدد   
 حرارتي

ختلـف    
ســت. 
وب و     
 دقـت  

امير بصيري - يه وند

k
A

k
   همچو

براي آر )21و  2
صـورت بـه ) 12

  
  




2

3

,

1.5

1.5

Y Λ 




 

   



nf

w m

X X Y

X X

Y

A




  
  

 3 2

,

1.5

1.5

1




  



f

m

X X Y

X X

A

A

Y




د ديـوارة كانـال  
زير خواهد رت

 

 3 2

1

1.5




  

w mX

A

 

شده و م انجامي 
متنـاظر، اعتبارس
تلاف محـدود

دقيقي بـين ةس
ضريب تفرق بـر

ح يافتة ة توسعه
راي مقـادير مخ

ه شــده است ارائــ
فـق بسـيار خـو
كي از صحت و
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حبيب اله سايه 
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از حل تحليلي ه
دي در حالت م
ـل عـددي اخـت

مقايس )5(شكل 
ض تأثيري براي 
ناحيةدر   كانال

بـرن يكنواخت 
كــزي نــانوذرات

شـود تواده مي
كه حاكي ردود دا

ي مورد استفاده

بــا تعريــف 

 معادلات ديفران
و 2زي (شكل 

   هد بود:

(

 
2

2
,  

1



A

  (
 2

,
1 

بنابراين عـدد ن
در اين Xع از

(   21 

بااستفادهاكنون 
ا نتايج حل عد
ج حاصل از حـ

. در شهد گرفت
 عددي و تحليلي

ديوارةت روي 
( 5X و جريان

در آرايــش مرك
كه مشاهد طور ن

ي بين آنها وجو
سب روش عددي
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آن با
نتايج
خواه
حل

ناسلت
50)

 
همان
دقيقي
مناسب

 ...بر انتقال ي

براي جريـ عت
ز كل عرض كان

شود وقتي تعد ي
شود، ديگگره مي
شـده نـدار نجام
حـ ةشـبك  نـوان

  شبكه

  ي نتايج
اي از ايـشـده  ده
هيــدروديناميك ه

باشــ 1Uــه
زير ساده خواه

2

2
nf
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Y

 

رات تفرق حرارتي

سر ي ميدانبرا 
ق (نانوذرات) از
ست. مشاهده مي

1000ز 100 گ
اي در حل تأثير

1000 10  عن بـه

  

مطالعه و انتخاب ش
 

 و اعتبارسنجي
سـا خـاص و

ــه ن توســعه يافت
ــ كـ طــوري هال ب

صورت به )11 

 




0

1

p

f p

ck

k c







  

تحليلي اثرا و عددي

ب يسهمو وزيع
كه عناصر تفرق ي

ند، داده شده اس
ي شبكه بيشتر از
تر كردن شبكه 

00 ةشبك يك 

   شده است.

م  4شكل 

حل تحليلي
گرفتن حالت ر

ــان  شــامل جري
ــا ــت درون كان

و 10(ت حاكم 

 

nf

p f







بررسي عد
  

تو فرض
درحالتي

گذرنمي
هايگره

تر ظريف
براينبنا

انتخاب

درنظربا 
مســئله
يكنواخــ
معادلات

  شد:

)20( 

)21( 
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ي رارتــ

ده بـه  
گرفتـه  
خـالص   
 مـورد    
داختـه  

  
ناسلت 

  ي

رضـي    
مقادير  

 اعـداد  
 انتظار 
حضور 
 كانال، 
ت كـم   
ـزايش       
ي شار 
داشـته      

ناحية  
ــالص 
كلـه از     
 وسـيال   

،دوت و نهم، شمارة 

حر يپراكنــدگ 
چسبيد شكل ليط

گ درنظـر  l ـان 
حضور سـيال خ
ل و بحـث در

پردخـل كانـال     

عدد ن عدد پكله بر 
راي آرايش مركزي

وزيـع دمـاي عر
ازاي به حرارتي
)وذرات  ) و

كه طور همانت. 
ح ةناحيضخامت 

هايه به ديواره
شـدت هلاف دما ب

ر نـانوذرات افـ
به شرط مرزي ه

رونـد كاهشـي د
رها در مرز بين

ــيال خـ ضــور س
ـزايش عـدد پك
ي عرضـي نانو

سال بيست 

 شــامل اثــرات
مستط ةمنطق دو 
كسـيارتفـاع  ـا   
مانده شامل ح ي

تحليـلبـه  سمت 
ع نـانوذرات داخ

تأثير عددي براي
بر يافته ناحية توسعه
  

تو )7( ر شـكل 
ح يافتة توسعهية 

نانو حية تزريق
 داده شده است
كل با افزايش ض
 شدن اين ناحيه

يا همان اختلا د
مسـتقيم حضـور

باتوجه است كه
ف دمـا بايـد ر
ت شيب نمودار

ــة حض) و  ناحي
بـا افـ همچنـين 

80fPe دمـاي

منطقــه)، 3 كل
تنها در وذرات)

هاي كانـال بـ ره
باقي ةناحيشود و

شد. در اين قس
ج اين دو توزيـع

  .شود

نتايج ةمقايس  6ل
ندر  ديوارة كانال

د  .يع مركـزي 
ناحيل كانال در 

نالف ضخامت 
نشانمختلف  ة

رود و مطابق شك
ذرات و نزديك

بعد بيفيل دماي 
شود زيـرا اثـر م
يب انتقال گرما

اي ثابت، اختلاف
تفاو همچنيند.
ــانوذر رق ات)(ن

ه اسـت.  توجه 
2fPe  00به
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ق
ي

ـل
18[ 
ـدد
 رتي
ش
 ـ  ةل
. ت
ـيار
ت و
رار

ـئله
 ـل
 عيز

2 l 
ي رت

يال
  زي

شــك(
(نانو
ديوار
ش مي
با مي

نتايج
ش مي

شكل

توزيع
داخل
مختل
ةپكل
رمي

نانوذ
پروفي
شمي

ضريب
گرما
باشد
ــر تف
قابل
250

 ك

ضريب تفرق تأثيري
حرارتي براي يافتة ه

شـتر، نتـايج حـ
8[خالد و وفايي

عـي تغييـرات
حرار يافتة وسعه
در آرايـش حرارتي
شده در مقا رائه

رائـه شـده اسـت
ـود توافـق بسـ
دارد كه صـحت

قرييد أتش مورد

  ث
 حـل ايـن مسـئ

پروفيـ فـرض و
در توزاست.  ده

lارتفاع  به شكل

حرار يپراكندگ
ل حركـت سـي

ــتوزدر ــرز عي م

حاسباتي در مكانيك

ددي و تحليلي براي
توسعهناحية در  ال

  رايش مركزي
  

اعتبارسنجي بيش 
خ ةآمده از مقال 
آمده برا دست به
ناحية تودر  نال

تفرق ح ةمنطق 
انتايج با  قايسه

ار )6( در شـكل
شـشكل ديده مي

ن نتايج وجود د
ر را بيش از پيش

  
ل نتايج و بحث

ذكر شد، )2(ش 
وت نـانوذرات

انجام شد سرعت
ش ليمستط يا طقه

اثرات ل شامل
مانـده شـامل اقي

ــ ــوديــه م د .ش

وم كاربردي و محا

نتايج عد ةمقايس  
ديوارة كانا ناسلت 

آر

منظور به مچنين
دست بهبا نتايج 

بنتايج . شودمي 
ديوارة كان روي 

(X ضخامت با
درمق،  نانوذرات
، د]18[ وفـايي  

كه از اين شك ور
 نزديكي بين اين
ل عددي حاضر

   

تحليل
كه در بخش ور

و توزيـع متفـاو
سر ي ميدانبرا ي

منطق)، 2 شكل (
ي كانالمركز خط

بـا ةناحيو  ت)
ــ درنظــرص  گرفت

نشرية علو

5شكل 
برعدد

هم  
حاضر ب
مقايسه
ناسلت

X 50)

مركزي
خالد و
طو همان

دقيق و
دقت حل

دهد.مي

طو همان
براي دو
يسهمو
مركزي
حول خ

انانوذر(
ــالص خ



  ي پارسا

ـاهش  
 ـراد    اني

 fPe 
 ينـدگ  

ر عــدد 
) رتـي 

 ازاي ـه 

  
خامت 

  ي 

ييـرات    
لـذا   ،د  

 رفتـار   
كـه در  
 بـراي     

بــدون  
fPe  

متوسط 
رتيـب  

متنـاظر  

امير بصيري - يه وند

، كـ عـدد پكلـه  
اسـت كـه گر ن

با افزايش  ريان
اثـرات پراكن ش   

بــر C* تفـرق  
حرا يافتة توسعه

)ية تفرق ) بـ
  . است 

ي، عدد پكله و ضخ
براي ديوارة كانال د
  

ش نيـوتن، تغيي
عكـس دارنـد ة

ناسلت عكـس
ك طـور  همـان و  

ت روي ديـواره
 تقريبــاً 0.2 از 

670ار بـراي    

تغييرات دماي م
fPe 22  تر بـه
  شود.  مي

مت )7(ير شـكل  

حبيب اله سايه 

مستقيم افزايش
 ـا ليدلست.  ني

خط مركزي جر
 موجـب كـاهش

ضــريب تــأثير 
ناحية ت كانال (

ناحيف ضخامت 
نشان داده شده 

ريب تفرق حرارتي
بعد بيماي متوسط

آرايش مركزي
  

سـرمايش ةرابطق 
ةدمـا رابط ـ يان 

 تغييرات عدد ن
باشـد و )7(كل  

م عـدد ناسـلت
متــرك ــادير 

ايـن مقـد كـه  ي
مرز ت همچنين 

fPe 1  200و

شروع 0.58و  0
با مقادي ي دقيقاً

م ةيگر نتيجف د
د گراديان دما ا

ي خكيدر نزد ي
كـه يابـد  ميش
  شود.يم يرت

)9(در شـكل  
ت در خروجي
ي مقادير مختلف

مختلف ةپكلد

ات ضرتأثير  8كل
تفرق بر د ةمنطق

ازآنجاكه مطابق
 ناسلت با گراد

رود روندر مي
يان دما در شـك

نيز ديديم )8(ل
fPe 2 در مقــا

يحالر است، در
است. 0.37  باً

1340 حه بـراي 

0.5از اعداد  وداً

اين اعداد مرزي
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ش
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طرف
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كاهش
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ناسلت
براي
اعداد

شك

 
عدد
انتظا
گراد
شكل
250

تغيير
تقريب
صفح
حدو

 

 ...بر انتقال ي

زيـاد ميـزان  بهل
ه كـاهش ضـري

  ت.
بـ C* تفـــرق

ي مقـادير مختلـف
مختلـف داد پكلـه

شـود دمـاده مي
مترك مقادير

اين مقدار بر كه
مرز تغييـرا چنين
fPe ي 1340

58و  0.5عــداد

ب بي بر توزيع دماي
ش مركزي در اعد

همـــان حـــدا 
بيشـترين مقـد ي

ـا افـزايش بيشـ
شـدن ايـ زديـك

تشـد ـار دائمـاً
 نـانو در افـزايش

است. بيني پيش

رات تفرق حرارتي

داخل كانال رتي
بـه باتوجـه نـد
توجيه است قابل
ضـــريب ـــأثير
صفحه براي كل

( ) اعد ازاي به
كه ديدطور همان

fPe 250 در م
ك يحال است، در

همچ است. .0 
صــــفحه بــــراي

از اع حــدوداً ب

طقه تفرق حرارتي
حرارتي براي آرايش 

  مختلف ةپكل
  

ايـــناســـلت و
ازاي بـه  صـفحه

افتـاد كـه بـمـي
نزنـانوذرات و   

كانـال ايـن رفتـ
ات ذراتتـأثير   

اي قابل پديده

تحليلي اثرا و عددي

حرار يافتة وسعه
يابد. اين رونمي

ال ق حرارتي سي
تــ )8( شـــكل 

ك متوسط رارت
( ناحية تفرقت 

ه. است ده شده
0صفحه براي  

بدون تغيير يباً
fPe ً37 تقريبا

ي متوســــط ص
fPe  ترتيــب بــه
  شود.مي

ضخامت منط تأثير 
يافتة ناحية توسعه 

پ

ـــداكثر عـــدد نا
صمتوسط  رارت

 تفـرق اتفـاق م
ناحية حضورت 

هـاي كه ديـواره 
بـه باتوجه كه 

 انتقال حرارت،

بررسي عد
  

ناحية تو
كاهش م
هدايت

در  
حر درجه

ضخامت
نشان دا
متوسط

تقر 0.2
670

دمــــاي
2200

شروع م

 7شكل 
عرضي

حـ  
حر درجه
ضريب

ضخامت
ناحيه به

شود مي
ضريب
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مركزي 
 كزي

مركزي 
 كزي

1-10( 
ـزايش     

ــه  ــه ب

 كانـال   
ختلـف   

 ةپكل ـ  
  دقيقـاً    

ر ايـن    

،دوت و نهم، شمارة 

رارتي در آرايش مر
fPe و آرايش مرك

رارتي در آرايش مر
fPe و آرايش مرك

12(هـاي   شـكل 
عـدد پكلـه، افـ

ــه   باتوجــدارد ك
  ه است.

يان دما داخـل
مقـادير مخ زاي

( ) و اعـداد
ه شـده اسـت.
زيـع مركـزي در

سال بيست 

تفرق حر ةمنطقمت 
1340ره براي 

تفرق حر ةمنطقمت 
2200ره براي 

  

ش ةكه با مقايس ـ
ت كه افـزايش ع
ــي د واره را درپ

توجيه قابل خوبي
  

يع عرضي گرادي
از بـه  حرارتـي  ة

نـانوذرات   يق
نشـان داد )13(

شده در توز هده

ضخام تأثير 11ل
 عدد ناسلت ديوار

ضخام تأثير 12ل
 عدد ناسلت ديوار

ك ديگر اين ةنكت
وان نتيجه گرفت
ــو د ناســلت دي

خ بهضيحات قبلي 

توزيع  .يع مرزي
يافتة احية توسعه

ناحية تزريخامت
(در شـكل  لف

مشاهبه با رفتار 
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لت
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وبي

شكل
بر

شكل
بر

 
تومي
ــد ع
توض

توزيع
نادر 

ضخا
مختل
مشاب

 ك

 ـو  ـواره همـ اي
بيشـتر ازاي بـه 

 با افـزايش بيشـ
ديـك شـدن ايـ

تشـد ـار دائمـاً
 نـانو در افـزايش

است. بيني پيش
، افـزايشدد پكلـه

ورود ةه از نقط
در آرايـش ف
بر ترتيب به )10

P  وfe 2200

رتي بر عدد ناسلت
 ش مركزي

اتـأثير علـت   بـه
يا توسعهناحية 

،يابدكاهش مي
عدد ناسـل ارتي

ايش عدد ناسـل
نانوذرات حضور

 ـ ه ـ خـو ها نيـز ب

حاسباتي در مكانيك

روي ديـ سـلت
صـفحه متوسط
افتاد كهفاق مي

نانوذرات و نز ر
كانـال ايـن رفتـ

ات ذراتتـأثير   
اي قابل پديده

قيم افزايش عـد
  ره است.

لت روي ديواره
مقـادير مختلـف 

-12(هاي شكل
, P fPe 1340

تفرق حرارةت منطق
fPe 67 و آرايش
  

بشـود   هده مـي
ورود تا ابتداي 

ك شدت بهيواره
حر ةيافت توسعه 

واهد رسيد. افز
ناحية حضخامت

هيـه بـه ديـواره
  ذير است.

وم كاربردي و محا

حداكثر عدد ناس 
م حرارت درجه 

ضريب تفرق اتفا
ناحية حضورت 

هـاي كرهه ديـوا 
بـه باتوجه كه 

 انتقال حرارت،
مستق ةيگر نتيج

وارسلت روي دي
يرات عدد ناسلت

ازاي بـه كانـال  
در ش  نانوذرات

fPe كله 670

  ده است. 

ضخامت تأثير  10 
70ديواره براي 

كه مشاه طور مان
و ةنقطرودي از 

عدد ناسلت د 
ورود به بخش 

مقدار ثابتي خو ه
دراثر افزايش ض
 شدن ايـن ناحي
پذاهده و توجيه

نشرية علو

هستند.
حداقل

مقدار ض
ضخامت
ناحيه به

شود مي
ضريب
طرف د
عدد ناس

تغيي  
خروج ك
مركزي

اعداد پك
ارائه شد

شكل

هم  
و ةناحي

حرارتي
پس از و

به تقريباً
ديواره د
نزديك

مشا لقاب



  ي پارسا

 
خامت 
رايش 

خامت 
 آرايش 

رايـش  
 شوند، 

ن ابتـدا       
 دما و 

رايـش  
و عـدد   

امير بصيري - يه وند

و ضخ ي، عدد پكله
براي آر وارة كانال

ي، عدد پكله و ضخ
حرارتي براي يافتة

 است كه در آر
ميحات تزريق 

 نـانو از همـان
ي سيال ازجمله

رزي برخلاف آر
صـفحه و سـط 

حبيب اله سايه 

  فاوت است. 

ريب تفرق حرارتي
ديو بعد بي متوسط 

 مرزي

ريب تفرق حرارتي
ي ناحية توسعهسلت 

  مرزي
  

ين موضوع اين
 روي مرز صفح
ت تزريـق ذرات

هاي حرارتيژگي
   شد.

كه در آرايش مر
متوس حرارت جه

متف ي مقادير

ات ضرتأثير 14كل
تفرق بر دماي ةطق

ات ضرتأثير  15كل
تفرق بر عدد ناس ة

دليل فيزيكي اي
ي ذرات نانو از
تغييـر ضـخامت

بر ويژ تأثيرجب
 ناسلت خواهد

ك به اين باتوجه
درجزي تغييرات 
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صـر
ـان
ت و
وح
 رق
 جـه
ـدد
ــي
يب

ي
ر

يب
حه
 تـة
اده
كـه
ـط
ــة
 يبـاً
 زاي

تمامي

شكل
منط

شكل
ةمنطق

 
مرزي
لذا تغ

موجب
عدد

 
مركز

 ...بر انتقال ي

عناص ة حضـور
كز كانال، گراديـ
شـتر نـانوذرات
د. باز هم وضـو

ــرــين ــة تف ناحي
توج قابـل لص ـا

كه با افزايش عـ
P ــ ــاي عرض دم

ت كـاهش ضـري
  

رتي بر توزيع دماي
د مرزيي آرايش

ضري اتتأثير )1
صفح كل متوسط

يافت حيـة توسـعه
نشـان د fPeو

جا اين اسـت ك
متوسـ حـرارت  

ــلت در ناحيـس
تقري تـر  چـك

از بـه ن مقـادير

رات تفرق حرارتي

ناحيـةضـخامت
ين ناحيه به مرك
لـت حضـور بيش

شوگرما كم مي
ــ ــرز ب ــا در م ره

سـيال خـ ضور
ز واضح است ك

ــه fPeب 800

علـت به هيافت سعه
يابد. كاهش مي

  

تفرق حرارةمنطقت 
برا حرارتي يافتة عه

 مختلف ةپكلداد 

  

15و  14(هاي ل
م حرارت درجه 

ناحوجي كانـال (
و  مختلـف

ز اهميت در اينج
درجـهـزي كـه

ــدد ناس ــا آن ع
در مقـادير كوچ

يش مـرزي ايـن

تحليلي اثرا و عددي

يز با افـزايش ض
 نزديك شدن اي

علـ بهخل كانال 
 ضريب انتقال گ
ت شــيب نمودار

ناحية حضت) و 
ر اين حالت نيز

fPeز  250 ب
ناحية توسعل در 

 حرارتي سيال،

ضخامت تأثير  13
ناحية توسععرضي 

اعد

در شكل مچنين
C بر ترتيب به

ناسلت در خرو
) براي مقـادير

حائز ةمسئل. ت
ف آرايـش مركـز
ــاظر بـ ه (و متن

) دحرارتي افتة
غيير بود، در آراي

بررسي عد
  

حالت ني
تفرق و
دماي دا
افزايش
ــاوت تف
(نانوذرا

د است.
ــه از پكل
نانوسيال
هدايت

شكل
ع بعد بي

هم  
*تفرق 

و عدد ن
حرارتي

است شده
برخلاف
ــفحه ص
يا توسعه

بدون تغ



  1397، و
 
ده شد، 

 ذرات   
شـي از  

 دراثـر   
زديـك   
ـنظم و   

رزي بر 
 زي

 
 بعد ي

 توزيع 

،دوت و نهم، شمارة 

 در آن مورد داد

لاطـي رسـانش
يي ناشجـا  جابه 

ناسلت ديـواره
نـانوذرات و نز 

ي تغييـرات مـن

رارتي در آرايش مر
Pe و آرايش مركز

بي بر توزيع دماي 
تابعكانال پرشده با 

fPe 67 

سال بيست 

 توضيحاتي كه
   است.

 متضاد و اختلا
هدايت حرارتي
وي ديگر، عدد ن
احيـة حضـور  

كز كانال دارامر
  باشد.ي

تفرق حر ةمنطقت 
f براي  2200

  

يب تفرق حرارتي
براي ك حرارتي فتة

70و  ت نانوذرات

و )14(د شكل 
توجيه قابل وبي
اتتأثيردليل  به

 از يك سو و ه
عت سيال از سو
ناش ضـخامت  
ن اين ناحيه به م

اي نميشده بيني ش

ضخامت تأثير 17ل
عدد ناسلت ديواره

ضري تأثير  18شكل
ياف ناحية توسعهضي

يكنواخت
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لذا 
ي رت 

 از
دار
 راي
 ـب
 بـه

، ه ـ  
لت

 بر

لت
 زاي
راي
ــده
 از
ـدد
 از
 يبـاً

و  1
ش
بـه

روند
خو به
 

نانو
سرع

افزايش
شدن
پيش

شكل
ع

ش
عرض

 ك

،باشدنمي خت
عبـار بـه ا و يـا

مقدار خاصـي 
افتاد. ايـن مقـدي

و بــر 0.53دود
fPe  ــه ــ ب ترتي

باز هـم توجـه
زايش عـدد پكلـ
يش عــدد ناســل

ي در آرايش مرزي
و آرايش مركزي 

ات عـدد ناسـل
از بـه ـا خـروج

بـر ترتيـب  بـه 
fPe ــ ــه ش ارائ

ورودي ة ناحي ـ
حرارتـي عـ تـة

امـا پـس ،دهـد
دد ناسـلت تقري

16(هـاي   شـكل
له موجب افزايش

باتوجـه د كـه

حاسباتي در مكانيك

خيكنوا شكل به 
ين گراديان دمـا

ازاي بهخروجي
( ) اتفاق مي

fPe  در حــد
fPe 2200 و

باشد. بمي 0.36
افـز ةنتيجت كه

ان دمــا و افــزاي

تفرق حرارتيةمنطق
670fPeي 

  

تغييـر )17و  1
ورود تـ ةز نقط ـ

 آرايش مـرزي
fPe  2200و

اتتأثير ،كر شد
يافت حية توسـعه

دكاهش مي دت
حرارتي عد ةيافت

ش ةرسيد. مقايس ـ
فزايش عدد پكل

شـو  ديواره مي

وم كاربردي و محا

 خروجي با 
ش مرزي كمتري
ن عدد ناسلت خ

 احية تفرقنت 
 250 بــراي

f, Pe 1340

6و  0.4، 0.5ود 

ه ضروري است
 شــديد گراديــا

.  

منضخامت  تأثير  1
ناسلت ديواره براي

6(هـاي    شكل
صفحات كانال از

در متفاوت 
ــ f ةپكل 670

كه ذك طور همان
ناحرود تا ابتداي 

شد هب ديواره را 
يا ه بخش توسعه
 ثابتي خواهد ر

دهد كه اان مي
عدد ناسلت جه

نشرية علو

ناسلت
در آرايش
بيشترين
ضخامت

بهينــه 
670

در حدو
اين نكته
كــاهش

باشد مي

16شكل 
عدد

در  
روي ص
مقادير م
ــداد پ اع
هاست. 

ور ةنقط
ناسلت
ورود به

مقدار به
نشا )17
توج قابل



  ي پارسا

را  كله
 د پكله

ل بيـان    
كـه   ،ل 
لذا  ،ود
بـه   ده

ـزايش    
زمـان   م  
 خوبي ه

ناحية 
 

 تفـرق  
سـلت  

بـراي   
خـت،    

نشـان     

جمـي     
علـت    
 دراثـر     

ر عـدد  
شــاهده 

امير بصيري - يه وند

 مختلف عدد پك
كه عدد آنجا ازد. 

ش) را در سـيال
ت داخل كانـال

شويت سيال مي
شد اعمالي ثابت 

همـراه بـا افـ ه    
كـه هـم اسـت   
به. اين مطلب د

  

نعرضي  بعد بيي 
شده با تابع توزيع

ت

ات ضريبأثير
0( بر عدد ناس

)حرارتـي  فتـة 
ي توزيـع يكنواخ
خل كـل كانـال

زايش كسـر حج
بـه  يكنواخت،

انش نانوسـيال
ي درگيـر  چشـم 
كانــال مش رتــي

حبيب اله سايه 

مقادير ازاي به ي
وان مشاهده كرد
ه هدايت (پخـش
 حضور نانوذرا
يد قابليت هداي
جود شار گرمايي
يش عـدد پكلـه
حرارتي سـيال

شود ميديان دما 
 مشاهده است.

بر توزيع دما ه پكل
براي كانال پرش رتي

 يكنواخت نانوذرات
  

تأ )23-21(اي 
(مي نانوذرات 

يا ناحية توسعه(
بـراي ترتيـب  به 

نوذرات در داخ

بـا افـز )21(كل   
با توزيع  كانال

ضـريب رسـا ة
چشتر، افزايش 

حرار يافتــة ســعه

حرارتي يافتة عه
تومي )20(شكل
يي بهجا جابهت

به باتوجهكند و
جب افزايش شد
ين حالت با وج

كانـال، افـزاي ةر
هاي انتقال حگي

جب كاهش گراد
قابل )20(شكل

عدد تأثير  20كل
حرار يافتة توسعه

هادر شكل چنين
(C و كسر حجم

خروجي كانال (
مختلف ةپكلد

موي و نمايي نا
  .است  شده

مطابق بـا شـك
ذرات در داخل

ةملاحظ ش قابل
ضور نانوذرات بيش

ناحيــة توســلت
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و  1
ـده
 در
ف
 ة ــ

ـور
جب
ـان
ـاط
يب
مي
ت
هـا
ـي
Pe 
بـه
عدد

زيع

ـال
يـة

توسع
در ش
نسبت

كنمي
موجب
در اي
جدار
ويژگ

موجب
در ش

شك

همچ
*C )

در خ
اعداد
سهم
داده

 
نانوذ

افزايش
حضو
ناســ

 ...بر انتقال ي

18(هـاي  شـكل
شـ ل كانال اشباع

رت يكنواخـت
مقــادير مختلــف ي

ــداد پكلـ راي اع
  ده است.

ت كه بـا حضـ
ريب تفرق موج
يي ميـدان جريـ
كانـال در ارتبـا

افزايش ضري ثر
تمـام ازاي بـه ـه

ر يـك مختصـا
هاين شـكل  ةيس
حرارتـ يافتـة  ـعه

feـه از 250

باتوجـه رونـد
 دراثر افزايش ع

بعدبيتوزيع دماي
 پرشده با تابع توز

fPe  

دمـا داخـل كانـ
ناحيواخـت در

رات تفرق حرارتي

در ش  كل كانال.
راديان دما داخل

 ـذر  صـور هات) ب
ازاي بــهحرارتــي

ــه ــب ب ــر ترتي ب
fPe ارائه شد
ها واضح استكل

يال، افزايش ضر
ابتـداي ة در نيم ـ  
ةجداروم كه با

درااديان دما را
كـ يطور به كرد
در بعـد  بـي ماي

مقايباشد. ن مي
ناحية توسـضي

فزايش عدد پكل
دهـد. ايـن رمي

 حرارتي سيال
  

 تفرق حرارتي بر ت
حرارتي براي كانال

2200وذرات و

  

رضي گراديان د
صـورت يكنو ه ب

تحليلي اثرا و عددي

نانوذرات در كل
وفيل عرضي گر

نـانوذصر تفرق (
ح يافتــة توســعه

ــرق   بـ C*ب تف
fPe  2200و

به اين شك وجه
انو در داخل سي
 گراديـان دمـا

دو ةنيماما در ، 
اهش شديد گرا

توان مشاهدهي
*,C گراديان دم

ص از لوله يكسان
كلي دماي عرض
كانال را دراثر افز

fPe 8 نشان م
ضريب هدايت

توجيه است. بل

ضريب تأثير  19 
ح يافتة ناحية توسعه
ت نانويكنواخ

يرات توزيع عر
اتنانوذرده از 

بررسي عد
  

توزيع نا
پرو )19

از عناص
ناحيــة ت
ــريب ض

670

باتو  
ذرات نا
افزايش

شود، مي
است كا
تفرق مي

مقادير 
مشخص
كاهش ك
داخل ك

800به 

كاهش ض
پكله قاب

شكل
نعرضي 

تغيي  
شد اشباع



  1397، و
 
 اعـداد  
نمـايي    
ـلت و     
 كسـر   
بحـث  

هـاي  ص  
حضور 
 اسـت   
خواهـد  

 )23و  
ـا ايـن    
 عـدد      
 توزيع 
ضـريب   
رد كـه    
 باشـد. 

ت، در 
علت  به
  يابد. ي

رق بر 
 ةداد پكل

،دوت و نهم، شمارة 

حرارتي) براي
ع سـهموي و ن
ـديد عـدد ناسـ

افـزايش دراثر 
 مطابق با آنچه ب

  ست. 
دام از شـاخص
فرق به مفهوم ح
ت حرارتي بـالا
حرارت سيال خ

22(هـاي  ـكل 
ميـت در اينجـ
ي كـه افـزايش

گيرد، درت مي
تـر ض ير بـزرگ  

ي غيرخطـي دار
ببع توزيـع مـي      

 توزيع يكنواخت
بهيش عدد پكله 
سلت افزايش مي

 حجمي عناصر تفر
اعد ازاي به حرارتي

يي نانوذرات

سال بيست 

ح يافتة حية توسعه
براي توزيـع يب
افـزايش شـ. ت

ت جريان سيال
و ضريب تفرق،

پذير است و توجيه
زايش هركـد اف ـ

ات و ضريب تف
ز داراي هدايت
 قدرت انتقال ح

در شـ خـوبي  ـه 
حائز اهم ةمسئل 

توزيـع سـهموي
خطي صورت كل
مقـادير ازاي بهص 

 ناسلت رفتـاري
ـايز ايـن دو تـاب

شود همانند مي
مايي نيز با افزاي

يي، عدد ناسجا ه

ريب تفرق و كسر
ح يافتة ناحية توسعه

راي تابع توزيع نماي
 

ناحوجي كانال (
ترتي بهمختلف،  ة

است ن داده شده
ت انتقال حرارت
مي نانوذرات و

و بيني پيش قابل
ديگر عبارت به

نانوذرر حجمي 
تر ذرات ريزرده

موجب افزايش
بـ و اين مطلب 

 مشاهده است.
برخلاف تت كه

شك به ت تقريباً
خصوص بهي و

ق، افزايش عدد
ترين وجـه تمـا

كه ديده طور ن
يع سهموي و نم

جابهش قدرت 

ات ضرتأثير 23كل
ن ناسلت ديواره در 
بر مختلف  
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ي،  ـ   
 الي

ـدد
ش
ـدد

بر
 ةكل

 
بر
 ةكل

يب
 در

خرو
ةپكل

نشان
قابليت
حجم
،شد

 
كسر
گستر
كه م
شد
قابل
است

ناسلت
نمايي
تفرق
ت مهم
همان
توزيع
افزايش

 

شكل
عدد ن

 ك

ب تفـرق حرارتـ
ينانوس ـ مـؤثر ي

 حـرارت و عـ
با افزايشبا انتظار
عـ يي،جـا  جابـه

جمي عناصر تفرق ب
پكاعداد  ازاي به رتي

  ت نانوذرات

جمي عناصر تفرق ب
پكاعداد  ازاي به رتي

  نانوذرات

ات ضريتأثير )2
 عـدد ناسـلت

حاسباتي در مكانيك

ـزايش ضـريب
 ـ تيهـدا يحرارت

 قابليـت انتقـال
مطابق ب ضمناً .

جزايش قـدرت
 . 

ب تفرق و كسر حج
حرار يافتة ة توسعه

بع توزيع يكنواخت
 

ب تفرق و كسر حج
حرار يافتة ة توسعه

ابع توزيع سهموي
  

23و  22(هاي ل
ي نـانوذرات بـر

وم كاربردي و محا

با افـ همچنين. 
ه)، 4ة (ا رابط ـ

، لـذا قيابـد  مي 
يابد افزايش مي

علـت افـز به له
.يابدمي افزايش 

ات ضريبتأثير  2
ناحيةت ديواره در 

براي تابع مختلف

ات ضريبتأثير  2
ناحيةت ديواره در 

براي تا مختلف

در شكل مچنين
 كسـر حجمـي

نشرية علو

شود. مي
مطابق با
افزايش
ناسلت

عدد پكل
ناسلت

1شكل 
عدد ناسلت

2شكل 
عدد ناسلت

هم  
تفرق و
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  گيري نتيجه
حرارت داخل كانال  پديدة انتقالدر اين مقاله بهبود در 

هاي تفرق حرارتـي متفـاوت،   پرشده از سيال با ويژگي
تـوان  هاي مختلفي را ميموردمطالعه قرار گرفت. توزيع

گرفـت.   درنظـر براي عناصر تفرق يا همـان نـانوذرات   
يكنواخت در كل كانال، يا  شكل بهتوان نانوذرات را مي

 ةجداراطراف خط مركزي كانال و يا در نزديكي مرز يا 
توابــع توزيــع متفــاوتي  همچنــين كانــال تزريــق كــرد.

 جاي توزيـع يكنواخـت   هسهموي و نمايي را ب همچون
توان مورد بررسي پخش نانوذرات داخل كانال مي براي

مهمـي كـه    ةنتيج ـ ديـده شـد،  كـه   طـور  همان قرار داد.
حضور نانوذرات در داخل سيال دربردارد، افزايش كلي 

هاي انتقال حرارتي سيال ويژگي درنتيجهعدد ناسلت و 
اما توجه بـه   ؛بود بيني پيش است كه پيش از اين نيز قابل

ســاختار و توزيــع تزريــق ذرات نــانو و اثــرات آن بــر 
تـري از ايـن پـژوهش     مهـم  ةنتيج ـهاي حرارتي ويژگي
شـده افـزايش ضـخامت     ارائـه بـه نتـايج    توجهبااست. 

شده در توزيع مركزي از خـط مركـزي    تزريقنانوذرات 
هـاي كانـال،   لوله تا رسيدن به حالت اشـباع تـا جـداره   

موجـب افـزايش عـدد ناسـلت و      ختيكنوا صورت به
امـا در توزيـع    ؛شـود قابليت انتقال حـرارت سـيال مـي   
روي  شـده از  تزريـق مرزي افزايش ضخامت نانوذرات 

كانال تا رسيدن به خط مركـزي كانـال، رونـدي     ةجدار
نزولي به عدد ناسلت خواهد داد، لذا  -صعودي شكل به

ــراي   ــدار خاصــي از ضــخامت را ب ــع مق ــن توزي در اي
 عنـوان  بهتوان شده در كنار مرز لوله مي تزريقنانوذرات 

مقدار بهينه معرفي كـرد كـه منجـر بـه بيشـترين عـدد       
در آرايـش مركـزي    ،طرف ديگر ناسلت خواهد شد. از

 ازاي بـه  حرارتـي  يافتـة  ناحيـة توسـعه  عدد ناسـلت در  
هاي كوچك نـانوذرات تزريقـي بـدون تغييـر     ضخامت

ه در آرايش مرزي عـدد ناسـلت در   درحالي ك باشد، مي
هاي نـانوذرات تزريقـي از همـان ابتـدا     تمامي ضخامت

متغير است. دليل فيزيكي اين موضوع اين است كـه در  
آرايش مرزي ذرات نانو از روي مرز صـفحات تزريـق   

لذا تغيير ضخامت تزريق ذرات نانو از همـان   شوند، مي
 همچنـين  .شد بر عدد ناسلت خواهد تأثيرابتدا موجب 

تزريـق   بـراي دو تابع توزيع سـهموي و نمـايي    ةمقايس
دهـد كـه تزريـق سـهموي     ات در كانال نشان مينانوذر

شـود  موجب افزايش خطي عدد ناسـلت مـي  نانوذرات 
توزيع نمايي افزايش عدد  با كه تزريق نانوذرات درحالي
 ةنكت ـ همـراه دارد.  بـه غيرخطـي   صـورت  بـه را  ناسلت
توان به آن اشاره كرد اين است ديگري كه مي توجه قابل

كه فارغ از نوع توزيع نانوذرات، با افزايش عدد پكله و 
يي جريان نانوسيال، عدد جا جابهعلت افزايش قدرت  به

  يابد. افزايش مي يافتة ناحية توسعهناسلت در 
  

  فهرست علائم 

B طول كانال  
*C   ضريب تفرق حرارتي 

  (وابسته به ويژگي عناصر تفرق)
Pc  حرارت مخصوص  
cD  ذرات در توزيع سهموي ةاندازشاخص  
eD  ذرات در توزيع نمايي ةاندازشاخص  
h  نصف عرض كانال  
ch  ييجا جابهضريب انتقال حرارت  
k ضريب هدايت حرارتي  
0k     مـؤثر ضريب هدايت حرارتـي ايسـتايي 

  نانوسيال
l  تزريـق نانوسـيال    ةنصف ضخامت منطق

  تفرق حرارتي) ة(منطق
Nu عدد ناسلت 
Pe هعدد پكل  
Pr عدد پرانتل 
q      هــاي  ديـواره َشـار حرارتـي ثابـت روي

  كانال
T  دما  

1T كانال دماي ورود سيال به  
u  سرعت محوري  

U  بعد بيسرعت محوري   
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x مختصات محوري 
X  شدهبعدبيمختصات محوري 
y مختصات عرضي 
Y شدهبعدبيمختصات عرضي 

  علائم يوناني
  بعد بيدماي 
m   حجمي متوسطبعد بيدماي 
W   ديوارة كانالبعد بيدماي 
  چگالي  

 عناصر تفرق (نانوذرات)كسر حجمي  
0   شكل بهكسر حجمي عناصر تفرق وقتي 

  انديكنواخت كل كانال را پر كرده
  تفرق ةمنطق بعد بيضخامت  

  هازيرنويس
f (عاري از نانوذرات) سيال خالص  

m مقدار متوسط  
nf نانوسيال  
p ذرات  
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 خطي  سهموي ةكنند متمركزحرارتي نانوسيالي داراي  اثر شكل نانوذرات بر يك سيستم فتوولتاييك/
  

 )3(مهران عامري   )2(نيا بجستان احسان ابراهيم   )1(فريده يزداني فرد

  
 اكسـيد  نانوسـيال  از استفاده اثر و شده سازي شبيه خطي -يسهمو ةمتمركزكنند با حرارتي /فتوولتاييك سيستم يك پژوهش، اين در  چكيده
و  يانرژ يدگاهاز د يستمس ينا يياكار بر شكل آجريو  ايتيغه اي،استوانه پلاكتي، مختلف نانوذرات داراي 50:50 آب :گليكول اتيلن /آلومينيوم

و  اسـت  شـده  يموجود اعتبارسـنج  يشگاهيآزما يجاز نتا بااستفاده شده پيشنهاد مدلشده است.  يآرام و مغشوش بررس ياندر دو جر ياگزرژ
آرام و نـانوذرات   يـان در جر شـكل  اياسـتوانه با نانوذرات  يالاستفاده از نانوس نتايج،به  هباتوج است.ده گرديمشاهده  يجنتا ينب يتطابق مناسب

 مغشـوش  جريان به نسبت آرام جريان در نانوسيال از استفاده ،علاوه به. گرددمي سيستم بازده حداكثر به منجر مغشوش جريان در شكل آجري
  .است ترمؤثر حرارتي /فتوولتاييك سيستم عملكرد بهبود براي
  .حرارتي، شكل نانوذرات، نانوسيال، جريان آرام، جريان مغشوش سيستم فتوولتاييك/  هاي كليدي واژه

  

  

Nanoparticle Shape Effect on a Nanofluid-Based Parabolic Trough Concentrating 
Photovoltaic/Thermal System 

 

F. Yazdanifard                         E. Ebrahimnia-Bajestan   M. Ameri 

 
 

Abstract  In this study, a linear parabolic trough concentrating photovoltaic/thermal system has been 
simulated and the effects of using Al2O3/ethylene glycol-water 50:50 nanofluid with different nanoparticle 
shapes including platelet, cylindrical, blade and brick shapes from energy and exergy standpoints in the 
laminar and turbulent regimes have been numerically investigated. The proposed model has been 
validated using existing experimental results where good agreement was observed. The results indicated 
that using nanoparticles of cylindrical shape in laminar regime and brick-shaped one in turbulent regime 
lead to the best system performance compared to others. In addition, applying nanofluid in laminar 
regime is more effective compared to turbulent regime. 
 

Key Words  Photovoltaic/Thermal system, Nanoparticles shape, Nanofluid, Laminar flow, Turbulent 
flow 
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  مقدمه
% انـرژي در ايـران   99هاي فسيلي منبـع توليـد   سوخت

% انرژي از طريق منابع تجديدپـذير  1 از هستند و كمتر
. از طرف ديگـر، منـابع نفـت و گـاز     [1]شود  مين ميأت

بيني  جهان محدود است و عمر اين منابع نيز كوتاه پيش
هـاي  . همچنين، بحث آلايندگي سـوخت [2]شده است 

شـهرهاي   كـلان هاي جـدي  فسيلي كه به يكي از بحران
اهميـت اسـتفاده از    ةدهند ايران تبديل شده است، نشان

منـابع توليـد   هاي جايگزين توليد انرژي، ازجمله  روش
انرژي تجديدپذير است. در ايـران انـرژي خورشـيدي    
بيشــترين پتانســيل را بــراي توليــد انــرژي بــين ســاير  

هاي تجديدپذير دارد و ميزان تـابش دريـافتي در    انرژي
. بنابراين، استفاده [1]ايران عالي تخمين زده شده است 

فتوولتاييك/ هاي هاي خورشيدي مانند سيستماز سيستم
ويـژه در   بـه تواند بخشي از نيـاز انـرژي را   مي يحرارت

  گو باشد. بخش خانگي پاسخ
حسب سـاختار   بر فتوولتاييك/ حرارتيهاي  سيستم  

شـوند   بندي مـي  هاي مختلفي تقسيم يا عملكرد به دسته
 فتوولتاييك/ حرارتيهاي . يكي از اين انواع، سيستم[3]

تند هاي تابش خورشيدي هس ـكنندهدر تركيب با متمركز
تمركز تـابش قـادر بـه توليـد ميـزان بيشـتر        دليل بهكه 

الكتريسيته نسبت به سطح فتوولتاييك و توليـد انـرژي   
. در ايـن راسـتا،   [4]باشـند  حرارتي با كيفيت بالاتر مـي 

هاي سهموي،  هاي فرنل، متمركزكنندهاستفاده از عدسي
سهموي تركيبـي و هـذلولوي بـراي تمركـز تـابش در      

مـورد بررسـي قـرار     لتاييك/ حرارتـي فتووهاي سيستم
هـاي سـهموي   كننـده  . در اين بين متمركـز [5]اند  گرفته

 سـبب نصـب نسـبتاً    بهها كنندهترين متمركز شده شناخته
ها يك آسان و قيمت پايين هستند. در اين متمركزكننده

 ةكننددريافت بررويشكل نور خورشيد را  سهموي ةآين
  كند.متمركز مينوني كانوني يا خط كا ةواقع در نقط

فتوولتاييك/ هاي سيستم درزمينةتحقيقات متعددي   

سهموي خطي صـورت گرفتـه    ةبا متمركزكنند حرارتي
 صـــورت بـــه 2005در ســـال  [6]اســـت. كـــاونتري 

بـا   را فتوولتاييـك/ حرارتـي  آزمايشگاهي يك سيسـتم  
مـورد   37خطي و نسبت تمركـز   متمركزكنندة سهموي

بررسي قرار داد. بازده حرارتي و الكتريكي اين سيسـتم  
آمد. لي و همكارانش  دست بهدرصد  11و  58 ترتيب به

فتوولتاييـك/  هاي عملكرد سيستم 2011در سال  [8 ,7]
خطـي   متمركزكننـدة سـهموي  را با چنـد نـوع    حرارتي

ق آزمايشگاهي و عددي بررسـي كردنـد. طب ـ   صورت به
هــاي فتوولتاييــك ســيليكوني بــراي نتــايج آنهــا ســلول

هـاي گـاليوم   هاي تمركز كم و متوسـط و سـلول   نسبت
هاي تمركز زيـاد عملكـرد مناسـبي    آرسنيد براي نسبت

يـك سيسـتم    2012در سال  [9]دارند. جي و همكاران 
عددي  صورت بهسهموي خطي را  فتوولتاييك/ حرارتي

بررسي آنها عملكرد  و آزمايشگاهي بررسي كردند. طبق
كننده افـزايش  سيستم با افزايش ضريب انعكاس متمركز

يـك   2012در سـال   [10]يابد. كاليسـه و همكـاران   مي
 فتوولتاييك/ حرارتيمدل حجم محدود را براي سيستم 

ــا  ــهموي ب ــدة س ــت  متمركزكنن ــي و درياف ــدخط  ةكنن
هـاي فتوولتاييـك   بـا دو وجـه شـامل سـلول     وجهي  سه
و يك وجه شامل جاذب حرارتي كه لوله كريستالي  تك

 ارائـه جريان دارد  وجهي  سهكننده داخل اين  خنكسيال 
كردند. نتايج آنهـا نشـان داد كـه انتخـاب دبـي جرمـي       
مناسب براي عملكرد مناسب سيستم بسيار مهم اسـت.  

يــك سيســتم  2013در ســال  [11]چابــان و همكــاران 
ــيفتولتاييــك و يــك سيســتم  ــا  فتوولتاييــك/ حرارت ب

خطي را در شرايط آب و هـوايي   متمركزكنندة سهموي
آزمايشگاهي و عـددي مـورد مقايسـه     صورت بهخاص 

فتوولتاييـك/  قرار دادند. نتايج آنها نشان داد كه سيستم 
بـازده الكتريكـي بيشـتري نسـبت بـه سيسـتم        حرارتي

در سـال   [12]فتولتاييك تنها دارد. دل كول و همكاران 
فتوولتاييــك/ ي يــك سيســتم عملكــرد الكتريكــ 2014
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ــي ــز    حرارت ــا نســبت تمرك ــي ب ــهموي خط را  130س
آزمايشگاهي و عددي بررسي نمودنـد. طبـق    صورت به

كمي بر  تأثيربررسي آنها افزايش دماي عملكرد سيستم 
توان براي دستيابي به حرارت بازده الكتريكي دارد و مي

خروجي بـا دمـاي مناسـب، دمـاي كـاركرد سيسـتم را       
  داد.افزايش 

هـاي   وري سيسـتم  هاي افزايش بهـره  يكي از روش  
انرژي خورشيدي استفاده از نانوسيالات است كه توجه 

. [13]محققان بسياري را به خود معطوف داشـته اسـت   
 نـانو (كمتـر از   ةنانوسيال حاصل تعليق ذرات بـا انـداز  

نانومتر) در سيالات متداول است، كه خصوصيات  100
انتقال حرارتي بهتري نسبت سيال پايه را از خود بـروز  

استفاده از  درزمينةدهد. با اين وجود، تحقيقات كمي  مي
انجـام   فتوولتاييك/ حرارتـي هاي نانوسيالات در سيستم

 2013در ســال  [14]اســت. ماهيــان و همكــاران   شــده
هـاي  روپي در جريان نانوسيال با هندسـه ميزان توليد انت

عددي بررسي كردند. طبق بررسي  صورت بهمختلف را 
كانال و كسر حجمي  ةآنها با انتخاب رژيم جريان، انداز

توان ميزان توليد انتروپي را كاهش داد. كوي مناسب مي
سـيال   استفاده از جريـان نـانو   2012در سال  [15]و زو 

هـاي فتوولتاييــك   پانـل  يبـررو  راآب  اكسـيد منيـزيم/  
آزمايشگاهي مـورد بررسـي قـرار     صورت بهسيليكوني 

دادند. نتايج آنها نشان داد كه راندمان الكتريكي سيسـتم  
كمتر از ماژول فتوولتاييك اسـت،   فتوولتاييك/ حرارتي

اما راندمان انرژي كلي آن بالاتر اسـت. سـردارآبادي و   
از نانوسـيال   استفاده تأثير 2014در سال  [16]همكاران 

كننـده بـر    سـيال خنـك   عنوان بهآب را  اكسيد سيليسيم/
فتوولتاييـك/  بازده الكتريكـي و حرارتـي يـك سيسـتم     

آزمايشـگاهي بررسـي كردنـد. آنهـا      صورت به حرارتي
از نانوسـيال و افـزايش كسـر     بااسـتفاده نشان دادند كه 

بـا   درمقايسـه حجمي ذرات، بـازده انـرژي و اگـزرژي    
حرارتـي افـزايش    ةگرداورنـد سيستم فتوولتاييك بدون 

يــك  2014در ســال  [17]يابــد. كرمــي و رحيمــي مــي
ميكروكانـال،   ةكننـد  سيستم تركيبي شامل سيستم خنـك 

آب  و نانوسيال بوهميـت/  فتوولتاييك/ حرارتيسيستم 
را طراحي كردند. براساس نتايج آنهـا بـا كـاهش كسـر     

ســطح فتوولتاييــك حجمــي نــانوذرات دمــاي متوســط 
يابد. سردار آبـادي   كاهش و بازده الكتريكي افزايش مي

عـددي و   صـورت  بـه  2016در سـال   [18]و همكاران 
آب،  آزمايشگاهي استفاده از نانوسيال اكسـيد تيتـانيوم/  

آب را در سيسـتم   آب و اكسيد روي/ اكسيد آلومينيوم/
صفحه و لوله بررسي كردند. طبق  فتوولتاييك/ حرارتي

ايج آنها بيشترين بازده الكتريكي مربوط بـه نانوسـيال   نت
در  [19]آب بـود. رجـب و همكـاران     اكسيد تيتـانيوم/ 

 ـ   2016سال  آب و  ةاستفاده از نانوسيال بـا دوسـيال پاي
صفحه  فتوولتاييك/ حرارتياتيلن گليكول را در سيستم 

و لوله بررسي كردند. نتايج ايشان نشان داد كه نانوسيال 
  مدتر است.اآب كار ةايبا سيال پ

استفاده از نانوسـيالات   درزمينةمطالعات اندكي نيز   
فتوولتاييـك/  هـاي   كننده در سيستمسيال خنك عنوان به

ــي ــز حرارتـ ــود دارد. زو و  داري متمركـ ــده وجـ كننـ
دوبعـدي   سازي با مدل 2014در سال  [20]كلينستريور 

و استفاده از يك مـدل جديـد بـراي هـدايت حرارتـي      
اسـتفاده از نانوسـيالات را بـر بهبـود      تأثيرالات، نانوسي

مـورد   متمركزكنندهبا  فتوولتاييك/ حرارتيبازده سيستم 
بررسي قرار دادند. بررسي آنها نشان داد كه اسـتفاده از  
ــود   ــازده الكتريكــي و كلــي سيســتم را بهب نانوســيال ب

اندكي دارد.  تأثيركه بر بازده حرارتي  بخشد، درحالي مي
 2014در سـال   [21]ديگري  ةزو و كلينستريور در مقال

بـر  را آب  استفاده از نانوسـيال اكسـيد آلومينيـوم/    تأثير
بـا   فتوولتاييـك/ حرارتـي  كننـدگي يـك سيسـتم     خنك

ــدة ســهموي ــالا   متمركزكنن ــز ب خطــي و نســبت تمرك
عددي بررسي كردند. نتايج آنها نشان داد كـه   صورت به

جمي نانوسيال و كـاهش دمـاي ورودي   افزايش كسر ح
هـاي فتوولتاييـك   آن منجر بـه بهبـود عملكـرد سـلول    
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   عامري

I୆CRρ
h୮୴ିୟhୟୠୱି୲
hୟୠୱିh୲ି୵(

حالـت   
حرارتي 
ز نظـر    
 عـدد      
ــت     حال

[29]:  

x∗ =
Nu୵ =

زيـر   ة

Nu୵ =

مهران - بجستان نيا

ρୡ୭୬γ୲α୮୴ ቂ1 −= ൫h୰,୮୴
ୟୠୱ൫T୮୴ − Tୟୠୱ୲(Tୟୠୱ − T୲)w=
୧(Tୟୠୱ − T୧)w(T୲ − T୵)wdx

C

اخل لولـه در ح
يافته و ازنظر ح
ـان مغشـوش از
ه يافتـه اسـت.
ــه در ح ــل لول

[ شود حاسبه مي LRePrD 

= ቐ1.953(x∗)4.364 + 0
ةسـلت از رابط ـ 

= (f 8⁄ )(R1 + 12.7(f⁄

احسان ابراهيم ني -

  [24] رتي

− pa × η୰ ቀ1୴ିୟ + hୡ,୮୴ିୱ൯+ h
ୱ൯wdx = hୟୠୱwdx + h୮୴ି୲൫T= h୲ି୵(T୲ − Twdx + h୲ି୧(T୲x = mሶ C୮dT୵ 

  

ρ୬୤ = (1
C୮,୬୤ = (1 − φ

μ୬୤μୠ୤ = 1k୬୤kୠ୤
لوله، جريان د ل

ناميكي توسعه ي
يـ  در حالت جر

حرارتـي توسـعه
ــان آرام داخـ ري

شكل زير مح به 
  

)ିଵ/ଷ 							x∗ ൑0.0722x∗ 					x∗ ൐
  

غشوش عدد ناس
[30:  

  Re − 1000)P8⁄ )ଵ ଶ⁄ (Prଶ/ଷ

فريده يزداني فرد

فتوولتاييك/ حرارم
−  انرژي ةل β୰൫T୮୴ − T୰൯൫T୮୴ − Tୟ൯wh୮୴ି୲൫T୮୴ − T

ୱି୲(Tୟୠୱ − T୲)T୮୴ − T୲൯wdxT୵)wdx + h୲ି− T୧)wdx = h
واص نانوسيالات
−  رابطه φ)ρୠ୤ + φ

φ)൫ρC୮൯ୠ୤ + φρ୬୤+ Aଵφ + Aଶφ
= 1 + C୩φ 

طول  بهه باتوج
 ازنظر هيدرودين
حال توسعه، اما
روديناميكي و ح
ــراي جر ــلت ب

حرارتي ةيافت عه

 ൑ 0.03൐ 0.03 

براي جريان مغ
−r[0گردد  سبه مي 1) 
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رژي اجزاي سيستم
T୰൯ቁቃwdx wdxمعادل + h୮୴ିୟୠୱT୲൯wdx)wdx + hୟୠୱିxି ୧(T୲ − T୧)wdh୧ିୟ(T୧ − Tୟ)

  
شده براي خو ستفاده

φρ୬୮ 

φ൫ρC୮൯୬୮ 

φଶ 

  

  

در 

 
آرام
در ح
هيدر
ــ ناس
توسع

)1(

)2(

 
محاس

)3(

 .../ حرارتي

انر ةمعادلات موازن

ୱ൫T୮୴ − Tୟୠୱ൯w
୧(Tୟୠୱ − T୧) w
xwdx 

اسروابط   2جدول
 مرجع

[25] 

[26]  

[27]  

[28]  

  [27] د آلومينيوم

௞ܥثابت كوزيته و
ف نانوذرات اكسيد

Aଶ
 6/612 
 3/123 
 4/904 

4/471 

سيستم فتوولتاييك/

م  1جدول 

wdx
wdx  

ج
 صيت

  گالي

  ت گرمايي

  كوزيته

  ي حرارتي

ف نانوذرات اكسيد
ويسك ةدر رابط ଶܣ  

براي شكل مختلف 
C୩Aଵ  [28 ,27]مينيوم

6/2 1/37
7/2 6/14
9/3 5/13
3/3 9/1 

 نانوذرات بر يك س

  جزء

  فتوولتاييك

  ب حرارتي

  لوله 

  عايق ةي

  كن خنك 

خاص

چگ

ظرفيت

ويسك

رسانايي

اشكال مختلف  2ل 

و  ଵܣ هاي ابتث  
رسانايي حرارتي 

آلوم
 ୩   نانوذره
61  لاكتي 

74  اي يغه
95  اي توانه
37  جري

ن اثر شكل
  

پانل ف

جاذب

لاي

سيال

شكل

3جدول 
ةرابط

نوع
پلا
تي
است
آج
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عـدد  بـراي   )3 و 2روابط (استفاده از  جزاي  چاره  
بـراي   اي يا رابطه هاي مناسبچون داده ،ناسلت نيست

  د. ندار دوجوعدد ناسلت تابع شكل نانوذرات 
بازده انرژي و اگزرژي در جدول  مربوط بهروابط   

توان خروجي پانـل فتوولتاييـك و    شده است.ه ائار )4(
توان پمپ در روابط بازده انرژي و اگـزرژي الكتريكـي   

  شود:زير محاسبه مي صورت به
 

)4(
Eሶ ୔୚ = I୆CRρୡ୭୬γ୲α୮୴A୔୚/୘	pa × η୰ൣ1 − β୰൫T୮୴ − T୰൯൧ 

)5(P୮୳୫୮ = mሶ × ρg(Lsinθ + h୪)ρ × η୮୳୫୮  
  

  اعتبارسنجي
نتـايج تجربـي    از بااسـتفاده اعتبار سنجي حـل عـددي،   

 ةآين مؤثر ةبراي يك سيستم با مساحت دهان [9]موجود 
، 92/16، نســـبت تمركـــز m295/1ســـهموي خطـــي 

و قطـر   m09/0×m12/0×m5/1ابعـاد   بـه كننـده   دريافت
، )5(ه بـه جـدول   باتوج ـانجام شده است.  m03/0لوله 

تطابق بسيار مناسبي بين نتايج حاصل از مدل پيشنهادي 
شده توسط جي  گزارشپژوهش حاضر با دماي تجربي 

  وجود دارد. [9]و همكاران 
  

  نتايج و بحث
سازي باتوجه  پس از اطمينان از صحت مدل، نتايج مدل

شـده اسـت.    ) ارائـه 6د در جـدول ( به اطلاعات موجو
براي بررسي اثر هر يك از پارامترها، پارامتر مورد نظـر  

) 6تغيير داده شده و بقيه پارامترهـا مطـابق بـا جـدول (    
  اند. ثابت درنظر گرفته شده

) 4) تغييرات دماي فتوولتاييك و شـكل ( 3شكل (  
تغييرات دماي خروجي نانوسيال اكسيد آلومينيوم/ اتيلن 

ــول: آب  ــانوذرة   50:50گليك ــكل ن ــار ش ــراي چه را ب
شـكل در كسـرهاي    اي و آجرياي، تيغهپلاكتي، استوانه

حجمي مختلف، براي دو جريان آرام و مغشوش نشـان  
  دهند.  مي

  
  روابط بازده انرژي و اگزرژي الكتريكي، حرارتي و كلي  4جدول 

  اگزرژي  انرژي  بازده

η୲୦  حرارتي = mሶ c୮(T୵,୭୳୲ − T୵,୧୬)I୆Aୡୟ  εሶ ୲୦ = mሶ c୮൫T୵,୭୳୲ − T୵,୧୬൯ ൬1 − 293293 + (T୵,୭୳୲ − Tୟ)൰൤1 + 13 ቀ TୟTୱ୳୬ቁସ − 4Tୟ3Tୱ୳୬൨ I୆Aୡୟ  

ηୣ୪ୣ  الكتريكي = Eሶ ୔୚ − P୮୳୫୮I୆Aୡୟ  εሶୣ୪ୣ = Eሶ ୔୚ − P୮୳୫୮൤1 + 13 ቀ TୟTୱ୳୬ቁସ − 4Tୟ3Tୱ୳୬൨ I୆Aୡୟ 

ηେ୔୚/୘  كلي = η୲୦ + ηୣ୪ୣ εሶ୔୚/୘ = εሶ ୲୦ + εሶୣ୪ୣ 
  

  نتايج حاصل از اعتبارسنجي مدل  5جدول 

نوع سلول 
  فتوولتاييك

تابش مستقيم
)W.m-2(  

دماي آب 
دبي جرمي )°Cورودي (

)kg.s-1( 

  دماي فتوولتاييك  دماي آب خروجي
تجربي جي و

[9]همكاران

پژوهش
  حاضر

  خطا (%)
تجربي جي و

[9]همكاران

پژوهش 
  حاضر

  خطا (%)

  سوپر
1/905  6/22 005/0 1/50 9/50 6/1  2/83 7/81  8/1-  
7/953  1/24 0111/0 0/39 2/37 6/4-  6/57 7/62  8/8  

گاليم آرسنايد
1/902 1/20 008/0 1/39 3/38 2-  4/61 9/62  4/2  
2/894  8/19 008/0 2/38 4/37 1/2-  4/59 2/61  3  



   عامري

1،%  

  
، 9/0ي: 

وت در 
رفتــار، 

مهران - بجستان نيا

 
5: ده سلول مرجع

Wm-1K-310  

kgs-11ن مغشوش:
، ضريب فشردگي3

  
  ب: مغشوش

 
  : مغشوش

هد روندي متفاو
 توضــيح ايــن ر

احسان ابراهيم ني -

 95/0ب ممانعت:
Wm-1K100 ،بازد

  K298: مرجع

 Wm-1K-1310  
1: هدايت حرارتي

Wm-1K-03/0  
در جرياني جرمي 

30° شيب كلكتور: 

جريان الف: آرام، ب

ب:ريان الف: آرام، 

يابد، اما شاه مي
هســتيم. بــراي

فريده يزداني فرد

  سازي راي شبيه
 پارامتر

، ضريب8/0عكاس:
K-1: دايت حرارتي

K0045/0 ،دماي م

:ب هدايت حرارتي
ضريب، m2:طول

1:  هدايت حرارتي

دبي، kgs-112/0م:
،Wm-2700تقيم:

  8/0ه پمپ:

براي ج متفاوتت

براي جر متفاوتت

ولتاييك كاهش م
ــان مغشــوش ه
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رهاي مورد نياز بر

، ضريب انع15كز:
ضريب هد،9/0ار:

K-1ب دمايي مرجع:

m003/0،ضريب
طو،m003/0:امت
m05/0،ضريب
در جريان آرارمي

K298تابش مستق ،
بازده

  

ي و شكل نانوذرات
  

ي و شكل نانوذرات
  

 در
اي

فتوو
جريــ

 .../ حرارتي

ارامترپ  6جدول 

نسبت تمرك
انتشاضريب،9/0

ضريب 

:ضخامت
ضخا،m03/0خلي:

:ضخامت
دبي جر،K298:ي
Kمحيط:دماي،5/1

ييك با كسر حجمي

جي با كسر حجمي

شـخص اسـت،
 نـانوذرات دمـا

سيستم فتوولتاييك/

:ضريب جذب

داخقطر

دماي ورودي
ms-1:سرعت باد

يرات دماي فتوولتاي

غييرات دماي خروج

) مش3 شـكل (
 كسـر حجمـي

 نانوذرات بر يك س

  جزء
  سهموي كنندة

  فتوولتاييك ة
 

  (مسي) جاذب
  ه (مسي)

  عايق ةي
  درون لوله 

س   ر پارامترها

تغيير  3شكل 

تغي  4شكل 

طـور كـه از مان
ك آرام با افزايش

ن اثر شكل
  

متمركزك
ةصفح

ج ةصفح
لوله
لا
سيال
ساير

هم  
آ جريان
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ــدول ــاي  ج ــده8و  7(ه ــه ش ــرات   ) ارائ ــه تغيي ــد ك ان
مختلـف    هاي نانوسيال را در كسـرهاي حجمـي   ژگيوي
  دهند. ترتيب براي جريان آرام و مغشوش نشان مي به

، بـا افـزايش كسـر    )8و  7(هـاي   ه به جدولباتوج  
حجمي، ويسكوزيته و رسانايي حرارتي افـزايش، ولـي   

كنـد. عـدد رينولـدز بـا     ظرفيت حرارتي كاهش پيدا مي
عكـس دارد. از طـرف ديگـر، عـدد      ةويسكوزيته رابط ـ

پرانتــل بــا ويســكوزيته نســبت مســتقيم و بــا رســانايي 
جايي كـه در نانوسـيال    حرارتي نسبت عكس دارد. ازآن

مورد بررسي در اين پژوهش ميزان افزايش ويسكوزيته 
با كسر حجمي بيش از رسانايي حرارتـي اسـت، عـدد    

عدد كند. پرانتل با افزايش كسر حجمي افزايش پيدا مي
ناسلت متناسب با عدد رينولـدز و عـدد پرانتـل اسـت.     

افـزايش   درمقابـل درنتيجه با كاهش بيشتر عدد رينولدز 
عدد پرانتل، عدد ناسلت در هر دو جريان كـاهش پيـدا   

كند. اين كاهش در جريان آرام بسيار كمتر از جريان مي
از سوي ديگر ضـريب انتقـال حـرارت     ؛مغشوش است

ت و رسـانايي حرارتـي اسـت. در    متناسب با عدد ناسل
كه ميـزان كـاهش عـدد ناسـلت بـا كسـر        ،جريان آرام

حجمي اندك است، افزايش رسانايي حرارتي منجر بـه  
كـه در   حـالي شود. در افزايش ضريب انتقال حرارت مي

جريان مغشوش كاهش شديد در عدد ناسلت بـا كسـر   
گـردد.  حجمي، باعث كاهش ضريب انتقال حرارت مي

فزايش ضريب انتقال حرارت در جريان آرام درنهايت، ا
باعث كاهش دماي فتوولتاييك و كاهش ضريب انتقـال  

ــان مغشــوش باعــث افــزايش دمــاي   حــرارت در جري
  شود. فتوولتاييك مي

اي،  هاي مختلف، نوع پلاكتي، استوانه در بين شكل  
بيشـترين ويسـكوزيته و نـوع     ترتيب بهاي و آجري  تيغه

بيشـترين   ترتيـب  بهاي و پلاكتي  هاي، آجري، تيغ استوانه
ــي ــي را دارا م ــأثيرباشــند.  رســانايي حرارت ــرات  ت تغيي

ويسكوزيته و رسـانايي حرارتـي بـر اعـداد رينولـدز و      
اي  گونـه  بـه پرانتل و درنتيجه بر ضريب انتقال حـرارت  

اي بيشـترين ضـريب انتقـال     اسـتوانه  ةاست كه نـانوذر 
 ترتيـب  بـه حرارت را در جريان آرام دارد و پـس از آن  

اي و پلاكتــي قــرار دارنــد. در  آجــري، تيغــهرات ذنــانو
 ترتيب بهجريان مغشوش، بهترين ضريب انتقال حرارت 

اي و پلاكتي  اي، استوانه مربوط به نانوذرات آجري، تيغه
، در جريـان  )3(ل ه بـه شـك  باتوجشكل است. درنتيجه 

ــانوذر و در جريــان مغشــوش  شــكل اي اســتوانه ةآرام ن
كمترين دماي فتوولتاييك را نتيجـه   شكل آجري ةنانوذر
مشـخص اسـت    )4(طـور كـه از شـكل     دهند. همان مي

دماي خروجي سيال در هر دو جريان آرام و مغشـوش  
كند. علت ايـن پديـده كـاهش ظرفيـت     افزايش پيدا مي

با افزايــش كسـر حجمـي اسـت. در     حرارتي نانوسيال 
هاي مختلف نـانوذرات داراي دمـاي    جريان آرام، شكل

يكسـاني هسـتند. در جريـان مغشـوش      خروجي تقريباً
ضـريب انتقـال    دليـل  به شكل آجرياي و  نانوذرات تيغه

 درمقايسهحرارت بالاتر، اندكي دماي خروجي بيشتري 
  شكل دارند. پلاكتياي و  با نانوذرات استوانه

  
  هاي نانوسيال با شكل و كسرهاي حجمي مختلف نانوذرات در جريان آرامتغييرات ويژگي  7جدول 

شكل 
 نانوذرات

كسر 
  حجمي

௕௙ߩ௡௙ߩ  ܿ௣,௡௙ܿ௣,௕௙ ߤ௡௙ߤ௕௙ ݇௡௙݇௕௙  عدد رينولدز 
  عدد
  پرانتل

 عدد ناسلت
 ضريب انتقال حرارت

)Wm-2K-1(  

  پلاكتي

0%  1 1 1 1 767/1570  904/28  183/17  385/212  
1%  024/1 975/0 432/1 026/1 974/1097  280/39 891/16 243/214 

2%  047/1 950/0 987/1 052/1 341/792 767/51 611/16 062/216 

3%  071/1 928/0 664/2 078/1 611/591 011/66 341/16 843/217 

4%  094/1 905/0 464/3 104/1 552/455 709/81 081/16 589/219 

 اياستوانه
0%  1 1 1 1 767/1570  904/28  183/17  385/212  
1%  024/1 975/0 225/1 039/1 316/1283  173/33 818/16 105/216 
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2%  047/1 950/0 631/1 079/1 907/964 453/41 472/16 716/219 

3%  071/1 928/0 219/2 118/1 413/710 996/52 143/16 225/223 

4%  094/1 905/0 987/2 158/1 373/528 187/67 830/15 638/226 

  ايتيغه

0%  1 1 1 1 767/1570  904/28  183/17  385/212  
1%  024/1 975/0 158/1 027/1 635/1357  727/31 884/16 424/214 

2%  047/1 950/0 341/1 055/1 785/1173 858/34 597/16 418/216 

3%  071/1 928/0 549/2 082/1 622/1017 238/38 321/16 368/218 

4%  094/1 905/0 781/2 110/1 949/885 818/41 057/16 278/220 

  آجري

0%  1 1 1 1 767/1570  904/28  183/17  385/212  
1%  024/1 975/0 066/1 034/1 090/1475  023/29 849/16 300/215 

2%  047/1 950/0 226/1 067/1 765/1283 496/31 531/16 138/218 

3%  071/1  928/0481/1101/1372/1064  931/35  228/16  904/220 

4%  094/1  905/0830/1135/15179/862  000/42  937/15  601/223 

  
  هاي نانوسيال با شكل و كسرهاي حجمي مختلف نانوذرات در جريان مغشوشتغييرات ويژگي  8جدول 

شكل 
  نانوذرات

كسر 
  حجمي

௕௙ߩ௡௙ߩ  ܿ௣,௡௙ܿ௣,௕௙ ௕௙ ݇௡௙݇௕௙ߤ௡௙ߤ   عدد رينولدز 
  عدد
  پرانتل

 عدد ناسلت
 حرارت ريب انتقالض

)Wm-2K-1(  

  پلاكتي

0%  1 1 1 1 39/12602 039/30 425/167 137/2065 

1%  024/1 975/0 432/1 026/1 01/8800 867/40 526/132 344/1677 

2%  047/1 951/0 987/1 052/1 817/6343 917/53 218/105 597/1365 

3%  071/1 928/0 664/2 078/1 727/4731 828/68 773/83 244/1114 

4%  094/1 906/0 464/3 104/1 676/3639 289/85 598/66 251/907 

 اياستوانه

0%  1 1 1 1 39/12602 039/30 425/167 137/2065 

1%  024/1 975/0 225/1 039/1 33/10285 514/34 175/145 435/1861 

2%  047/1 951/0 632/1 079/1 178/7725 176/43 881/118 231/1582 

3%  071/1 928/0 219/2 118/1 567/5681 261/55 642/94 74/1305 

4%  094/1 906/0 987/2 158/1 124/4221 137/70 184/74 65/1059 

  ايتيغه

0%  1 1 1 1 39/12602 039/30 425/167 137/2065 

1%  024/1 975/0 158/1 027/1 17/10881 008/33 773/150 715/1910 

2%  047/1 951/0 341/1 055/1 059/9398 305/36 537/135 457/1763 

3%  071/1 928/0 549/1 082/1 186/8139 868/39 761/121 377/1625 

4%  094/1 906/0 781/1 110/1 739/7078 647/43 378/109 066/1497 

  آجري

0%  1 1 1 1 39/12602 039/30 425/167 137/2065 

1%  024/1 975/0 066/1 033/1 590/11822195/30 004/158 632/2014 

2%  047/1 951/0 226/1 067/1 450/10278803/32 526/142 544/1876 

3%  071/1 928/0 481/1 101/1 936/8512 464/37 513/124 146/1691 

4%  094/1 906/0 830/1 135/1 183/6891 840/43 625/106 528/1492 
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   ــزايش و در ــان آرام اف ــرژي كــل در جري ــازده ان ب
 كند.  جريان مغشوش كاهش پيدا مي

  يابـد   بازده اگزرژي كل در جريان آرام افزايش مـي
كه در جريان مغشوش بازده اگـزرژي كـل    حالي در

 شـكل  اي تيغـه اي و  براي نانوذرات پلاكتي، استوانه
 شـكل  آجـري  ةبـراي نـانوذر   يابد، ولـي كاهش مي

% و 1شاهد افزايش بازده اگزرژي تا كسر حجمـي  
 .سپس كاهش آن هستيم

 در جريان آرام  شكل اي استوانه استفاده از نانوذرات
در جريان مغشوش منجـر   شكل آجريو نانوذرات 

 شود. اكثر بازده انرژي و اگزرژي ميبه حد
 

 فهرست علايم

 ضريب اصطكاكm(  f( قطرܦ نسبت تمركزܴܥ )m2( مساحتܣ علايم انگليسي

ℎ௖جـايي (  هضريب انتقال حرارت جابWm-2K-

1(  ℎ௥) ضريب انتقال حرارت تابشيWm-2K-1( ܫ஻) شدت تابش ورودي مستقيمWm-2( ܮ) طول سيستمm( ሶ݉) دبي جرميkgs-1( Nuعدد ناسلت  paضريب فشردگي ܲ) فشارPa(  Pr پرانتلعدد  Reعدد رينولدز ܶ) دماK(  
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   چرخاناي  استوانه محور بررويحل تشابهي جريان سكون متقارن محوري نانوسيال 
  )1(حميد محمديون

  
گرفته است. جريـان آزاد  رسي قرار پايا مورد بر صورت بهنامحدود  نانوسيال، برروي يك استوانةدر اين مقاله جريان سكون شعاعيِ   چكيده

خش است. حل تشابهي معـادلات ناويراسـتوكس و   در حال چر ثابتاي  باشد و محور باسرعت زاويه مي kجريان ةو قدرت اولي نيز پايا است
 سـازي  سـاده در اين تحقيـق معرفـي شـده اسـت     از تبديلات مناسبي كه  بااستفادهارائه شده است. اين معادلات،   تحقيقاين  انرژي در معادلة
 تنش برشي كـاهش  مؤلفة محورينيز  شعاعي و محوري ميدان سرعت وهاي  لفهرينولدز، با افزايش كسر حجمي، مؤاعداد  براي همة. اند شده
   ابد. ي مي تنش برشي و عدد ناسلت جريان افزايشاي  مؤلفة زاويهميدان سرعت، اي  زاويههاي  لفهيابد و درمقابل، مؤ مي

  

  .ثابتاي  تشابهي، كسر جرمي، سرعت زاويه نانوسيال، جريان سكون، انتقال حرارت، معادلات كاملاً  كليديهاي  واژه
 
 

Similarity Solution of Axisymmetric Stagnation Point Flow of Nanofluid  
on Rotating Cylinder 

 
H. Mohammadiun 

 

 
Abstract  In this paper the steady state radial stagnation point flow impinging on an infinite cylinder 

has been investigated. The impinging free stream is steady with a constant strain rate k and axis is 
rotating with constant angular velocity. Similarity solution of the Navier-Stokes and energy equations is 
presented in this research. A reduced from of these equations are obtained by using appropriate 
transformations introduced in this study. For all Reynolds numbers, as the particle fraction increases, 
fluid velocity component in radial and axial directions and axial component of shear-stresses decrease 
and in the contrary the angular component of shear stress and  velocity field and Nusselt number 
increase.   

  
Key Words  Nanofluid, Stagnation point flow, Heat transfer, Similarity solution, Particle fraction, 
Constant angular velocity 
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  مقدمه
، [1] نانوسيال، نامي است كه اولين بـار توسـط چـويي   

شود كـه حـاوي    مي گرفته شد و به سيالاتي گفته كار هب
 و nm 100تـر از   كوچك ةنانوذرات جامد معلق با انداز
 درصـد باشـند. نانوسـيال    5با كسـر حجمـي كمتـر از    

مقايسه با مايعات واند باعث بهبود انتقال حرارت درت مي
توان براي بهبود سيسـتم   مي از نانوسيالاتخالص شود. 

جمله انتقال حرارتي در كاربردهاي مهندسي، از مديريت
و  HVACهـــاي  حـــرارت، ميكرومكانيـــك، سيســـتم
هـاي اخيـر،    سـال  تجهيزات سرمايشي استفاده كـرد. در 

تجربـي و عـددي انتقـال حـرارت      ةن بـه مطالع ـ امحقق
ــه ــا جاب ــيالايي ج ــه تنانوس ــاي  در هندس ــف ه مختل

 ، هـريس و همكـاران  [2] همكـاران  و (ميگا اند داختهپر
 ، سـانترا و همكـاران  [4] ، وانگ وايسز و همكـاران [3]
  ).[6] و نوين و همكاران [5]

يي آزاد در جـا  جابهنيلد و كوزنتسو، انتقال حرارت   
 صـورت  بـه مـرزي جريـان آرام يـك نانوسـيال را      ةلاي

كـه مـدل    انـد  هآنها نشان داد .[7] تحليلي بررسي كردند
ات حركـت براونـي   تـأثير رفته براي نانوسـيال بـا   كار به

 در پـژوهش ديگـري ، نيلـدو كوزنتسـو     .شود مي تلفيق
متخلــل  لايــة مــرزي، ناپايــداري حرارتــي در يــك [8]

، خان را بررسي كردند. اخيراً نانوسيالشده با يك  اشباع
روي كـه از  را يك نانوسـيال   لاية مرزيو پاپ، جريان 

مورد مطالعـه   ،عبور كرده است يافته شگسترسطح يك 
هـاي دقيـق    طـور كلـي يـافتن حـل     به .[9] اند هقرار داد

هـاي رياضـي    معادلات ناويراستوكس داراي پيچيـدگي 
خطـي بـودن ايـن    بسياري است. اين امـر ناشـي از غير  

كه در جريان  نهي كه اصل برهم طوري به ،معادلات است
بـا ايـن    ؛نيستكارساز است، ديگر قابل اعمال  پتانسيل

 بـراي  ي دقيـق هـا  حلتوان  حال در مواردي خاص، مي
 هـا  حـل اغلب ايـن   ولي ؛معادلات ناويراستوكس يافت

كـه   ييجـا  جابـه مربوط به حالاتي اسـت كـه جمـلات    
 طور طبيعي حـذف شـوند.   خطي هستند، بهجملاتي غير

 توسـط هـايمنز   لة جريـان سـكون  ئاولين حل دقيق مس
بعـدي  جريان سكون دو ،حلارائه گرديد. در اين  [10]

يمنز جريان روي ا. هبررسي شد در مقابل صفحة تخت
آرام، غير قابل تـراكم   صورت بهصفحة تخت ساكن را، 

و پايدار فرض كـرد. وي همچنـين بـا اختيـار متغيـري      
هـاي سـرعت بـه يـك تـابع       مناسب و نيز تبديل مؤلفه

معمولي دست يافـت  يك معادلة ديفرانسيل به تشابهي، 
يجه ميدان فشار را در نتميدان سرعت و در ،ل آنو با ح

  آورد. دست بهتخت  نزديكي صفحة
يك حـل دقيـق بـراي     [11]، هومان هايمنزپس از   

معــادلات ناويراســتوكس از جريــان  بعــدي ســهحالــت 
تخـت   مقابـل يـك صـفحة   سكون متقـارن محـوري در  

آورد. او نيز با تعريف تغيير متغيري مناسـب و   دست به
يـك   ،هاي سرعت بـه يـك تـابع تشـابهي     همؤلفتبديل 

 دسـت  بـه براي تابع تشـابهي  معمولي معادلة ديفرانسيل 
ارائـه داد.   تواني يك سري  صورت بهآورد و حل آن را 

بعـدي   جريـان سـكون سـه    [13] و ديوي [12] هوارث
هـاي غيـر    درمقابل يك صفحة تخـت را بـراي حالـت   

 نـد. دنموو نتايج خـود را منتشـر    ندمتقارن بررسي كرد
اولين حل دقيق براي جريـان سـكون متقـارن محـوري     

 ارائـه  [14] توسط وانـگ ، نامحدود ةستوانيك ا برروي
حل فرض شده اسـت كـه اسـتوانه سـاكن      اين در شد.
، چرخشي يـا محـوري نـدارد    حركت گونه هيچ و است

سـطح خـود و فاقـد     از جريـان  استوانه نيز بدون عبور
 ـضـمناً  باشد.  دمش يا مكش سطحي مي تقـارن   دليـل  هب

جريان آزاد نسـبت بـه محـور اسـتوانه و دائمـي بـودن       
 tو )اي (جهت زاويه جريان، كلية مشتقات نسبت به

ــفر  ــان)، ص ــتوكس در  اســت(زم ــادلات ناويراس و مع
 شـوند.  مي تبديل يتر شكل ساده اي به مختصات استوانه

ــورلا ــهدر مجم [19-15] گ ــان  اي  وع ــالات، جري از مق
سكون متقارن محوري اطراف استوانه را مورد بررسـي  

دائم و هاي  آرام در حالت صورت بهقرار داد، كه جريان 
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برخي از كاربردهـاي   عنوان بهتوان  از موارد زير مي  
تحليل  :استوانه نام برد بررويهاي جريان سكون  حالت

هـاي توليـد در    هاي سـانتريفيوژ، پروسـه   حركت ماشين
ي و ســيمان، انجــات صــنايع شــيميايي، پتروشــيمكارخ
گيـري   يندهاي سرمايش و گرمايش، فازهـاي شـتاب  افر

كارانــدازي انــدازي و از هــاي راكــت، مراحــل راهموتور
هـاي   هاي صنعتي، الك كننده هاي صنعتي، مخلوط ماشين

  كنندة صنعتي.  هاي نوسان صنعتي و ساير ماشين
  

  خواص نانوسيال
)(يـوم  نانوذرات اكسيد آلومين 32OAl    كـه در پـژوهش

  باشد:  مي زير را داراهاي  ويژگي اند هرفت كار بهحاضر 
چگالي   

3
3600

m

Kg
m  قطر ميـانگين ذره ، nm 44 

  ) فهرست شده است.1ساير خواص نيز در جدول (
  

  نانوسيالخواص مربوط به سيال پايه و   1 جدول
  مقدار پارامتر

fk  0.6316 [W/m-K]حرارتي سيال پايه،ضريب هدايت 

 pk  40 [W/m-K] ضريب هدايت حرارتي نانو ذره،

 ظرفيت گرمايي ويژه سيال پايه،
fpC ,

 4.181 [kJ/kg-K]

 ظرفيت گرمايي ويژه نانوذرات،
ppC ,

  0.765 [kJ/kg-K]

  f  987.6 [kg/m3]چگالي سيال پايه،

 p 3600 [kg/m3] چگالي نانو ذرات،

  f 0.000538 لزجت ديناميكي سيال پايه،
[kg/m-s] 

 pd 44 nmقطر نانوذرات،

 fd 0.384 nm قطر مولكول سيال پايه،

  
  سيالچگالي نانو

ات در اين تحقيق فرض شده است كـه چگـالي نـانوذر   
دمـايي مـورد نظـر ثابـت      اكسيد آلومينيوم در كل دامنة

 نانوسـيال چگـالي   رابطة زير بـراي محاسـبة  باشد و از 
  استفاده شده است:

  

pvfvn   )1( )1( 

ترتيب معـرف   به p , f , nهاي  انديس بالا ةدر رابط  
باشد و  مي نانوسيال، سيال پايه و ذرات اكسيد آلومينيوم

v .معرف كسر حجمي ذرات معلق در سيال است   
  

  لزجت ديناميكي نانوسيال
توان با روابط موجـود،   مي را لنانوسيالزجت ديناميكي 
ــوط ــراي مخل ــرآورد كــردهــاي  ب ــازي ب يكــي از  .دوف

لزجـت سـينماتيكي    ةترين روابـط بـراي محاسـب    جامع
است كه توسط ميسـون كرچيونـه   اي  ت رابطهنانوسيالا

  :[35] زير ارائه شده است صورت به
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بالا ةدر رابط  
fd    قطر معادل يـك مولكـول سـيال ،

  آيد:  مي دست به رابطة زيراز  بااستفادهپايه است، كه 
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عدد آووگادرو  Nوزن مولكولي سيال پايه،  Mدر آن  كه
 ــ0fو  ــيال پاي ــالي س ــبه ةچگ ــاي  محاس ــده در دم ش
kT 2930   حاضر، فرمـول كرچيونـه   است. در تحقيق

 -بازنويسي معادلات ناويرو  لزجت سيال ةمحاسب براي
اسـتفاده   انرژي ةو نيز معادل نانوسيالاستوكس حاكم بر 

  شده است.
  

  نانوسيالضريب هدايت حرارتي 

ضــريب هــدايت حرارتــي  ةزيــر بــراي محاســب ةرابطــ
  :[35] پيشنهاد شده است نانوسيال
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وpReبالا ةدر رابط  
fbPr زيـر معرفـي   صـورت  بـه 

  شوند: مي
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  معادلات حاكم

) نشان داده شده است جريان 1كه در شكل ( طور همان
),,(اي هدر مختصــات اســتوان zr   ــا ســرعت  ياجــزاب

ــاظر ــر (u,v,w) متن ــان  گ درنظ ــده اســت. جري ــه ش رفت
شـود. بـا    مـي  و در حالت پايا بررسي استناپذير  تراكم

فرض تقـارن محـوري معـادلات حـاكم در مختصـات      
  باشد:  مي زير صورت اي به استوانه
  پيوستگي: ةمعادل
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  :rاندازه حركت راستاي  ةمعادل
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  :zاندازه حركت راستاي  ةمعادل
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  :اندازه حركت راستاي ةمعادل
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  انرژي: ةمعادل
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  شرايط مرزي معادلات بالا عبارتند از: 
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 ) همان شـرط عـدم لغـزش سـيال لـزج     11( ةرابط  
 دسـت  بـه لـزج  اساس حـل غير ) بر12( باشد. روابط مي
به اين شكل كه اولي بيانگر اين موضوع اسـت   اند، هآمد

در دوردست بـا شـيب آن     uكه شيب تغييرات سرعت 
گر انو عبارت سوم نيز بي ـ استدر حل غيرلزج يكسان 

اسـتوانه   ةحد كافي از ديوار اين موضوع است كه اگر به
 w سيال لزج همان سرعت wگاه سرعت  دور شويم، آن

  شود. مي لزجسيال غير
 معادلـة انـرژي  شرايط مرزي مورد نياز براي حـل    
  شود: مي زير بيان صورت به

  

  معلومبا دماي الف) حالت ديواره 
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فوق  ةدر رابط  
wT باشد كـه   مي رهبيانگر دماي ديوا

بيـانگر دمـاي    Tثابـت اسـت. همچنـين     داراي مقدار
  باشد. مي جريان آزاد يا همان دماي سيال دور از ديواره

  

  ممعلوبا شار حرارتي حالت ديواره ب) 
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ضريب هدايت حرارتـي سـيال و   kدر روابط فوق   
wq  باشـد كـه    مـي  اسـتوانه  ةشار حرارتي معلوم ديـوار

كـه از روابـط فـوق     طـور  همـان مقدار آن ثابت اسـت.  
مشهود است، شرط مرزي دوم در هر دو حالت يكسان 

 بااسـتفاده ثابت باشد.  Tاست و فرض شده است كه 
توان تعـداد متغيرهـاي    تشابهي مناسب مي از متغيرهاي 

الگو برداري  ر معادلات حاكم را كاهش داد. باموجود د
) و با ضرب 12رابطة (شده در  غيرلزج ارائههاي  از حل

، و فرض جريان پايـا  اين روابط در توابع تبديل مناسب
بـه   روابط زير بـراي كاسـتن معـادلات ناويراسـتوكس    

  :[23] بعد ارائه شده است تشابهي بي معادلات 
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)(كه در روابط بالا        معـرف مشـتق نسـبت بـه متغيـر
  شود: مي زير معرفي صورت بهباشد كه  ميتشابهي
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 خود ارضـا  )، معادلة پيوستگي را خودبه15روابط (  
كند و پـس از جـايگزيني ايـن روابـط در معـادلات       مي
 ـrو  z ،دازه حركت راستاهاي ان  ة، يك دستگاه معادل

زيـر   صـورت  بـه  Gو   fديفرانسيل معمولي براي تعيين 
  آيد: مي دست به
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زيـر   صورت بهبالا عدد رينولدز نانوسيال  ةدر رابط  
  شود: مي معرفي
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شرايط مرزي مورد )، 12و  11( از روابط بااستفاده  
 دسـت  بـه زيـر   صـورت  به) 17(نياز براي حل معادلات 

  آيد:   مي
  

0,1:

Re2
,0,0:0

2





Gf

a
Gff








 
)20( 

  

 )( بعـد  بياز متغير  معادلة انرژيانتقال  منظور به  
و شار حرارتي ثابـت  دماي ثابت با در دو حالت ديواره 

  شود: مي زير استفاده صورت هب
  

  معلومبا دماي الف) حالت ديواره 
بعـد   كه بيـانگر دمـاي بـي   در اين حالت متغير جديد

  شود: مي زير معرفي صورت بهاست، 
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رابطـة  شـده در   دراين حالت، شرايط مـرزي ارائـه    
  شوند: مي زير تبديل صورت به )15(
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ــرض    ــا فـ 03.0 بـ
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 زيـر تبـديل   صـورت  بهسازي  انرژي پس از ساده ةمعادل
  شود: مي
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  معلوم با شار حرارتي ب) حالت ديواره
حرارتـي   شار ثيرأاستوانه تحت ت ةدر شرايطي كه ديوار

ثابت 
wq قرار دارد دماي بي بعد)( زيـر   صورت به

  تعريف شده است:
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 ةدر رابط ـ شـده  ارائـه اين حالت، شرايط مرزي  در  
  شوند: مي زير تبديل صورت به )13(
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 ،ســازي ســادهو پــس از  )24(ة از رابطــ بااســتفاده  
  شود: مي زير تبديل صورت به معادلة انرژي
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زيـر   صـورت  بـه يي جا جابهضريب انتقال حرارت   
  :شود مي محاسبه
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  :يدآ مي دست بهزير ةنتيج بالا ةاز رابط  
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ــا   ــه )26 و 23و  17( لات ديفرانســيلدمع همــراه  ب
، بـاروش تفاضـل محـدود و    شـده  ارائـه شرايط مـرزي  

 (TDMA)قطــري  از الگــوريتم مــاتريس ســه بااســتفاده
شود. نتايج حاصل از حـل ايـن    مي حلزمان  طور هم به

  بعد ارائه شده است. هاي  معادلات در بخش
  

  تنش برشي در سطح ةمحاسب
 رابطـة  بر سطح اسـتوانه  مؤثرتنش برشي  براي محاسبة

  زير مورد استفاده قرار گرفته است:
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گيـري   تنش برشي، ابتدا با مشـتق  ةمنظور محاسب به  

 ةجمل ،اي زنجيره
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 شود: مي زير تبديل صورت به  
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 ةرابط ـ  داريـم  ، r=aكـه در   توجه به ايـن  با  
 زيـر تبـديل   صـورت  بـه تنش برشي  ةربوط به محاسبم

  شود: مي
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  1397، و

  
v   

(f  در
ــت.    س
ضـر در     
مرجـع  

ات، ذر
 ـاهش   

 پايـه،  
ـاهش  
ري آن 

 ةمؤلف ـ

  
Re  

،دوت و نهم، شمارة 

02.0در سب

  مختلف

)(بع ت بر تـا 

ــده اس ش داده ش
ـايج حـل حاض

م Wangج حـل   
نانوذسر حجمي 

ـرعت سـيال كـ
ات در سيالذر
شود و با كـ مي 

ســرعت محــور
منـد، بيشـترين   

  شد.

100درحسب

سال بيست 

برحسب f)(رات 
رينولدز م ي اعداد

  

 حجمي نانوذرات
ــايش3كل ( ) نم
شـود نتـ مـي  ظه

ل پايه) بر نتـايج
د. با افزايش كس
حوري ميدان سـ

نانويگر تزريق 
حركتي سيال ي

حــوري ســيال، س
دهن مـي  ج نشان

باش مي  سيال پايه
  

f)(يرات  حسبر
  

منحني تغيير  2 كل
ازا به

اثر تغيير كسر
1Re  ــك در ش
كه ملاحظ طور ن
v براي سيال)
باشد مي منطبق ]

مح ةمؤلفق نفوذ 
عبارت د به .ابد

ث كاهش اينرسي
حركــت مح ةاز
يابد. نتايج مي ش

وري، مربوط به

منحني تغيي  3 شكل
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عادلات ديفرانس
و عـ  در سطح
از بـه  ختلـف و

  ست.
ــي )(هــاي  حن

0.0v اعـد و
هكه مشـا  طور ن

مؤلفعمـق نفـوذ
زيـرا ؛يابـد  مـي

ـي شـعاعي سـي
ذ هـر چـه بيشـ
يـدان جريـان ني

اسباتي در مكانيك

 :داريم   
  

) G
2k [G ( )  

  

0ح اسـتوانه

  آيد: مي 
  

)0(
)0(

)0(
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)0(
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G
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  شود: مي ي
  


)0(

)]0(
Gk 



  
  نتايج

حاصل از حل مع
مراه تنش برشي

ـداد رينولـدز مخ
بي ارائه شده اس

از منحاي  مونــه
02ـر حجمـي

همانشده است.
ـدد رينولـدز ع
م  سيال افزايش

 اينرسـي حركتـ
ت ديگر با نفـوذ

شعاعي مي ةمؤلف

  

وم كاربردي و محا

ةن براي محاسب


G( ) c ( )
]

c( )

 


كه در سـطحنجا
دست بهزير  ت

)0(

)0()0(

]
)

)0(

c

cG

c






ك وجــه بــه ايــن

زير بازنويسي ت

 قسمت نتايج ح
همر به )26و  23

اعـ ة در محدود
انتخابهاي  جمي

ــكل  ) نمو2( ش
بـراي كسـ ب 

 انتخابي ارائه ش
 بـا افـزايش عـ
 ميدان سرعت
 عدد رينولـدز ا

عبارت به ،شود ي
م ،شعاعيِ سيال

  يابد. مي 

ية علونشر
  

همچنين

)32( 

ازآن  
صورت به

)33( 

باتو  

صورت به

)34( 

در اين
3و  17(

تناسل
كسر حج

در  
برحسب
رينولدز

شود مي
شعاعي
افزايش
مي بيشتر
ممنتوم
افزايش



  حمديون

هــاي  ي
حجمي  
، زيـرا  
 شــيب  
 ديگـر   

وع وض
  د. 

 دمـاي   
ت. ايـن     
 سـتوانه 

 طور ان
 ةزانـد 

 نفـوذ    
 كاهش

  ود.

  
 بعد 
 

هـاي   ي 
ي ا دم ـ 

 نتظـار  
ـت در  
 شــروع

 شـيب  
خامت  

حميد مح 

جــه بــه منحنــي
 افزايش كسـرح

دهد، مي  كاهش
اعــث كـاهش 

عبـارت د و بـه  
يابد و اين مو مي

شود مي  استوانه
توزيـعهاي  ني

ده شـده اسـت
اس ةكه ديـوار  د

هما قرار دارد. 
رينولدز جريان ا
 افـزايش عمـق

حرارتي ك مرزي
شو مي  نيز كمتر

بيدماي هاي  حني
 Re=10واره در 

ي
v بر منحنـي

 اين نتـايج در
طور كـه ا  همان

ر ثابـشا بعد بي 
ش 1 ةنقطــ
اتنـانوذر مـي    

ني افزايش ضـخ

توجانــد. با شــده
تيجه گرفت كه
شي در سطح را

ات بانـانوذر مي  
شـود مي سرعت

م  سطح كاهش
برشي در سطح

از منحناي  مونه
نمـايش دا ηب  

اند شدهي ترسيم
رارتي يكنواخت
 افزايش عدد ر

با يابد و مي ش
لاية م ضخامت

در سطح بعد بي
  

ات بر منحنانوذرمي 
ر حرارتي ثابت ديو

  

كسر حجمي تأثير
داده شده است.

.اند شدهترسيم 
دمايهاي  حني

از نهــا   منحنــي
ش كسـر حجم

معن يابد واين به ي

ترســيم اتوذر
توان نت مي ،شده 

ات، تنش برشذر
يش كســرحجم

توزيع سهاي  رخ
يان سرعت در
ث كاهش تنش ب

نم) 6(در شكل 
برحسـب  عد
در شرايطيها  ني
شار حر تأثير ت

رود با مي نتظار
كت سيال افزايش

تنها وم سيال نه
بابد بلكه دماي 

اثر كسر حجم  6 ل
در شرايط شار

ت )7(شكل  در
نشان د بعد بيي
ت  Tw=450kره
خلاف محبر ،رود

ن حالــت تمــام
با افـزايش شوند و

مي كاهشها  ني
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f 

بي
 بـا
عت
اي
ـان
ـان
يج

  
، 

  
ب

ره،
ف

نــانو
ارائه
نانوذ
افـزا
رخ نيم
گراد
باعث

 
بع بي

منحن
تتح
انكه 
حرك
ممنتو
يا مي

شكل

 
دماي
ديوار
ر مي

ايــن
ش مي
منحن

 ...وسيال

ــاي ــي ه )(ن

انتخـا  رينولـدز
رود مـي  نتظـار

مـرزي سـرع ة
هـا رخ شـيب نـيم

 بنـابراين گراديـ
توان نشـ ميبد.

وذرات نيـز نتـا

05.0vدرب
  ف

طح استوانه برحسب
  ختلف نانوذرات

ش برشـي ديـوا
مختلـفهـاي   مي

 متقارن محوري نانو

ــه از منحناي  ون
0v و اعداد

كـه ا طور همان
 ـ   ة ضـخامت لاي

به افـزايشِ ش ر
 شـود و مي

يا مي نه افزايش
كسر حجمي نانو

  شود.
  

f)(ت   حسببر
عداد رينولدز مختلف

  

 تنش برشي در سط
مهاي  كسر حجمي

  

تـنش فة محوري
ز در كسـرحجم

م هي جريان سكون

ــكل ) نمو4(  ش
05.0براي ب 

هده شده است. 
رينولـدز،  عدد
يابد كه منجر مي

0سرعت در 

 در سطح استوان
ي ساير مقادير ك

شو مي  استخراج

منحني تغييرات  4
ازاي اع به

منحني تغييرات  5
ازاي ك به رينولدز، 

مؤلفة) 5(  شكل
ب عـدد رينولـد

حل تشابه
  

در  
برحسب
نشان دا
افزايش
م كاهش

توزيع س
سرعت
داد براي
مشابهي

 شكل

5 شكل
عدد

در  
برحسب



  1397، و

بـا   .ت 
فزايش 
انتقـال   

كـه   ور 
ــرارت 

  د.

  
 در ت

  
رارت 

Re2
2

a

 
 هاي كل

  كســر
نولـدز  

،دوت و نهم، شمارة 

ه اسـترسيم شد
ت كه منجر به اف

ضـريب ا شـود 
طـو همـان ـد و  

ريب انتقــال حــ
v( باشد مي

عدد ناسلت برروي
 
2k

aq 

ضريب انتقال حر ر
 Tw=450 k  

)(بـر تـابع    
e G

مختلف در شكل
ت. بــا افــزايش

رين مقـدار عـدد   

سال بيست 

متفاوت ترهاي  ي
اتنانوذرهاي  ي

ش مي ارتي سيال
يابـ مي افزايش 

د كمتــرين ضــر
0ه سيال پايه (

  

بات نانوذرحجمي 
1000 رايط

fb

w

k

q

  

حجمي نانوذرات بر
h( دماي ديوارهدر

  
ـي نـانوذرات ب
 اعداد رينولدز م
داده شــده اســت

ازاي هـر م  بـه 

ي كسر حجمي
ش كسر حجمي
يب هدايت حر

،ييجا جابهرت
شــود مــي هحظــ

يي مربوط بهجا ه

كسر ح تأثير  8 شكل
شر

كسر ح تأثير  9 كل
(يي جا جابه

حجمـ اثر كسر
ازاي به سب

نمــايش د )10-
رات،مي نـانوذ 
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ازاي به
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ضريب
حرار
ملاح
جابه

شك

شك

 
برحس

)12-
حجم

 ك

انـانوذر افزايش
در سط بعد بيي

 ضـريب هـداي
زايش نـرخ انتقـ

در بعد بيدماي اي
Re=  

عدد ناسلت ي
شـار حرارتـ ثير
نمـايش د )8(ل

حسب عـت بر
لف ترسـيم شـ
 بـا افـزايش كس

يابـد ميافزايش
طـ شود. همان ي

ش عـدد رينولـ
شـود كـه ايـ ـي

همچنـين افـزايش
ي بر افزايش عـ

همـ رارت را بـه

جايي ( هرت جاب
k 450=يــواره

اسباتي در مكانيك

باشد. هر چند 
ش گراديان دماي
شـدت افـزايش
جه است كه افز

  د.
  

ها بر منحني vمي
 TW=4500.1 = و

  

برروات نانوذر 
تـأثتوانه تحـت

شـكلهـاي   حنـي
عدد ناسلها  حني

مختلهاي  حجمي
 اين است كـه

ارتق نفوذ حر
مي حرارتي بيشتر

دهند افـزايش مي 
مـ عـدد ناسـلت

سـت. هاـرارت
محسوسي تأثير 

بهبود انتقال حر

يب انتقال حرار
ـدز در دمــاي د

وم كاربردي و محا

مي حرارتي زي
منجر به كاهش، 
امـا ش ،شود مي 
توج قدر قابل نآ 

همراه دارد  را به

كسر حجم تأثير  7
0K دماي

كسر حجمي ير
استو ةي كه ديوار

رار دارد در منحن
ت. در اين منح

ازاي كسر ح  به
توجه قابل ةتيج

ات عمقنانوذر 
ح لاية مرزيت 

نشانها   منحني
باعث افزايش ع
 بهبود انتقال حـ
جمي نانوذرات

و ب دردايان  جر
.  
ضري )9( شكل 

ب عــدد رينولــد

ية علونشر
  

لاية مرز
به سيال
استوانه
حرارتي
حرارت

شكل

تأثي  
شرايطي
ثابت قر

شده است
رينولدز
است. نت
حجمي
ضخامت
كه اين
جريان ب

معني به
كسر حج
ناسلت

آورد مي
در  

برحســب



  حمديون

  
ميدان 

جمـي     
سـطح  

1

كـه بـا    
تـنش   
 ةمؤلف 
  

  
  ي

تقـارن   
نتقــال 

حميد مح 

ماي  مؤلفة زاويه  بر
Re  

ي اثـر كسـر حج
رشي سيال در س

ازاي  ـه 
sec

00
rad

 ـ ن اسـت كجه اي
اي زاويـه  ةؤلف ـ
و كمترين يابد ي

باشد. مي ل پايه

اي مؤلفة زاويه ت بر

  
سـكون متريـان   

و ا چرخــان ةان

 حجمي نانوذرات
=١٠٠e در سرعت

  
بررسـي منظـور  ه 

تنش براي  زاويه
 است. نتايج بـه

توج جالب ةتيج
مؤي نـانوذرات،  
مي وانه افزايش

ي مربوط به سيال
  

سر حجمي نانوذرات
  تنش برشي

  
گيري نتيجه

حل تشـابهي جر
اســتوا بــرروي 

كسر تأثير  12 كل
س

بـه) 13( شكل
ز ةمؤلفذرات بر 

وانه ترسيم شده
 شده است و نت
ش كسرحجمي
ي در سطح استو

تنش برشياي  ه

كس تأثير  13 شكل

حقيق حاضر ح
نانوســيالوري
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نانوذ
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ارائه

افزايش
برشي
زاويه

در تح
محــو

 ...وسيال

يابـد مـي  ـزايش
زاويـه ةمؤلف ـش
توان نتيجه گرف 
ميـداي  زاويـه  ة

ت. در تمـام مـوا
سيال پايه) بر نتا

 اين انطباق نتايج

ميداناي  مؤلفة زاويه

ولفه زاويه اي ميدان

 متقارن محوري نانو

)(
Re2

2





G
a

افـ 
معني افزايش  به

مي ست. بنابراين
ةمؤلف ـ، كمترين

 سيال پايه است
0v براي س)
منطبق است كه 

  كند.  أييد مي
  

م جمي نانوذرات بر
  Re=1 در رعت

  

جمي نانوذرات برمو
  =10Re در عت

م هي جريان سكون

(، مقدار تـابع  

 مقدار اين تابع
سرعت سيال است
 اعداد رينولدز،

متعلق به سيال 
0ازاي  حاصل، به

Cu  [19]مرجع  
تأ روش حل را 

كسر حجم تأثير  10
سر

تاثير كسر حجم  11
سرع

حل تشابه
  

انتخابي،
افزايش
ميدان س
در تمام
سرعت
نتايج ح
unning

صحت

0 شكل

1 شكل
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اي  در شرايطي كه استوانه با سرعت زاويـه  ،حرارت آن
ارائـه شـده اسـت. دسـتگاه معـادلات       ،چرخد مي ثابت

از متغيـر تشـابهي و توابـع     بااسـتفاده اي  ديفرانسيل پاره
تبديل مناسبي به معادلات ديفرانسيل معمولي تبـديل و  

اعداد رينولـدز   ةاين نتايج در محدود ةاند. هم حل شده
ازاي مقـادير مختلـف كسـر حجمـي      و به 1000تا  1/0

ــانوذرات )05.0,035.0,02.0( ن v  .ــه شــده اســت ارائ
دهد افـزايش كسـر حجمـي نـانوذرات،      مي نتايج نشان

مؤلفـة   شـعاعي ميـدان سـرعت و    ةمؤلف ـباعث كاهش 
شـود   مـي  اسـتوانه  ةبر ديـوار  مؤثرتنش برشي  محوري
يي، عـدد  جـا  جابـه كه ضـريب انتقـال حـرارت     درحالي
اي  مؤلفة زاويـه ميدان سرعت و اي  مؤلفة زاويهناسلت، 

  يابد.  مي تنش برشي در سطح استوانه افزايش
  

  فهرست علائم
   نانوسيالچگالي 

كسر حجمي  

  چگالي سيال پايه

    چگالي نانوذرات
   سيال پايههاي  قطر معادل مولكول

   نانوذراتهاي  قطر معادل مولكول

   لزجت ديناميكي نانوسيال

   سيال پايه لزجت ديناميكي

  متغير تشابهي

    نانوسيالعدد رينولدز 

  عدد رينولدز سيال پايه
  قدرت چشمه جريان

  شعاع استوانه
zr  اي همختصات استوانهاي  همؤلف ,, 

  ال پايهلزجت سينماتيكي سي
  شعاعي ميدان سرعت ةمؤلف

 ميدان سرعت مؤلفة محوري

 v  ميدان سرعتاي  مؤلفة زاويه

  تنش برشي
  فشار
 P  بعد بي فشار

شعاعي ميدان  ةمؤلفمرتبط با  بعد بيتابع 
  سرعت

ن ميدااي  مؤلفة زاويهمرتبط با  بعد بيتابع 
  سرعت

G 

   نانوسياللزجت سينماتيكي 
ffek  ضريب هدايت حرارتي نانوسيال

  دماي انجماد سيال پايه
rfT 

 PRe  عدد رينولدز نانوذرات

bPr  پرانتل سيال پايه عدد

Nu  عدد ناسلت

h  ييجا جابهضريب انتقال حرارت 
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 حل معكوس وسيلة بهمكان و شدت منبع حرارتي در ورق مدرج تابعي  زمان همتخمين 
  )3(زاده پرويز ملك     )2(حقيقي محمدرضا گلبهار    )1(مريم شمسا

  
 وسيلة بهمتغير با زمان براي يك ورق مستطيلي مدرج تابعي  ةاي و گستردارتي نقطهدر اين مقاله پارامترهاي مكاني و شدت منبع حر  چكيده

گيرد.  مي دما روي مرزهاي ورق انجام گيري اندازه وسيلة بهالگوريتم معكوس برمبناي روش گراديان مزدوج تخمين زده خواهد شد. اين كار 
 ةشدت منبع حرارتي در دسترس نيست، بنابراين روند تخمين با يك حدس اولي اي از مكان منبع و تابعفرض بر اين است كه هيچ اطلاع اوليه

براي مشتقات مكاني و روش كرنك نيكلسون براي  اجزامحدودمعادلات حاكم از روش  سازي گسستهگردد. براي  آغاز مي دلخواه
مكان و شدت منبع حرارتي در ورق مدرج  زمان همين بار به تخم  در اين مقاله براي اولينمشتقات زماني استفاده گرديده است.  سازي گسسته

  اند. و هم منبع گسترده مورد بررسي قرار گرفته اي نقطهاين در تخمين منبع حرارتي، هم منبع  بر علاوه .تابعي، پرداخته شده است
  

  .ي، انتقال حرارت، روش گراديان مزدوج، مسائل معكوس، منبع حرارتمدرج تابعيمواد   كليديهاي  واژه
  
  

Simultaneous Estimation of Location and Strength of a Heat Source in a Functionally 
Graded Plate by Inverse analysis 

 
M. Shamsa  M.R. Golbahar Haghighi   P. Malekzadeh 

 
 
Abstract  In this article, an inverse algorithm based on the conjugate gradient method is applied to 
estimate the unknown location and time-wise varying strength of the point and distributed heat source in 
functionally graded rectangular plate from the knowledge of temperature measurements taken from the 
boundaries of plate. It is assumed that no prior information is available on the functional form of time-
wise variation of the heat source strength so estimation process starts with an arbitrary initial guess. The 
conjugate gradient method is employed for optimization process and the finite element method is applied 
to solve the governing differential equations. Results show that the estimation of location and strength of 
point heat source can be obtained with any arbitrary initial guesses. 
 

Key Words  Functionally Graded Materials, Heat Transfer, Conjugate Gradient Method, Inverse 
Problems, Heat Source.  
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  مقدمه
باشـند كــه بــراي  مــيمـواد غيرهمگنــي  مـواد هدفمنــد  

كردن تنش و مقاومـت حرارتـي و توزيـع دمـا در      بهينه
هايي كه در معـرض حـرارت بـالا يـا بـار      اجزا و سازه

 ـگيراند مورد اسـتفاده قـرار مـي   مكانيكي قرار گرفته د. ن
بـا ريزسـاختار   پيشـرفته  از انواع مواد  مدرج تابعيمواد 

از  اي هنوع رايج آن تركيب پيوسـت  كه ندباش مي ناهمگن
سراميك و فلز است. اين مواد از اخـتلاط پـودر فلـز و    

آينـد. تفـاوت ايـن مـواد بـا مـواد       مي دست بهسراميك 
اي اي سنتي در اين است كـه در مـواد لايـه   مركب لايه

اي از يـك لايـه   لايه صورت بهها آن ةسازندخواص مواد 
مـدرج  كه در مـواد   صورتيكرد درديگر تغيير مي ةبه لاي
 برحسـب پيوسـته و تـدريجي    صورت بهخواص  تابعي

متغيــر مكــاني (معمــولاً در راســتاي ضــخامت) تغييــر  
 ةرفتـه و نحـو  كار بـه بـه نـوع مـواد     باتوجـه و د نكن مي

از مقاومـت حرارتـي و    ،آنهـا قرارگيري ذرات مـاده در  
باشند. برخوردار مي موادمكانيكي بالايي نسبت به ساير 

ايـن مـواد در   از سـبب شـده اسـت كـه     ها  ويژگي اين
آلات خاص ازجمله در صـنايع   ماشينو ها  ساخت سازه

اجزايـي بـا وزن پـايين و مقاومـت     كه نيـاز بـه   فضايي 
اسـتفاده گـردد. ايـن     ،باشـد ميحرارتي و مكانيكي بالا 

مخازن راكتورها هاي  در ساخت صفحات و پوستهمواد 
كاربرد بسياري نيز ها  نو ديگر اجزاي ماشيها  و توربين
در برابـر  زيرا اين قطعات توانـايي بـالايي    ؛اند هپيدا كرد
  ناشي از كمانش حرارتي دارند. شكست

معمول با داشتن شرايط  طور بهدر مسائل كلاسيك   
بـه بررسـي    ،اوليه و شرايط مرزي از يك مدل فيزيكـي 

شود. براي  ثيرات اين شرايط بر ميدان حل پرداخته ميأت
ساخت نـازل موشـك، دانسـتن     ةدر صنايع پيشرفت مثال

 ـ   نـازل از اهميـت فراوانـي     ةشار حرارتـي وارد بـر بدن
برخوردار است زيرا وجود شـار حرارتـي بـالا در ايـن     
ناحيه باعث زياد شدن قطـر گلوگـاه نـازل و درنتيجـه     

شود كـه درنهايـت، ايـن    كاهش كارايي پيشران نازل مي
  .دهندعوامل كارايي موتور را كاهش مي

مقـادير   برخيمستقيم  گيري اندازهدر برخي مسائل   
باشـد. اولاً   نمـي پذير  امكانبه دو دليل  ،تجربي روش به

 گيـري موارد دماي سطوح داخلي مورد اندازهعضي در ب
بالاسـت كـه حسـگرها قـادر بـه تحمـل و        اي هازانـد  هب

 3000باشند (مثلاً وجـود دمـاي بـالاي    نمي گيري اندازه
در بعضـي از   ثانيـاً  ،هـا)  گـراد در موشـك   سـانتي  ةدرج

بسـيار   گيـري  انـدازه موارد، وسايل مورد استفاده بـراي  
باشند كـه شـايد بـرآوردن هـدف     پيچيده و پرهزينه مي

 رو ازايـن صرفه نباشـد.   به مقرونسيستم  آنمورد نظر از 
مســائل انتقــال  بــرروياخيــر تحقيقــاتي هــاي  در ســال

منجر به ايجاد روشـي   ه كه نتايج آنگرفتحرارت انجام 
انتقـال  طـور كلـي مسـائل     جايگزين گرديده اسـت. بـه  

مسـتقيم و معكـوس    ةدسـت تـوان بـه دو    مي را حرارت
ــين برخــي از    تقســيم ــراي تعي ــروزه ب ــود. ام ــدي نم بن

معكـوس اسـتفاده   هـاي   پارامترهاي حرارتـي، از روش 
معكوس وقتي ارزشـمند  هاي  شود. استفاده از روش مي

مسـتقيم پارامترهــاي حرارتــي   ريگيــ انـدازه اسـت كــه  
در مسائل انتقال حـرارت   غيرممكن و يا پرهزينه باشد.

 )Direct heat transfer  problems(بـا روش مسـتقيم   
هندسه، شرايط مرزي، شرايط اوليه و همچنين خـواص  

توزيع دما در  ةو هدف محاسب استترموفيزيكي معلوم 
ادلات از حـل مع ـ  بااسـتفاده مورد بررسـي   ةداخل ناحي
كـه در مسـائل انتقـال حـرارت      درحالي ؛باشدحاكم مي

تعـدادي   )Inverse heat transfer problems( سمعكـو 
 آنهـا و هدف تخمين  باشند مياز اين اطلاعات نامعلوم 

 ةناحي ـ مرزهـاي شده در   گيري اندازهاز دماهاي  بااستفاده
 محاسـبات باشد. در ايـن روش حجـم   مورد بررسي مي
هـاي   آوردن كميـت  دسـت  بـه از بـراي  تجربي مورد ني ـ

ترموفيزيكي نظير منابع حرارتي، خواص حرارتي مـواد،  
 طـور  بـه شرايط مرزي درگير يا توزيع شارهاي حرارتي 

  يابد.ميكاهش  اي هملاحظ قابل
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روش معكـوس،   بـه تخمين منبع حرارتـي   ةزميندر  
ــيلوا  ــو و اوزنس ــيك يت ــال  [1]س ــئل 1993در س  ةمس

حرارتي تابع زمـان و مكـان    بعتخمين يك من بعدي يك
را در مواد همگن بررسي كردند. آنها شـرايط مـرزي را   

گرفتنــد و از روش  درنظــردو مــرز عــايق  صــورت بــه
 ةالحاقي براي حل مسئل ةمسئل همراه بهگرادياني مزدوج 

در سـال   [2]پاسكوتي و پتيت  معكوس استفاده كردند.
را  يدوبعدگذاري  معكوس انتقال حرارت ةمسئل 1994
روش المان مرزي بررسي كردند. آنها دما و شار  ةبوسيل

حرارتي را در مـواد همگـن و در مرزهـايي كـه داراي     
 [3]يانگ  درجه بود، تخمين زدند. 180زواياي كمتر از 

از روش خطي خطاي حـداقل مربعـات    1997در سال 
تخمـين شـدت يـك منبـع      دوبعـدي  ةبراي حل مسـئل 

مـورد بررسـي را    ةمـاد  اوحرارتي خطي استفاده كـرد.  
تـابعي از زمـان و    صـورت  بههمگن و منبع حرارتي را 

 2000در سال  [4]كرمي و همتيان  گرفت. درنظرمكان 
روش المان مرزي را براي تخمين شدت يا محل منبـع  

اي چندگانه در حالـت پايـا و بـراي     هاي حرارتي نقطه
 ةمسـئل آنهـا بـراي حـل     ، ارائـه دادنـد.  دوبعديمسائل 
خـوب پيشـنهاد    ةهمسـاي يك الگوريتم به نام  معكوس

محـل و   زمـان  هـم تـوان   نمي نمودند. البته با اين روش
 [5] سو و همكاران  .شدت منبع حرارتي را تعيين نمود

حرارتي  تخمين معكوس يك منبع ةمسئل 2001در سال 
 اي بررسـي كردنـد. آنهـا منبـع     را در مختصات اسـتوانه 

ان، تابع شـعاع و تـابع   تخميني را در سه حالت تابع زم
مورد بررسي قرار دادند. آنها جسم مورد بررسي  ،زاويه

 ازمعكـوس   ةمسئل حل برايو  گرفتند درنظررا همگن 
نرترشوسـر و   .اسـتفاده نمودنـد   روش گرادياني مزدوج

معكــوس و گــذراي  ةمســئل 2001در ســال  [6]مــيلان 
حرارتـي متحـرك را در يـك مـدل      تخمين يـك منبـع  

 منظـور  بـه ن بررسي كردند. در ايـن كـار   بعدي همگ سه
لي  است. گرديدهاستفاده نهي  برهم تخمين منبع از اصل

ــور  ــوت و لف ــئل 2001در ســال  [7]نيل معكــوس  ةمس
 دوبعدي ةمسئليك حرارتي خطي در  تخمين چند منبع

از روش المـان   آنهـا . را بررسـي كردنـد   همگنبا مواد 
لفـور   .ندنموداستفاده  معادلات مرزي براي حل عددي

گـذراي تخمـين    ةمسئل 2002در سال  [8]نيلوت  و لي
حرارتـي سـاكن و متحـرك را در مـواد      معكوس منبـع 

 بعدي بررسي كردنـد.  و سه دوبعدي صورت بههمگن و 
تعيــين  ةمســئل 2002در ســال  [9]نيلــوت  لــيلفــور و 

اي را در مـواد همگـن و    هاي حرارتي گذراي نقطه منبع
در اين مسئله از روش المـان   در دو بعد بررسي كردند.
 .گرديده اسـت استفاده  معادلات مرزي براي حل عددي

از روش  2004در سـال  [10] وت و همكـاران  ل ـنيلـي  
منبـع حرارتـي    ةتخمين پارامتر براي حل معكوس مسئل

كـاري را همگـن و    ةاي استفاده كردند. آنها حـوز  نقطه
 گرفتنـد.  درنظـر حراراتـي را ثابـت    محل و شدت منبع

از يــك روش  2006در ســال  [11]كــو و همكــاران زو
اي بـراي مشـخص كـردن تـرم منبـع       سازي شبكه شبيه

انتقال  دوبعدي ةحرارتي وابسته به زمان براي يك مسئل
در سال  [12]ليو  با مواد همگن استفاده كردند. حرارت

 از روش پرتابي براي تخمـين شـدت يـك منبـع     2007
ــي صــفحه ــئل حرارت ــك مس ــدايت ةاي در ي ــذراي  ه گ

ر سـال  د [13]ليو  با مواد همگن استفاده كرد. بعدي يك
مسـئلة  شده براي حـل   از الگوريتم ژنتيك اصلاح 2008

اسـتفاده   در يك بعدتخمين يك منبع حرارتي  معكوس
 مـورد بررسـي همگـن و منبـع     ةكرد. در اين مسئله ماد

گرفته شده  درنظرتابعي از زمان  صورت بهحرارتي فقط 
يك روش  2008در سال  [14]همكاران  ليانگ و است.

هـاي   بـراي تخمـين منبـع    عددي اساسي بدون شبكه را
و  بعدي يككاري را  ةحرارتي بررسي كردند. آنها حوز

تابعي از زمـان   صورت بهحرارتي را فقط  همگن و منبع
در  [15]نيلـي احمـدآبادي و همكـاران     تعريف كردند.

مسـئلة  ل اي را براي ح ـپايههاي  روش حل 2009سال 
 ةتخمين منبع حرارتي تابع مكان در يك مسـئل  معكوس

 بعدي با مـواد همگـن مـورد بررسـي قـرار دادنـد.       يك
موضـوع   2010در سال  [16]كولودزيج ميرزويسزاك و 

هاي اساسي و توابع اساسي شعاعي را  كاربرد روش حل
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  تحليل معكوس
روش تحليـل   روند معمول بـراي حـل ايـن مسـئله بـه     

  معكوس در ذيل بيان شده است.
 z଴و x଴ فرض بر اين است كه يك حـدس اوليـه     

  رتي در دسترس است.براي مختصات منبع حرا
  الحـاقي   مسئلة همراه بهروش گراديان مزدوج
يـك   عنوان بهرا  G(t)تخمين شدت منبع حرارتي  براي
  گيريم.مي كار بهتخمين تابع،  مسئلة
 اكنون شدت منبع حرارتي G(t)   معلوم اسـت

ــزدوج   ــان م ــرايو روش گرادي ــات  ب ــين مختص تخمـين   ئلةمس ـيـك   عنـوان  بـه منبع حرارتـي   z଴  و x଴ تخم
  شود.گرفته مي كار بهپارامترها، 

  باx଴  وz଴  آمده، مجـدداً روش   دست بهجديد
 G(t)تخمـين جديـد بـراي    منظـور   بـه گراديان مزدوج 

گردد. ايـن رونـد تكـراري تـا زمـاني ادامـه       استفاده مي
و  G(t)شده در تخمين  مشخصيابد كه معيار توقف  مي  x଴ وz଴ .ارضا گردد 

 

  (ܜ)۵ين تخم
كه مرزهاي را  دوبعدييك ورق نازك   .مسئلة مستقيم
فـرض  بگيريـد.   درنظر ،نشان داده شد )1(آن در شكل 

بر اين است كه خـواص حرارتـي ورق يعنـي ضـريب     
 zدر راستاي هدايت، ظرفيت حرارتي و چگالي صفحه 

 ـبنابراين  ؛كندتغيير مي حـاكم و شـرايط مـرزي     ةمعادل
 )1معادلـة (  صـورت  بهارت گذرا انتقال حر مسئلةبراي 
  .[22] شود مي نوشته

 

x∂∂  :معادلة حاكم ൬k(z) ∂T∂x൰ + ∂∂z ൬k(z) ∂T∂z൰ 
 +G(t)δ(x − x଴)δ(z − z଴)
)1( = ρ(z)c(z) ∂T∂t  

  شرايط مرزي و اوليه:
T∂x∂  الف) -2( = 0 on x = 0 

T∂z∂  ب) -2( = 0        on      z = 0              
T  ج) -2( = T୧         on      x = L  ,    z = H   
,T(x  د) -2( z, 0) = T଴(x, z) 

  

 k(z)و  T ،ρ(z) ،c(z) پارامترهــاي )1( ةدر معادلــ  
ضريب هدايت  و ظرفيت گرمايي، چگاليترتيب دما،  به

نيـز   G(t) .باشـد تابعي مي مادة مدرجيك نقطه از ماده 
   باشد.اي ميمنبع حرارتي نقطه

هـاي   ، منبع حرارتي براي زيربازهمسئلة مستقيمدر   
ــدس زده  ــف ح ــاني مختل ــي زم ــرض   م ــا ف ــود و ب ش

و  zc)(و  z)(بودن منبع حرارتـي و داشـتن    معلوم
)(zk،   ــول در ــا مجه ــة (تنه ــدان1معادل ــاي  ) مي دم
),,( tyxT ــي ــد.  مـ ــه، از روش  باشـ ــن مقالـ در ايـ

معادلات حاكم اسـتفاده   سازي گسسته براي اجزامحدود
از روش  بااسـتفاده بنـدي ورق   گرديده است. لذا با مش

و درنظر گـرفتن شـرايط    )1( ةبا حل معادل اجزامحدود
، توزيع دما در تمام نقاط )2(مرزي و اوليه در معادلات 

  آيد.مي دست به ورق
و درنظر گـرفتن  عددي  روش به )1( ةبا حل معادل  

),,( ميدان دمايشرايط مرزي و اوليه،  tyxT برروي 
آيد. با مشخص شدن ميـدان   دست بهتمام نقاط صفحه 

كل صفحه، دماي محلي كـه حسـگرها    برروي Tدماي
هـاي   يـك از زيربـازه   در هر، T୫قرار دارند يعني بردار 

گاه توسط حسگر حرارتي دماي  شود. آن مي زماني ثبت
ــي  ــاط يعن ــاز Y୫واقعــي نق ــز در هــر زيرب ــاني  ةني زم

شود. اكنون از اختلاف بين اين دو دما و  مي گيري اندازه
شود. حال  مي محاسبه J) مقدار 5معادلة (از  بااستفاده

از معيار توقـف، كـه در مراحـل بعـد تعريـف       Jاگر 
پس شدت و مكان حدسـي،   ،تر بود خواهد شد كوچك

تخمين خوبي براي منبع حرارتي خواهد بـود و اگـر از   
ــزرگ ــار توقــف ب ــراي   معي ــود، الگــوريتم حــل ب ــر ب ت

كردن شدت و مكان حدسي تا رسـيدن بـه يـك     اصلاح
 .[26] دشو مي بعدي ةتخمين مطلوب، وارد مرحل
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يـك روش   دليـل پيچيـدگي معـادلات حـاكم از     به  
  كنيم. مي حل استفاده برايعددي تقريبي 

 ـ   ، مـدرج تـابعي   مـواد و فيزيكـي   يخواص حرارت
تـابعي از توزيـع و خـواص     صورت بهپيوسته و  طور به

تواني ساده براي  مدلشود. استفاده از  مي مواد آن نوشته
توزيع تـواني   لذا ؛متداول است مدرج تابعيتوزيع مواد 

 درنظـر  )3معادلـة (  صورت به تابعي مادة مدرجخواص 
  شود.گرفته مي

  
)3(  

  
  كه در اينجا،

G(z) = G୑ + (Gେ − G୑)[V୤)]୮ 

)4(  V୤ = ൤12 + (zh)൨୮
 

  

اشاره بـه سـراميك    ترتيب به Mو  Cهاي  زيرنويس  
شـاخص تـابع   نيز   P تابع توزيع ماده و V୤د. نو فلز دار

كـدام از   هـر باشد كه يك عدد مثبـت اسـت.    مي توزيع
مادة خواص ضريب هدايت، ظرفيت گرمايي و چگالي 

  آيد.مي دست به )3رابطة (تابعي از  مدرج
  

بينـي   پـيش هـدف تحليـل معكـوس،      .مسئلة معكوس
 وسـيلة  بـه شدت و مكان منبع حرارتي متغيـر بـا زمـان    

هـاي   ها و مكان در برخي نقاط در زماندما  گيري اندازه
جـز منبـع    باشد. فرض بر ايـن اسـت كـه بـه    مي دلخواه

 معلـوم  )2و  1(حرارتي، سـاير پارامترهـا در معـادلات    
باشد. از طرفي خواندن دما در برخي نقاط در زمـان   مي

 وسيلة بهباشد. حل اين مسائل پذير مي امكاننيز  دلخواه
گيرد. طبق اين روش بـا  سازي انجام مي يك روش بهينه

 ـشـده در   سازي تابع مشـخص  مينيمم توابـع   )5( ةمعادل
  آيند.مي دست بهمجهول 

  

)5( J[G(t), x∗, z∗] = න ෍ [T୫(x, z, t)୑
୫ୀଵ

୲౜
଴ − Y୫(x, z, t)]ଶ dt 

دماي ترتيب  به Y୫و  T୫پارامترهاي  )5معادلة (در   
در محل  شده يريگ اندازهو دماي تخميني الگوريتم حل 

بـا   T୫. باشـد مـي  دلخـواه قرارگيري حسگرها در زمان 
جاي مقدار دقيق منبع  به G୉(t)قرار دادن مقدار تخميني 

 ـ  G(t)حرارتي  كـه پيشـتر    )1(مسـتقيم   ةاز حـل معادل
  آيد.مي دست به ،توضيح داده شد

وان يــك روش نــع روش گراديــان مــزدوج بــه    
 ـ  سازي  كمينه برايشده  شناخته  ةتابع هدف كـه بـا معادل

  شود.  مي گرفته كار بهمشخص شده است  )5(
  

 حساسيت، فرض مسئلةبراي تعيين   .حساسيت مسئلة
 ـ G(t)شود كه شدت منبع حرارتـي   مي  G(t)∆ ةازانـد  هب

كند. در اثر ايـن افـزايش، ميـدان دمـاي      مي افزايش پيدا T(x, z, t) ةازاند هب ∆T(x, z, t) يابد. بنـابراين  مي افزايش 
,T(xبا جايگزين كردن  z, t) با T(x, z, t) + ∆T(x, z, t) 

,G(x و z, t)  بــاG(x, z, t) + ∆G(x, z, t)  در معــادلات  
 ةاولي ـكردن معادلات حاصل، از معادلات  كمو  )2و  1(

 مسـئلة ، دو  مرتبـه هـاي  نظر كـردن از تـرم   صرفو  آنها
  شود. مي حاصل )6( ةمعادل صورت بهحساسيت 

  ∂∂x ൬k(z) ∂∆T∂x ൰ + ∂∂z ൬k(z) ∂∆T∂z ൰ +∆G(t)δ(x − x଴)δ(z − z଴) 
)6(  = ρ(z)c(z) ∂∆T∂t  

  
  شرايط مرزي و اوليه:

T∂x∆∂  الف) -7( = 0     on      x = 0 

T∂z∆∂  ب) -7( = 0     on      z = 0              
T∆  ج) -7( = 0       on      x = L  ,    z = H   
,T(x∆    د) -7( z, , t଴) = 0 

  

حساسيت به همان روش معادلات  لةمسئمعادلات   
  گردد.حل مي مسئلة مستقيم
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 ـ مسئلة بـراي مشـخص     .گراديـاني  ةالحاقي و معادل
الحاقي از روش ضريب لاگرانژ بهره گرفته  مسئلةكردن 

شود. در روش ضريب لاگرانژ، تابع هدف همچنـان  مي
مانـد. متغيـر ضـريب     مي يك تابع واحد باقي صورت به

شود. بـراي اسـتفاده    مي تعريف x,z,t( λ( لاگرانژ با نماد
نشـان   )1رابطـة ( كه با  معادلة حاكماز اين روش، ابتدا 

سـپس از   ؛شـود در ضريب لاگرانژ ضرب مـي  ،داده شد
 گيـري  انتگـرال زمـاني   ةمكاني و بـاز  ةآن روي كل دامن

آمـده از ايـن عمليـات جبـري      دست بهشود. عبارت  مي
 اضـافه  )5لـة ( معاد، يعنـي  Jسمت راست تابع هدف  به
  حاصل شود. )8معادلة (شود تا  مي

  

Jመ[G(t), x∗, z∗] = න න න ෍ [T୫(x, z, t)୑
୫ୀଵ

ୌ
଴

୐
଴

୲౜଴− Y୫(x, z, t)]ଶ δ(x − x଴)δ(z − z଴)dxdzdt + න න න λ ൤ ∂∂x ൬k(z) ∂T∂x൰ + ∂∂z ൬k(z) ∂T∂z൰ୌ
଴

୐
଴

୲౜଴  +G(t)δ(x − x଴)δ(z − z଴)
)8(−ρ(z)c(z) ∂T∂t ൨ dxdzdt 

  

 ؛كنــد مــي افــزايش پيــدا G(t)∆ ةازانــد  هبــ G(t) و  T∆ ةازاند  هب Tشود  مي براي ايجاد فرم تغييراتي فرض  
 ـ  بـا   T، )8(ة بنابراين براي ايجاد فرم تغييراتـي در معادل T + ∆T ،G(t)  باG(t)+∆G(t)  وJመ  باJመ + ∆Jመ  جايگزين

شـود   مي كم )8معادلة (حاصل از  ةمعادلشود. سپس مي
دو، فـرم   عبـارات مرتبـه  نظـر از   و سرانجام بـا صـرف  

  شود.زير حاصل مي صورت به Jመتغييراتي 
  ∆Jመ = න න න ෍ 2[T୫(x, z, t)୑

୫ୀଵ
ୌ

଴
୐

଴
୲౜଴ − Y୫(x, z, t)]∆T δ(x − x଴)δ(z − z଴)dxdzdt+ න න න λ ൤ ∂∂x ൬k(z) ∂∆T∂x ൰ + ∂∂z ൬k(z) ∂∆T∂z ൰ୌ

଴
୐

଴
୲౜଴  +∆G(t)δ(x − x଴)δ(z − z଴) −ρ(z)c(z) ∂∆T∂t ൨ dxdzdt 

)9(  

در سـمت راسـت    در ابتـدا عبـارت انتگرالـي دوم     
 سـاده  ءجـز  بـه ءگيـري جز  انتگـرال  وسيلة به )9معادلة (

 از آمـده  دسـت  به ةشود و سپس شرايط مرزي و اولي مي
ــ ــال  ةمعادل ــيت در آن اعم ــي حساس ــود.  م ــراي ش ب
در بايسـت تمـام ضـرايب    كردن تابع هدف، مـي  مينيمم

مساوي صفر قرار داده شود. با مساوي صفر  )9معادلة (
ضـريب لاگرانـژ و شـرايط     ةمعادل، T∆قراردادن ضريب

  آيد. دست مي بهصورت زير  مرزي به
  ∂∂x ቆk(z) ∂λ∂xቇ + ∂∂z ቆk(z) ∂λ∂zቇ + ρ(z)c(z) ∂λ∂t +2[T(x, z, t) − Y(x, z, t)]δ(x − x଴)δ(z − z଴) = 0

)10(  
  

  شرايط مرزي و اوليه:
  

λ∂x∂  الف) -11( = 0      on      x = 0 

λ∂z∂  ب) -11( = 0     on      z = 0            
λ  ج) -11( = 0      on      x = L ,    z = H   
,λ(x    د) -11( z, , t୤) = 0 

  

شـود،   مي مشاهده د) -11معادلة (طور كه در  نهما  
زماني صفر اسـت. بـراي    ةبازضريب لاگرانژ در انتهاي 
مقـدار اوليـه از تغييـر     مسـئلة تبديل اين مسئله به يـك  

τمتغير  = t୤ − t  مسـئلة پـس از آن   .شـود استفاده مـي 
گردد. در آخر حل مي مسئلة مستقيم روش بهالحاقي نيز 

  ماند:قي ميانتگرالي زير با ةجمل
  ∆Jመ = න න න λ∆G(t)δ(x − x∗)ୌ

଴
୐

଴
୲౜଴  

)12( δ(z − z∗)dxdzdt 
  

 )13معادلة ( صورت به Jመ بردار تعريف مشتق جهتي  
  باشد. مي
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)13(  ∆Jመ = න න න J′∆G(t)dxdzdtୌ
଴

୐
଴

୲౜଴  
  

ــادلات   ــال از مع ــي )13و  12( ح ــم ــوان معادل  ةت
  زير نتيجه گرفت. تصور بهگرادياني را 

  
)14(  Jᇱ = λδ(x − x଴)δ(z − z଴) = λ(x଴, z଴, t) 

  

 در محل منبع حرارتـي  λمعرف مقدار  )14( ةرابط  
  باشد. مي

  
   ૙ܢو ૙ܠ تخمين

تخمـين پـارامتر اسـت كـه      مسئلةيك   z଴و x଴تخمين 
و  15(ذيل كه بـا معـادلات   هاي  حل آن زيرمسئله براي

  بايستي حل گردد. ،گرديده استمشخص  )16
  

معادلات گرادياني براي تخمين مكان منبـع حرارتـي   
 منظـور  بهگرادياني  ةآوردن معادل دست بهبراي   .اي نقطه

بايسـتي از   ،اي اصلاح مكان حدسي منبع حرارتي نقطـه 
شـتق گرفـت.   م z଴و x଴نسـبت بـه    ترتيب به )5معادلة (

دسـت   بـه  زيـر  صـورت  بـه  ترتيـب  به J୸బᇱو  J୶బᇱ نابراينب
  آيند. مي

)15(J୶బᇱ = ∂J∂x଴ = 2 න ෍ (T୫ − Y୫)୑
୫ୀଵ

୲౜଴ ∂T∂x଴ dt 
)16(J୸బᇱ = ∂J∂z଴ = 2 න ෍ (T୫ − Y୫)୑

୫ୀଵ
୲౜଴ ∂T∂z଴ dt 

  

  گردند. مي عددي محاسبه روش به  J୸బᇱوJ୶బᇱمقادير   
  

روند تكراري براي روش گراديان مزدوج 
 اي نقطهتخمين شدت منبع حرارتي  منظور به

تخمـين   منظـور  بـه روند تكراري براي روش گراديـاني  
  شود. مي زير داده ةمعادل وسيلة به G(t) تابع

)17(  G୩ାଵ(t) = G୩(t) − β୩d୩(t) 
  

 ام k ةگام جستجو از مرحل ةانداز β୩در اين معادله   
k ةتا مرحل + شـود.   مـي  جهت گام ناميـده  d୩(t)ام و1

تكـرار   ةمرحل ةدهند هر پارامتر نشان برروي k بالانويس
 صـورت  بـه  d୩(t) باشد. جهـت گـام   مي الگوريتم حل

  شود. مي تعريف )18معادلة (
  

)18(  d୩(t) = Jᇱ୩ + γ୩d୩ିଵ(t) 
  

شـود.   مـي  ناميـده م أتـو ضـريب   γ୩در اين معادله   
 گرفتـه  درنظـر اول تكرار صـفر   ةدر مرحل مأتوضريب 

ريــوييز  -فلچــر ةشــود و در مراحــل بعــد از رابطــ مــي
  .[28 ,27 ,23] آيدمي دست به )19رابطة ( صورت به

  
)19(  γ୩ = ׬ (Jᇱ୩)ଶdt୲౜଴׬ (Jᇱ୩ିଵ)ଶdt୲౜଴       k = 1,2, … 

  
  شود. مي زير محاسبه ةگام نيز از رابط ةانداز

  
)20(  β୩ = ׬ ∑ (T୫୩ − Y୫୩)୑୫ୀଵ୲౜଴ ∆T୫୩dt׬ ∑ [∆T୫୩]ଶ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt  

  
روند تكراري براي روش گراديان مزدوج 

 اي نقطهتخمين شدت منبع حرارتي  منظور به

د براي تخمين مختصـات مكـان منبـع حرارتـي، همانن ـ    
توضـيح داده شـد،    )17معادلـة ( تكـرار كـه در    ةپروس

  خواهيم داشت:
  
)21(  x଴୩ାଵ = x଴୩ − β୶బ୩d୶బ୩(t) 

)22( z଴୩ାଵ = z଴୩ − β୸బ ୩d୸బ୩(t) 
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ام تا  kةگام جستجو از مرحل ةانداز β୩در معادلات   
k ةمرحل + شـود.   مـي  گـام ناميـده   جهت d୩(t) ام و 1

تكرار  ةمرحل ةدهند نشانهر پارامتر  برروي kبالانويس 
 صـورت  بـه  d୩(t) باشد. جهـت گـام   مي الگوريتم حل

  شود. مي زير تعريف ةمعادل
  

)23( d୶బ୩(t) = J୶బᇱ ୩ + γ୶బ୩d୶బ୩ିଵ(t) 

)24( d୸బ୩(t) = J୸బᇱ ୩ + γ୸బ୩d୸బ୩ିଵ(t) 
  

γ஑୩(α در ايـن معادلـه      = x଴, z଴) اول  ةدر مرحل ـ
شـود و در مراحـل بعـد از     مي گرفته درنظرتكرار صفر 

  آيـد  دسـت مـي   بـه زيـر   صورت بهريوييز  -فلچرة رابط
 [23-25].  

  

)25( γ୶బ୩ = ׬ (J୶బᇱ ୩)ଶdt୲౜଴׬ (J୶బᇱ ୩ିଵ)ଶdt୲౜଴     k = 1,2, … 

)26( γ୸బ୩ = ׬ (J୸బᇱ ୩)ଶdt୲౜଴׬ (J୸బᇱ ୩ିଵ)ଶdt୲౜଴    k = 1,2, … 

  

  شود. مي زير محاسبه ةگام نيز از رابط ةانداز  
  

  β୶బ୩ = ׬ ∑ [T୫୩ − Y୫୩] ൜d୶బ୩ . ( ∂T∂x଴)ൠ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt׬ ∑ ൜d୶బ୩ . ( ∂T∂x଴)ൠଶ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt  

)27(
 

  β୸బ୩ = ׬ ∑ [T୫୩ − Y୫୩] ൜d୸బ୩ . ( ∂T∂z଴)ൠ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt׬ ∑ ൜d୸బ୩ . ( ∂T∂z଴)ൠଶ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt  

)28(  

معيـار    .ش گراديـاني مـزدوج  معيار توقف بـراي رو 
رابطـة   وسـيلة  بـه گرادياني مـزدوج،  توقف براي روش 

  .[29] شودتعريف مي) 29(
  

)29(  J < ε
  

خطـاي قابـل قبـول    كه لورانس ت  ε در اين معادله  
حاضـر بايـد    مسـئلة بـراي حـل    ،باشـد براي مسئله مي

، گيري اندازهبه خطاهاي  باتوجهطوري انتخاب شود كه 
 دسـت  بـه آيد. حل مطلوب وقتـي   دست بهمطلوبي  حل
درادامـه نتـايج بـراي     .آيد كه معيار زير ارضـا شـود  مي

  .شود مي نشان داده 0.2 تا 0از  σمقادير 
  T(x୫, z୫, t୫) − Y(x୫, z୫, t୫) ≈ σ   ,   m = 1,2, … , M 

)30( 
  

انحـــراف از معيـــار  پـــارامتر σ )30معادلـــة (در   
 شكل زير تعريف بهنيز  ε .باشد مي گيري اندازههاي خطا
  شود. مي

  

)31(  ε = Mσଶt୤ 
  

ــارامتر    ــادلاM پــ ــداد ، )31و  30(ت در معــ تعــ
  باشد. مي سنسورهاي حرارتي

  
  نتايج عددي 

دقت و صـحت روش گراديـان مـزدوج     قسمتدر اين 
 ،باشـد  مـي  حل مسـائل معكـوس   هاي روشكه يكي از 

ن شـدت و مكـان منبـع حرارتـي در ورق     تخمـي  براي
، بــا ارائــه جــداول و نمودارهــايي مــورد مــدرج تــابعي

نتـايج   صـحت گيرد. ابتـدا بـه بررسـي    بررسي قرار مي
و درادامه نتـايج   شود مي حاصل از حل مستقيم پرداخته

 منظــور بــه گــردد. مــي حاصــل از حــل معكــوس ارائــه
اسـتفاده  بعد زيـر   بيآوردن نتايج از پارامترهاي  دست به

  شده است.
  t∗ = kୟ୴ୣt୤ρୟ୴ୣcୟ୴ୣLଶ            ,    k∗(z) = k(z)kୟ୴ୣ ,  

 c∗(z) = c(z)cୟ୴ୣ                  ,    ρ∗(z) = ρ(z)ρୟ୴ୣ , 
 T∗ = TG୫ୟ୶Lଶ/kୟ୴ୣ       ,    L∗ = H  L           , 
 

)32(G∗(t) = G(t)G୫ୟ୶ 
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 [30] نتايج توزيع دما با مرجع ةمقايس  2جدول 

 T∗   T(L2 , H2)T(L2 , 0) T(0,0) بعاد شبكها  

0.1927 0.2410 0.3107 2 × 2
0.1838 0.2322 0.2984 4 × 4
0.1818 0.2300 0.2956 8 × 8
0.1816 0.2298 o.2953 10 × 10
0.1816 0.2298 0.2953 12 × 12
0.1811 0.2293 0.2947 [29] 

  

مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي ةمقايس  3شكل 
σ ) 1مثال  اي نقطه = 0)  

 
تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )3(ول در جد  

 ةرابط ـشده براسـاس   محاسبهانجام محاسبات و خطاي 
 مثـال اول آورده زير براي انحراف معيارهـاي مختلـف   

  شده است.
  

  
)39( Error = ቎෍ ቤG(i) − Gୣ୶ୟୡ୲(i)Gୣ୶ୟୡ୲(i) ቤ ÷ N୲୒౪

୧ୀଵ ቏× 100
  

رارتيمقدار دقيق و تخميني شدت منبع ح ةمقايس  4شكل 
σ) 1مثال  اي نقطه = 0.1)  

 

مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس 5شكل
σ) 1مثال  اي نقطه = 0.2)  

 

مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس 6شكل
σ) 1مثال  اي نقطه = 0.3) 

  
نتايج تخمين شدت منبع حرارتي براي انحراف   3جدول 

  )1(مثال  معيارهاي مختلف
 

(ثانيه) زمان محاسباتدرصد خطا  σ دفعات تكرار 

0.89 4.23 18 0 
1.1 3.94 4 0.1 

6.83 3.94 3 0.2 
7.45 3.93 2 0.3 

  

 صـورت  بـه تابع دقيق منبع حرارتي را  در مثال دوم  
  گيريم.مي درنظرزير  ةرابط

 

)40(  G(t) = G଴(t) sin(πtt୤ ) 
  

، در ايـن مثـال   مختصات مكان منبـع حرارتـي نيـز     
  زير است. ةرابطمطابق 

  

)41(  x଴(exact)=0.25 z଴(exact)=0.25 
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منبـع حرارتـي   مكـان  حدس اوليـه بـراي تخمـين      
  .است گرفته شده درنظرزير  صورت به

  

)42(  x଴(exact)=0.2 z଴(exact)=0.2 
  

تخمـين   اي نقطهشدت منبع حرارتي  )7(در شكل   
ا مقدار دقيق آن براي انحراف معيـار  ب مثال دوم ةشد زده

(σ =   مقايسه شده است. (0
براي مكـان منبـع حرارتـي     آمده دست بهمختصات   

  باشد.زير مي صورت بهمرحله تكرار  5بعد از 
  

  x଴(exact)=0.2402 

)43(  z଴(exact)=0.2402 

  

تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )4(در جدول   
شـده بـراي انحـراف     بهمحاسانجام محاسبات و خطاي 

σ) معيار = آورده  مثـال دوم بـراي شـدت و مكـان     (0
  شده است.

  

  
مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس  7شكل 

σ ) 2اي مثال  نقطه = 0) 

  
  اي نتايج تخمين مكان و شدت منبع حرارتي نقطه  4جدول 

  )2(مثال 
(ثانيه)زمان محاسباتدرصد خطا σدفعات تكرار  = 0 

2.51 92.89 5 G(t)
3.94 92.89 5 x
3.94 92.89 5 z

 

اي را در مثال سوم تابع دقيق منبـع حرارتـي نقطـه     
  گيريم.مي درنظرزير  صورت به

  

)44(  

G(t) =
۔ۖۖەۖۖ
ۓ 3G଴ ൬ tt୤൰        0 ≤ tt୤ ≤ 13G଴                              13 ≤ tt୤ ≤ 233G଴ ൬1 − tt୤൰ 23 ≤ tt୤ ≤ 1  

  

مختصات مكان منبـع حرارتـي نيـز، در ايـن مثـال        
  زير است. ةرابطمطابق 

  

)45(  x଴(exact)=0.25 z଴(exact)=0.25 
  

تخمـين   اي نقطهشدت منبع حرارتي  )8(در شكل   
مثال سوم با مقدار دقيق آن براي انحراف معيار  ةشد زده

(σ =   نشان داده شده است.  (0
براي مكـان منبـع حرارتـي     آمده دست بهصات مخت  

  باشد.زير مي صورت بهمرحله تكرار  26بعد از 
  

)46(  x଴(exact)=0.2498 z଴(exact)=0.2498 
  

تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )5(در جدول   
شـده بـراي انحـراف     محاسبهانجام محاسبات و خطاي 

σ) معيار = ده آور مكـان مثـال سـوم   براي شدت و  (0
  شده است.

  

  
مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس  8شكل 

σ ) 3اي مثال  نقطه = 0) 
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  اي نتايج تخمين مكان و شدت منبع حرارتي نقطه  5جدول 
  )3(مثال 

σدفعات تكرار زمان محاسبات(ثانيه) درصد خطا = 0 

0.44 84.47 26 G(t)
0.09 84.47 26 x
0.09 84.47 26 z

  
در ايـن بخـش     .خمين منبع حرارتي گسـترده نتايج ت

بـر شـدت منبـع حرارتـي      علاوهفرض بر اين است كه 
 ،باشدگسترده، پارامترهايي از مكان منبع نيز مجهول مي

اين پارامترهاي مكـاني و شـدت    زمان هملذا به تخمين 
 پردازيم. مي منبع حرارتي گسترده

بـراي   )1( معادلـة حـاكم  عبارت منبع حرارتـي در    
  زير است: ةرابط صورت بهبع حرارتي گسترده من

 

  G(x, z, t) = G∗(t)F(x, z; x଴, z଴) 
  الف) -47(
 F(x, z; x଴, z଴) = (x + x଴)ଶ + (z + z଴)ଶ 
  ب) -47(

  

پارامترهاي مكـاني  عرف م z଴و  x଴ ،)47( ةدر رابط  
. در ايـن بخـش   دنباشميگسترده منبع حرارتي  مجهول

باشد. مي زمان هم صورت به z଴و  G∗ ،x଴ن هدف تخمي
در مثال چهارم تـابع دقيـق منبـع حرارتـي گسـترده را      

  گيريم.مي درنظرزير  ةرابط صورت به
 

G∗(t) =
۔ۖۖەۖۖ
ۓ 3G଴ ൬ tt୤൰   0 ≤ tt୤ ≤ 13G଴                     13 ≤ tt୤ ≤ 233G଴ ൬1 − tt୤൰ 23 ≤ tt୤ ≤ 1  

)48(
  

پارامترهاي مجهول مكاني منبـع حرارتـي نيـز، در      
  زير است. ةرابطاين مثال مطابق 

  

)49(  x଴(exact)=0.5 z଴(exact)=0.5

حدس اوليه بـراي تخمـين ايـن پارامترهـا را نيـز        
  گيريم. مي درنظرزير  صورت به

  

)50(  
x଴(exact)=0.7 z଴(exact)=0.7 

 

تخمـين   ةگستردشدت منبع حرارتي  )9(شكل در   
مثال چهارم با مقـدار دقيـق آن بـراي انحـراف      ةشد زده

σ)معيار  =   رسم گرديده است. (0
 

  
مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس  9شكل 

σ)براي  4مثال  ةگسترد = 0)  
 

بـراي پارامترهـاي مكـاني     آمـده  دست بهمختصات   
زيـر   صورت بهمرحله تكرار  2915منبع حرارتي بعد از 

  باشد.مي
  

)51(  
x଴(exact)=0.4865 z଴(exact)=0.5242 

  

تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )6(در جدول   
شـده بـراي انحـراف     محاسبهانجام محاسبات و خطاي 

σ) معيار = براي شدت و مكان مثال چهـارم آورده   (0
  شده است.

  
  4 منبع حرارتي مثالنتايج تخمين مكان و شدت   6جدول 

σ دفعات تكرار زمان محاسبات(ثانيه)درصد خطا = 0 

1.17 84.67 2915 G(t) 
2.76 84.67 2915 x 
4.61 84.67 2915 z 
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در مثال پنجم تابع دقيق منبع حرارتـي گسـترده را     
 گيريم.مي درنظرزير  ةرابط صورت به
   

G(t) = ۔ە
ۓ 2G଴ ൬ tt୤൰ ,            0 ≤ tt୤ ≤ 0.52G଴(1 − tt୤ ) ,         0.5 ≤ tt୤ ≤ 1  

)52(  

  

پارامترهاي مكاني مجهول منبـع حرارتـي نيـز، در      
  زير است. ةرابطاين مثال مطابق 

  
  x଴(exact)=0.5 

)53(  z଴(exact)=0.5 

  

حــدس اوليــه بــراي تخمــين پارامترهــاي مكــاني    
 درنظــرزيــر  صــورت بــهمجهــول منبــع حرارتــي نيــز 

  گيريم. مي
  

)54(  x଴(exact)=0.7 z଴(exact)=0.7 
  

تخمين  ةگستردشدت منبع حرارتي  )10(در شكل   
مثال پنجم بـا مقـدار دقيـق آن بـراي انحـراف       ةشد زده

σ)معيار  =   رسم گرديده است. (0
 

  
مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس  10شكل 

σ)اي بر 5مثال  ةگسترد = 0)  
 

بـراي پارامترهـاي مكـاني     آمـده  دست بهمختصات   
 زيـر  صورت بهمرحله تكرار  1995منبع حرارتي بعد از 

  باشد. مي
  x଴(exact)=0.4911 

)55(  z଴(exact)=0.5288 

  

تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )7(در جدول   
شـده بـراي انحـراف     محاسبهانجام محاسبات و خطاي 

σ) معيار =  ـ (0 آورده  )5(راي شـدت و مكـان مثـال    ب
  شده است.

  
  5 نتايج تخمين مكان و شدت منبع حرارتي مثال  7جدول 

σ دفعات تكرار زمان محاسبات(ثانيه)درصد خطا = 0 

1.62 98.11 1995 G(t) 
1.82 98.11 1995 x 
5.45 98.11 1995 z 

  

در   .براي پارامترهاي مكـاني  RMSEخطاي  ةمحاسب
را خطا  ض معلوم بودن انحراف معيار،جداول قبل با فر

از مقـادير   بااستفادهحال  .آورديم دست به )39رابطة (از 
هـاي   آمده براي پارامترهاي مكاني مثال دست بهتخميني 

  آوريم. مي دست بهرا  RMSمقدار  5تا  2
  

  
ܧܵܯܴ  )56( = ඩ1ܰ ෍(ݔ௜ − ො௜)ଶேݔ

௜ୀଵ  

 
    2مثال   3مثال   4مثال  5 مثال

RMSE 8 × 10ି଺2 × 10ିସ 0.014  0.01  x଴ 9 × 10ିସ10ିସ 0.014  0.01  z଴ 
  
  گيري نتيجه

در اين مقاله براي تخمين مكان و شدت منبع حرارتـي  
ــده اســت   ــتفاده ش ــزدوج اس ــان م ــوريتم گرادي . از الگ

كه از نتايج مشخص گرديد سـرعت و دقـت    طور همان
و جـزء   اسـت بسـيار خـوب   تخمين براي ايـن مسـئله   
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باشد كـه درصـورت حـل درسـت     هاي پايدار ميروش
رسـد و  به جواب مـي  حتماًمعادلات مستقيم و الحاقي، 

همگرايي روش در مراجـع مختلـف تضـمين گرديـده     
  است.
توابع مختلفي براي تخمـين منبـع حرارتـي مـورد       

بررســي قــرار گرفــت كــه مشــاهده گرديــد الگــوريتم  
منبـع   عنـوان  بـه مين هر تـابعي را  محاسباتي توانايي تخ

  حرارتي دارد.
 و است نبوده دقيق هميشهها  گيري اندازه كه آنجا از  

 وجـود  پارامترهـا  گيـري  اندازه در خطا مقداري همواره

 گرفته درنظر نيز گيريي اندازهخطاها مقاله اين در دارد،

 ـ خطا وجود اين است كه ةدهند نشان كه نتايج شد  ثيرأت

  .ندارد مختلف هايحالت براي تخميني ايجنت در چنداني
  

 )sزمان K(  t )دما ( T  وزيعشاخص تابع ت p  تعداد تقسيمات N  تعداد سنسورها M  )m( طول ورق L  )W/m°K( ضريب هدايت گرمايي k  شده اصلاحتابع هدف  Jመ  تابع هدف J  )m( ضخامت ورق H  شدت منبع حرارتي G  جهت جستجو d  )℃J/kg( ظرفيت گرمايي ويژه c  فهرست علائم

V تابع توزيع ماده  x଴ مختصات مكاني منبع حرارتي در
  x راستاي محور

Y 
 سنسور ةوسيل هب شده گيري اندازهدماي 

)K(  z଴ مختصات مكاني منبع حرارتي در
 z راستاي محور

  
  انحراف معيار استاندارد kgm-3(  σچگالي ( ρ  ضريب لاگرانژ λ  گرايي معيار هم ε  گام زماني t∆  اكتابع دلتاي دير δ  ضريب گرادياني γ  گام جستجو ةانداز β  علائم يوناني

  
  مرحله تكرار k  بالانويس

  
  مقدار بيشينهmax  سنسور ةشمار m  نهايي f  مقدار متوسطAve  هازيرنويس
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  اخترفيزيكيي ها هحلقديناميكي پايداري 

 )2(محمود روشن      )1(محمد هادي خشن

پايـداري گرانشـي    درحقيقـت  .باشـد  مـي  گرانشي ةيافت تعميم ةنظري يك در چارچوب اي ههاي حلقسيستمهدف از اين مقاله بررسي  چكيده 
. بـراي ايـن كـار ابتـدا     شود مي درحال گردش حول يك جسم مركزي سنگين  مطالعه mهاي برابر جرمذره با  N متشكل از اي هسيستمي حلق

شـده  خطـي از آنـاليز اختلالـي، معـادلات حركـت      بااستفاده. سپس يدآمي دست بهديناميك سيستم در حالت پايه توصيف و معادلات حركت 
از مقـادير تجربـي    بااسـتفاده . شـود  مـي  پاشندگي سيسـتم محاسـبه   ةشده، معادلخطياز آناليز فوريه و معادلات  بااستفاده . نهايتاًيدآ مي دست به

 به اختلالات كوچك پيدا نسبت هاي مختلف بررسي و شرايط پايداري سيستمپاشندگي را براي حالت ةمعادل، الذكرفوق ةپارامترهاي آزاد نظري
  .شود يمبا سيستم متناظر در گرانش نيوتوني مقايسه  را آمدهدست بهنتايج  سپس ،شود مي
  

  .گرانشي ةيافت تعميم ةنظري گرانشي، ناپايداري  ي كليديها هواژ

  

 

On the Dynamical Stability of Astrophysical Rings  

M.H. Khashen    M. Roshan 

 

Abstract   The purpose of this paper is to consider the ring systems in the context of a modified gravity 

theory. In fact, the gravitational stability of a ring system consisted of N particle with the same mass m 

rotating around a massive object at the center is studied. After finding the equation of motion and 

considering the dynamics of the system in the equilibrium state, perturbative analysis is used in order to 

find the linearized version of the equations of motion. Finally using the Fourier analysis, the dispersion 

relation of the system is derived. At the end, using the observational values of the free parameters of the 

above mentioned theory and also the dispersion equation the stability criterion of the system for several 

cases is derived. Finally, the results have been compared with the corresponding results in Newtonian 

gravity. 
 

Key Words  Gravitational instability, Modified gravity. 
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  مقدمه
هـاي  سيسـتم برخي از اجزاي اصلي ها ها و قرصحلقه

در  آنهاهستند، بنابراين پايداري و تحولات  ياخترفيزيك
 گـرانش ر اسـت.  اخترفيزيك از اهميت بالايي برخوردا

 يها نقشاين سيستم در تعيين پايداري و تحول تواند مي
در  كـه  ثابـت شـده اسـت    براي مثالكند.  كليدي بازي

خـودگرانش، نسـبت بـه    هاي زحـل و اورانـوس   حلقه
 كه منجر اي هگون به ؛[1] است تر قوي ديگر مؤثرعوامل 

 ةاندازشرايط انتقال و  شود مي امتقارنهاي ن ناپايداريبه 
حضـور  . كنـد  را فـراهم مـي  ها  و جرم در حلقهحركت 

هاي ديناميكي يك عامل مهم در تعيـين   ناپايداريچنين 
مثـال نگـاهي بـر     عنـوان  بـه  .[3 ,2] ساختار حلقه است

توانـد اهميـت    مـي  زحـل  ةي سـيار هـا  هحلق ـ ةتاريخچ
ها سال پس از دهكي را نشان دهد. يهاي دينام ناپايداري

گاليله رصد شد، ماهيت  ةوسيل هبهاي زحل حلقه كه اين
ات مـورد بحـث در محافـل    هـا يكـي از موضـوع   حلقه

كردند كـه آنهـا صـفحاتي    . برخي اظهار مينجومي بود
بردند ديگران گمان مي كه درحاليجامد از مواد هستند، 

 هستند كه هـر  كوچك ةها ذرها متشكل از ميليونحلقه
شبيه به قمري فرضي اطراف زحل درحال حركتند. يك 

كردنـد   مـي  چنين اسـتدلال  صفحات جامد ةرقباي نظري
جامـد    ةكه فعاليت نيروهاي كشندي برروي يـك حلق ـ 

دتي كوتاه حلقه را از تواند طي مبسيار قوي است و مي
بـه احتمـال بعيـد حلقـه از      كـه  ايـن مگر  هم جدا كند،

ر زمـين ناشـناخته   مقداري مـواد بسـيار چسـبنده كـه د    
جامد  ةحلق ةهستند، تشكيل شده باشد. طرفداران نظري

پيشنهاد كردنـد كـه درواقـع حلقـه از نوارهـاي بسـيار       
نيروهـاي   صـورت  ايـن  درباريك سـاخته شـده اسـت،    

جداسازي حلقـه را نخواهنـد    برايكشندي فشار كافي 
 رصـدها، خطـي بسـيار نـازك و     1675داشت. در سال 

را هـا   آشكار كردند، كه حلقهها  لقهح در ميانتاريك را 
 دروني به نام ةحلق و Aبيروني به نام  ةبه دو بخش حلق

Bاخترشناسـان   1850 سـال  كرد. در اواسط، تقسيم مي

آشـكار   B ةاي كوچك و جديـد را در ميـان حلق ـ  حلقه
شود. ايـن واقعيـت   شناخته مي C ةنام حلق بهكردند، كه 

 .]4[جامد نيستند ها  داد كه حلقهجدي نشان مي طور به

آشكار  1857در سال  هاي زحل نهايتاًماهيت حلقه  
شد. فيزيكدان اسكاتلندي جيمز كـلارك ماكسـول كـه    

از  بااسـتفاده الكترومغناطيس را ارائه كـرد،   ةها نظريبعد
هـاي جامـد هرگـز    فيزيك نيوتوني نشان داد كه حلقـه 

متشـكل از   بايدتوانند پايدار باقي بمانند؛ و بنابراين نمي
ــند   ــز باش ــت. ]5[ذرات ري ــاختار و وي  درحقيق از س

دانسـت، امـا فـرض    هاي زحل چيزي نميتركيب حلقه
هـا از مـايع، جامـد و حتـي     كرد كه ممكن است حلقـه 

از  بااسـتفاده تشكيل شـده باشـند. او    سنگ قطعههزاران 
مكانيك نيوتني نشان داد كه آناليز پايداري ديناميكي در 

تواننـد مـايع يـا     ها با توزيع نسبتاً يكنواخت نمـي حلقه
دنبال سومين فرض خود بـراي   بهجامد باشند؛ بنابراين، 

جـرم تمـام    كـه  ايـن هاي زحل رفت و بـا فـرض   حلقه
طـور يكنواخـت در   يكسـان اسـت و بـه   هـا   سنگ قطعه

ــره ــدارهاي داي  ــم ــال چــرخش ب  دور زحــل هاي در ح
در هـا   سـنگ  قطعـه ، نتيجه گرفت كه اگر جرم باشند مي
  :]5[ ها پايدارندحلقه ،زير صدق كند ةرابط

  

)1(                               m ≤ ଶ.ଶଽ଼୑୬మ 

يا ذرات حلقـه اسـت و   ها  سنگ قطعهجرم  mه در آن ك تعـداد ذرات   ݊جرم زحل يا جسم مركزي اسـت و   ܯ
  سيستم است. ةدهند تشكيل

هاي متنوع ديگري نتايج او  پژوهشبعد از ماكسول   
كردند، براي نمونـه چنـد مـورد درادامـه آمـده      ييد أترا 

هـا  تيسراند فرض كـرد كـه حلقـه    1889است. در سال 
 ـ از ايـن   بااسـتفاده او  .ثيري روي زحـل ندارنـد  أهيچ ت
 دسـت  بـه تحليلي  طور بههمان شرط ماكسول را  ،فرض

هـا را  پايـداري حلقـه   [6] پنـدس  1935آورد. در سال 
هـاي   ݊او ثابـت كـرد كـه بـراي      دوباره بررسي كـرد. 

ــر از  كوچــك ــزرگ 6ت ــر از  (و ب ــه2ت ــاً) حلق ــا حتم  ه
امواج  ةاز نظري [7]ويلردينگ  1986ناپايدارند. در سال 
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اي كه ماكسول ستفاده كرد و نشان داد كه نتيجها چگالي
در  هاي بزرگ صحيح اسـت. ݊ آورده است در  دست به

فرض كردنـد كـه اجسـام     [8]سالو و يودر  1988سال 
 .انـد يكنواخت حول جسم مركزي توزيـع نشـده   طور به

 آنها نشان دادند كه برخي ساختارهاي نامتقـارن پايـدار  
ويـن و   1991. در سال باشنده توانند وجود داشت مي نيز

تحليل پندس را تعميم دادند، و نشان دادند  [9]چيرس 
 ݊پايداري تابعي از  ةكوچك است نيز آستان ݊كه وقتي 

ــداري خطــي  [10]مووكــل  1994اســت. در ســال  پاي
يكنواخت حول جسم  طور بهجسمي را وقتي  ݊تم سسي

او نشـان داد كـه وقتـي     .چرخند بررسي كرد مركزي مي
هاي متقارن پايدار باشد حلقه 7تر از  تعداد ذرات بزرگ

كار مووكل را تعميم  [11]رابرت  2000هستند. در سال 
ها تعيين كـرد كـه بـا    داد و معياري براي پايداري حلقه

  مطابقت داشت. [9]معيار وين و چيرس 
ي مشـابه  هـا  ههدف اين مقاله بررسي پايداري حلق  

از  اي هكه از مجموع ـاست  MOGيافته  تعميم ةدر نظري
مادة معماي يه براي حل . اين نظراند هذرات تشكيل شد

ايــن مشــكل يكــي از  [12].شــده اســت ه ارائــ تاريــك
هاي فيزيك نظـري اسـت. بـه بيـان      ترين چالش اساسي
دهند كه شواهد  مي تر رصدهاي اخترفيزيكي نشان دقيق

ــوني و     ــرانش نيوت ــين گ ــتلاف ب ــراي اخ ــتقيمي ب مس
مثـال منحنـي چـرخش     عنوان به ؛وجود داردمشاهدات 

ي دور نسـبت بـه   هـا  هي مارپيچي در فاصـل ها نكهكشا
طبـق گـرانش    كـه  درحاليمركز كهكشان تخت هستند. 

توابع تخت باشـند،   كه اينجاي  بهها  نيوتني، اين منحني
  كاهشي هستند.

ي ها هبر اين يك مشكل جدي در جرم خوش علاوه  
ــز وجــود دارد  ــروي كهكشــاني ني ــن  درحقيقــت. ك اي

تر از آنچه هستند كـه   شش مرتبه پرجرم ها تقريباً خوشه
درنتيجـه   .شـوند  مـي  مرئي رصد صورت بهبا تلسكوپ 

اي در دنيـا   و گمشـده  مادة تاريكدانان معتقدند  فيزيك
وجود دارد كه تاكنون آشكارسازي نشده است. بـا ايـن   

ــا   ــياري ب ــه بس ــود، اگرچ ــف  روشوج ــاي مختل در ه
امـا   ،گردنـد  دنبال اين ذرات مي بههاي مدرن  آزمايشگاه

  هنوز نشاني از آنها رصد نشده است.
دادن  تعمـيم يك رهيافت ديگر براي حل اين معما،   
گرانش استاندارد است. به بيان ديگر شايد قانون  ةنظري

هيچ  درحقيقتگرانش استاندارد بايستي اصلاح شود و 
 ـ  مادة تاريك ايـن   MOG ةي در دنيا وجـود نـدارد. نظري

لحـاظ رياضـي ايـن نظريـه      بهكند.  رهيافت را دنبال مي
نسبيت عام انيشـتين اسـت.    ةتر از نظري پيچيدهمراتب  به

ي كلاسيك ديگري نيـز دارد  ها نميدا MOG درحقيقت
دهنـد. بـه بيـان     مي كه درجات آزادي نظريه را افزايش

 ـ MOGتر  دقيق بـرداري   -اسـكالر  -تانسـور  ةيك نظري
است و داراي دو ميدان اسكالر و يـك ميـدان بـرداري    

 ـ  MOGاز هـا   پروكا است. اين ميدان  مـؤثر  ةيـك نظري
   .اند هتساخ مادة تاريكبراي حل مشكل 

 
 MOGة نظريدر  اي هذر اي هسيستم حلق

ابتدا لازم است تـا حالـت زمينـه يعنـي سيسـتم بـدون       
كار لازم اسـت تـا پتانسـيل      . براي اينشودپيدا  اختلال

 .شــودمعرفــي  MOG ةيافتــه در نظريــ تعمــيمگرانشــي 
ناشـي از جـرم    توان نشان داد كه پتانسـيل گرانشـي   مي
  :در اين مدل عبارت است از M اي هنقط

  

)2(                 ߶௘௙௙ = −ீெ௥ (1 + ߙ −   (ఓబ௥ି݁ߙ

ثابت جهاني گرانش نيوتن است. از طـرف   ܩكه در آن 
پارامترهاي آزاد نظريه هستند كـه توسـط    ଴ߤو  αديگر 

هـاي   كهكشـان منحنـي چـرخش   رصدهاي مربـوط بـه   
آمـده اسـت. ايـن مقـادير      دسـت  بهمارپيچي مقدار آنها 

  :[13] از ترتيب عبارتند به
  

α = 8.89 ± ߤ	                                                   	0.34 = 0.042 ±                                     ଵିܿ݌݇	0.004
   

ذره بـا   ݊كنـيم  فـرض مـي  با داشتن اين پتانسـيل،    
 Mحول جسم مركزي سنگين با جرم  ݉هاي برابر جرم

تشـكيل   ݎ شـعاع  بهاي در حال چرخش هستند و حلقه
ــي ــتلط را   م ــات مخ ــر ذره در مختص ــان ه ــد. مك دهن
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  :دهيم نشان ميزير  صورت به
  

)3                         (              x୨ = re୧(ன୲ାమౠಘ౤ )  

 اي هتوان نشان داد كه سرعت زاوي مي صورت اين در  
  :شود مي زير داده ةذرات با رابط

  

)4 (߱ଶ = ீெ௥య + ீ௠௥య ௡ܫ + ீெ௥య ߙ ቈ1 − (1 +
ఓబ௥ି݁(ݎ଴ߤ + ఓସ ∑ ଵି௘షమೝ	ೞ೔೙ೖഏ೙ ିଶఓబ௥௘షమೝ	ೞ೔೙ೖഏ೙ୱ୧୬ೖഏ೙௡ିଵ௞ୀଵ ቉  

  ،كه در آن

௡ܫ              )                  5( = ∑ ଵସ	ୱ୧୬	(௞గ/௡)௡ିଵ௞ୀଵ  

 ـ مي    ـ هراحتـي نشـان داد ك ـ   هتـوان ب ن سـرعت از  اي
سرعت متناظر در مكانيك نيوتوني اندكي بيشتر اسـت.  

حـول   mاي با جرم ذرهعبارت ديگر سرعت چرخش  به
، بـه  ݎشـعاع   بـه اي روي دايره Mجسم مركزي با جرم 

هاي گرانشي كـه  گرانشي وابسته است. در نظريه ةنظري
انـد، گـرانش   ساخته شـده  مادة تاريكبراي حل معماي 

تر است. بنابراين سرعت نسبت به گرانش نيوتوني قوي
تـر از مكانيـك نيوتـوني اسـت.      چرخش ذرات بـزرگ 

تـر بـودن نيـروي گرانشـي      ه ذكر است كـه قـوي  ب لازم
به مكانيك نيوتوني، براي توجيه منحني چـرخش   نسبت

حتـي بـراي    ؛هاي مـارپيچي لازم اسـت  تخت كهكشان
هـا در  هاي تصـادفي بـزرگ كهكشـان   توصيف سرعت

 درحقيقـت . نيز امري مهـم اسـت   هاي كهكشانيخوشه
در چـارچوب مكانيـك نيوتـوني،     دانـيم كـه   امروزه مي

هاي كهكشاني قابل ها در خوشهسرعت بزرگ كهكشان
 مـادة تاريـك   ةنشد حلاين همان مشكل  توجيه نيست.

  در اخترفيزيك است.
ــتگاه       ــت در دس ــادلات حرك ــر مع ــرف ديگ از ط
,ݎ) اي هاستوان ߮,   :عبارتند از (ܼ

  

۔ۖۖەۖۖ
ۓ ሷ௝ݎ − ௝൫ݎ ሶ߮ ௝ + ߱൯2 = డ௎ೕడ௥ೕݎ௝ ሷ߮ ௝ + ሶ௝൫ݎ2 ሶ߮ ௝ + ߱൯ = 1௥ೕ డ௎ೕడఝೕሷܼ௝ = డ௎ೕడ௓ೕ

	݆ = 1,2, … , ݊ )6(  

 ـ به ௝ܷ درحقيقت   تعريـف شـده اسـت كـه      اي هگون
 دهـد.  دست مـي  بهام را  j ةگراديان آن نيروي وارد بر ذر

 ـاختلا ،شود مطالعه ميكه پايداري سيستم  ازآنجايي  يلات
  :شود مي اعمال را به مختصات ذرات شكل زير به

  

)7     (                                        r୨ = 1 + ρ୨  
)8(                                         ߮௝ = ௝ߠ2 + ௝ݖ  ௝ߪ = 0 + ௝ݖݖ )9(                                            

  

ــالا     ــط ب ــعاع ذرات، ௝ߩ	در راواب ــتلال در ش  	௝ߪاخ
 اخـتلال در ارتفـاع ذرات   	௝ݖݖذرات و ةاختلال در زاوي

باشد و ازآنجاكه اختلالات بسيار كوچك هسـتند در   مي
  :كنندروابط زير صدق مي

۔ۖەۖ
ۓ ఘೕ௥ೕ ≪ 1ఙೕఝೕ ≪ 1௭௭ೕ௭ೕ ≪ 1 )10(                                              

) 6گذاري اختلالات در معادلات حركـت (  با جاي  
اول اختلال، بـه معـادلات    ةداشتن ضرايب تا مرتب نگهو 

  :رسيم مي خطي زير ةشد مختل
ሷߩ   − ሶߪ2߱ = ߱ଶߩ + ߩܣ + ߪܤ ሷߪ              )        11( + ሶߩ2߱ = ߩܥ + )12(                                     ߪܦ ሷݖݖ  = ݖݖܧ )13 (                                               

  

,ܣكه در آنها  ,ܤ ,ܥ هاي ضرايب هستند.  ماتريس ܧو  ܦ
بسـيار   ଴ߤطور كه قبلاً نيز اشاره كـرديم، پـارامتر    همان

كنـيم كـه   كوچك اسـت، بنـابراين درادامـه فـرض مـي      ଴rߤ ≪ 1 )r  .(جملات  صورت اين درشعاع حلقه است
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؛ داريـم نگـه مـي   ଴rߤدوم  ةرا فقط تـا مرتب ـ  ଴rߤشامل 
௝௝ܣ  بنابراين داريم: = 2 + ߤ2 − ݇ߠ)ଷܿݏ8෍ܿߤ − ௡ିଵ(݆ߠ

௞ஷ௝− 3 csc(݇ߠ − −(݆ߠ ଴ଶߤߙ csc(݇ߠ − (݆ߠ ൣ1+ cos൫2(݇ߠ − ௝௞ܣ ൯൧(݆ߠ = 8ߤ ቂܿܿݏଷ(݇ߠ − (݆ߠ + csc(݇ߠ − +(݆ߠ ଴ଶߤߙ csc(݇ߠ − (݆ߠ ൣ1+ cos൫2(݇ߠ − +൯൧ቃ(݆ߠ ݇ߠ)(2	cos	ߤ2 −  ((݆ߠ
௝௝ܤ = ݇ߠ)൫2݊݅ݏ෍ߤ− − ൯[1(݆ߠ + ଴ଶ2௡ିଵߤߙ

௞ஷ௝ − ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − +(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ −  [(݆ߠ
௝௞ܤ = ݇ߠ)൫2݊݅ݏ	ߤ − ൯[1(݆ߠ + −଴ଶ2ߤߙ ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − +(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − ௝௝ܥ [(݆ߠ = ௝௞ܥ ௝௝ܤ = ݇ߠ)൫2݊݅ݏ	ߤ− − ]൯(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − −(݆ߠ ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − (݆ߠ − 2] 
௝௝ܦ = ݇ߠ)൫2ݏ݋෍ܿߤ − ൯(݆ߠ ቈ1 + ଴ଶ2௡ିଵߤߙ

௞ஷ௝ + ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − +(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − +቉(݆ߠ 316 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − +(݆ߠ ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ −  (݆ߠ

௝௞ܦ = ݇ߠ)൫2ݏ݋ܿߤ− − ൯(݆ߠ ቈ1 + +଴ଶ2ߤߙ ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − +(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − +቉(݆ߠ 16ߤ3 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − +(݆ߠ ݇ߠ)݊݅ݏ8ߤ଴ଶߤߙ −  (݆ߠ
௝௝ܧ = −(1 + (ߤ ቆ1 − ଴ଶ2ߤߙ ቇ

− ݇ߠ)ଷܿݏ8෍ܿߤ − ௡ିଵ(݆ߠ
௞ஷ௝+ 2 ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶߤߙ −  (݆ߠ

௝௞ܧ = ߤ− ቆ1 + ଴ଶ2ߤߙ ቇ + 8ߤ ݇ߠ)ଷܿݏܿ] − 2+ (݆ߠ ఈఓబమ௦௜௡(ఏ௞ିఏ௝)] )14(                                                 
   

 ـ هلازم به ذكر است كـه فـرض كـرد      و  GM=1م اي ߤ = كردن شـكل ضـرايب از تغييـر     سادهبراي  .ܯ/݉
  كنيم: مي شكل زير استفاده بهديگري  هايمتغيير

ߩ  = ℱߦ	  
ߪ   = ℱߟ )15(                                                 

ݖݖ = ℱߞ 

  شود:شكل زير تعريف مي به ℱ در آن كه
  
)16     (                                      ℱ௟௞ = ݁ଶ௜ఏ௟௞ 

شـكل زيـر    بـه را  )11-13(صـورت روابـط    ايندر  
  كنيم:نويسي مي باز
ሷߦ   − ሶߟ2߱ = ߱ଶߦ + Λ஺ߦ + )17(                        ߟ஻߉  
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ሷߟ + ሶߦ2߱ = ߦ஼߉ + ሷߞ )18(                                  ߟ஽߉ = )19(                                                         ߞா߉  
  

 ݔي قطري از ويژه مقادير مـاتريس  ماتريس ௫߉در آن كه
  :اند هدر زير آمدها  اين ماتريس است.

஺௝߉   = 2 + 2ߤ ( ௝ܿ + ௝݀) + ߤ ൬2ܬ௝ − 14 +௝൰ܮ ଴ଶ2ߤߤߙ ௝ܽ 

஻௝߉ = ௝ܬ)ߤ1−√ + ௝ܯ18 + ଴ଶ2ߤߙ ௝ݏ − ଴ଶ4ߤߙ ௝ܾ)	 
஼௝߉ = ௝ܬ2)ߤ1−√ − ଵ଼ܯ௝ + ఈఓబమସ ௝ܾ)  ߉஽௝ = ௝(1ܬ−)ߤ + ఈఓబమଶ ) + ଵସ ௝ܰ + ఈఓబమଶ ௝ܽ)  ߉ா௝ = −(1 + (ߤ ቀ1 + ఈఓబమଶ ቁ − ఓଵଶ ൫ܮ௝ + ௝ܰ൯ −ఈఓఓబమଶ ௝݀ − ఓଶ (1	 + ఈఓబమଶ ) ௝ܵா )20(                              

  :همچنين لازم به ذكر است كه
  

௝ܽ = ෍ܿݏ݋ଶ(݇ߠ)sin(݇ߠ) ௞ୀଵ(݆ߠ݇)ଶ݊݅ݏ  

௝ܾ = ෍cos	(݇ߠ)(݆ߠ2݇)݊݅ݏ௞ୀଵ  

௝ܿ = ෍ܿݏ݋ଶ(݆݇ߠ)sin(݇ߠ)௞ୀଵ  

௝݀ = ෍݊݅ݏଶ(݆݇ߠ)sin(݇ߠ)௞ୀଵ  

௝ܮ =෍1+ ଷߠ݇݊݅ݏଶߠ݇݊݅ݏ sinଶ݆݇ߠ௞  

௝ܰ = ෍1 + ଷߠ݇݊݅ݏଶߠ݇ݏ݋ܿ sinଶ݆݇ߠ௞  

௝ܯ =෍ ߠଶ݇݊݅ݏߠ݇ݏ݋ܿ ௞ߠ2݆݇݊݅ݏ  

௝ܬ = ൜0									݆ ≠ 1				n/2						j = 1 

Sj=ቊ0											صورت	اين	غير	݊در								݆ = 1, ݊ − 1  

௝ܵா=ቊ2݊ − 2															j = n−2صورت	اين	غير	در )21  (                        

 

  پايداري خطي خارج از صفحه
 ،كه معادلات مرتبه اول اختلال را در دست داريـم  حال
را بررســي كنــيم. در هــا  تــوانيم تحــول ناپايــداري مــي
ترين حالت، اختلالات فقط درراسـتاي عمـود بـر     ساده

براي پيدا كردن شرط پايداري خـارج  لذا ؛ قرص هستند
از صفحه، فقط اختلال درراستاي عمـود بـر صـفحه را    

 ـ  صورت اينگيريم. دردرنظر مي لازم بـراي   ةتنهـا معادل
  باشد:) مي19( ةبررسي پايداري رابط

ሷߞ   = 	ߞா߉ )22       (                                    

باتوجه به معادله واضح اسـت كـه بـراي پايـداري       
منفي باشد. اجازه دهيد ابتدا فرض كنـيم   ா߉لازم است  صورت شرط پايداري عبـارت   نايباشد، در ݊مخالف  ݆

  است از:
  
)23(     1 + ఈఓబమଶ + ఓଵଶ ൫ܮ௝ + ௝ܰ൯ + ఈఓఓబమଶ ௝݀ > 0  

݆از طرف ديگر براي    = شكل  بهشرط پايداري   ݊
  زير است:

 (1 + (2 + 1	)(ߤ	(݊ + ఈఓబమଶ ) > 0 )24(                

  ) داريم:24( ةسازي رابط سادهبا 
଴ଶߤߙ   > −2 )25 (                                           

) 25تـوان نشـان داد كـه اگـر شـرط (     راحتي مي هب  
) نيـز برقـرار اسـت. ازطرفـي     23گـاه (  برقرار باشد، آن

تـوان  مثبت هستند؛ مي ߙو  ଴ߤمقادير  كه اينتوجه به  با
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نتيجه گرفـت كـه هماننـد مكانيـك نيوتـوني، سيسـتم       
به اختلالات خارج از نسبت اي متشكل از ذرات،  حلقه
 ـحلقه پايدار است. اي ةصفح  ةن حقيقت با ماهيت جاذب

تـوان  نيروي گرانش كاملاً سازگار اسـت. بنـابراين مـي   
و گــرانش   MOGنتيجــه گرفــت تفــاوت مهمــي بــين

نيوتوني در اختلالات خـارج از صـفحه وجـود نـدارد.     
توان فركانس نوسانات پايدار را محاسـبه كـرد.   البته مي

فـوق متفـاوت    ةرسد اين فركانس در دو نظرينظر مي به
رود نوسانات پايـدار در  تر انتظار مي دقيقباشد. به بيان 

تر از مكانيك نيوتوني  بزرگ MOG ةدر نظري zراستاي 
 ـ اين انتظـار صـرفاً   باشد. خـاطر قـوي بـودن نيـروي      هب
  ي در اين نظريه است.شگران

  
  پايداري در صفحه

بــراي پيــداكردن شــرايط پايــداري در صــفحه بايــد دو 
كـار   درنظر بگيريم. بـراي ايـن   نيز) را 18و  17( ةمعادل

  شكل زير باشد: بهكنيم تحول زماني اختلالات فرض مي
,ߦ   ,ߟ )௜ఒ௧                                                    )26݁	~	ߞ  
  

ــاي    ــا ج ــذاري ( ب ــط (26گ ) و 18و  17) در رواب
  رسيم : مي زير ةتركيب دو معادله به رابط

ସݔ   − ଶݔݍ + ݔݎ + ݏ = 0                         )27(  
  

,ݍدر آن  كه ,ݎ زيـر   صورت به ߙو  ଴ߤ،݆	،ߤتوابعي از  ݏ
  :هستند

ݍ   = 3 − ௸ಲା௸ವఠమ                                       )28(  
ݎ  = ଶ(௸಴ି௸ಳ)ఠమ                                           )29(  
ݏ  = ௸ಲ௸ವାఠమ௸ವା௸ಳ௸಴ఠర                                )30(  

  است: ߣتابعي از  ݔو 
ݔ   = ఒఠ )31(                                                  /  

 ߣبراي پايداري بايد شرايطي را بررسي كنـيم كـه     
توان نشـان داد كـه   صورت مي اين درحقيقي باشند،  ݔيا

  برقرار باشند:زمان  بايستي همسه شرط زير مي
ݍ   > 0		                                                    )32( ߂  > 0                                                     )33( ߁  > 0                                                     )34(  
  

  كه در آنها:

߂ = ଶݎଷݍ4 − ସݎ27 + ݏସݍ16 − ݏଶݎݍ144 ଶݏଶݍ128− + ଷݏ256                                     )35(  
߁  = ଶݍ)ݍ2 − (ݏ4 − ଶݎ9                             )36(  

  

روش تحليلي قابـل بررسـي    بهاما چون اين شرايط   
 كنـيم و  مي رسم عددي صورت به نيستند، نمودار آنها را

 7=݊كنيم. اجازه دهيد بـا   مي شرايط پايداري را بررسي
كه مرز پايداري در مكانيك نيوتني است، شروع كنـيم.  

 طـور  بـه  αميانگين  ،نيز اشاره كرديم طور كه قبلاً همان
دادن ايــن عــدد نمــودار  بــا قــرار اســت. 89/8تجربــي 
 .كنيمرا رسم مي موردنظر

رســم شــده اســت،  7=݊كــه بــراي  )1(شــكل در   
اي كه سيستم نسبت به اختلالات كوچـك پايـدار   ناحيه

صـفر باشـد،    ଴ߤماند مشخص شده است. اگـر  قي ميبا
  شود:زير بازنويسي مي صورت بهشرط پايداري 

  μ ≤ 0.00715 )37          (                                 

  

 دسـت  بهكه همان شرطي است كه در مكانيك نيوتوني 
نسبت جـرم يـك    ߤكنيم كه  ميتأكيد بار ديگر آورديم. 

جالب است كه اين  مركزي است.ذره در حلقه به جرم 
را  توانـد شـرط پايـداري مسـئله     مـي  تنهـايي  بـه پارامتر 

  دهد. دست به
  



  1397، و

 

ــي  رس
سيسـتم   
 بمانـد  
 منفـي   
଴ߤجواب  = 
وتــوني 

ــرانش 
نسـيل     
كـه در   

نـد  نتوا
 جـرم  

سيسـتم   
متنـاظر  

ش قبـل    
دارهـا      

ايم رده
 تيم در 

ـرانش   

،دوت و نهم، شمارة 

   اي هذر هشت  

را برر اي هت ذر
كـه در آن س ي

توانـدنمـي  ଴ߤك پايدار باقي
منفي است از ج 

0ار داريـم در   
 در سيســتم نيو

 سيســتم بــا گــ
سيسـتمي بـا پتا

طـور ك د. همـان  تذراتي كه مي ߤ
 بـاقي بماننـد،  
راتي كـه در س
ز جرم ذرات مت

  ست.

  ات
مـده در بخـش
بـا تحليـل نمو
ها ابتدا فرض كر
قبل انتظار داشـت

آمد كـه در گـ ت

سال بيست 

پايدار سيستم ةحي
  

ــتم هشــت  سيس
اي هشـكل منطق ـ  

ختلالات كوچك
كـه   . ازآنجايي

଴ߤكه داراي را 
طور كه انتظـا ان

رســيم كــه مــي

وري اســت كــه
଴ߤ  = بـه س  0

ديل خواهد شد
଴ߤت با افزايش 

 كوچك پايدار
اما جرم ذ ؛شت

مانند از باقي مي
تر اس كوچكاي 

  
ايج و پيشنهاد

آ دسـت  بهنتايج 
بخـش اسـت، ب
ي رسم نموداره

طور كه از ق مان
دست به نتايجي 

ناح  2 شكل

ــكل  )2(در ش
 ـ ه م. در ايـن شاي

واند نسبت به ا
خص شده است

رهايي د؛ قسمت
م. همااي هف كرد

همــان جــوابي
  ديم.

لازم بــه يــادآو
حـد  يافته در يم

شي نيوتوني تبد
ل مشخص است

ختلالاتت به ا
ري خواهند داش

اي پايدارذره  ت
ذره  هفتسيستم 

نتا
ترين ن جاكه مهم

دارهاي انتهاي ب
براي كنيم.وع مي α ߤثابت باشد. هم଴ = همان 0

 

96  

ـيل
؛ يم
بـه
ـتر
بـه

در 
ـل
ر از
ت
ـتم
ض
بـه
ور
اي
اي
ـت
جود
جرم
ــار
 ـت

 
هكرد
تو مي

مشخ
باشد
حذف
بــه ه
رسيد

 
تعميم
گرانش
شكل
نسبت
بيشتر
هشت

سدر 

ازآنج
نمود
شروع

αكه 
حد

 ك

 اي هذر 7

سـيل بـه پتانسـ
شرطي را داشـتي

باتوجـه .كندي
بـين ذرات بيشـ
تواننـد نسـبت

଴ߤنـد. وجـود
دليـ همين به ،كند
اما اگر ،شود مي

 ـ  بـين ذرا ةجاذب
د اخـتلال سيسـ

اع را يـك فـرض
يست. باتوجـه
و در فواصــل د
هـار در جـواب

هـارو قسـمت  ن
لازم اسـ ـرديم.

ان برداري موج
م كه جظار داري

باتوجــه بــه رفتــ
ايـن كميـ رواقع

  ت نيست.

اسباتي در مكانيك

ستميس يداريپا ةي
଴ߤ  باشد، پتانس =

، انتظار چنين ش
ن شرط تغيير مي

 ـ  ب ةنيروي جاذب
تهاي بيشتر مي
ـدار بـاقي بمانن
ت را بيشتر مي

تر بزرگ داري
 باشد نيـروي ج
رصورت وجود
نجاكـه مـا شـعاع
ار كار راحتي ني
فــي باشــد نيــرو

عبـارت ديگـر ـه 
ايناز ،منفي باشد

نقش جرم ميد ߤداري حـذف كـ
كند و انتظ زي مي

 مثبــت باشــد. ب
دردانيم كه  مي ل

ثابت كند و لزوماً

وم كاربردي و محا

ةيناح  1 شكل

=نجاكه اگر  0
شود تبديل مي

اين ଴ߤياد شدن 
 ଴ߤشدن  زيادا 
هذرات با جرم ،

ت كوچـك پايـ
بين ذرات ة جاذب

پايد ةش آن ناحي
تر خاصي بزرگ

و د شود ميياد 
اما ازآنج ؛پاشدمي

ن اين معياي تعي
منفـ ଴ߤ) اگــر2(

بـهشـود.  ت مـي 
تواند منمي ଴ߤ 

 از مناطق پايـد
଴ߤ شان كنيم كه

را بازي MOG ةي
هــا  بــه ميــدان

ناختي اين مدل
د با زمان تغيير ك

نشرية علو
  

 

ازآن  
نيوتوني
اما با زي

با كه اين
شود،مي

اختلالات
پتانسيل

با افزايش
مقدار خ
بسيار زي
از هم مي

ماي هكرد
( ةرابطــ
نهايت بي

فيزيكي
منفي را
خاطرنش
در نظري
وابســته
شن كيهان
تواند مي



  محمود روشن -محمدهادي خشن    هاي اخترفيزيكي پايداري ديناميكي حلقه
  

97  

توانـد  نمـي  ଴ߤدانيم كه آمده است. مي دست بهنيوتوني 
كنـد و  شرايط تغيير مـي  ଴ߤمنفي باشد؛ اما با زياد شدن 

ت بـه  تر نسب هاي بزرگتواند با جرماي ميسيستم حلقه
گرانشي  اختلالات كوچك پايدار بماند. ازآنجاكه نيروي

گرانشـي   تـر از نيـروي   مقداري بزرگ MOG ةدر نظري
نيوتوني است اين نتيجـه دور از انتظـار نبـود. امـا ايـن      

يابـد و پـس از آن سيسـتم    خاصي ادامه مي ଴ߤروند تا 
  شود. اي در هر صورتي ناپايدار ميحلقه
اي يك فرض كرديم كه شعاع سيستم حلقه در ابتدا  

 	ݎ଴ߤباشد، ازآنجاكه متغير اصلي در معـادلات حركـت   
هـاي بـا شـعاع    توان نتيجه گرفـت كـه سيسـتم   بود مي
تـر   هـاي بـا شـعاع كوچـك    تر نسبت بـه سيسـتم   بزرگ

اي بـا  ناپايدارترند. در گـرانش نيوتـوني سيسـتم حلقـه    

هـر صـورتي ناپايدارنـد. ايـن     در  7تر از  ذرات كوچك
اگـر تعـداد ذرات   افتـد.   مـي  نيز MOG ةاتفاق در نظري

توانـد پايـدار   تر مـي  جرم بيشتر شود سيستم با ذرات كم
  دو سيستم برابر باشد. در  ଴ߤكه  البته درصورتي ،بماند
بررسـي پايـداري    كـه  كنـيم  مي درپايان خاطرنشان  

وهش قابـل  اين پژ ةسيالي نيز درادام ةموضعي يك حلق
ي هـا  هزايـي در حلق ـ  ستارهانجام است و براي توصيف 

  تواند كمك كند. مي كهكشاني
  

  تقدير و تشكر
اين پژوهش با حمايـت دانشـگاه فردوسـي بـا شـماره      

  انجام شده است. (19/09/1393)32039اعتبار 
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 چهارپهلو خمشی ۀهای جزء صفحايستايی و تابع ترفتز بر پاسخ ۀاثرهای معادل

  
 (3)ظازُ صفبئًٖ٘لَفط ضخت        (2)ظازُ گٌبثبزٕهؼصَهِ هله      (1)هحوس ضضبئٖ پػًس

 
اٗؿتبٖٗ پ٘كٌْبز  هؼبزلٔتبثغ تغ٘٘طهىبى تطفتع ٍ ثطلطاضًوَزى  ٔچْبضپْلَ و٘طقْفٖ ًَ ثطپبٗ ذوكٖ ٔعء صفحزض اٗي پػٍّف، زُ خ  چکیده

آٌٗس. پؽ اظ آى، ثب هٖ زؾت ثِپػٍّف پ٘كٌ٘٘بى  ّٔبٕ ضٍٕ خعء ثطپبّٗبٕ آظازٕ ٍ ً٘ع گطُّبٕ زضخِتطٗي چ٘سهبى هٌبؾتقَز. ًرؿت، هٖ

وِ  وٌٌس هّٖبٕ ػسزٕ آقىبض ثب تبثغ ه٘ساى هتفبٍت ثطإ زٍ چ٘سهبى ثطتط، هؼطفٖ ذَاٌّس قس. ٍاوبٍٕ ّب، زُ خعءثْطُ خؿتي اظ تمبضى خولِ
ّبٕ ثبلاتط ًؿجت ثِ خعء هطتجٔآظازٕ ووتط ٍ  زضخّٔب، ثب قوبض زضصَضت اًتربة زضؾت خولِّبٕ ًبلص تطفتع ثطگطفتِ اظ تبثغه٘ساى  تبثغ

ّب، زلت ّبٕ ً٘طٍٖٗ ث٘كتط خعءؾبظًس، پبؾداٗؿتبٖٗ ضا ثطلطاض هٖ هؼبزلّٔبٕ تطفتع تبثغچَى  س آٍضًس.ّبٕ هف٘سٕ ضا پسٗتَاًٌس خعءوبهل، هٖ
ّب زاضًس.خبّٖٗبٕ خبثِتطٕ ًؿجت ثِ پبؾدفعٍى

 ًبلص.ٗبة  زضٍىتبثغ  ;خعء ذوكٖ چْبضپْلَ ;تبثغ تطفتع ;پبؾد تحل٘لٖ ;اٗؿتبٖٗ هؼبزلٔ ;ذوكٖ ًبظن صفحٔ  های کلیدیواژه

 

 
The Effect of Equilibrium Equation and Trefftz Functions on the Responses 

 of Quadrilateral Bending Plate 

 
M. Rezaiee-Pajand          M. Malekzadeh-Gonabadi           N. Rajabzadeh-Safaei 

 
Abstract  In this study, ten novel quadrilateral Kirchhoff’s bending plate elements based on the Trefftz 

displacement functions and satisfying equilibrium equation are suggested. First, the most suitable 

arrangement of degrees of freedom and nodes are achieved by benefiting from previous researches. 

Afterwards, using the symmetry of terms, ten elements with different interpolation functions for the two 

top arrangements will be introduced. Numerical tests reveal that the correct choice of the interpolation’s 

terms from the incomplete Trefftz functions leads to more efficient elements with lower degrees of 

freedom and higher order than the complete elements. Since the Trefftz functions meet the equilibrium 

conditions, the force responses of the most cases have a higher accuracy than the displacement 

responses. 
 

Key Words  Thin bending plate; equilibrium equation; analytical solution; Trefftz function; 

quadrilateral bending element; incomplete interpolation function. 
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 مقدمه

 ًٓگاط  ّٔبٕ ًابظن ذوكاٖ پسٗسآهاسُ ثطپبٗا    زض صفحِ
ِ   و٘طقْف، اظ اثط تغ٘٘طقىل خابٖٗ  ّابٕ ثطقاٖ زض خبثا

ٖ  ؛قاَز هٖ پَقٖ چكنؾبظُ  ِ  زضحابل -ضاٗعًاط  ًٓگاط  وا
وٌس. ثٌبثطاٗي، اٗي ٍاضز تحل٘ل هٖضا  اٗي اثط ]1[ هٌ٘سل٘ي

ّبٕ ثطقاٖ  ّبٕ ضر٘ن وِ تغ٘٘طقىلًگطُ ثطإ صفحِ

 .زّس هٖ زؾت ثِتَخْٖ زاضًس، پبؾد هٌبؾجٖ ضا  لبثل

 ًٓگااط ثااِ ثٌااب ًرؿاات ّااب، ضٍـ اظ إ زؾااتِ زض 
ٔ ّابٕ   ضاثطِ و٘طقْف ِ  ًابظن  صافح ٖ  ًَقات  ؛قاًَس  ها

ؾپؽ، ثب ٍاضز وطزى اثط تغ٘٘طقىل ثطقٖ، آًْب ضا ثاطإ  
، خعئٖ 2000س. زض ؾبل ًؾبظهٖ اضر٘ن ً٘ع وبض صفحٔ

ِ  زضخٔ آظازٕ 12چْبضپْلَ ثب  ّابٕ ثؿا٘بض   ثطإ صافح
 [2]ًبظن، ًبظن ٍ ضار٘ن تَؾاس ؾاَُ ٍ ّوىابضاًف     

پ٘كٌْبز قس. زض آى خعء، زٍضاى ٍ واطًف ثطقاٖ ضٍٕ   
آهسًس. ّوچٌا٘ي،   زؾت ثِت٘وَقٌىَ ت٘ط  ٓپْلَّب ثب ًگط

ٗبثٖ زٍضاى، اًحٌب ٍ وطًف ثطقٖ زضٍى خعء ثب في زضٍى
 ثْجَزٗبفتِ زض زؾتطؼ لطاض گطفتٌس.  

Cضاٗعًط، پَ٘ؾتگٖ هطتجِ ٗىان   -هٌ٘سل٘ي ٓزض ًگط 
0 

ّب پَ٘ؾتگٖ ثا٘ي  قسى تغ٘٘طهىبى هؿتملؾت ٍ ثب ا وبفٖ
 2001زض ؾبل ٍ ّوىبضاًف قَز. ق٘د هٖ تأه٘يخعئٖ 

ثب ؾِ ه٘اساى تغ٘٘طهىابى هؿاتمل ذ٘اع ٍ زٍ زٍضاى      [3]
ّبٕ ذوكاٖ، خعئاٖ هثلثاٖ ثاطإ     خبٕ زٍضاى ثِثطقٖ 
 ضاّىابض . ًسگطز ٍ ضر٘ن پسٗس آٍضز ّبٕ ّوؿبى صفحِ

لفال   ٓه٘ساى ؾبظگبض ضٍقاٖ زٗگاط اؾات واِ اظ پسٗاس     

 وطًف ّب، صفحِ قسى ًبظن ثب. [5 ,4] وٌسخلَگ٘طٕ هٖ
ٖ  صافط  ؾَٕ ثِ ثطقٖ اٗاي فطآٌٗاس ثاب تغ٘٘اط     . گطاٗاس  ها

زض  .زٗاسُ قاَز  ثبٗس ً٘ع ّبٕ ضر٘ن صفحِزض  ضربهت

، ثب ضٍـ خعء هحسٍز [6]ّوىبضاى ، ق٘د ٍ 2002ؾبل 
ه٘اساى ؾابظگبض، زٍ    ضاّىبضخَٖٗ اظ تغ٘٘طهىبًٖ ٍ ثْطُ
ًبّوؿبى ثطإ تغ٘٘طهىابى   هطتجٔثب  ضا تبثغ ه٘ساى هؿتمل

 ثطزًس. وبض ثِخبًجٖ ٍ زٍضاى ذوكٖ 
ِ    لب ضاّىبض  ؾابظٕ آظاز  لت خاعء هحاسٍز ٗاب ضاثطا

ّابٕ  ضٍقٖ ًَ ثطإ زؾت٘بثٖ ثِ هابتطٗؽ ؾارتٖ خاعء   

إ  زض همبلِ [7]هحسٍز اؾت. ضضبٖٗ پػًس ٍ هحوسظازُ 

ثب اٗي قَُ٘ هبتطٗؽ ؾرتٖ خعء چْبضپْلَٕ ذوكٖ ضا 
 ضاّىاابضً٘ااع ثااب  [8]پ٘كااٌْبز زازًااس. ثاابتَغ ٍ واابت٘لٖ  

ٔ ؾبظٕ آظاز، خاعء چْابضپْلَٕ    ضاثطِ ٘طقاْف  و صافح

ٍ ّوىابضاًف  ضا پسٗس آٍضزًس. ضظالپاَض   DKQًبپَ٘ؾتِ 
گطّاااٖ  4، خاااعء چْااابضپْلَٕ [9] 2003زض ؾااابل 
و٘طقْف گؿؿتِ ثاب   ّٓبٕ ًگطپٌساقت ٔٗثطپبثْجَزٗبفتِ 

ّابٕ ًابظن   ثطإ صفحِ IDKQثِ ًبم  زضخٔ آظازٕ 12
ّب ضا اٗي پٌساقت [10] ٍ ّوىبضـثبتَغ . ًسپ٘كٌْبز زاز

ِ  QUAD9بٕ هطوعٕ خاعء  ّثطإ هطظّب ٍ ذس  وابض  ثا

 گطفتٌس ٍ ضفتبض اٗي خعء ضا ثْجَز ثرك٘سًس.
في تغ٘٘طاتٖ  ٔإ ًَ ثطپبٗ، تطفتع ًگط1926ُزض ؾبل  

ّاابٕ )اًتگااطال گ٘ااطًٕرؿاات٘يواابضگ٘طٕ تاابثغثااب ثااِ
ّبٕ  ّبٕ( هطظٕ ضا پ٘كٌْبز زاز. زض اٗي ًگطُ، تبثغ گ٘طٕ
 ّاابٕ زٗفطاًؿاا٘لٖ حاابون ثااط خعئااٖ زض هؼبزلااِ زضٍى
ّابٕ  ، قاط  ّوچٌا٘ي وطز. ّبٕ ًبظن صسق هٖ صفحِ

گ٘اطٕ  ًرؿات٘ي هطظٕ ٍ پَ٘ؾتگٖ زضٍى خعئٖ ثاب تابثغ  
. ثبٗس آگبُ [11] قسًسهٖ تأه٘يٕ ٍظًٖ ّبضٍـ هبًسُ ثِ

ّب ثطإ ؾبذت ٗه خعء تطفتعٕ ثِ ثَز، ًرؿت٘ي تلاـ

ّابٕ   . ظهبًٖ وِ قاوبض تابثغ  [12] گطززثطهٖ 1977ؾبل 
ثبقس، ًابم ضٍـ پًَ٘اسٕ ثاِ     هؿتمل اصلٖ ث٘ف اظ ٗه

ّابٕ  تَاًٌس تابثغ  ّبٕ پًَ٘سٕ هٖ. تبثغ[13] آٗسه٘بى هٖ
وااِ تاابثغ تااٌف  اٗاايتغ٘٘طهىاابى هؿااتمل ثبقااٌس ٍ ٗااب  

ّاب ٍ ً٘طٍّابٕ   إ فطض قَز. ثطإ ثْجَز تٌف خساگبًِ
ٖ   ٔٗثطپبّب زضًٍٖ زض خعء تاَاى اظ ضٍـ   تغ٘٘طهىابى، ها

ّب إ تٌفتٌف پًَ٘سٕ ثْطُ خؿت ٍ تبثؼٖ خساگبًِ ثط
، ؾاي ٍ ّوىابضاًف   2002. زض ؾابل  [15 ,14] پٌساقت

 ٍ ّوىابضاًف  ّب ضا ثب ضٍـ هكبثِ ؾَُتغ٘٘طهىبى [16]

آٍضزًاس. آًْاب ثاطإ ٗابفتي      زؾت ثِ [2] 2001زض ؾبل 
، ضٍ اظاٗااي ؛پًَ٘ااسٕ اؾااتفبزُ وطزًااس ّٓااب اظ قااَ٘تااٌف
اى، ّن ثطإ تغ٘٘طهىابى ٍ ّان   ّكگطّبٕ اٗي پػٍ پبؾد

 َة ثَز. ثطإ تٌف هطل

ّطگبُ زٍ تبثغ تغ٘٘طهىابى هؿاتمل، ٗىاٖ زض زضٍى     
اٗؿتبٖٗ ضا ثطلطاض وٌس، ٍ زٗگاطٕ ضٍٕ   هؼبزلٔخعء، وِ 
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ّاب  ّبٕ ؾبظگبضٕ ٍ پَ٘ؾتگٖ ث٘ي خعءهطظّب، وِ قط 

ٕ  » ًوبٗس، تؼطٗف قَز، ًبم تأه٘يضا  ثاِ   «تطفتاع پًَ٘اس
ّبٕ  . ثبٗس زاًؿت، تبثغ[19-14,17] قَزّب زازُ هٖخعء
ِ ع هراتلس ّؿااتٌس ٍ  تطفتا  ِ   ثا ّاابٕ  ضاحتاٖ تواابم هؼبزلا

ؾابظًس. زٗگاط ٍٗػگاٖ    زٗفطاًؿ٘لٖ اٗؿتبٖٗ ضا ثطلطاض هٖ
  ِ ّابٕ حطوات    ضٍـ تطفتع پًَ٘سٕ اٗي اؾت واِ خولا

خؿن ؾرت خبٖٗ زض تبثغ قىل زضًٍاٖ خاعء ًساضًاس    

ّبٕ ّبٕ زضقت، خعء ثٌسٕ حتٖ زض قجىِ ؛[21,14,20]
گاطُ ٍ   8ْبضپْلَ ثاب  ّبٕ چ ٕ تطفتع، هبًٌس خعءثبلا هطتجِ

. زض [22] گطُ اظ زلات ثابلاٖٗ، ثطذَضزاضًاس    6هثلثٖ ثب 

ّب ٍ في تطفتع گًَِ خعءخَٖٗ اظ اٗي ، ثب ثْط2014ُؾبل 
زٍ خاعء هثلثاٖ ٍ    [23]پًَ٘سٕ، ضضبٖٗ پػًس ٍ وبضوي 

 ؾبذتٌس. ثطإ ثْجَز تَاًبٖٗ خاعء،  ثبلا هطتجِچْبضپْلَٕ 
ِ ثطًاَلٖ   -تبثغ قىل ت٘ط اٍلاط  ضا ثاطإ ّاط   گطّاٖ   ؾا

، 2012ثطزًس. پ٘ف اظ اٗي ٍ زض ؾابل   وبض ثِپْلَٕ خعء 
ّابٕ هثلثاٖ    ّو٘ي خعء [24]ضضبٖٗ پػًس ٍ ّوىبضاًف 

 گطُ ً٘ع ؾبذتِ ثَزًس. 4ٍ  3ٍ چْبضپْلَ ضا ثب 

   ِ ّابٕ هحاسٍز   ّابٕ خاعء  زض اٗي اثط، ثاطإ ضاثطا
ذوكاٖ و٘طقاْفٖ، اظ تابثغ تطفتاع ثاطإ ذ٘اع        صفحٔ
ذبطط ثبٗاس ؾاپطز، زض توابهٖ    ِ ث خَٖٗ ذَاّس قس. ثْطُ
ٔ تطفتاع، تابثغ ه٘اساى زضًٍاٖ،      ّٓبٕ ذابًَاز خعء  هؼبزلا

 ٖ زٍ ثراف  وٌاس.  زٗفطاًؿ٘لٖ حبون ثط خعء ضا ثطلطاض ها
ٔ ّابٕ  ػوَهٖ ٍ ذصَصٖ زض پبؾاد  زٗفطاًؿا٘ل   هؼبزلا

ضٍ، تبثغ ه٘ساى ً٘ع اظ  حبون ثط صفحِ ٍخَز زاضًس. اظاٗي
طفتع ثطإ پبؾد آٗس. تبثغ تهٖ زؾت ثِّب خوغ اٗي پبؾد
ٖ  وابض  ثِثرف ّوگي  ضٍز ٍ اثاط چگاًَگٖ اًترابة    ها

ّابٕ ذ٘اع ٍ لٌگاط،    ّبٕ اٗي تبثغ زض زلات پبؾاد  خولِ
ّسف اصلٖ اٗي همبلِ اؾت. ثطإ اًدبم اٗاي پاػٍّف،   

آظازٕ هتفابٍت ٍ   ٔخعء ثب زٍ آضاٗف زضخا  ٓزٍ ذبًَاز
قًَس. ثبٗس ّبٕ ًبقبٗؿتِ اًتربة هٖپؽ اظ حصف گًَِ

ِ   زاًؿت، ثطا ّابٕ آظازٕ ٍ   ٕ ّط ٗاه اظ آضاٗاف زضخا
ٖ  چ٘سهبى گطُ ّابٕ  تاَاى تابثغ ه٘اساى   ّب ضٍٕ خاعء، ها
ثطز وِ اٗي ٍٗػگٖ زض پػٍّف وابضوي   وبض ثِهتفبٍتٖ ضا 

ّاب، ثاب ًگْاساضٕ     ٍخَز ًساضز. ّط ٗه اظ اٗي تابثغ  ]1[
ِ   تمبضى خولِ ّابٕ تطفتاع   ّب ٍ حاصف قاوبضٕ اظ خولا

ذوكاٖ   صفحٔ خعء 674، عَدوهآٌٗس. زض هٖ زؾت ثِ
اٗي ه٘بى، زُ خعء  . اظاًسهمبلِ ثطضؾٖ قسُزض اٗي  خسٗس

چْابض  ّبٕ ثطتطٕ زاضًس هؼطفٖ ذَاٌّاس قاس.   وِ پبؾد
ٕ ًرؿت آضاٗاف   ٓخعء اظ ذبًَاز ٍ قاف   زضخأ آظاز
قاًَس ٍ قاوبض ظٗابزٕ    زٍم اًتربة هٖ ٓخعء اظ ذبًَاز

ٖ    ثطضٍَٕى ػسزٕ آظه  ٔ٘اطز. اظ همبٗؿا  گآًْاب اًدابم ها
ٖ   ّبٕ ًبخعء تاَاى   لص پ٘كٌْبزٕ ثب زٍ خاعء وبهال، ها

زضٗبفاات، وااِ ثااطذلاف تصااَض هؼوااَل، وبهاال ثااَزى  
ٗبثٖ ثِ زلت ثبلا ّبٕ اًتربثٖ قط  لاظم ثطإ زؾت تبثغ
اًترابة زضؾات    زضصاَضت ثبقس. ثِ ؾري زٗگط، ًوٖ
ّابٕ ثاب قاوبض    تَاى ثاِ خاعء  ّبٕ ًبلص تطفتع، هٖتبثغ

ت وِ ًؿاجت  ثبلاتط زؾت ٗبف ٔآظازٕ ووتط ٍ هطتج زضخٔ
ي ِٗبفتاِ ثطتاطٕ   ًس. اٗا ٌ٘٘بى وبضاتطثِ خعءّبٕ وبهل پ٘ك

ًؿجت ثِ پػٍّف وابضوي  ضا ّبٕ ًبلص پ٘كٌْبزٕ خعء
اًاس، ًكابى   ّابٕ ه٘اساى وبهال   ٍ اذتطٕ، وِ زاضإ تبثغ

اٗي همبلِ آقاىبض ذَاّاس واطز، چاَى      .]1،26[ زّس هٖ
ّابٕ  وٌس، پبؾاد اٗؿتبٖٗ ضا ثطلطاض هٖ هؼبزلٔتبثغ ه٘ساى 

ّااب، زلاات ث٘كااتطٕ ًؿااجت ثااِ  ٍٗااٖ ث٘كااتط خااعء ً٘ط
 ّب زاضًس.تغ٘٘طهىبى

 

 کیرشهف صفحۀایستایی  معادلۀ

ّابٕ   ّبٕ تطفتع زضحم٘مت پبؾدگًَِ وِ آهس، تبثغّوبى

ذوكٖ  صفحٔ زٗفطاًؿ٘ل هؼبزلٔاٗؿتبٖٗ ّؿتٌس.  هؼبزلٔ
 ثبقس:ٍ ثِ ؾ٘وبٕ ظٗط هٖ چْبض هطتجٔ
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هىابى  تبثغ ه٘ساى تغ٘٘ط w ضگط ًبثلا،بو اٌٗدب، زض 
ٖ    Dتابثغ ثابض ٍ    p(x,y)خعء،  ثبقاس.   ؾافتٖ صافحِ ها

ظٗط، تابثغ ه٘اساى خاعء زاضإ زٍ ثراف      هؼبزلّٔوبًٌس 
 اؾت:
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(2)  
  

m

p c p j j
j 1

p c

w w w w w c

w w c



    

 

 

 

ِ wc  ٍwp  ٍmزض اٗي ثطاثاطٕ،    تطت٘ات، پبؾاد    ، ثا
اٗؿتبٖٗ صفحِ ٍ  هؼبزلٔذصَصٖ ثرف ّوگي، پبؾد 

طزاض ث {c} ّوچٌ٘ي، .ثبقٌسّبٕ گطّٖ هٖقوبض هدَْل

ٖ    ضطٗت ٔ  ّبٕ هدَْل ًابم زاضز. ثاب حال تحل٘لا  هؼبزلا
ِ   حبون زض هرتصِ ّابٕ  ّبٕ لطجٖ ٍ تجاسٗل ثاِ هرتصا

ّبٕ تطفتع ظٗاط زض  تبثغ صَضت ثِزوبضتٖ، پبؾد ّوگي 

 :]1[25, گ٘طزهٖزؾتطؼ لطاض 
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(4)  2 2 2
r x y z x iy,     

 

ّابٕ هتفابٍت   ّبٕ ذصَصٖ ثطإ ثبضگصاضٕپبؾد 
ّبٕ ػسزٕ اضائِ ذَاّس قس. ّوچٌا٘ي،  زض ثرف آظهَى

ِ  خولِ  زض k ٓقاوبض ّابٕ ثاب   ّبٕ تبثغ تطفتع ثاطإ زؾات
ّابٕ  ّبٕ تابثغ  . ٗىٖ اظ ٍٗػگٖآهسُ اؾتپَ٘ؾت همبلِ 

لاپلاؼ، وبهل ثَزى  هؼبزلٔوطزى تطفتع، افعٍى ثط ثطلطاض 

ِ ّابٕ تطفتاع   آًْب اؾت. ثِ ؾري زٗگط، تابثغ  ِ  ثا إ گًَا
إ زؾتِ صَضت ثِّبٕ هوىي ضا ّؿتٌس وِ توبهٖ پبؾد

ِ   ضٍ اظاٗاي ّب زاضًس. اظ پبؾد ٕ ، زض تابثغ تطفتاع خولا  ّاب
n n

1, r cos , r sin ,..., r cos n , r sin n     ُزض زؾااتگب
ٔ هؼبزاًس. گطفتِ قسُ وبض ثِّبٕ لطجٖ هرتصِ لاپالاؼ   لا

ٖ  ًرؿت زض زؾتگبُ هرتصِ قاَز ٍ  ّبٕ لطجٖ حال ها

ِ   پؽ اظ آى، پبؾاد  ّابٕ زوابضتٖ هٌتمال    ّاب ثاِ هرتصا
 ذَاٌّس قس.

 

 خمشی ۀسازی جسء صفحرابطه

ّبٕ خعء هحسٍز تَاى ضاثطِّبٕ تطفتع، هٖثب زاقتي تبثغ

ّابٕ ثاطزاض    ضا ًَقت. پؽ اظ اًتربة تبثغ ه٘ساى، ضاثطِ

 :,27]1[ آٌٗس هٖ زؾت ثِ خبٖٗ خعءوطًف ٍ خبثِ
 

(5)     
q q

z( B c ) , u u N c       

(6)  

T
2 2 2

p p p

2 2

w w w
, , 2

x y x y

  
    

   

 
 
 

 

T
2 2 2

c c c

q 2 2

w w w
B , , 2

x y x y

  
   

   

 
 
 

 

(7)  

T

p p

p

w w
u w , ,

x y

 
 

 

 
 
 

T

c c

q c

w w
N w , ,

x y

 
 

 

 
 
 

 

 

 ،Nqّاب زض هابتطٗؽ  ّبٕ گاطُ خبٗگصاضٕ هرتصِثب  

ؼ لاطاض  ظٗاط زض زؾاتط   صَضت ثِّبٕ گطّٖ تغ٘٘طهىبى
 گ٘طًس:هٖ

 

(8)  
   

 

q q

1

q

ˆ ˆˆD D G c , D G c

ˆ ˆc G D


  


 

 

زض ثطزاضّبٕ وطًف {c}لطاض زازىاظ ؾَٕ زٗگط، ثب  
 قًَس:ّبٕ ظٗط ًت٘دِ هٖهؼبزلِّبٕ گطّٖ، خبٍٖٗ خبثِ

 

(9)  
  1

q q q

1

q q

ˆ ˆu u N c u N G D

ˆN̂ N G





   


 

(10)  
  1

q q q

1

q q

ˆ ˆz( B c ) z( B G D)

ˆB̂ B G





      


 

 

ٖ   ٔثط اٗي پبِٗ، تابثؼٖ وبضهبٗا    اًاطغٕ   ًْفتاِ )تابثؼ
 ٖ ٕ  Dm پتبًؿ٘ل( ثطحؿت هبتطٗؽ وكؿابً ه٘ابى   ثاطضٍ

 گطزز:ثطپب هٖ ظٗط صَضت ثِ Ω ٔصفح
 

(11)  
 

 

T

q m

T

q

1
( B c ) .D .(

2

B c ).d u .F.d





     

  





 



 ً٘لَفط ضخت ظازُ -هؼصَهِ هله ظازُ -هحوس ضضبٖٗ پػًس  ...اثطّبٕ هؼبلٔ اٗؿتبٖٗ ٍ تبثغ تطفتع ثط پبؾد ّبٕ 
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3

m 2

1 0
Et

D 1 0
12(1 )

1
0 0

2



 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

ًْفتِ ثبٗس ووٌِ٘ گطزز. ثب  ٔثطإ ٗبفتي پبؾد، وبضهبٗ 
ًْفتِ ٍ  ٔ( زض تبثؼٖ وبضهب10ٍٗ  9ّبٕ )لطاض زازى ضاثطِ

 ّٔبٕ گطّٖ، ضاثطگ٘طٕ ًؿجت ثِ تغ٘٘طهىبىًرؿت٘يغتبث
 گ٘طز:ظٗط زض زؾتطؼ لطاض هٖ

 

(12)  0
D̂





 

(13)  
 T T

m

T

m

ˆ ˆ ˆ ˆB .D .B d D N .F d

B̂ .D . d

 



   

 

 


 

 

ٍ ثطزاض ثبضّبٕ گطّٖ  Kؾطاًدبم، هبتطٗؽ ؾرتٖ  
P ِآٌٗس:هٖ زؾت ث 

 

(14)  T

m

ˆ ˆK B . D . B d


   

(15)  T T

m

ˆ ˆP (N . F B . D . )d


     

 

 های ناقصهای آزادی جسءآرایش درجه

ّبٕ  اٗي پػٍّف، گعٌٗف آضاٗف زضخِ زض ًرؿت٘ي گبم
پاصٗطز.   ّب ثطإ آفطٌٗف خعئٖ ًَ اًدبم هٖآظازٕ ٍ گطُ

اًس وِ فمس اًتربة ٗه تابثغ  اى آقىبض ؾبذتِّكگطپػٍ

آظازٕ وبفٖ  زضخٔگطّٖ ٍ  ٔثبلا ٍ قوبضٕ ًمط زضخٔثب 
إ اًدابم  بٗس اٗي وبضّاب ثاب َّقا٘بضٕ ٍٗاػُ    ً٘ؿتٌس ٍ ث

ّبٕ آظازٕ ضا ثبٗس هٌبؾت ثب پصٗطًس. افعٍى ثط آى، زضخِ

إ ، ظهابًٖ واِ پابضُ   ضٍ اظاٗاي خبٗگبُ ّط گطُ ثطگعٗاس.  
ّبٕ تابثغ تطفتاع ثاِ زلاٗلاٖ اًترابة      ّب اظ زؾتِػجبضت

    ٖ ِ  ًكًَس، آى خاعء ًابلص ًبه٘اسُ ها ّابٕ  قاَز. ًت٘دا

 :]26[ ثبقٌس ط هٖقطح ظٗ ثِپػٍّف اذتطٕ  

گطّاٖ، ثاطإ ضؾا٘سى ثاِ      ٔاًتربة قوبض ظٗبز ًمط -1

 پبؾد هٌبؾت وبفٖ ً٘ؿت.

ّب ًؿجت ّبٕ آظازٕ ثطإ گطُاًتربة زضؾت زضخِ -2
ّب اظ اّو٘ت ث٘كاتطٕ ثطذاَضزاض   ثِ گعٌٗف خبٗگبُ گطُ

ّبٕ گطّٖ ثب زضخِ ٔاؾت. ثبٗس زاًؿت، قوبض ووتط ًمط
زضخأ  گطّٖ زاضإ  ٔمطآظازٕ هٌبؾت اظ تؼساز ث٘كتط ً

 زّس.زؾت هّٖبٕ ثْتطٕ ثًِبهٌبؾت، پبؾد آظازٕ
ّاب ثاط پْلإَ خاعء ّو٘كاِ      ظٗبز ثَزى قوبض گاطُ  -3

هحاسٍز واطزى گاعٌٗف     ؾجت ثِهٌبؾت ًرَاّس ثَز ٍ 

 .ّبٕ آظازٕ خعء، زلت ذَثٖ ًرَاّس زاقتزضخِ

ّبٕ گَقِ زٍضاًٖ زض گطُ زضخٔ آظازٕثطإ زاقتي  -4

wثبٗااس اظ 

x




 ٍ

w

y




wز ثْااطُ خؿاات ٍ اظ واابضثط  

t




 ٍ

w

n




ّب ثِ اهتساز پْلَٕ ّاط  ظٗطا، اٗي زضخِپطّ٘ع وطز.  

ّابٕ گَقاِ تؼطٗاف    ثبقاٌس ٍ زض گاطُ  خعء ٍاثؿتِ هٖ

ٕ زضخِّبٕ گَقِ زض گطُٗىتبٖٗ ًساضًس.  ، wآظازٕ ّاب

w

x




 ٍ

w

y




طااَض هؼوااَل واابضثطز زاضًااس ٍ ّو٘كااِ  ثااِ 

 ٌس.جهٌبؾ

 ّبٕ آظازٕٖٗ، اًتربة زضخِپْلَ ه٘بىّبٕ ثطإ گطُ -5

w

t




ٍ

w

n




ّاااابٕ خااااِتااااط اظ گااااعٌٗف زضهف٘ااااس 

wآظازٕ

x




ٍ

w

y




ِ ٕ ثْتطٕ ّب دثبقس ٍ پبؾهٖ   زؾات  ثا

 آٗس.هٖ

آظازٕ زضخٖٔٗ، پْلَ ه٘بىّبٕ ثطإ گطُ -6
w

n




هف٘ستط  

حابل، ٍخاَز   ثبقاس. ثاباٗي  ّبٕ آظازٕ هٖاظ ؾبٗط زضخِ

عء ؾاجت افات زلات    زض خ زضخٔ آظازٕقوبض ظٗبز اٗي 

َز ٍ ثطإ زؾتطؾٖ ثِ پبؾد هٌبؾت ثبٗس تؼساز آى ق هٖ

 هحسٍز ثبقس.



 1397، زٍؾبل ث٘ؿت ٍ ًْن، قوبضٓ   هىبً٘هًكطٗٔ ػلَم وبضثطزٕ ٍ هحبؾجبتٖ زض 
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تٌْابٖٗ   ثِ wزضخٔ آظازٕٖٗ پْلَ ه٘بىّبٕ ثطإ گطُ -7

ٕ هف٘س ً٘ؿت ٍلٖ تطو٘ت زٍ  ٍ  wزضخأ آظاز
w

n




زض  

 ثبقس.ّبٕ ثْتطٕ هٖضإ ًت٘دِّب زااٗي گطُ

ّبٕ ثطإ زؾتطؾٖ ثِ تطو٘ت هٌبؾت زضخِ -8

ٍ wآظازٕ
w

n




، ثبٗس زض ّط پْلَ، افعٍى ثط گطُ گَقِ، 

ً٘ع گعٌٗف قَز. زض گطُ ه٘بًٖ، اظ  پْلَ ه٘بىؾِ گطُ 

 زٍ گطُ زٗگط ثبٗس اظ ٍ زض ،wآظازٕ زضخٔ
w

n




ثْطُ  

ثْتطٗي  زضخٔ آظازٕخؿت. تبوٌَى، اٗي ًَع اًتربة 

 ًت٘دِ ضا زاقتِ اؾت. 

ِ    ثطإ آفطٌٗف خاعء   ّابٕ  ّابٕ ًاَ، آضاٗاف زضخا
ِ   ثبتَخِآظازٕ  ّابٕ پاػٍّف اذتاطٕ اًدابم     ثاِ ًت٘دا

ٖ . ذبططًكبى ]26[ پصٗطز هٖ َ ها ، حفا  تمابضى زض   زقا
ّبٕ اٗي ثراف،  ّبٕ آظازٕ ًؿجت ثِ ًىتِخِچٌ٘ف زض

( ّكت آضاٗف ثطگعٗسُ 1زض اٍلَٗت لطاض زاضًس. قىل )
 ٖ  ّاابٕزّااس. اظ ه٘اابى آًْااب، آضاٗااف   ضا ًواابٗف هاا

ّابٕ آًْاب زض   ّبٕ هٌبؾت زاضًس وِ پبؾاد ًت٘دِ 8ٍ  7 

 زل٘ال  ثِّب آٌٗس. ؾبٗط آضاٗف ّبٕ ػسزٕ هٖثرف آظهَى
ّابٕ ً٘طٍٗاٖ ثاب    ؾدقًَس. پبًبهطلَة حصف هٖ ًٔت٘د

ّابٕ   ثِ ػسز ًبزضؾت ٍ تغ٘٘طهىبى گطا ّنذطبٕ ظٗبز ٗب 

ّاابٕ ًبهٌبؾاات زاًؿااتي ثااب ذطاابٕ ًاابهطلَة اظ زل٘اال
ثبقااٌس. ثبٗااس افااعٍز، زض تواابم ّاابٕ حااصفٖ هااٖ خااعء
ِ  آضاٗف ّاب  ّابٕ آظازٕ ٍ گاطُ  ّبٕ حصفٖ، قوبض زضخا

ّبٕ ػاسزٕ،  تدطثِ ٔٗثطپبذ٘لٖ ون ٗب ذ٘لٖ ظٗبز ثَزًس. 
ٕ وبض ظٗبز گاطُ ٍ  ّو٘كِ ق  ٓوٌٌاس  تضاو٘ي  زضخأ آظاز

ٕ زلت ثبلا زض خعء ًرَاّس ثَز. ثبٗس افعٍز، آضاٗاف   ّاب

ّبٕ زٗگط اظ زٗسگبُ قاوبض گاطُ   ًؿجت ثِ آضاٗف 8ٍ  7
آظازٕ زض ٗااه ٍضااؼ٘ت ه٘بًااِ لااطاض زاضًااس.   زضخاأٍ 

ّابٕ اٗاي همبلاِ ًكابى     ثطذلاف تصَض ّوگبى، ٍاوبٍٕ

آظازٕ هاالان ّاابٕ ذَاّااس زاز وااِ تٌْااب قااوبض زضخااِ
ِ  ثبقس، ثلىِ خبٗگبُ گاطُ  ًوٖ ّابٕ آظازٕ ٍ   ّاب ٍ زضخا
 آًْب اظ اّو٘ت ث٘كتطٕ ثطذَضزاضًس. ٔگًَ

 

 
 

 ّبٕ ًبلصخعء زضخٔ آظازٕ ّبٕآضاٗف  1 قىل

 

 ٔٗه خولا  (، ؾٖ 3ٍ) ٔزض ضاثط kثب همساض زازى ثِ  

پَ٘ؾات ٗىان زض خاسٍل     ٔٗا ثطپبًرؿت پبؾد ّوگاي  

افااعٍز، زض ضٍـ تطفتااع، قااوبض   آٌٗااس. ثبٗااس هااٖ( 18)

ِ ظٗاط   ّٔبٕ اًتربثٖ تبثغ تطفتاع اظ ضاثطا   خولِ  زؾات  ثا

 :]1[14 , آٗس هٖ
 

(16)  
T DOF RIG

m N m   
 

ٔ قاوبض   NDOF زض اٌٗدب،  تؼاساز   mRIG، آظازٕ زضخا

ّبٕ اًتربثٖ قوبض خولِ mTّبٕ خؿن ؾرت ٍ حطوت

َ تطفتع هٖ تگٖ ّابٕ پَ٘ؾا  تطفتاع، قاط    ٓثبقس. زض قا٘

ذَاّاس قاس ٍ ٍخاَز     تاأه٘ي ّابٕ هاطظٕ   تَؾس تابثغ 

ّبٕ خؿن ؾرت زض تبثغ ه٘اساى زضًٍاٖ ثبػا     حطوت

وطًكاٖ ٍ   ّٔبٕ صفط ٍ ًبزضؾت وبضهبٗا پ٘ساٗف حبلت

ّوا٘ي زل٘ال، زض    ثِقَز. هبتطٗؽ ؾرتٖ هٖ ٔووجَز ضتج

ّبٕ حطوات خؿان ؾارت اظ تابثغ     ضٍـ تطفتع خولِ

پاػٍّف،   گطزًس. زض اٗاي  هٖه٘ساى زضًٍٖ خؿن حصف 

ّبٕ ًجَز تبثغ هطظٕ ٍ ثطإ ثطلطاض ؾبذتي قط  زل٘ل ثِ

( زض x,y,1)ّبٕ حطوت خؿان ؾارت   پَ٘ؾتگٖ، خولِ

ٖ  وابض  ثِتبثغ ه٘ساى  ِ   ها ّابٖٗ واِ اظ   ضًٍاس. قاوبض خولا

 آٗس:هٖ زؾت ثِظٗط  ٔخسٍل ثبٗس گعٌٗف قًَس اظ ضاثط



 ً٘لَفط ضخت ظازُ -هؼصَهِ هله ظازُ -هحوس ضضبٖٗ پػًس  ...اثطّبٕ هؼبلٔ اٗؿتبٖٗ ٍ تبثغ تطفتع ثط پبؾد ّبٕ 
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(17)  
T DOF RIG

m N m   

 

ّابٕ  تطفتاع ثاطإ خاعء   ّبٕ تبثغ زض گعٌٗف خولِ 
تطفتاع ثاطإ    ّٔبٕ پ٘بپٖ ٍ وبهل ّط زؾتًبلص، ػجبضت

ضًٍس. ثبٍخَز اٗي، وَقف ثط حفا   ًوٖ وبض ثِتبثغ ذ٘ع 

ذَاّاس ثاَز.    x ٍ yتبثغ ه٘ساى ًؿاجت ثاِ    هطتجٔتمبضى 
زضخأ  ؾطاًدبم، ثطإ ّط وسام اظ ّكت قاىل آضاٗاف   

ْ ، قوبضٕ خعء ثب تبثغآظازٕ بز ّبٕ ه٘ساى هتفبٍت پجكاٌ

گبًاِ  ّابٕ ّكات  ع، ثطإ اٗي آضاٗفَدوهقًَس. زضهٖ
ػسز تبثغ ه٘ساى هتفبٍت گاعٌٗف ذَاّاس قاس. اظ     674

خاعء هابتطٗؽ ٌّسؾاٖ ٍٗاػُ زاضًاس ٍ       227 ه٘بى اٌْٗب،
هبًااسُ، زض گاابم  ثاابلٖخااعء  447قااًَس. اظ حااصف هااٖ

گطزًس. پؽ اظ  خعء ثب زلت ثْتط اًتربة هٖ 67ًرؿت، 
ٍ اًداابم آظهااَى  اى، زُ خااعء زاضإ ّاابٕ ػااسزٕ فااطا

هؼطفاٖ   (1ثب آضاٗف تبثغ ه٘ساى خسٍل ) ّبٕ ثطتط پبؾد
ٔ  17ذَاٌّس قاس. اظ اٗاي زُ خاعء، چْابض ػاسز        زضخا

-ICTFّابٕ  ( ٍ ثب ًابم 7-1آظازٕ زاضًس ٍ هبًٌس قىل )

ٖ   ICTF-17-4 تاب  17-1 ثبقاٌس. قاف خاعء زٗگاط،     ها
( زاضًس ٍ 8-1ّوبًٌس قىل )ضا آظازٕ  زضخٔ 16آضاٗف 

ِ اًاس. ثا   ٕ قاسُ گاصاض  ًبم  ICTF-16-6تب ICTF-16-1ثب 
ٕ ثطتاط زاضًاس زض اٗاي    ّب د، زُ خعء وِ پبؾوَتبُ ؾري

 گطزًس.پػٍّف هؼطفٖ هٖ
 

 ّبٕ ًبلصّبٕ تبثغ ه٘ساى خعءآضاٗف خولِ  1 خسٍل

 ّبٕ تبثغ ه٘ساىآضاٗف خولِ ًبم خعء

ICTF-16-1 [1 2 3 6 7 11 13 14 19 21 22 25 26] 

ICTF-16-2 [1 2 3 6 7 11 13 14 19 21 22 25 27] 

ICTF-16-3 [1 2 3 6 7 10 13 14 18 21 22 25 26] 

ICTF-16-4 [1 2 3 6 7  9 10 14 15 18 19 21 22] 

ICTF-16-5 [1 2 3 6 7 10 13 14 18 21 22 25 27] 

ICTF-16-6 [1 2 3 6 7 10 14 15 18 21 22 25 27] 

ICTF-17-1 [1 2 3 6 7 9 10 14 15 17 19 21 22 27] 

ICTF-17-2 [1 2 3 6 7 9 11 14 15 17 19 21 22 27] 

ICTF-17-3 [1 2 3 6 7 9 10 14 15 16 18 21 22 27] 

ICTF-17-4 [1 2 3 6 7 10 14 15 17 21 22 27 29 30] 

ّبٕ پ٘كٌْبزٕ زض ٗابفتي  ثطإ اضظٗبثٖ تَاًبٖٗ خعء 

همساض زل٘ك تٌف ٍ وطًف ثبثات، آظهاَى ٍصالِ اًدابم     
ّاابٕ ًَٗؿااٌسگبى پااصٗطز. زض اٗااي آظهااَى، خااعء هااٖ
زٌّاس. ثاِ ؾاري زٗگاط،     هٖ زؾت ثِّبٕ زل٘ك ضا  پبؾد

ِ ّبٕ پ٘كاٌْبزٕ   خعء ّابٕ ٍصالِ ضا    ؾابزگٖ آظهاَى   ثا
 گصضاًٌس. هٖ

 

 های کاملجسء

ي ثرف، ثِ آفطٌٗف ٗه خعء ًاَ ثاب تابثغ ه٘اساى     زض اٗ
قَز. ّسف اظ اٗاي وابض، ثطضؾاٖ اثاط     وبهل پطزاذتِ هٖ

ّابٕ   وبهل ثَزى تبثغ ه٘ساى اٗدبزقسُ زضهمبٗؿِ ثب خاعء 
ِ ًبلص اؾت. خولِ ّابٕ پ٘ابپٖ    ّبٕ تبثغ ه٘ساى اظ زؾات

ّبٕ ّط تبثغ تطفتع اًتربة ذَاٌّس قس ٍ توبهٖ ػجبضت
گ٘طز. ّبٕ آظازٕ زضثط هٖ ض زضخِثِ قوب ثبتَخِزؾتِ ضا 

قاسُ ٍ قاوبض    تكاى٘ل پؽ اظ آى، ثطهجٌبٕ تابثغ ه٘اساى   
آٗاس.  هٖ زؾت ثِّبٕ آظازٕ خعء ّب، آضاٗف زضخِخولِ

ثبقس واِ  هٖ 5 هطتجٔتبثغ ه٘ساى خعء وبهل پ٘كٌْبزٕ اظ 
 ّٔابٕ تطفتاع )چْابض زؾات    ػجبضت ًرؿات اظ تابثغ   15

ؾاِ حطوات    گ٘طز ٍ ثبهٖ زضثطًرؿت پَ٘ؾت ٗىن( ضا 
َز. قىل ق هٖ 18ّبٕ آظازٕ خؿن ؾرت، قوبض زضخِ

ّاااابٕ آظازٕ (، زٍ آضاٗااااف زضخاااا2-2ِ( ٍ )2-1)
ٕ قسُ ثطإ  ثطگعٗسُ ِ خعءّاب ٍ  CTF-18-1تطت٘ات،   ، ثا

CTF-18-2 ٖگاصاضٕ   . ثبٗس زاًؿات، ًابم  زّسضا ًكبى ه
ّااابٕ  ثطگطفتاااِ اظ ػجااابضت ICTF  ٍCTFٕ خعءّاااب

"Incomplete Trefftz Function "ٍ "Complete 

Function Trefftz "ٖثبقٌس. ه 
 

 
  ّبٕ وبهلخعء زضخٔ آظازّٕبٕ آضاٗف  2قىل 

 

ّابٕ وبهال، اًترابة    ، زض خاعء زقَهٖذبططًكبى  
ِ   زضخٔ آظازٕ آضاٗف ّابٕ تابثغ   ٍاثؿتِ ثِ قاوبض خولا

ّبٕ ًبلص پؽ خعء ، تبثغ ه٘ساىوِ زضحبلٖه٘ساى اؾت. 
ٕ ّابٕ  اظ اًتربة آضاٗف هؼ٘بضّابٕ   ٔٗا پبثط زضخأ آظاز
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، پاؽ اظ  ضٍ اظاٗيآٗس. هٖ زؾت ثِ ّبٕ آظازٕ ثطتط،زضخِ
ِ   آظهَزى آضاٗف ّابٖٗ واِ هابتطٗؽ    ّابٕ هوىاي، گًَا

  ٖ قاًَس. اظ  ٌّسؾٖ ٍٗػُ ٍ ووجَز ضتجِ زاضًس حاصف ها
( زضًْبٗاات اًتراابة 2ه٘اابى آًْااب، زٍ آضاٗااف قااىل ) 

 اًس.  قسُ
 

 های عددیآزمون

إ ػااسزٕ ثااط  ٔزض اٗااي ثرااف، حاال چٌااس ًوًَاا    
ٖ آظهاابٖٗ خااعء  ضاؾااتٖ آٗااس. ثااب  ّاابٕ پ٘كااٌْبزٕ هاا

 ّٓبٕ هتمابضى ٍ ًبهتمابضى، هبًٌاس ثابض گؿاتطز      ثبضگصاضٕ
ٗىٌَاذاات، ثاابض هتوطوااع، ثاابض ؾٌَ٘ؾااٖ ٍ ثاابض هثلثااٖ، 

ّبٕ هتفبٍت پصٗطز. گًَِ هّٖبٕ گًَبگًَٖ اًدبم آظهَى
ّبٕ گ٘طزاضٕ، ؾبزُ، گبُگبّٖ هبًٌس تىِّ٘بٕ تىِ٘ قط 

هتماابضى ٍ  صااَضت ثااِّااب زض گَقااِ آظاز ٍ ؾااتَى ٔلجاا
ِ ًبهتمبضى  ٖ  وابض  ثا ٕ  پبؾاد  ضًٍاس. ثبٗاس زاًؿات،   ها  ّاب
فمس ثِ ثبضگاصاضٕ خاعء ثؿاتگٖ     (2خسٍل ) ذصَصٖ

 ثبقاس.  اثط هٖ ثٖآًْب  ثطضٍٕگبّٖ ّبٕ تىِ٘زاضز ٍ قط 
ثطاثاط   شوط ًكسُ اؾت ًؿجت پَاؾَى ٖٗ وِّبآظهَى زض
َ هٖهٖ ثبقس. ذبططًكبى 3/0ثب  ٕ  ، پبؾاد زقا زل٘اك   ّاب

. ثبٗاس افاعٍز، زض حبلات    [27] ٌسّؿت ّب زض زؾتهؿئلِ
ّب ثاطإ ثابض   ؾبزُ، پبؾد توبمگ٘طزاض ٍ  توبمّبٕ گبُتىِ٘

)خااعء  DKQ[28,13]ّاابٕ خااعء ٔگؿااتطزُ ثااب ًت٘داا 
 ARS-T9[29]و٘طقْف ًبپَ٘ؾاتِ(،   صفحٔچْبضپْلَٕ 

ٕ  9پْلَ ثب  ؾِ)خعء   -ضاٗعًاط  ًٓگاط  ٔٗا ثطپب زضخأ آظاز
زضخأ   12)خعء چْبضپْلَ ثب  ARS-Q12[2]هٌ٘سل٘ي( ٍ 

ضاٗعًاط( ٍ ّوچٌا٘ي، ثاطإ     -هٌ٘سل٘ي ًٓگط ٔٗثطپب آظازٕ
، DKQ[13,28]ّابٕ  ثبضگصاضٕ هتوطوع گطّٖ ثاب خاعء  

ACM[30]  صااافحٔ)خاااعء چْااابضپْلَٕ ًبؾااابظگبض 
ٕ  12و٘طقْف ثاب   )خاعء  RGC-12[30] ٍ ( زضخأ آظاز

زضخأ   12ذوكٖ ًبظن ثاب   صفحٔچْبضپْلَٕ ؾبظگبض 
همبٗؿااِ ذَاٌّااس قااس. ثبٗااس افااعٍز، زض تواابهٖ  (آظازٕ
قاست   ٓثؼس ٍ هؿتمل اظ اًاساظ ّب ذ٘ع ٍ لٌگط ثٖآظهَى

  ثبض ٍ ثؼسّبٕ صفحِ ّؿتٌس.
 

 یکنواخت ۀمربعی با بار گسترد صفحۀ

ظٗط اثط  aإ هطثؼٖ ثب پْلَٕ زض ًرؿت٘ي آظهَى، صفحِ

ِ  ، ثاب قاط   qٗىٌَاذات   ٓثبض گؿاتطز  گابّٖ  ّابٕ تى٘ا
خبٖٗ ٍ لٌگط هطواع  خبثِ ًٔت٘د گطزز.ٖهتفبٍت تحل٘ل ه

ّاابٕ پ٘كااٌْبزٕ زض ثااطإ خااعء (a=b)هطثؼااٖ  صاافحٔ

اًاس.   ( آهاسُ 4 ٍ 3ّابٕ ) ّبٕ گًَبگَى زض خسٍلحبلت
ٗاٖ ذ٘اع   گطا ّن(، ًوَزاضّبٕ 3-5ّبٕ )ّوچٌ٘ي، قىل

ِ  ِ لجا  ٍ لٌگطّب ثطإ حبلت ٗه ؾابزُ ضا  ِ لجا  گ٘اطزاض ٍ ؾا
 زٌّس.ًكبى هٖ

 

 
 ّبٕ هتفبٍتهؿتط٘لٖ ثب ثبضگصاضٕ صفحٔصَصٖ ّبٕ ذپبؾد  2 خسٍل

 ثبضگصاضٕ اٗؿتبٖٗ ٔپبؾد ذصَصٖ هؼبزل

2 2 2

P

q
W (x y )

64D
  ٗىٌَاذت ثب قست  ٓثبض گؿتطزq 

2 2

P p p

q
W r Ln(r )

64D


   
2 2 2

p p p
r (x x ) (y y )     زض صفحِ  (xp , yp)اثط ثب هحل  Pثبض هتوطوع  

4

P 0 2 2

x y1 1
W (q D( )) sin( ) sin( )

a b a b

 
    ٍٕهؿتط٘لٖ ثِ ثؼسّبٕ  صفحٔثبض ؾٌَ٘ؾٖ ضa  ٍb 

2 2 20

P

q
W x(x y )

192aD
   ٍٕهطثؼٖ ثب طَل پْلَٕ  صفحٔثبض هثلثٖ ضa 
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ّبٕ ؾبزُ ظٗط اثط گبُهطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع   3خسٍل 

 (wc/(qa4/100D))ٗىٌَاذت  ٓثبض گؿتطز

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 4458/0 4161/0 4085/0 

ICTF-17-2 4461/0 4162/0 4086/0 

ICTF-17-3 4467/0 4167/0 4090/0 

ICTF-17-4 4444/0 4158/0 4086/0 

ICTF-16-1 4437/0 4157/0 4087/0 

ICTF-16-2 4440/0 4159/0 4088/0 

ICTF-16-3 4437/0 4157/0 4087/0 

ICTF-16-4 4437/0 4156/0 4086/0 

ICTF-16-5 4438/0 4157/0 4087/0 

ICTF-16-6 4429/0 4154/0 4084/0 

DKQ 4060/0 4062/0 4062/0 

ARS-T9 3973/0 4041/0 4057/0 

ARS-Q12 4060/0 4062/0 4062/0 

 4062/0 پبؾد زل٘ك

 

 گبُ ؾبزُ ظٗط هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔلٌگط زض هطوع   4خسٍل 

 (Mc/(qa2/10))ٗىٌَاذت  ٓاثط ثبض گؿتطز

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0455/0 0475/0 0479/0 

ICTF-17-2 0455/0 0457/0 0479/0 

ICTF-17-3 0463/0 0474/0 0477/0 

ICTF-17-4 0451/0 0473/0 0479/0 

ICTF-16-1 0447/0 0473/0 0479/0 

ICTF-16-2 0455/0 0478/0 0484/0 

ICTF-16-3 0445/0 0472/0 0479/0 

ICTF-16-4 0446/0 0472/0 0479/0 

ICTF-16-5 0446/0 0472/0 0479/0 

ICTF-16-6 0457/0 0474/0 0478/0 

DKQ 0484/0 0480/0 0479/0 

ARS-T9 0482/0 0480/0 0479/0 

ARS-Q12 0484/0 0480/0 0479/0 

 0479/0 پبؾد زل٘ك

 

گبُ گ٘طزاض هطثؼٖ ثب ٗه تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع ٖٗ گطا ّن  3قىل 

 (wc/(qa4/100D))ثبض گؿتطزُ ٗىٌَاذت  ٍؾبزُ  گبٍُ ؾِ تىِ٘

 

 
هطثؼٖ ثب ٗه  صفحٔهطوع  زض Mx لٌگطٖٗ گطا ّن  4قىل 

ثبض گؿتطزُ ٗىٌَاذت  ؾبزُ ٍ گبُطزاض ٍ ؾِ تىِ٘گ٘ گبُ تىِ٘
(Mc/(qa2/10)) 

 

گبُ هطثؼٖ ثب ٗه تىِ٘ صفحٔهطوع  Myٖٗ لٌگطگطا ّن  5قىل 

ٗىٌَاذت  ٓثبض گؿتطز ؾبزُ ٍ گبُطزاض ٍ ؾِ تىِ٘گ٘
(Mc/(qa2/10)) 
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ّاابٕ خااعء (، ثطتااط4ٕ ٍ 3ّاابٕ )خااسٍل ًٔت٘داا 

ّابٕ  زٌّس. آقاىبض اؾات، خاعء   هٖ پ٘كٌْبزٕ ضا ًكبى

ICTF لجَلٖ  لبثلّبٕ ثؿ٘بض ّن پبؾد 16*16 ٔثب قجى

ٖ ا ّاابٕ س وااِ اٗااي ٍٗػگااٖ ضا خااعء  ٌاازّضائااِ هاا

DKQ[28,13] ،ARS-T9[29]  ٍARS-T12[2] 

 زٍٕ  زٍثاااِ ًٔساضًاااس. اظ ؾااإَ زٗگاااط، ثاااب همبٗؿااا

ٍ  ICTF-16-1  ٍICTF-16-2ّااابٕ آضاٗاااف خاااعء 

ٍ  ICTF-16-3  ٍICTF-16-5 ،ICTF-16-1ّوچٌااا٘ي 

ICTF-16-3 ،ICTF-16-2  ٍICTF-16-5 ٍزٍٕ  ثِوِ ز

ظٍج تفابٍت زاضًاس،    ٔبضت اظ زؾتآًْب فمس زض ٗه ػج

ّابٕ  خولِ ٓگ٘طًسزضثطّبٕ تَاى زضٗبفت وِ ػجبضت هٖ

x
n  ٍy

n تاطٕ زاضًاس. ّوچٌا٘ي، اٗاي     ّبٕ ؾرتپبؾد

 ٗبثٌس.اثطّب ثب ثبلا ضفتي هطتجِ افعاٗف هٖ
 

ّبٕ گ٘طزاض ظٗط اثط گبُهطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع   5خسٍل 

 (wc/(pa2/100D))وطوع ه٘بًٖ ثبض هت

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-

1 5544/0 5590/0 5605/0 

ICTF-17-

2 
5547/0 5593/0 5606/0 

ICTF-17-
3 

5457/0 5564/0 5600/0 

ICTF-17-

4 
5539/0 5596/0 5615/0 

ICTF-16-

1 
5379/0 5544/0 5592/0 

ICTF-16-
2 

5410/0 5555/0 5597/0 

ICTF-16-

3 
5365/0 5541/0 5592/0 

ICTF-16-

4 
5384/0 5543/0 5599/0 

ICTF-16-
5 

5393/0 5548/0 5595/0 

ICTF-16-

6 
5335/0 5527/0 5590/0 

DKQ 5895/0 - - 

ACM 5803/0 5672/0 - 

RGC-12 5550/0 5596/0 - 

 5605/0 پبؾد زل٘ك

 

ط ّبٕ ؾبزُ ظٗط اثگبُهطثؼٖ ثب تىِ٘ ٔذ٘ع هطوع صفح  6خسٍل 

 (wc/(pa2/10D))ثبض هتوطوع ه٘بًٖ 

 32*32 16*16 8*8 جىِق

ICTF-17-1 1154/0 1158/0 1160/0 

ICTF-17-2 1155/0 1158/0 1160/0 

ICTF-17-3 1146/0 1156/0 1159/0 

ICTF-17-4 1157/0 1160/0 1161/0 

ICTF-16-1 1140/0 1154/0 1159/0 

ICTF-16-2 1142/0 1155/0 1159/0 

ICTF-16-3 1138/0 1154/0 1159/0 

ICTF-16-4 1139/0 1154/0 1159/0 

ICTF-16-5 1141/0 1154/0 1159/0 

ICTF-16-6 1135/0 1152/0 1159/0 

DKQ 1194/0 - - 

ACM 1183/0 1167/0 - 

RGC-12 1155/0 1159/0 - 

 1160/0 پبؾد زل٘ك

 

 عی با بار متمرکس میانیمرب صفحۀ

آظهااَى پ٘كاا٘ي ثااطإ ثاابض  ٓزض اٗااي ثرااف، ؾاابظ 

ٖ     Pهتوطوع  قاَز. توابم   زض هطواع صافحِ ٍاوابٍٕ ها
ٖ      گابُ  تىِ٘ ثبقاٌس.  ّابٕ صافحِ گ٘اطزاض ٍ ٗاب ؾابزُ ها

ّبٕ ذ٘ع زض هطوع صافحِ ضا  ( پبؾد6ٍ  5ّبٕ )خسٍل
زٌّس. ثبٗس زاًؿت، لٌگط زض هطواع  زض زؾتطؼ لطاض هٖ

ًْبٗت ه٘ال  هحل اثط ثبض هتوطوع ثِ ثٖ ٔؾبظُ ٍ زض ًمط
 وٌس ٍ لبثل هحبؾجِ ً٘ؿت.هٖ

س هثابل پ٘كا٘ي ثاب ثابض گؿاتطزُ، زض حبلات       ّوبًٌ 
ّابٕ  ّبٕ پ٘كٌْبزٕ اظ خعءثبضگصاضٕ هتوطوع ً٘ع، خعء

DKQ[13,28] ،ACM[30]  ٍ RGC-12[30] تَاًااابتط

ّابٕ  گًَِ وِ پ٘ف اظ اٗي اقبضُ قس، خعءثَزًس. ّوبى
ICTF-16-3  ٍICTF-16-5 ّاابٕ زض اًتراابة ػجاابضت

ّابٕ  خاعء  هتفبٍت ّؿتٌس. ّوچٌا٘ي، آضاٗاف   6 ٔزؾت

ICTF-17-1  ٍICTF-17-2 تفااااابٍتٖ هكااااابثِ زض ،
زاضًس. ثب ثطضؾاٖ زٍ خاعء    2 ّٔبٕ اًتربثٖ زؾت ػجبضت

ICTF-17-1  ٍICTF-17-2 ٖزل٘ل ثِقَز وِ ، آقىبض ه 
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ّب تفبٍت چٌاساًٖ  پبٗ٘ي، پبؾد هطتجٔ ٔاذتلاف زض زؾت

ّابٕ  خاعء  ًٔساضًس. اظ ؾَٕ زٗگط، اٗي اثاط زض همبٗؿا  
ICTF-16-3  ٍICTF-16-5ّبٕ ، وِ تفبٍت زض ػجبضت

 قَز. ثبلا زاضًس، ث٘كتط زٗسُ هٖ هطتجٔ ٔزؾت
 

ّبٕ گ٘طزاض ظٗط اثط گبُهطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع   7خسٍل 

wc/(q0a)  ثبض ؾٌَ٘ؾٖ زٍططفِ
4/100D)) 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0905/0 0911/0 0914/0 

ICTF-17-2 0906/0 0912/0 0914/0 

ICTF-17-3 0894/0 0908/0 0912/0 

ICTF-17-4 0902/0 0912/0 0914/0 

ICTF-16-1 0886/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-2 0889/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-3 0886/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-4 0887/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-5 0888/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-6 0879/0 0905/0 0911/0 

 0913/0 ٘كپبؾد زل

 

 مربعی با بار سینوسی دوطرفه صفحۀ

 ظٗاط   aهطثؼاٖ ثاب پْلإَ     ٔزض اٗي آظهَى، ٗه صفح 
 اثااااااااط ثاااااااابض ؾٌَ٘ؾااااااااٖ زٍططفااااااااِ، 

0
q q sin( x / a) sin( y / b)   ثاااااب زٍ حبلااااات ،

ٖ     تىِ٘  ٔگاطزز. ًت٘دا  گبّٖ ؾابزُ ٍ گ٘اطزاض تحل٘ال ها
ّابٕ  ثطإ خاعء  (a=b)هطثؼٖ  صفحٔخبٖٗ هطوع  خبثِ

اًس. اظ ؾَٕ زٗگاط،  ( زضج قس7ُل )پ٘كٌْبزٕ زض خسٍ
 صاافحٔٗااٖ ذ٘ااع ٍ لٌگااط ثااطإ  گطا ّاانًوَزاضّاابٕ 

 ِ ( ًوبٗابى  7ٍ  6ّابٕ ) ّابٕ ؾابزُ، زض قاىل    گابُ  تى٘ا

 اؾت. 2/0 ثبقس. ًؿجت پَاؾَى ً٘ع، ثطاثط ثب هٖ
ٍ ثطضؾااٖ آضاٗااف  هؿاائلِپااؽ اظ حاال چٌااسٗي  
ّابٕ  ّبٕ تبثغ ذ٘ع اظ زؾتِّب، ثْتط اؾت وِ خولِ خعء

ّبٕ فطز ّط . چَى زض زؾتٍِظى ثبقٌس فطز ّن ٓثب قوبض
 ثْتط ػجبضتتٌْبٖٗ هتمبضى ً٘ؿت، اًتربة زٍ  ثِ ػجبضت

ّاب اظ آى هطتجاِ   إ وِ توبهٖ خولِگًَِ ذَاّس ثَز، ثِ

 گ٘طز.زضثطضا 
 

گبُ ؾبزُ  تىِ٘هطثؼٖ ثب  صفحٖٔٗ ذ٘ع زض هطوع گطا ّن  6قىل 

 ظٗط اثط ثبض ؾٌَ٘ؾٖ زٍططفِ

 

 
گبُ ؾبزُ  تىِ٘هطثؼٖ ثب  صفحٖٔٗ لٌگط زض هطوع گطا ّن  7قىل 

 ظٗط اثط ثبض ؾٌَ٘ؾٖ زٍططفِ

 

 مربعی زیر اثر فشار مثلثی صفحۀ

ٔ اٗي ثبض،   ظٗاط اثاط فكابض     aهطثؼاٖ ثاب پْلإَ     صافح
هثلثٖ

0
q q x / aِ٘ؾبزُ توبمبٕ هتمبضى ّگبُ، ثب تى  ٍ
ِ  ؾِگ٘طزاض ٍ  لجِ ٗهّوچٌ٘ي ًبهتمبضى  ُ تحل٘ال  ؾابز  لجا

ِ  ٗهگطزز. ثبٗس زاًؿت، زض حبلت هٖ گ٘اطزاض ٍ ؾاِ    لجا
( گ٘طزاض ذَاّس ثاَز.  8زض قىل ) BCؾبزُ، پْلَٕ  لجِ

ّبٕ ّبٕ ذ٘ع ٍ لٌگط گطُ ه٘بًٖ صفحِ زض خسٍلپبؾد
اًااس. ّوچٌاا٘ي، ًوااَزاض   ( ًواابٗف زازُ قااسُ 10-8)

ِ    گطا ّن گابُ ؾابزُ زض   ٖٗ ذ٘اع ٍ لٌگاط زض حبلات تى٘ا
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هسُ اؾت. ثبٗس افعٍز، زض حابلتٖ  ( آ10ٍ  9ّبٕ )قىل
ِ ىوِ چْبضپْلَٕ صفحِ ت گابُ ؾابزُ زاضًاس، ًؿاجت     ٘ا

 قَز.هٖ زضًظط گطفتِ 2/0پَاؾَى ثطاثط 
 

 
 هطثؼٖ ثب ثبضگصاضٕ هثلثٖ صفحٔ  8قىل 

 

 ٔلجگ٘طزاض ٍ ؾِ  ٔ لج  ٗههطثؼٖ ثب  صفحٔذ٘ع هطوع   8خسٍل 

wc/(q0a)  ؾبزُ ظٗط اثط ثبض هثلثٖ
4/100D)) 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 1289/0 1284/0 1284/0 

ICTF-17-2 1290/0 1284/0 1285/0 

ICTF-17-3 1267/0 1280/0 1283/0 

ICTF-17-4 1299/0 1287/0 1287/0 

ICTF-16-1 1284/0 1283/0 1284/0 

ICTF-16-2 1286/0 1284/0 1284/0 

ICTF-16-3 1284/0 1283/0 1284/0 

ICTF-16-4 1276/0 1280/0 1283/0 

ICTF-16-5 1285/0 1283/0 1284/0 

ICTF-16-6 1271/0 1279/0 1283/0 

 13/0 پبؾد زل٘ك

 

گ٘طزاض ٍ  ٔلجهطثؼٖ ثب ٗه  صفحٔزض هطوع  Mxلٌگط   9سٍل خ

Mc/(q0a)  اثط ثبض هثلثٖؾبزُ ظٗط  ٔؾِ لج
2)) 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0187/0 0189/0 0189/0 

ICTF-17-2 0187/0 0189/0 0189/0 

ICTF-17-3 0188/0 0188/0 0188/0 

ICTF-17-4 0188/0 0190/0 0190/0 

ICTF-16-1 0189/0 0193/0 0193/0 

ICTF-16-2 0191/0 0195/0 0196/0 

ICTF-16-3 0188/0 0193/0 0193/0 

ICTF-16-4 0184/0 0187/0 0188/0 

ICTF-16-5 0189/0 0193/0 0193/0 

ICTF-16-6 0185/0 0190/0 0190/0 

 0190/0 پبؾد زل٘ك

گ٘طزاض ٍ  ٔهطثؼٖ ثب ٗه لج صفحٔزض هطوع  Myلٌگط  10خسٍل 

Mc/(q0a) ؾبزُ ظٗط اثط ثبض هثلثٖ ٔؾِ لج
2)) 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0156/0 0158/0 0159/0 

ICTF-17-2 0156/0 0158/0 0159/0 

ICTF-17-3 0156/0 0158/0 0158/0 

ICTF-17-4 0160/0 0158/0 0158/0 

ICTF-16-1 0154/0 0158/0 0158/0 

ICTF-16-2 0156/0 0160/0 0160/0 

ICTF-16-3 0153/0 0157/0 0158/0 

ICTF-16-4 0151/0 0157/0 0158/0 

ICTF-16-5 0154/0 0157/0 0158/0 

ICTF-16-6 0155/0 0157/0 0158/0 

 016/0 پبؾد زل٘ك

 

  
گبُ ؾبزُ هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٖٔٗ ذ٘ع زض هطوع گطا ّن  9قىل 

 ظٗط اثط ثبض هثلثٖ

 

 
گبُ ؾبزُ هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٖٔٗ لٌگط زض هطوع گطا ّن  10قىل 

 ظٗط اثط ثبض هثلثٖ

 

ّبٕ ظٗاط  ّبٕ گؿتطزُ، ًت٘دِ ٍاوبٍٕپؽ اظ اًدبم  

 زض زؾتطؼ لطاض گطفتٌس:
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ٍخاَز گاطُ    ؾجت ثِ(، 1اظ قىل ) 7زض آضاٗف  -1    

ازٕ ًؿاجت ثاِ آضاٗاف    آظ زضخٔافعاٗف قوبض ٘بًٖ ٍ ه

ِ  1-8قىل ) ّاب ثاِ    ثٌاسٕ، پبؾاد  (، ثب ضٗع قاسى قاجى

 قًَس. تط هٖزل٘ك ًعزٗههمساض 

ثااِ  ًؿااجت ICTF-17-4ضؾااٖ ضفتاابض خااعء اظ ثط -2    

ٖ خعءؾبٗط  خاَٖٗ اظ  تاَاى ًت٘داِ گطفات، ثْاطُ    ّب ها

 ٔهطتجا اٗؿتبٖٗ ٍ افاعاٗف   هؼبزلّٔبٕ ثبلاتط پبؾد زؾتِ

ٗاٖ وواه   گطا ّنّب زض تبثغ ه٘ساى، ثِ ثْجَز ًطخ خولِ

زض خاسٍل   k ّٓبٕ ثاب قاوبض  وٌس. ثبٗس افعٍز، زؾتِهٖ

ِ ( پَ٘ؾت هكرص قس18ُ) ّابٕ  اًس ٍ هٌظَض اظ زؾات

 تط اؾت. ثعضي k ٓثب قوبض ٔثبلاتط، زؾت

(، 18خاسٍل )  ظٍج زض k ّٓبٕ ثب قوبضزؾتِزض  -3    

ِ ّط ٗه اظ چْبض ػجبضت زؾاتِ، خو  ٔ ّابٖٗ ثاب   لا  هطتجا

، اًتربة تٌْب ٗه ػجابضت اظ آى  ضٍ اظاٗيهتمبضى زاضًس. 

تَاًس وبفٖ ثبقس ٍ اًتربة قوبض ث٘كاتط آًْاب   زؾتِ هٖ

 اذت٘بضٕ اؾت.

ّابٕ   ّبٕ ظٍج ػجبضتٖ وِ زاضإ خولِزض زؾتِ -4    

x
n  ٍy

n ٖتاطٕ ًؿاجت ثاِ    ّابٕ ؾارت  ثبقس، پبؾاد ه

  ِ ٖ  زضثاط ّاب ضا  آًْبٖٗ وِ اٗاي خولا س، ًت٘داِ  ًا طگً٘وا

ٖٗ اظ ثبلا گطا ّنزّس. ثبٗس زاًؿت، ظهبًٖ وِ ًوَزاض  هٖ

تاط  ثِ پبؾد زل٘ك ًعزٗه قسُ اؾت، اٗاي خاعء ؾاطٗغ   

ٖ  گاطا  ّن قاَز. اظ ؾإَ زٗگاط، ثاطإ حابلتٖ واِ       ها

ٗبثس. ٖٗ وبّف هٖگطا ّنٖٗ اظ پبٗ٘ي ثبقس، ًطخ گطا ّن

ّبٕ ثبلاتط، اثط اٗي ػبهال  ، زض زؾتِزقَهٖذبططًكبى 

 اؾت. ث٘كتط

ّاابٕ اًتراابة زٍ ػجاابضت اظ زؾااتِ زضصااَضت -5    

ّاب  قًَس وِ توبهٖ خولِ هٖظٍج، آى زٍ تبٖٗ ثطزاقتِ 

 ٓقاوبض  ٔس. ثطإ ًوًَِ، زض زؾتًگ٘طزضثطاظ آى هطتجِ ضا 

ثْتاط   27ٍ  25اظ  27ٍ  26ٗاب   26ٍ  25، زٍ ػجبضت 6

 .ّؿتٌس
 

 

 
ط ثبض ّب ظٗط اثهطثؼٖ ثب چْبض ؾتَى زض گَقِ صفحٔ  11قىل 

 ٗىٌَاذت ٓگؿتطز

 

ّب هطثؼٖ ثب چْبض ؾتَى زض گَقِ صفحٔذ٘ع هطوع   11خسٍل 

 (wc/(qa4/10D))ٗىٌَاذت  ٓگؿتطزظٗط اثط ثبض 

 20*20 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 2658/0 2578/0 2569/0 

ICTF-17-2 2658/0 2579/0 2569/0 

ICTF-17-3 2657/0 2578/0 2568/0 

ICTF-17-4 2661/0 2583/0 2573/0 

ICTF-16-1 2656/0 2578/0 2569/0 

ICTF-16-2 2656/0 2579/0 2569/0 

ICTF-16-3 2656/0 2579/0 2569/0 

ICTF-16-4 2655/0 2578/0 2568/0 

ICTF-16-5 2656/0 2578/0 2569/0 

ICTF-16-6 2654/0 2578/0 2568/0 

T 13-5[31] 2573/0 

BCIZ[32] 244/0 

Cheung[33] 236/0 

 

 ها مربعی با چهار ستون در گوشه صفحۀ

قاىل،   إ هطثاغ ( صفح11ِزض اٗي هثبل ّوبًٌس قىل )

ّبٕ ؾبظُ لاطاض زاضز،  چْبض ؾتَى زض گَقِ ضٍٕ ثطوِ 
 ٓگؿاتطز  صَضت گطزز. ثبض ٍاضز ثط صفحِ ثِهٖتحل٘ل 

ثبقس. طَل ّط پْلَٕ صفحِ هٖ qٗىٌَاذت ثِ قست 

فماس زض چْابض   ّابٕ صافحِ   گابُ اؾت. تىِ٘ aثطاثط ثب 
قااًَس. گاابُ ؾاابزُ فااطض هااٖگَقااِ ّؿااتٌس ٍ تى٘ااِ

ِ    قط  ّاب فماس صافط ثاَزى     ّبٕ هاطظٕ زض اٗاي ًمطا

  ٖ ( 11. خااسٍل )(w=0)ثبقااس تغ٘٘طهىاابى لاابئن هاا
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ضازاهِ آهسُ اؾت. ذ٘ع هطوع صفحِ زٔ ًت٘د ٓگ٘طًسزضثط

ثب پبؾد خاعء   زض اٗي خسٍل پبؾد خعءّبٕ پ٘كٌْبزٕ
خاعء هثلثاٖ    72ثب  [31]هحسٍز ضضبئٖ پػًس ٍ اذتطٕ 

 ٍBCIZ [32]  خعء ٍ  72ثبCheung  ٍChan [33]   ثاب

 تَاى زضٗبفت وٍِ هٖاًس گطّٖ همبٗؿِ قسُ 8خعء  16
ٕ ءّبٕ پ٘كٌْبزٕ ثب خاعء  خع پبؾد ِ  ّاب قاسُ   قاٌبذت
 ز.ذَاًٖ زاض ّن

 

ها و یک لبه مربعی با دو ستون در گوشه صفحۀ

 گاه ساده تکیه

ِ  ( 12)ل ٕ هطثؼٖ قىصفحِزض اٗي هثبل،  گابُ  ثاب تى٘ا
 ٔزض زٍ گَقا  ؾاتَى زض پْلَٕ ؾوت چپ ٍ زٍ  ؾبزُ
هاَضز   qٗىٌَاذات ثاب قاست     ٓثبض گؿاتطز ٍ  ضٍِ ضٍث

ِ  12. خسٍل )گ٘طزتحل٘ل لطاض هٖ ّابٕ  ( گَٗابٕ ًت٘دا
ّب ثب  ثبقس. پبؾدصفحِ هٖ ٔآهسُ ثطإ ذ٘ع ه٘بً زؾت ثِ

 Cheung  ٍChanگطّاٖ(   10)خعءّبٕ  خعئٖ 8 ٔقجى
همبٗؿاِ   [31]ئٖ ضضبئٖ پػًس ٍ اذتاطٕ  خع72ٍ  [33]
ٖ قسُ ِ   اًس ٍ هكبّسُ ها ّاب ًؿاجت ثاِ    قاَز واِ ًت٘دا

  ٗىسٗگط ذطبٕ ووٖ زاضًس.
 

 
 ِب ٍ ٗه لجّهطثؼٖ ثب زٍ ؾتَى زض گَقِ صفحٔ  12قىل 

 ٗىٌَاذت ٓثبض گؿتطز گبُ ؾبزُ ٍ تىِ٘
 

 های ناقصهای کامل و جسءجسء ۀمقایس

ّبٕ ًابلص  ٍ خعء ّبٕ وبهلخعء زض اٗي ثرف، پبؾد
ٔ ثب ٗىسٗگط همبٗؿِ هٖ هؿئلِثب حل ٗه   قًَس. صافح

گبُ گ٘اطزاض زض زٍ  ّبٕ پ٘ك٘ي، ثب زٍ تىِ٘هطثؼٖ آظهَى
 ٍ زٗگاط  ٔگبُ ؾبزُ زض زٍ لجا ضٍ ٍ زٍ تىِ٘پْلَٕ ضٍثِ

ٖ ٗىٌَاذاات  ٓثبضگااصاضٕ گؿااتطز  . گااطززتحل٘اال هاا

ٖ 14ٍ  13ّبٕ )گًَِ وِ خسٍل ّوبى زٌّاس،  ( ًكبى ها
ّابٕ  ّبٕ وبهل ثؿ٘بض وٌستط اظ خعءٖٗ خعءطاگ ّنًطخ 

ِ   ًبلص اؾت. ثِ ّابٕ  ذبطط ثبٗس ؾپطز وِ قاوبض زضخا
 ّبٕ وبهل ث٘كتط هٖ ثبقس.  آظازٕ خعء

 

ٍ ٗه  هطثؼٖ ثب زٍ ؾتَى زض گَقِ صفحٔذ٘ع هطوع   12خسٍل 

 (wc/(qa4/10D))ت ٌَاذٗى ٓگؿتطزثبض  ٍ ؾبزُ لجٔ

 20*20 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 1919/0 1856/0 1848/0 

ICTF-17-2 1919/0 1856/0 1849/0 

ICTF-17-3 1917/0 1856/0 1848/0 

ICTF-17-4 1919/0 1856/0 1849/0 

ICTF-16-1 1918/0 1856/0 1849/0 

ICTF-16-2 1919/0 1857/0 1849/0 

ICTF-16-3 1918/0 1856/0 1849/0 

ICTF-16-4 1917/0 1855/0 1848/0 

ICTF-16-5 1919/0 1856/0 1849/0 

ICTF-16-6 1915/0 1855/0 1848/0 

T 13-5[31] 1852/0 

Cheung&Chan[33] 175/0/0 

 

گبُ ؾبزُ ٍ گ٘طزاض ٍ هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع   13 خسٍل

 (wc/ (qa4/100D))ٗىٌَاذت  ٓگؿتطز ثبض

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 1989/0 1935/0 1920/0 

ICTF-17-2 1996/0 1937/0 1921/0 

ICTF-17-3 1971/0 1931/0 1921/0 

ICTF-17-4 1977/0 1934/0 1923/0 

ICTF-16-1 1935/0 1922/0 1919/0 

ICTF-16-2 1939/0 1924/0 1920/0 

ICTF-16-3 1936/0 1923/0 1919/0 

ICTF-16-4 1954/0 1927/0 1920/0 

ICTF-16-5 1938/0 1923/0 1919/0 

ICTF-16-6 1945/0 1924/0 1919/0 

CTF-18-1 2056/0 1967/0 1933/0 

CTF-18-2 2238/0 1999/0 1933/0 

 1920/0 پبؾد زل٘ك
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گبُ ؾبزُ ٍ هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔزض هطوع  Mxلٌگط   14 خسٍل

 (Mc/ qa2/10)ٗىٌَاذت  ٓثبض گؿتطزگ٘طزاض ٍ 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0181/0 0228/0 0243/0 

ICTF-17-2 0181/0 0228/0 0243/0 

ICTF-17-3 0176/0 0227/0 0240/0 

ICTF-17-4 0185/0 0231/0 0243/0 

ICTF-16-1 0156/0 0228/0 0246/0 

ICTF-16-2 0173/0 0235/0 0251/0 

ICTF-16-3 0157/0 0229/0 0246/0 

ICTF-16-4 0181/0 0228/0 0239/0 

ICTF-16-5 0157/0 0229/0 0246/0 

ICTF-16-6 0181/0 0231/0 0243/0 

CTF-18-1 0198/0 0234/0 0242/0 

CTF-18-2 0204/0 0234/0 0241/0 

 0244/0 پبؾد زل٘ك

 

 پیشنهادی هایجسء بندی رتبه

زٍ هؼ٘ابض   ٔٗثطپبّب ّبٕ خعءػسزٕ، پبؾد ٔزض ّط ًوًَ

ًوًَاأ ػااسزٕ،  16ثااب ٍاواابٍٕ  ،ً٘ااطٍ ٍ تغ٘٘طهىاابى

ؿتطزگٖ حدن وبض، تٌْب ثاِ  گ زل٘ل ثِ. ًساُقسثٌسٕ  ضتجِ

زض اٗي همبلِ ثؿٌسُ گطزٗس.  اهْن ٍ وبض ٔچٌس ًوًَ ٔاضائ

 1ً٘طٍٖٗ ٍ تغ٘٘طهىابًٖ اظ   ّٔب، زٍ ضتجهؿئلِزض توبهٖ 

قسُ اؾت واِ ثْتاطٗي خاعء زض    ثِ ّط خعء زازُ  10تب 

ذطبٕ پبؾد ٍ  ٔٗثطپبثٌسٕ  ضزُٗه لطاض زاضز. اٗي  ٔضتج

ٍ  15ّابٕ ) زض خسٍل ٖٗ اؾتَاض هٖ ثبقس.گطا ّنًطخ 

16 ،)kij  زّس وِ زض آًْاب  هٖ ّبٖٗ ضا ًكبى هؿئلِقوبض

ٔ ضا گطفتِ اؾت. ثط اٗي پبٗاِ،   j ٔضتج iخعء  ولاٖ   هطتجا

ِ  ً٘ا  ٔخعء زض اضائ ٍ  18ّابٕ ) طٍ ٍ تغ٘٘طهىابى اظ ضاثطا

( ًكبى زازُ قسُ 17آٌٗس ٍ زض خسٍل )هٖ زؾت ثِ( 19

 11ثاطإ   ػسزٕ تٌْاب  ًٔوًَ 16اؾت. ثبٗس زاًؿت، اظ 

ِ ًوًَِ، همساض ً٘طٍّب حؿبة قسًس ٍ تٌْب زض ؾ هؿئلِ

Mx  ٍMy  ًجَزًس.ثطاثط 
 

(18)  
10

i ij

j 1

R 100 k (11 j) /140


    

(19)  
10

i ij

j 1

R 100 k (11 j) /160


    

 

 ً٘طٍ ٔٗثطپبثٌسٕ خعءّب  ضتجِ  15 خسٍل

Ri 

kij ًبم خعء i 
j=10 j=9 j=8 j=7 j=6 j=5 j=4 j=3 j=2 j=1 

48 0 3 2 2 1 2 2 1 1 0 ICTF-16-1 1 

23 9 2 0 0 0 1 2 0 0 0 ICTF-16-2 2 

43 1 2 2 3 3 1 0 1 1 0 ICTF-16-3 3 

50 1 1 4 2 2 0 0 1 0 3 ICTF-16-4 4 

55 0 0 2 4 2 3 0 1 0 2 ICTF-16-5 5 

69 0 0 1 0 3 2 2 1 5 0 ICTF-16-6 6 

73 0 0 1 1 2 0 2 2 5 1 ICTF-17-1 7 

71 0 0 1 2 0 1 2 5 1 2 ICTF-17-2 8 

35 3 6 0 0 0 2 2 0 1 0 ICTF-17-3 9 

78 0 0 1 0 1 2 2 2 0 6 ICTF-17-4 10 
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 تغ٘٘طهىبى ٔٗثطپبضتجِ ثٌسٕ خعءّب   16 خسٍل

Ri 
kij ًبم خعء i 

j=10 j=9 j=8 j=7 j=6 j=5 j=4 j=3 j=2 j=1 

56 0 0 3 2 6 0 2 0 1 2 ICTF-16-1 1 

43 1 4 3 0 1 3 4 0 0 0 ICTF-16-2 2 

47 0 4 1 6 0 1 0 2 2 0 ICTF-16-3 3 

39 0 5 5 0 3 0 2 0 1 0 ICTF-16-4 4 

52 0 0 0 1 4 6 1 2 0 0 ICTF-16-5 5 

38 8 1 0 1 0 1 3 0 0 2 ICTF-16-6 6 

77 0 0 2 0 2 0 0 3 7 2 ICTF-17-1 7 

75 0 2 1 1 0 0 0 4 3 5 ICTF-17-2 8 

42 5 1 1 2 0 2 3 2 0 0 ICTF-17-3 9 

72 2 0 0 2 0 1 1 3 2 5 ICTF-17-4 10 

 
 ّبثٌسٕ ًْبٖٗ خعءضتجِ  17 خسٍل

Ri ٕهلان ضتجِ ثٌس 
5 4 3 2 1 

ICTF-16-5 ICTF-16-6 ICTF-17-2 ICTF-17-1 ICTF-17-4 طًٍ٘ ٔٗثطپب 

ICTF-16-5 ICTF-16-1 ICTF-17-4 ICTF-17-2 ICTF-17-1 تغ٘٘طهىبى ٔٗثطپب 

 

 وردهاآدست

زض اٗي پاػٍّف، تابثغ تطفتاع ثاطإ الگَؾابظٕ ذ٘اع       
ضفت. اٗي تبثغ پبؾد ثرف  وبض ثِّبٕ و٘طقْفٖ صفحِ
ثبقس. ّسف ٗبفتي حبون ثط ضفتبضؾبظُ هٖ هؼبزلّٔوگي 

ّابٕ ذ٘اع ٍ    ّبٕ تبثغ تطفتع زض زلات پبؾاد  اثط خولِ
 ِ  ٔٗااثطپبّاابٕ ذوكااٖ ثااَز. زضآ اابظ،   لٌگااط صاافح

تالاـ زض حفا  تمابضى    پ٘كٌ٘٘بى ٍ ثاب  آٍضزّبٕ  زؾت
ّب، اظ ه٘بى ّكت گًَاِ  ّبٕ آظازٕ ٍ گطُزضخِ آضاٗف

زضخأ   16ٍ  17چٌ٘ف هتفبٍت، زٍ خعء هؿتط٘لٖ ثاب  
ّب، ثاب ثبثات   اًتربة قسًس. تبثغ ه٘ساى اٗي خعء آظازٕ

ّبٕ آظازٕ ٍ اًتربة چٌس تبثغ پٌساقتي چ٘سهبى زضخِ
، ؾبظٕ خعء وبهلآهسًس. زض ضاثطِ زؾت ثِتطفتع ًبلص 

ِ ٗه تبثغ ه٘ساى  ِ   هطتجا ّابٕ تابثغ تطفتاع    پاٌح اظ خولا
پ٘ابپٖ تطفتاع ضا    ٔخول 15قس. اٗي تبثغ ه٘ساى، گعٌٗف 

گ٘طز وِ ثب ؾِ حطوات خؿان ؾارت، قاوبض     هٖ زضثط
ٖ  18ّبٕ تبثغ ه٘اساى ثاِ   خولِ ، زٍ ّوچٌا٘ي . ضؾاس ها
زض  اًترابة قاسًس.   زضخٔ آظازٕ 18هتفبٍت ثب  آضاٗف
ساى پااؽ اظ ثطپاابٖٗ ّاابٕ ه٘ااّاابٕ ًاابلص، تاابثغخااعء
ِ ّبٕ آظازٕ ّبٕ هٌبؾت زضخِ چٌ٘ف آهسًاس.   زؾات  ثا

ّبٕ وبهل، ًرؿت تبثغ ه٘ساى وبهل ثطپب قس ثطإ خعء

ّبٕ آظازٕ هتٌبؾات ثاب آى   ٍ پؽ اظ آى، آضاٗف زضخِ
 اًتربة قس.

ّابٕ ثطتاط هؼطفاٖ     اٗي ه٘بى، زُ خعء ثاب پبؾاد  اظ  
(، 17ّااط خااعء زض خااسٍل )  ٔضتجاا ٔٗااثطپبگطزٗسًااس. 

ّن  ICTF-17-1 ،ICTF-17-2  ٍICTF-17-4 ّبٕ خعء
تغ٘٘طهىبى ثْتاطٗي ضفتابض ضا زاقاتٌس.     زض ً٘طٍ ٍ ّن زض

ٔ گاطُ ٍ ٗاه   تَاى ٍخَز ٗاه   هٖ آظازٕ ث٘كاتط   زضخا
ضا زل٘ل ثطتطٕ آًْب  ICTF-16ّبٕ گطٍُ ًؿجت ثِ خعء

ّابٕ  ثٌسٕ خاعء  ضتجِگًَِ وِ اظ  ّوبىزاًؿت. ثٌبثطاٗي، 
ّاب ٍ  ٘اٌف هٌبؾات گاطُ   آٗس، چثطهٖ ICTF-16 گطٍُ 

 ٓاّو٘ت ث٘كتطٕ ًؿجت ثِ ًحَ ّبٕ آظازٕقوبض زضخِ
پبؾاد   ّٔبٕ تبثغ ه٘ساى زاضًس. ثاب همبٗؿا  اًتربة خولِ

ّب ثب پبؾد خعءّبٕ وبهل، آقىبض گطزٗاس واِ   اٗي خعء
ِ  ،زض ثْطُ خؿتي اظ تبثغ تطفتع ّاب  اًتربة توبهٖ خولا

تبثغ  جٔهطتتَاى ثطإ ثبلاثطزى ، هٖضٍ اظاٗيً٘ؿت. لاظم 
  ِ  ّابٕ آظازٕ اظ تابثغ  ه٘ساى ثسٍى افعاٗف قاوبض زضخا
تاط زؾات   ّبٕ زل٘اك ًبلص ً٘ع ثْطُ خؿت ٍ ثِ پبؾد

اٗؿااتبٖٗ ضا ثطلااطاض  هؼبزلاأچااَى تاابثغ ه٘ااساى  .ٗبفاات
 ٖ ّااب، زلاات ّاابٕ ً٘طٍٗاٖ ث٘كااتط خااعء وٌااس، پبؾااد ها
 س.ّب زاضًخبٖٗ ّبٕ خبثِتطٕ ًؿجت ثِ پبؾد فعٍى
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  1397 ،دوسال بيست و نهم، شمارة   كاربردي و محاسباتي در مكانيك  علومنشرية 
  

   عنوان روشي جديد سيمي به ماندرل كمك بهها خمكاري لولهروش  ةارائ
 )يادداشت پژوهشي(

  

  )3(سيد يوسف احمدي بروغني           )2(زاده مسعود رضايي           )1(محمدرضا رجبي

 
ه استفاده شـد  ماندرل عنوان بهتحقيق مواد مختلفي  ايندر شوند. طور گسترده در صنايع مختلف استفاده مي شده به هاي خمكاريلوله  چكيده

 ازجملـه  باشـد. مـي  مفيـدتر هـا   نسبت به سـاير روش  ماندرل عنوان به پذير انعطافسيم  ك دستهي استفاده از كه دست آمد بهاين نتيجه  و است
كاهش ضـخامت و  مقطع، سطح كل تغييرش. خمكاري است فرايندو خارج شدن آسان پس از  كاربرد ساده دوام، سيمي ماندرلهاي مهم  مزيت
خمكاري  فرايند همراه بهعيوب رايج  ازجملهخامت ضترك در شعاع بيروني خم، چروكيدگي در شعاع داخلي خم، برگشت فنري و تغييرايجاد 
 آزمايشـگاهي و  محـدود  المانسازي  پارامترهاي ذكرشده به دو روش شبيه بررويسيمي  ماندرل تأثير بررسي به مطالعهباشند. در اين مي هالوله

 شود.پرداخته مي

 .خامتضتغيير  ;برگشت فنري ;مقطعسطح كل تغييرش ;سيمي ماندرل ;خم لوله  كليدي هاي واژه

  
  

A New Method for Representation of Pipe Bending Process Using Wire Mandrel  
 

M.R. rajabi              M. rezaei zadeh              S.Y. Ahmadi brooghani 
 
 

Abstract  Bent pipes have been widely used in industrial usage. In this work different materials have 

been used as mandrel and it is realized that a bunch of flexible wire is more preferable to optimize 

bending parameters. This way doesn’t need laborious adjustments and because common flexible wires 

have plastic deformation even during excessive bending angles, they can be used so many times and also 

they are easy to remove after bending process. Cross section distortion, cracking at the extrados, 

wrinkling at the intrados, spring back phenomenon and wall thickness change are issues associated with 

pipe bending. In this work the effect of flexible wires on bending parameters has been analyzed and the 

results are confirmed with finite element simulation. 

 
Key Words  pipe bending; wire mandrel; cross section distortion; spring back; wall thickness change 
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  مقدمه
لوله با وزن پـايين و كيفيـت   ي ها خم هاي اخير در سال

 ،انـد بالا در صنايع مختلـف كـاربرد زيـادي پيـدا كـرده     
بنــابراين چنــدين روش متفــاوت بــراي بهبــود كيفيــت 

شده است. روشي كه براي ايـن   پيشنهادخمكاري لوله 
ثر، دقيق، بـا محـدوديت   ؤشود بايد ممنظور استفاده مي

 [2000] تانـگ  .و آسان باشدكم، و داراي كاربرد ساده 
اين نتيجه رسيده است كه هر چـه   هب تحقيقات خود در

 مكـاري لوله و قالـب خ  ةين قالب نگهدارنداصطكاك ب
لوله با لوله بيشتر باشد، كيفيت خمكاري افـزايش پيـدا   

 مانـدرل كند. همچنين هرچه اصطكاك بـين لولـه و   مي
ــه [2003] شـود. ژانـگ  زيادتر باشد كيفيت خمكـاري كمتـر مـي    ــورت ب ــددي  ص ــأثيرع ــي و  ف ت ــار داخل ش

ه مورد بررسي قرار دادي لوله ها خم برروياصطكاك را 
ي بـا  هـا  خـم كـه   ه اسـت و اين نتيجه حاصل شد است

ي و فشـار داخلـي   كـار  روانتـوان بـا   شعاع كـم را مـي  
ــهمشخصــي  ــين دســت ب ــاي  [2003] آورد. ل پارامتره

هـايي بـا   كيفيت خمكاري لولـه  بررويتوپي را  ماندرل
هـاي  مانـدرل داد.  هاي مختلف مورد بررسي قرار جنس

توپي تنظيمات حساسي دارند و بعضي اوقـات خـارج   
سيسـتم   شود و بهساز ميخم مشكل ةاز ناحي هاكردن آن

 ةهـا از ناحي ـ بـراي خـروج تـوپي    خاصـي  هيدروليكي
خمكـاري   برروي [2005]ژانگ باشد.خمكاري نياز مي

انجـام داد. ايـن روش داراي   را ليزر مطالعـاتي   كمك به
 ةعدم تمـاس بـا ناحي ـ   و قبيل سرعت بالاي ازيها مزيت

بـراي خمكـاري    ايـن روش  باشـد ولـي  خمكاري مـي 
هاي جدار نازك و بـا شـعاع خمكـاري كـم داراي      لوله

سازي شبيه كمك به [2007] آشيماس است.محدوديت 
 [2007] گـودرزي  به بررسي هيدروفرمينگ پرداخـت. 

هـاي   خمكاري برشي را براي دستيابي بـه شـعاع   شرو
. در اين روش بـراي  لعه قرار داداخمكاري كم مورد مط

 كـاري خم ةتغييرشـكل برشـي در ناحي ـ  خمكاري لوله، 

نيـروي   كـردن  اعمـال  تأثير [2010] يان شود.ايجاد مي
مـورد   محوري به لوله براي بهبود كيفيـت خمكـاري را  

  .قرار دادبررسي 
يـك روش   عنـوان  بـه سيمي  ماندرلدر اين تحقيق   

 ثر و ســاده بــراي بهبـود كيفيــت خمكــاري معرفــي ؤم ـ
سـيمي   مانـدرل گيـرد.  و مورد بررسي قرار مـي  شود مي

است كـه   پذير انعطاف هايمتشكل از يك دسته از سيم
سازي گيرد. نتايج آزمايش و شبيهدر درون لوله قرار مي

توانـد  ميزان زيادي مي سيمي به ماندرلدهد كه نشان مي
سـيمي   مانـدرل كيفيت خمكاري لوله را افزايش دهـد.  

ي و پـس از خمكـار   دوراحتـي اسـتفاده ش ـ   تواند بهمي
خـارج   شـده  كـاري خم ةراحتي آن را از ناحي توان به مي

كل پلاسـتيك  تغييرشها دچار كه سيم دليل اين نمود و به
  . باشندميمجدد را دارا  ةقابليت استفاد ،شوند نمي
ي فضـاي بـين   كـار  روانشـده   بر مـورد ذكـر   لاوهع  

شود كه پس از خمكاري سيمي و لوله باعث مي ماندرل
هـا را از  سيمدست  توسط نيروي يكو  راحتي بهبتوان 

بدين ترتيـب كـه بـا خـارج      د.رون كشييدرون خم به ب
و  شـود  مـي از درون لوله فضا باز ها كردن يكي از سيم

مزيـت ديگـر    شـوند. خارج مـي  سادگي ها بهساير سيم
توان اين روش را بـراي  سيمي اين است كه مي ماندرل

 و ضـخيم  يـا  زياد، جـدار نـازك   يا هاي با قطر كملوله
نيـز   هاي خمكـاري كـم   در شعاعهاي غير دايروي لوله

ــا افــزايش تعــداد  اســتفاده نمــود. كيفيــت خمكــاري ب
بنابراين قبل از  ،دكنهاي درون لوله افزايش پيدا مي سيم

سيمي پر  ماندرلخمكاري بايد در حد امكان لوله را از 
هـاي تـوپي   مانـدرل هاي سـيمي بـرخلاف   ماندرل .كرد

اي كه نياز بـه   قطر ندارند و با تغيير قطر لولهمحدوديت 
ها را كم يا زياد كـرد.  توان تعداد سيمخمكاري دارد مي

و  رداخمكاري نـد  ةهمچنين اين روش محدوديت زاوي
صـفر درجـه را    خيلي كم مثلاً ةهاي با زاويتوان خممي
هـا  بودن سيم پذير انعطاف دليل به و ايجاد نمود راحتي به
  .آنها مجدداً استفاده كردتوان از مي
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بايد از استحكام
تح ي موجـود را  
ري را افـزايش

صـ بـه سـيمي   ل
افزارنرم  توسط
سيمي و اندرل

نشـان داده )7 

 

سال بيست 

آمد دست بههاي  خم
مي در پايين و خم
در بالا نشان داده ش

كل پلاتغييرشــم 
قابليـت اس ،نهـا 

سيمي همچنين ب
هـاي تواند تـنش 

كيفيـت خمكـار
ماندرلعمالي بر

بود و اين كار
ماي پذير نعطاف
شكل(در  كاري

 

  آن

اي ازنمونه  6كل
سيم ماندرلاز  تفاده

 سيمي د

ــه ــل ب عــدم دلي
بودن آ پذير اف
س ماندرل. شند

وردار باشد تا بت
نتيجـه كو در د
هاي اع تنش ةسب

پذير نببي امكان
ان. شده استي
خمك ةناحي در ش

 ت.

 توزيع تنش روي
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اي

كـه
وله

شك
بااستف

  
 

انعطا
بامي

برخو
نمايد
محاس
تجرب
سازي
تنش
است

سيمي و ماندرلي

 ك

ماده  تست كشش

ــاــي ــوان زواي ت
  ).5 شكل

سيمي ماندرلسط

ر ايـن اسـت ك
يت خمكاري لو

يپذير انعطاف  7ل

اسباتي در مكانيك

از حاصل كرنش -
 

ــ درل ــيمي م س
(ش آورد دست به

واياي بسيار كم توس
  

) بيـانگر6 شـكل
گيري كيفي  چشم

 

شكل

وم كاربردي و محا

-تنشمنحني   4ل 

ــتفاده ــد زا س مان
ببسيار كم را  ي

ي با زوخمكار  5 

(ش يج آزمـايش 
ميزان سيمي به 

  دهد.ش مي

نشرية علو
  

 
 شكل

بااس  
كاريخم
  

 شكل

نتايج  
ماندرل

را افزايش



  احمدي

ولـه و    
 نـدرل 

ــودن   م

 ااستفاده
 ماندرل

ـارجي   
 مكاري

بـر   وله
 تـأثير   

ماتيك 
شكل (

 

خـم در  
ـن در  

تـنش    
خامت   

T =  

سيديوسف ا -زاده

لقـي بـين لوان 
ماهـاي  د سـيم   

راي برطــرف نم

با شده ايجاد خم[م 
مبدون استفاده از  ه
 

شـعاع خـ ت در
ه هميشه با خم

لو ةت در جدار
كنـد،حمـل مـي      
كند. شم كم مي
(در  لوله ةجدار

 شعاع خارجي خم

جي خعاع خـار  
ايـ .شودزك مي

اعمـال دليـل  ـه 
كـاهش ضـخ صد

  آيد.ست مي

100% × (t0-tm

ز مسعود رضايي -ي

ميز اصطكاك، 
في بـودن تعـداد
ــر ــدي ب ي كلي

   
  

ر شعاع داخلي خم
شده ايجاد و خم )ن

)]بالا(سيمي 

  

كاهش ضخامت
كه است ي ديگر

كاهش ضخامت. 
ي كـه لولـه تح
 اطمينان لوله را

 ايجاد ترك در ج
   است.

  

شش ضخامت در 
  

شـعداشـتن  قرار  
نازآن  ةجدار ي،

بـع داخلي خم 
درص شود.م مي
دس هب )1(  رابطة

  
in ) / t0

محمدرضا رجبي

).9(شكل  مايد
ر و همچنين كاف

ــه ــا مل پارامتره
.هستندوكيدگي 

 
چروكيدگي در  9ل

پايين(سيمي  اندرل

ك .ش ضخامت
ايلوله پديده ةر

.باشدميهمراه 
ن فشـار داخلـي
گذارد و قابليت
ش ضخامت و
نشان داده شده

 
كاهش  10شكل 

با توجـه بـه ق
كششيض تنش 

ي است كه شعاع
ضخيم بر آن ري
از) ܶ( لوله خم

1(  
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 ،ك
ش
ـن
ـق
شده
ف

ـي
شود
ـان
هــا
و  م

گي
ـث
ـل
شي
. ـد
ــده

ص
گي
م و
ي و
ـل
د و
ـت

نممي
ابزار
ازجم
چرو

شكل
مااز 

كاهش
جدار
لوله
ميزان
گ مي

كاهش
10(

 
معرض
حالي
فشار
در خ

)1

... 

  كاري لوله
تلفي نظيـر تـرك
ت فنري و كاهش

آيـد كـه ايـ مـي
د. در ايـن تحقيـ
ختلف بررسي ش

ر عيـوب مختلـف

شـعاع داخلـ ةر
شي ضخيم مي

امكـ د بحرانـي،
تنه هوكيــدگي نــ

 روي اسـتحكام
. چروكيــدگذارد

تواند باعـي مي
يكـي از دلايـد.

نش محوري ناش
باشـميخمكاري

نشــان داده شــ 

  خلي خم

ي همانند خواص
يط تماس بسـتگ
ي خمكاري كـم

سازينتايج شبيه
ميـزان قابـ بـه  ي

كنـدوگيري مـي
ـاف و يكنواخـ

ماندرل ا به كمك

ب رايج در خمك
كاري عيوب مخت
ن مقطع، برگشت

وجود به كاري
متقابـل دارنـد ر

ي مخها خمر در
هاي سيمي برل

  ته است.
 

 خمكاري جدا
امضاعف صفحه

بـه حـد هـا  نش
. چروجــود دارد

بلكـه دهدش مي
گــذمــي تــأثيرز 

ت براي خمكاري
 خمكاري بشـو

تنوجود  در اثر
هاي خ ب قالب

)8شــكل (ي در

  

كيدگي در شعاع دا
 

 به عوامل زياد
رگذاري و شراي

يها شعاعده در
ن .باشدميتر يج
سيمي ماندرل كه

چروكيدگي جلـو
خلي خم را صـ

ها ش خمكاري لوله

بررسي عيوب
خمكا فراينددر  

شدندگي، بيضي
كخم ةت در ناحي

تأثيربر يكديگر 
ت عيوب مذكور

ماندرل تأثيرنين 
رسي قرار گرفته

در حين  .دگي
ي مضها تنش ليل

تناين  ز رسيدن
وجچروكيــدگي 

ت لوله را كاهش
خســتگي آن نيــز

يك محدوديت 
رسيدن به ابزار خ

وكيدگي دي چر
ب ابعاد نامناسب
ك چروكيــدگي

 
چروك  8كل ش

چروكيدگي ةيد
عاد لوله، نوع بار
مچنين اين پديد
ي با قطر زياد راي

دهد ك نشان مي
از تمركز چ اي

وله در شعاع داخ

ارائة روش
  

معمولاً
چروكيد
ضخامت
عيوب ب
وضعيت
و همچن
مورد بر

چروكيد
د بهخم 

پس ازو 
چ ايجــاد

مقاومت
عمــر خ

عنوان به
آسيب ر
ناپايداري
از انتخاب
شــماتيك

  است.

پدي  
ماده، ابع

همدارد. 
هايلوله

آزمايش
ملاحظه
سطح لو



  1397، و

ـاهش  
 ـ  ة  زاوي

وجـود  
داخلي 
چنـين   

ميـزان    
ـاهش   
 ر ايـن  

خامت  
چنـين  

 

 
ي خم 

 فراينـد 
 لولـه  ع 

يـروي     
فتگـي    
ر لولـه   
طـع در  

،دوت و نهم، شمارة 

ه شده است، كـ
رل سـيمي در
و  اسـت كـه بـا   

 سراسر شعاع د
باشـد. همچ مـي 

م ش ضخامت بـه 
ندرل سـيمي كـ

بيـانگر محـدود  
زان كاهش ضـخ

و همچ است داده
  .دهدنشان مي

ت در شعاع خارجي
  شده سازيشبيه

 سيمي  ل

فگـري كـه بـا    
مقطـعسـطح  ل 

م از حالـت داي
ـم دچـار فرورف
جريان سـيال در

مقطسـطح  كل 
 

سال بيست 

) نشان داد13و 
اندري بدون مها

و اين در حالي
ش ضخامت در

ترو يكنواخت 
مي درصد كاهش
ضعيت بدون مان

المانسازي شبيه
كاهش د %46.5يمي حداكثر ميز

نش%50 مقدار را 
 

  

صد كاهش ضخامت
خم آزمايشگاهي و ش

ماندرلن استفاده از

 
عيب ديگ  .قطع

كلتغييرش ــت،  
الت مقطـع خـم
عاع خارجي خـ

عبور ج برروي 
كتغييرش ـماتيك  

 ده شده است.

و 12 هاي شكل
ه خمخامت براي 

متمركز است و
رل سيمي كاهش

شود مي توزيع 
جود ماندرل سيم

نسبت به وض .17
ه است. نتايج ش
ت كه ماندرل سي

%لوله را  ةجدار
ج آزمايش اين م

درص ةمقايس  13 كل
لوله براي خ

بدون 

مق سطح كلرش
كاري همراه اسـ
شد. در اين حا

و شع شود ميج
شود. اين پديده

گذارد. شـم مي ر
نشان دا )14كل
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 مت
و  ½در 
ـاد

 

 
خم

راي
 كه

در (
°45ضخا
ماندر
خم
%5.وج با

يافته
ستا

در ج
نتايج

شكل

تغيير
خمك
با مي

خارج
ش مي
تأثير

شك(

 ك

ي توزيع ضخام
 متنـاظر بـا آن

”½با قطر ˚90م
ايجـسيمي  درل

  
  زمايش

ر شعاع خارجي خ
  شده  سازي

  ي

ش ضـخامت بـر
طور ست. همان

اسباتي در مكانيك

برايسازي  شبيه
ل آزمايشـگاهي

خم  شده است.
ماندتوسط  و شد

 

سازي و آشبيهايج

  

  

 كاهش ضخامت در
زمايشگاهي و شبيه

سيمي ماندرلاز  ده
  

 درصد كـاهش
يكسان اس تقريباً

وم كاربردي و محا

Contou توسط
مدل همچنين  و

نشان داده )11
باش مي1݉݉ ت 

  ت.

نتا  11 شكل

درصد ك ةمقايس  1
لوله براي خم آز
بااستفاد

كل كلي منحني
ي مختلف لوله ت

نشرية علو
  ur	plot
لوله در
شكل (

ضخامت
شده است

2شكل 

شك  
قطرهاي



  احمدي

ܳ	 ൌ 	
  هــاي  ل

هد كـه  
 90% 

ي نتايج 

ـد كـه   
  87% 

ي نتايج 

ست كه 
 86% 

ي نتايج 

 

سيديوسف ا -زاده

100%	 ൈ	ሺܦ
شــكلدر  45°،  

دهزي نشان مي
راشـدگي   ضـي 

صد كاهش براي

دهـي نشان مـي 
شـدگي را ضـي   

صد كاهش براي

سا ي بيانگر اين
كل مقطع رارش

صد كاهش براي

ز مسعود رضايي -ي

  
0ܦ   െ 0ܦ	/	ሻ′ܦ
 

°90، °135 خــم
  ه شده است.

سازنتايج شبيه1 
بيضترين ميـزان   

مچنين اين درص
   ت.
سازينتايج شبيه 

ترين ميـزان بيض
مچنين اين درص

   شد.
سازينتايج شبيه 

تغييررين ميزان
مچنين اين درص

  شد.

  

  ”1/2 قطر 

محمدرضا رجبي

).2 ةشود (معادل

2(  

بــراي ܳتــرم 
نشان داده )16-

°135براي خم 
رل سيمي بيشـت

دهد و همش مي
است %92يش

°90براي خم 
رل سيمي بيشـت

دهد و همش مي
بامي %88يش

°45براي خم 
رل سيمي بيشتر

دهد و همش مي
بامي %88يش

براي لوله با 1350
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كل
ري

 ده
 رل

شان
ـده

شمي

)2

 
)18-
 

ماندر
كاهش
آزماي

 
ماندر
كاهش
آزماي

 
ماندر
كاهش
آزماي

  

 

آزمايش براي خم

... 

 
  طع خم

كتغييرش ـري از
ي خـم جلـوگير

 
بااستفاشده م ايجاد

ماندرون استفاده از

نش ሺܳሻمقطع با
شدگي نيز ناميـ 

سازي و آشبيه تايج

ماندرل ا به كمك

مقط سطح كلغييرش
  

رگي ـ ميزان چشـم
خارجيي شعاع

 

خم[ ع خارجي خم
و خم ايجادشده بدو

 )]بالا(سيمي 

  

مسطح كل ييرش
رم درصد بيضي

نت  16شكل 

ها ش خمكاري لوله

تغ  14شكل 

مي سيمي به درل
رفتگيوله و فرو

  ).15(شكل 

فرورفتگي شعاع  1
و )پايين(سيمي  ل

س

تغييشترين ميزان 
شود كه اين تر

ارائة روش
  

ماند  
مقطع لو

كند (مي

5شكل 
ماندرلاز 

بيش  
داده مي



  1397، و

 

 

 كـه از    
اري و  
ليـد را  
مـده از  
 باشـد    

،دوت و نهم، شمارة 

 
  ي در خم

ك معـايبي اسـت
قالب خمكـا ةين

كارايي تول چنين
آمـ دسـت  تايج به

مكـاري بـزرگ

سال بيست 

  ”1/2 قطر

  ”1/2 قطر 

فنري برگشت  19 
  

 فنري يكي از م
هزين كند و ميم 

همچ دهد و مي
باتوجه به نتيد. 
 ـكه  ي خمك ةزاوي

براي لوله با  900

براي لوله باو   450

شكل

برگشت ةپديد
ت خمكاري كم
صول را افزايش
نماير ضعف مي

صورتيدر ،يقات
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آزمايش براي خم
  

0زمايش براي خم

 
 

 ةي ـ
ري
ـي
 نـد
ــاد
 ست
دي
 ـت

 
كيفيت
محص
دچار
تحقي

 ك

سازي ونتايج شبيه

سازي و آزيج شبيه

 از برگشت ناحي
 پس از باربردار

و شعاع داخلـ ي
كن ميشكل پيدا

ــ ي مقــداري زي
اساراي اهميت
نـدببصـال و آ

شـماتيك برگشـ
  ست.

اسباتي در مكانيك

ن  17 شكل

نتا  18شكل 

ت فنري ناشي
اربرداري است.

يكشش تنش اثر
ي مقداري تغيير

كــارخم ةزاويــ
نظر دمي از اين

خمكاري، اتص ةس
گـذارد. شمـي  ر 

شان داده شده اس
  

وم كاربردي و محا

برگشت  .ت فنري
ك ماده پس از با
خارجي خم در

فشاري تنش اثر 
جــه شــعاع و ز

برگشت فنري. 
دقت، هندس وي

تـأثير ساير اجزا
نش) 19(ر شكل 

نشرية علو
  

  

برگشت
الاستيك
شعاع خ
خم در
نتيجو در
شود. مي
برروكه 

خم با س
فنري در



  احمدي

ت كــه 
ل لولـه     
فاده از  
كـاري     
ه ساير 
ضـوع     

هـا  ـيم  
گشـت    
 فنـري    

 

 

سيديوسف ا -زاده

 و طبيعــي اســت
ـدرل در داخـل
الت بدون اسـتف
ط يكسـان خمك
 سيمي نسبت به
و دليـل ايـن مو

كـه سـ صـورتي 
هـا بـا برگ سيم

كلـي برگشـت

ز مسعود رضايي -ي

روشــن  كــاملاً
ز هرگونـه مانـ
ري بيشتر از حا
شـود. در شـرايط
ي براي ماندرل
بيشتر نيسـت و

صهـا اسـت. در  م 
 برگشت فنري

و ميزان ك شود ي
.  

 

  

محمدرضا رجبي

ايــن موضــوع
صورت استفاده ا
شت فنري مقدار

شسيمي مي رل
ن برگشت فنري
ع رايج ماندرل ب

ي سـيمپذير اف
نباشند پذير اف

ميي لوله جمع 
كند.ش پيدا مي

 گشت فنري لوله 

رگشت فنري لوله 
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رد.
ـل
ـان
زي
جـه
ختي

 ــد
خم
ري
 ةـد

 
صدر

برگش
ماندر
ميزان
انواع
انعطا
انعطا
فنري

افزايش
  

سازي براي برگشبيه
  

مايشگاهي براي بر

... 

خمكـاري دار ةـ
صـورتي قابـ در

خمكـاري يكسـ
سـازاز شبيه اده

ي بـه ايـن نتيج
 تـوان كارسـخ

  
ــي دهـ نشــان م

ت فنري براي خ
ز برگشـت فنـر
شد و دليـل عمـ

  .ت

نتايج ش  20 شكل

نتايج آز  21 شكل

ماندرل ا به كمك

خطـي بـا زاويـ
فنـري رگشـت

ـراي شـرايط خ
 ሺ1999ሻ بااستفا

تايج آزمايشگاهي
مكاري يكسـان
شت فنري دارد.
ــايش زي و آزم

كه ميزان برگشت 
خيلي متفاوت از

باشسيمي نمي ل
است هاسيميري

ش
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  گيرينتيجه
بر كيفيت خمكـاري  سيمي  ماندرل تأثيردر اين تحقيق 

يك روش ساده و كارا مورد بررسي قـرار   عنوان بهلوله 
ــ ــتگرفت ــبيه ه اس ــايج ش ــازي . نت ــانس ــدود الم و  مح
 تـأثير سـيمي   مانـدرل كه  ستا بيانگر اين گاهيآزمايش

افـزايش   و زيادي بر بهبود عيـوب رايـج در خمكـاري   
شـعاع داخلـي خـم،     در كيفيت خـم دارد. چروكيـدگي  
شـعاع خـارجي خـم،     در كاهش ضخامت و فرورفتگي

ــ ــري در دو  تغييرش ــت فن ــع و برگش ــت  كل مقط حال
سـيمي مـورد    مانـدرل  اسـتفاده از  خمكاري با و بـدون 

اين نتيجـه حاصـل گرديـد كـه      و داده شدبررسي قرار 

ميـزان   بـه  ضـخامت مقطعـي  سـيمي از كـاهش    ماندرل
توزيع ضخامت را همچنين و  كند ميجلوگيري  17.5%

كل مقطع تغييرشنمايد. ميزان يكنواخت ميدر طول خم  و فرورفتگي شعاع خـارجي خـم    يابد ميكاهش  90%
 در شـرايط يكسـان خمكـاري    گـردد.  حذف مـي  كاملاً

 ماندرلاز  بااستفادهميزان برگشت فنري براي خمكاري 
حالـت   برابر برگشـت فنـري بـراي    3/1كمتر از سيمي 
و اين مقدار نسبت  است سيمي ماندرلاستفاده از بدون 

و دليـل ايـن    بيشـتر نيسـت   ماندرلبه ساير انواع رايج 
  باشد. ها ميي سيمپذير انعطاف موضوع

 

 مراجع

1. Liu, Z.Y., Teng, B.G. and Yuan, S.J., "Effect of internal pressure on thin-walled tubes bending with 
internal pressure", Journal of Plasticity Engineering, 16(4), pp. 35-38, (2009). 

2. Zeng, Y.S. and Li, Z.Q,. "Numerical simulation of the internal pressure bending process of small 
bend radius aluminum alloy tubular parts", Journal of Plasticity Engineering, 10(2), pp.14-17, 
(2003). 

3. Lin, Y., Yang, H., Li, H. and Zhan, M., "Influence of forming parameters on the wrinkling during the 
NC thin-walled tube bending process", Acta Aeronauticaet Astronautica Sinica, 24(5), pp. 456-461, 
(2003). 

4. Zhang, W.W., Jones, M. and Graham, M., "Large diameter and thin wall laser tube bending", 24th 
International Congress on Applications of Lasers and Electro-Optics, ICALEO 2005Congress 
Proceedings, pp. 64-73, Denver, Colorado, USA, July 17–21, (2005). 

5. Achimas, Gh., Ceclan, V.A., Lazarescu, L. and Groze, F., "Experimental research concerning the 
influence of the bending radius on the wall thickness of the bent pipes micro CAD", International 
Journal of Pressure Vessels and Piping, pp. 7-11, (2007). 

6. Goodarzi, M., Kuboki, T. and Murata, M., "Effect of initial thickness on shear bending process of 
circular tubes", Journal of Materials Processing Technology, 191(1-3), pp. 136-140, (2007). 

7. Yan, J., Yang, H., Zhan, M. and Li, H., "Forming characteristics of Al-alloy large-diameter thin-
walled tubes in NC bending under axial compressive loads", Chinese Journal of Aeronautics, 23(4), 
pp. 461-469, (2010). 

8. Al-Qureshi, H.A., "Elastic-plastic analysis of tube bending", International Journal of Machine Tools 
& Manufacture, 39(1), pp. 87-104, (1999). 

9. E.D.X., Ning, R. X., Gu, T., "Experiment and analysis on the distortion of cross-section of bended-
tube", Acta Armamentarii, 27(4), pp. 698-701, (2006). 

10. Li, H., Yang, H., Yan, J. and Zhan, M., "Numerical study on deformation behaviors of thin-walled 
tube NC bending with large diameter and small bending radius", Computational Materials Science, 
45(4), pp. 921-934, (2009). 

11. Stachowicz, F., "Bending with upsetting of copper tube elbows", Journal of Materials Proc. Tech., 
Vol. 100, pp. 236-240, (2000). 

12. Tang, N.C., "Plastic-deformation analysis in tube bending", International Journal of Pressure Vessels 

and Piping, 77(12), pp. 751-759, (2000). 



 1397 ،زٍؾبل ث٘ؿت ٍ ًْن، قوبضٓ   وبضثطزٕ ٍ هحبؾجبتٖ زض هىبً٘ه  علَمًكطٗٔ 

 

خطای انتقال استاتیکیکاهش  منظور به ساده ۀدند اصلاح پروفیل چرخ
 

 (ٗبززاقت پػٍّكٖ)

  (2)هْطزاز پَضؾٌ٘ب         (1)ق٘سا هحمك

ذطبٕ اًتمبل  گ٘طز. اًتمبل اؾتبت٘ىٖ هَضز ثطضؾٖ لطاض هٖضٍٕ ذطبٕ  ؾبزُ زًسٓ چطخ زًسأًاصلاح پطٍف٘ل  زض پػٍّف حبضط، تأث٘ط  چکیده
تحل٘لٖ  صَضت ثِقَز. زضاثتسا ذطبٕ اًتمبل ثب ترو٘ي ًطهٖ زًساًِ  هحؿَة هٖ گ٘طزاض ٓزًس تطٗي عبهل اٗدبز ؾطٍصسا زض ٗه خفت چطخ هْن

زًسُ ٍ اثطات توبؾٖ ّطتعٗي،  چطخ ٔٗطٕ ثسًپص اًعطبفگ٘طزاض، ؾط ٗهت٘ط  صَضت ثِزًساًِ گطفتي  زضًظطزًسُ ثب  گطزز. ًطهٖ چطخ هحبؾجِ هٖ
 ًٔزًسا ضٗكٔ، ؾط ٍ زًسُ چطخ زًسأًثِ اصلاح پطٍف٘ل زًساًِ ثِ چْبض صَضت اصلاح ؾط ،پؽ اظ ترو٘ي ذطبٕ اًتمبل اؾتبت٘ىٖ گطزز. تع٘٘ي هٖ

زّس اصلاح ؾط ٍ  تحم٘ك ًكبى هٖاٗي ًتبٗح . قَز زًسُ پطزاذتِ هٖ ٍ چطخ پٌَ٘٘ى زًسأً ضٗكٔزًسُ ٍ ؾط ٍ  پٌَ٘٘ى ٍ چطخ ؾطزًسأًزًسُ،  چطخ
  ثبقس. هٖ زًسُ ثْتطٗي ضٍـ ثطإ وبّف ذطبٕ اًتمبل ٍ چطخ پٌَ٘٘ى زًسأً ضٗكٔ

 .اصلاح پطٍف٘ل ;ذطبٕ اًتمبل ;ؾطٍصسا ;زًسٓ ؾبزُ چطخ  های کلیدیواژه

 

Spur Gear Profile Modification for the Reduction of Static Transmission Error 

 
Sh. Mohaghegh       M. Poursina 

 

Abstract  In the present study, the effect of tooth profile modifications on the static transmission error is 

investigated. The most important factor for investigating noise between two gears is the transmission 

error. First, the static transmission error is analytically calculated by estimating tooth compliance. The 

compliance of gear is calculated considering tooth as cantilever beam deflection; rigid body tooth 

rotation at its base and Hertzian contact. After estimating the static transmission error, tooth profile is 

modified in four ways: tip relief on the gear teeth only, tip and root relief on the gear teeth only, tip relief 

on both the gear and pinion teeth and tip and root relief on both the gear and pinion teeth. The results 

indicate the tip and root relief on both the gear and pinion tooth is the best way for transmission error 

reduction. 

Key Words  Spur gear; Noise; Transmission Error; Profiles Modification. 
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 مقدمه

ِ  اًؿبى ٍ صساؾت اظ پط ظًسگٖ  قهٌ٘سى  طبلهت  ّو٘كه
 ًبهطلَة صساّبٕ اظ ٍ اؾت ح٘بتٖ ٍ ذَـ صساّبٕ

ٖ  صهساّب  اٗي اظخولِ ؛اؾت گطٗعاى ذططًبن ٍ  آلهَزگ
ٕ  اٗدهبز  هٌبثع تطٗيقبٗع اظ اؾت. ٗىٖ صَتٖ  صهساّب
 ثهب  اق٘ب ثطذَضز اظ ثطذبؾتِ صساّبٕ صٌبٗع، زض صَتٖ

اؾهت.   زًهسُ  چطخ زٍ ًبهٌبؾت توبؼ اظخولِ ٗىسٗگط،
ظ هٌهبثع هْهن اضتعبقهبت ٍ    ٗىهٖ ا  عٌَاى ثِّب زًسُچطخ
اًس. ّبٕ زٍاض صٌعتٖ قٌبذتِ قسُصسا زض ؾ٘ؿتناٗدبز 

حؿبؾهه٘ت ظٗههبز  زل٘ههل ثههِؾههت وههِ اٗههي زض حههبلٖ ا
إ ثِ پبضاهتطّبٕ هرتلف ططاحٖ، زًسُّبٕ چطخ ؾ٘ؿتن

 ًهَ   تطٗي ؾبزُ ، ؾبزُ ٓزًسچطخ. وٌتطل آى زقَاض اؾت
ّههب  ٍ هعوههَ ط ططاحههٖ اٗههي ؾ٘ؿههتن اؾههت زًههس‎ُچهطخ 

ه٘عاى ؾهطعت زٍضاًهٖ ٗهب گكهتبٍض هكهر        ثطاؾبؼ
ِ  چهطخ  اٗهي ًهَ   هعاٗبٕ  اظ قَز. هٖ  ثهب  زًهسُ زضهمبٗؿه
ٍ  ههبضپ٘،،  ّبٕ زًسُ خ چط ٖ  ل٘وهت اضظاى   هًَتهبغ  ؾهبزگ

ٕ  ٍخهَز  آى هعبٗهت  اظخولِ اهب ؛اؾت زًسُ خعجِ  صهسا
 ٍ عوهط  وهبّف  وهِ ثبعه    اؾت وبض ح٘ي زض آًْب ظٗبز

  .قَز هٖ آًْب ثبظزّٖ
ٖ  ٔلئهؿه  ٗهه  زًسُ خعجِ صسإ  ِ  اؾهت  تهبضٗر  وه
 .[1] قس هططح ثبوٌ٘گْبم تَؾط 1949 ؾبل زض ثبض اٍل٘ي

زًهسُ ثهِ    تلاـ ثطإ اًتمبل تهَاى وبههل اظ ٗهه چهطخ    
وبّف ه٘عاى ذطب زض ؾهطعت   هٌظَض ثِزٗگط  ٓزًس چطخ

اههب هَضهَعٖ وهِ     ؛[2]ذطٍخٖ ً٘ع اًدبم گطفتِ اؾت 
 صهٌعت  فعهب ى  هبًٌس ؾبظًسگبى ٍ ططاحبى ّو٘كِ ه٘بى
صههسإ ٗههه  اؾههت لطاضگطفتههِ تَخههِ هههَضز ذههَزضٍ،

 اؾت اٗي قَز هٖ هططح وِ ؾإالٖ ٍ ثبقس زًسُ هٖ خعجِ
عبههل  وٌٌس.  هٖ تَل٘س ظٗبزٕ صسإ ّب زًسُ خعجِ چطا وِ

ّهبٕ آى ٍ زض اثهط    زًهسُ  زًسُ اظ چطخ‎اصلٖ صسإ خعجِ
ّب، ٌّگهبهٖ وهِ ً٘هطٍ ٍ حطوهت اظ ٗهه       توبؼ زًساًِ

قَز، ؾطچكهوِ  زٗگط هٌتمل هٖ ٓزًس چطخزًسُ ثِ  چطخ
 تحطٗهه  ّبٕ هىبً٘عم تطٗي هْن اظ ٗىٖزضٍالع گ٘طز.  هٖ

ٕ  زًهسُ ضا   چهطخ  صسإ ٍ اضتعبـ ( TE)) اًتمهبل  ذطهب

Transmission Errorٖتَاى زاًؿت. ( ه 

 هعطفٖ [3] ّطٗؽ تَؾط اًتمبل ذطبٕ ٔاٍل٘ هفَْم 
 هكرصبت ًَ  ّط ثب آى، تئَضٕ وِ قَز هٖ گفتِ ٍ قس
 زض [4] ههبضن  .اؾهت  اخهطا  لبثل اًتمبلٖ ثبض ّط تحت ٍ

زًسٓ  چطخ خفت وِ ٗه اؾت زازُ تَض٘ح ذَز تحم٘ك
 حطوهت  وبههل  اًتمبل ثِ توبٗل ٗىؿبى، ؾرتٖ ثب گ٘طزاض
 ً٘ؿهت  چٌ٘ي اٗي لطعٖ طَض ثِ زضعول اهب زاضز، إ ظاٍِٗ

 إ ظاٍٗههِ حطوههت ٍ قههَز هههٖ ًمهه  فههط  اٗههي ٍ
 .ٗبثس ًوٖ اًتمبل ٗىٌَاذت

 ثه٘ي  اضتجهب   وِ اؾت قسُ اًدبم هتعسزٕ هطبلعبت 

 ،[5]زّهس   هٖ ًكبى ضا زًسُچطخ صسإ ٍ اًتمبل ذطبٕ

ٖ ّبٕ عوسُ زض اٗي ظهٌِ٘ ث٘كهتط ثهِ ثطضؾه    اهب پػٍّف

صسا هعطَف قسُ اؾهت.  تدطثٖ ذطبٕ اًتمبل ثط تأث٘ط 

 [6] اٍؾهَالس ّبؾط ٍ تَاى ثِ پػٍّف ًوًَِ هٖ عٌَاى ثِ

ٍ  زًهسٓ ؾهبزُ   چهطخ اقبضُ ًوَز. آًْب تَاى صسا اظ چٌس 

 ثٌٖ٘ ذطبٕ اًتمبل وطزًس ٍ ثب پ٘فگ٘طٕ ضا اًساظُ هبضپ٘،

إ هعمَل ث٘ي اٗي زٍ ٍخهَز زاضز.  ًكبى زازًس وِ ضاثطِ

 عول٘هبت  تأث٘ط تدطثٖ ثطضؾٖ ثِ [7] ٍ پبضؾ٘ي آوطثلَم

ٖ  جبزُؾهٌ  ٍ وبضٕ پطزاذت هبًٌس ًْبٖٗ هرتلف  ضٍٕ ظًه

 اضتعبقهبت  اظ ثباؾتفبزُ هبضپ٘، ٍ زًسٓ ؾبزُ طخچ صسإ

ِ  اٗي ثِ ٍ ٌسپطزاذت آًْب ٓقس گ٘ط‎ٕاًساظُ  ًسضؾه٘س  ًت٘ده

 قههَز‎هههٖ ؾطٍصههسا وههبّف ثبعهه  وههِ عههَاهلٖوههِ 

 ٍ اؾهت  زًهسُ ‎چهطخ  ٔزًساً پٌْبٕ افعاٗف ٍ ظًٖ جبزُؾٌ

 ًهبّوَاض  پطزاذهت  زّهس  ضا افعاٗف هٖ صسا وِ عَاهلٖ

ٖ   زًهسُ  چهطخ  ههبضپ٘،  ٔظاٍٗه  افعاٗف ٍ ؾطح  .ثبقهس  هه

ِ  [8] ٍ پهطظلح  ؾبن ثل تدطثهٖ ثهِ ثطضؾهٖ     صهَضت  ثه

 .ٌسصسإ ظٗبز پطزاذتزضاثط  زًسٓ ؾبزُ چطخوبّف عوط 

ِ  [9] تَولٖ ٍ ّبؾهط  ِ  ثه  زًهسٓ ؾهبزُ   چهطخ  وهطزى  ثٌْ٘ه

اظ ثطضؾٖ تبثع ّبضهًَ٘ه فَضِٗ زض ٗه خفت  ثباؾتفبزُ

ٕ  .پطزاذتٌهس  گ٘هطزاض  زًسٓ ؾبزُ چطخ  ّوىهبضاى ٍ  ثهًَط

ّهبٕ ؾهبزُ ثهطإ وهبّف     ‎زًسُ وطزى چطخ ثٌِْ٘ثِ  [10]

ٌهس.  اظ الگَضٗتن غًت٘هه پطزاذت  ثباؾتفبزُصسا ٍ اضتعبـ 
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ِ  [11] ٍالتَى ٍ زٗبضى ٖ  ثه ٖ  ثطضؾه  خهٌؽ  تهأث٘ط  تدطثه

 ٍ پطزاذتٌهس  آًْهب  تَؾط اٗدبزقسُ صسإ زض زًس‎ُچطخ

ِ  زاقهتٌس  ث٘بى ٕ زًهسُ ‎چهطخ  وه ٕ  ّهب ٖ  پل٘وهط  وهبهوَظٗت

ٖ  ّهب زًهسُ ‎چطخ صساتطٗي  ون  [12] و٘ؿهلٌ٘   .ثبقهٌس  هه

 پطٍف٘ل هحسٍز ثِ تأث٘ط اصلاح الوبىافعاض ‎اظ ًطم ثباؾتفبزُ

ِ  ٍ پطزاذهت  اًتمبل ذطبٕ وبّف زًسُ زض چطخ  اٗهي  ثه

ٕ  تأث٘ط زًسُ چطخ پطٍف٘ل اصلاح وِ ضؾ٘س ًت٘دِ  ثؿه٘بض

ثههِ  [13] ٍ فهه٘فپههبلوط  زاضز. اًتمههبل ذطههبٕ ٔزضًت٘دهه

زض وبّف ذطهبٕ اًتمهبل    ؾطزًساًِثطضؾٖ تأث٘ط اصلاح 

 .ٌسلسضت پطزاذت

قهسُ ثطضؾهٖ تحل٘لهٖ     اًدهبم ّبٕ  زض اوثط پػٍّف 
ِ  ذطبٕ اًتمبل ووتط هَضز تَخِ لهطاض  اؾهت؛ لهصا    گطفته

ذطبٕ  ٔهحبؾجت آى، زض اٗي پػٍّف ثِ ثبتَخِ ثِ اّو٘
ذطهبٕ   تروه٘ي . پطزاذتهِ قهسُ اؾهت    اًتمبل اؾتبت٘ىٖ

ولهٖ   هىهبى تغ٘٘طع٘ه٘ي  ًطهٖ زًساًهِ ٍ ت  ثطاؾبؼاًتمبل 
ًظط وطزى اظ ذطهبٕ ٌّسؾهٖ ٍ ذطهبٕ     ثب صطف زًساًِ

ٖ  زًسُ ؾبذت چطخ . اصهلاح پطٍف٘هل   گهطزز  هحبؾجِ هه
زًسٓ  چطخصسا زض ٗه خفت وبّف  هٌظَض ثِزًساًِ ً٘ع 

ٕ تحل٘لٖ  صَضت ثِ گ٘طزاض ههَضز  ذطهبٕ اًتمهبل    ثهطضٍ
 هطبلعِ لطاض گطفتِ اؾت.

 

 خطای اوتقال

ِ ، ثبٗهس  gearθ،  زًسُ ه٘عاى چطذف تئَضٕ چطخ  ٓاًهساظ  ثه
چٌه٘ي   اٗهي ، ثبقس اههب زض عوهل   pinionθچطذف پٌَ٘٘ى، 
،  زًهسُ  چهطخ  تئَضٕ إ ظاٍِٗ ؾطعت ث٘ي ً٘ؿت. تفبٍت

ِ  ؾطعت ثب ِ ٍالعهٖ،   إ ظاٍٗه ٕ  صهَضت  ثه  اًتمهبل  ذطهب
 (.1قَز )قىل  تعطٗف هٖ

 وههِ زاضز ٍخههَز اًتمههبل ذطههبٕ اظ اًههَا  هرتلفههٖ 
 :ٍ عجبضتٌس اظ زاضًس ٗىسٗگط ثِ ًؿجت اًسوٖ تفبٍت

 زضن .(Manufacturing TE) ؾبذت اًتمبل ذطبٕ •
ٖ . اؾهت  ؾبزُ ثؿ٘بض اًتمبل ذطبٕ ًَ  اٗي ِ  اظآًدهبٗ  وه

ِ  زًهسُ چطخ ّبٕ زًساًِ ٌّٔسؾ ٕ  هؿهتم٘ن  طهَض  ثه  ثهطضٍ
 ٗههه ثههطإ ذطٍخههٖ، ٓزًههس چههطخ إ ظاٍٗههِ هَلع٘ههت

 ّهط  ثٌبثطاٗي گصاضز، هٖ تأث٘ط ٍضٍزٕ ٓزًسچطخ هَلع٘ت
 ثبعه   اؾهت  هوىهي  ّهب  زًساًِ توبؼ ًٔمط زض تغ٘٘طٕ
 ؾهبذت  ثطاؾهبؼ  تغ٘٘ط اٗي. قَز اًتمبل ذطبٕ افعاٗف
ٕ  ٍ اؾهت  ّهب  زًهسُ چطخ  ًبه٘هسُ  ؾهبذت  اًتمهبل  ذطهب
ِ  اؾت اًتمبل ذطبٕ اظ ًَ  تٌْب اٗي .قَز هٖ  ٗهه  اظ وه

 .قَز هٖ گ٘طٕ اًساظُ زًس‎ُچطخ
 

 
 تعطٗف ذطبٕ اًتمبل  1قىل 

 

 اًتمبل ذطبٕ (.Static TE) اؾتبت٘ىٖ اًتمبل ذطبٕ •
ٖ  اًتمبل ذطبٕ ون، ؾطعت ٍ ثبضگصاضٕ تحت  اؾهتبت٘ى
 .قَز هٖ ًبه٘سُ

ٖ  اًتمهبل  ذطبٕ • ٕ  (.Kinematic TE) حطوته  ذطهب
 قهَز،  هٖ حبصل ؾبذت اًتمبل ذطبٕ اظ حطوتٖ اًتمبل

 زضًظهط  ً٘هع  ؾهطح  زض هَخَز ّبٕ ًبّوَاضٕ وِ زضحبلٖ
. ً٘ؿت ضؤٗت لبثل غ٘طهؿلح چكن ثب وِ قَز هٖ گطفتِ
ٖ  ٍ ؾبذت اًتمبل ذطبٕ ث٘ي ووٖ ثؿ٘بض تفبٍت  حطوته
 .زاضز ٍخَز

 وِ ظهبًٖ (.Dynamic TE) زٌٗبه٘ىٖ اًتمبل ذطبٕ •
 تعطٗف زٌٗبه٘ىٖ اًتمبل ذطبٕ ثبقس هتغ٘ط ؾطعت ٍ ثبض
 .[14]قَز  هٖ

 

 وزمی دوداوه ۀمحاسب

ذطبٕ اًتمهبل اؾهتبت٘ىٖ زض ٗهه خفهت      ٔهحبؾج ضًٍس
اثتسا ًطههٖ  ثبقس وِ  ثِ اٗي صَضت هٖ گ٘طزاضزًسٓ  چطخ

قَز؛ ؾهوؽ   زؾت آٍضزُ هٖ ثِ گ٘طزاضّبٕ  خفت زًساًِ
ٖ   ثباؾتفبزُ . قهَز  اظ ًطهٖ، ذطبٕ اًتمبل تروه٘ي ظزُ هه
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 حهس  تهب  زًسٓ ؾهبزُ  چطخ زًسأً زض ًطهٖ هحبؾجٔ ضٍـ
ِ  قهبهل  ٍ اؾت ٗبفتِ تَؾعِ [15] ٍثط تَؾط ظٗبزٕ  ؾه
 :اؾت فط 
ٖ  (الف ٖ  ًطهه ِ  تغ٘٘طهىهبى  اظ ًبقه  زضًظهط  ثهب  ؾهطزًساً

 .گ٘طزاضؾط ٗههبًٌس ت٘ط  آى گطفتي
علههت  ثههِ زًساًههِ تغ٘٘طهىههبى اظ ًبقههٖ ًطهههٖ (ة

 .زًسُ چطخثسًٔ پصٗطٕ  اًعطبف

 توهبؼ ّطتهعٗي   علهت  ثِ تغ٘٘طهىبى اظ ًبقٖ ًطهٖ (ح
 .زًساًِ زٍ ث٘ي
ّبٕ ٗه قبٗبى شوط اؾت اظ آًدبٖٗ وِ توبم زًساًِ 
ًطههٖ ّهط ٗهه اظ     ٔثطإ هحبؾجزًسُ قجِ٘ ّؿتٌس چطخ

وهبفٖ اؾهت ًطههٖ ٗهه      گ٘طزاضّبٕ زًساًِخفت چطخ
زضازاهِ ّط ٗه اظ ههَاضز ههصوَض    زًساًِ هحبؾجِ گطزز.

 قَز. تكطٗح هٖ
 

 دروظرز برا   سرزدوداوه  تغییزمکانوزمی واشی اس الف( 
اٍله٘ي گهبم ثهطإ    .  گیزدارسز یکگزفته آن ماوىد تیز 

 صَضت ثِ گطفتي زًساًِ زضًظط زًسُ، چطخ هحبؾجٔ ًطهٖ
ًبقٖ اظ ً٘هطٍٕ   تغ٘٘طهىبىهحبؾجٔ ٍ  گ٘طزاضؾط ٗهت٘ط 

 تغ٘٘طهىبى اٗي آٍضزى زؾتِ ث ثبقس. ثطإ ٍاضز ثط آى هٖ
 اٗهي تدعٗٔ  ٍٕ زٍ زًساًِ گ٘طزاضًمطٔ زض  ثب اعوبل ً٘طٍ

اٗدبز  تغ٘٘طهىبى زٍ هوبؾٖ، ٍ قعبعٖ هإلفٔ زٍ ثِ ً٘طٍ
ِ  تغ٘٘طهىهبى  اٍله٘ي  ؛قَزهٖ  زٍهه٘ي  ٍ ذوهف  علهت  ثه

ٖ  هإلفٔ) ثطقٖ ًبقٖ اظ ً٘طٍٕ تغ٘٘طهىبى ٍ  هوبؾه ( ً٘هط
 . اؾت
 زٍ اظ ٗهه  ّهط  اظ ًبقٖ تغ٘٘طهىبى هحبؾجٔ ثِ حبل 
 حبلت اٗي ولٖ تغ٘٘طهىبى ٍ قَزپطزاذتِ هٖ فَق عبهل

 شوهط  لبثل. آٗسهٖ زؾتِ ث تغ٘٘طهىبى زٍ ّط ًْٖ ثطّن اظ
 علت ذوف زٍ ثِ ذَز ذوكٖ ً٘ع تغ٘٘طهىبى وِ اؾت
ٖ  ٓقهس  اٗدهبز  ذوف ٍ هوبى اظ ًبقٖ ٓقس اٗدبز  اظ ًبقه
 .ثبقس هٖ ثطقٖ ً٘طٍٕ

 

ٕ   .خمشری واشری اس ممران    تغییزمکان ٔ  ثهطا  هحبؾهج
هوبى، ً٘طٍّهبٕ هوبؾهٖ ٍ قهعبعٖ     اظ ًبقٖ تغ٘٘طهىبى

 اٗهي  وِ ٗبثس اًتمبل هiٖ ثرف  خعء ثِ (2) هطبثك قىل
 گطزز:هٖ ضاثطٔ ظٗط صَضت ثِ هوبًٖ اٗدبز ؾجت اًتمبل

(1)           
             

     

 

 
 ت٘ط  صَضت ثِ زًسٓ ؾبزُ زًسأً چطخهسل   2قىل 

 [15] گ٘طزاضؾط ٗه

 

،   ذوكٖ ًبقٖ اظ هوبى زض ؾط ت٘هط،   تغ٘٘طهىبى 
اٌٗطؾهٖ   هوهبى  هطظٕ، هتَؾهط  قطاٗط گطفتي زضًظطثب 

ضاثطٔ  صَضت ثِ ،  ، هإثط ا ؾت٘ؿ٘تٔ هسٍل ٍ،   ؾطح،
 :[15] قَزهٖ هحبؾجِ ظٗط

 

         
 

   
     

 

  
      

  
 (      (𝜙

 

 
)        (𝜙

 

 
))

    
            

(2)  

 

 (3)طهَض وهِ اظ قهىل     اؾت ّوهبى  شوط لبثل الجتِ 
ٕ زٍ گ٘هطزاض  ًٔ٘هطٍٕ ٍاضز زض ًمطه     هكر  اؾهت؛ 

𝜙ʹزًساًِ، 
 

ً٘طٍ ثب هحَض لبئن زؾتگبُ هرتصهبت  ظاٍٗٔ  
وههبى زضضاؾههتبٕ افمههٖ هحههَض    ثههبظٍٕ ه   زًساًههِ، 
 θ خبٖٗ لبئن زًساًهِ زض هحهل ً٘هطٍ،   ِ خبث   هرتصبت،

هرتصهٔ         ،iخهعء ثرهف    طَلٖهرتصٔ      ق٘ت،
ًمطههٔ طههَلٖ هرتصههٔ     ، i+1ثرههف  ءطههَلٖ خههع

اضتفهب    tٕ ٍ گ٘طزاضًمطٔ عطضٖ هرتصٔ     ٕ، گ٘طزاض
گهطفتي اٗهي    زضًظهط ً٘ع ثهب    هحبؾجٔ  ولٖ زًساًِ اؾت.
ِ  زًساًِ ّط همطع هَضَ  وِ ؾطح  هؿهتط٘ل  صهَضت  ثه

ٍ  قهسُ  فط  ٖ  هوهبى  اؾهت   ثهب  ثطاثهط  هتَؾهط  اٌٗطؾه
زًساًِ  پبٕ ٍ ؾطزًساًِ زض ؾطحٖ اٌٗطؾٖ هوبى ه٘بًگ٘ي
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 .گطزز اؾت، هحبؾجِ هٖ
 

 
 زًساًِ ّوطاُ ثب پبضاهتطّبٕ هَضز اؾتفبزُقوبت٘ه   3قىل 

 

 𝜙هحبؾجٔ ثطإ  
ضٍاثط ظٗط ووهه گطفتهِ   اظ    ٍ   

 :[15] قَز هٖ
 

(3)   
 

 
    

(4)         𝜙  

(5)    
  

  
     𝜙  𝜙  

(6)   
            𝜙       

(7)            𝜙  𝜙  

(8) 𝜙 
  𝜙     

 ̅            √          
        

(9)  

(10)             

(11)    𝜙̅  
  

 ̅
 

(12)  ̅        𝜙̅  𝜙̅ 

(13)  ̅  𝜙 ̅̅ ̅  𝜙̅   ̅ 

            (
       𝜙

 

 

 
) 

(14)             ̅     ̅       ̅  

(15)                  

(16) 
       

      𝜙
 

 

 

 
 
 

 𝜙 
ٖ  ثِ (16)ضاثطٔ اظ    ٍ  (8)ضاثطٔ اظ    آٌٗهس.   زؾت هه

قعب  ف٘لهت،   rزًسُ،  پبٕ ٓزاٗطقعب      زض ضٍاثط فَق

RB   گهبم   ٔضربهت زًساًِ زض ًمط   هجٌب ٍ  ٓزاٗطقعب

ف٘لهت ثهطإ    ٔظاٍٗه  (15)زض ضاثطهِ     اؾت؛ ّوچٌ٘ي 

تي ، ثهب زاقه  (4) حساوثط تٌف اؾهت. اظ ًوهَزاض قهىل   

  زًساًِ، ًؿجت هَلع٘ت ً٘طٍ ثهِ ضهربهت ؾهط   

  
، ضٍٕ 

هحَض افمٖ ٍ هٌحٌٖ ًؿجت قعب  ف٘لهت ثهِ ضهربهت    

 ؾطزًساًِ، 

  
 آٗس.  هٖ زؾت‎ِاظ هحَض لبئن ث   ؛  

 

 
 [15]    ًوَزاض تع٘٘ي   4قىل 

 

 صَضت ثِگطفتي زًساًِ  زضًظطثؿتگٖ ثِ    همساض  
ِ   تٌف صفحِ ههسٍل   إ ثطحؿهت إ ٗهب وهطًف صهفح

تطت٘هت هطهبثك ضٍاثهط ظٗهط      ثِ،  ، زًسُچطخ ٔا ؾت٘ؿ٘ت
 گطزز: هحبؾجِ هٖ

 

(17)      

(18)    
 

      
 

 

پٌْبٕ  زًساًِ ثطحؿت إ ثَزىقط  وطًف صفحِ 
ِ  ، ٍ ، زًساًههِ  ،  گههبم ،ًمطههٔ زض  ضههربهت زًساًهه

 : [15]قَز  ترو٘ي ظزُ هٖ ضاثطٔ ظٗط صَضت ثِ
 

(19)   
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ثبقهس      همهساض   (19) ٔضاثطزضصَضتٖ وِ زض  
ِ هحبؾجبت زًساًِ  ِ   صهَضت  ثه إ صهَضت  تهٌف صهفح

 پصٗطز. هٖ
 

طهَض   ّوهبى   .خمشی واشی اس ویزيی بزشی تغییزمکان
ثبعه    L1هكر  اؾت ً٘طٍٕ ثطقٖ  (2) وِ اظ قىل

 ز:گطز‎هٖ ضاثطٔ ظٗط صَضت ثِ اٗدبز ٗه ذوف
 

(20)          𝜙 
    

 

، ؾطح اٌٗطؾٖ گطفتي قطاٗط هطظٕ، هوبى زضًظطثب  
ذوكهٖ   تغ٘٘طهىهبى ،   ، ههإثط  ٔا ؾت٘ؿه٘ت  هسٍل ٍ ،̅ 

ِ ، ثطإ ٗه زًساًِ   ًبقٖ اظ ً٘طٍٕ ثطقٖ،   صهَضت  ثه
 آٗس: زؾت هِٖ ث ضاثطٔ ظٗط

 

         
 

   
     

 

   
       

(21)         
      𝜙 

  

    ̅
            

 

ثبع   (2) زض قىل L1ً٘طٍٕ ثطقٖ   .بزشی تغییزمکان
 تغ٘٘طهىههبى قههَز. هههٖ iٖ ضٍٕ خههعء تغ٘٘طهىههبًاٗدههبز 
ثطحؿهت هتَؾهط   ، Dsًبقٖ اظ ً٘طٍٕ ثطقٖ،  ٔؾطزًساً

ِ ،  ، ٍ هسٍل ثطقٖ، ̅ ؾطح زًساًِ،  ضاثطهٔ   صهَضت  ثه
   ز:گطز‎هحبؾجِ هٖ ظٗط

 

(22)    
            𝜙 

  

  ̅
 

 

 ثطقههٖ ً٘ههطٍٕ ضههطٗت (22) ٔضاثطهه زض 2/1 عههسز 
ٖ  همطهع  ؾهطح  گهطفتي  زضًظهط  اظ ًبقٖ ٕ  هؿهتط٘ل  ثهطا
 اؾت. زًسُچطخ
 زضاثههط ٖولهه تغ٘٘طهىههبى (21،2ٍ  22) ضٍاثههط اظ 
ٖ  ،  ثهطـ زضضاؾهتبٕ اعوهبل ً٘هطٍ،      ٍ ذوف  ٍ ًطهه
 ز:گطز ضٍاثط ظٗط ث٘بى هٖتطت٘ت ثب  ثِ ،  ، آى ًبقٖ اظ

(23)                  𝜙 
   

(24)    
  

 
 

 

ثبض ثطإ پٌ٘٘هَى   ٗهلبثل شوط اؾت وِ ضٍاثط فَق  
 ثبٗس هحبؾجِ گطزًس.  زًسُ ثبض ثطإ چطخ ٗهٍ 
 

 علرر  بررهدوداورره  تغییزمکرران اس واشرری وزمرریب( 
گهبم ثعهسٕ ثهطإ    .  دورد   چرز   ۀبدور پذیزی  اوعطاف
ٖ  ذطبٕ اًتمبل،  ٔهحبؾج ًبقهٖ اظ   ٔزًساًه  هحبؾهجٔ ًطهه
 ٔثسًه آًدبٖٗ وهِ   اظزًسُ اؾت.  چطخ ٔثسًپصٗطٕ  اًعطبف
وبهل صلت ً٘ؿهت ٍ زاضإ ذبصه٘ت    طَض ثِزًسُ  چطخ

ثسًهِ   تغ٘٘طهىهبى پصٗطٕ ٍ  ثبقس، اظ اًعطبف ا ؾت٘ه هٖ
ٖ ضٗكٔ زًسازًسُ زض هحل  چطخ ًظهط   تهَاى صهطف   ًِ ًوه

گبُ زض هحهل ضٗكهِ    وطز. زضٍالع فط  ثبثت ثَزى تىِ٘
 تغ٘٘طهىهبى زض گبم ًرؿت فط  وبهلٖ ً٘ؿهت ٍ ثبٗهس   

 زًسُ ً٘ع هٌظَض گطزز. چطخ ٔپصٗطٕ ثسً ًبقٖ اظ اًعطبف
ثب  ٍ پبٌٖٗ٘ اظ اٗهي  وطاى  [16] هبتَؼ ٍ ّوىبضاى 

گبُ ا ؾت٘ه  ضا ثطإ ت٘طٕ هتصل ثِ ٗه تىِ٘ تغ٘٘طهىبى
 اٗكهبى س، ًه ززؾهت آٍض ِ ّبٕ هرتلهف ثه   ٍ ثطإ تَظٗع

آههسُ ثهب ًتهبٗح     زؾهت ‎ِوِ حهل ثه   ًسّوچٌ٘ي ًكبى زاز
ِ  تغ٘٘طهىهبى اٗهي   .تدطثٖ تطهبثك ذهَثٖ زاضز    ٍٔؾه٘ل  ثه

 .قَز هٖ ضطاٗجٖ ث٘بى
إ زضاثهط   چطذف ظاٍِٗ (الف -5)ثِ قىل  ثبتَخِ 
ِ    Vثطقٖ ٍ ً٘طٍٕ  Mهوبى  ِ ‎ثهطإ ت٘هط ًگه قهسُ   زاقهت

ِ تطت٘ت  ثِپصٗط  گبُ اًعطبف تَؾط تىِ٘ ّهبٕ   هطبثك ضاثطه
 : قَز ترو٘ي ظزُ هٖظٗط 

 

(25)        

(26)        
 

 تغ٘٘طهىههبى (ة -5)ّوچٌهه٘ي ثبتَخههِ ثههِ قههىل  
ثهههطإ ت٘هههط  Vٍ ً٘هههطٍٕ ثطقهههٖ  Mزضاثهههط هوهههبى 

ِ    زاقت‎ًِگِ پهصٗط هطهبثك    گهبُ اًعطهبف   قهسُ تَؾهط تى٘ه
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 :[16]گطزز  ظٗط هحبؾجِ هّٖبٕ  ضاثطِ
 

(27)        

(28)        

 

 
 

 ٍ چطذف زضاثط هوبى  تغ٘٘طهىبىقوبت٘ه   5قىل 

 ٍ ً٘طٍٕ ثطقٖ

 

ثهطإ ت٘هط    [16]هطخع آهسُ تَؾط  زؾتِ ضطاٗت ث 
ٍ هوهبى   Vگبُ اضتدهبعٖ تحهت ً٘هطٍٕ ثطقهٖ      ثب تىِ٘
 قًَس: ظٗط ث٘بى هٖ ّبٕ ثب ضاثطِ Mذوكٖ 

 

(29)    
     

     
  

(30)    
           

     
  

(31)    
     

    
 

(32)    
         

    
 

(33)    
     

    
 

(34)    
         

    
 

   
 

 
 (

 

  
 

 

 
)   (

 

  
 

 

 
) 

 

(35)            (
 

  
 

 

 
)   (

 

  
 

 

 
)  

 

 
   

ِ  (33ٍ  31، 29)ّبٕ ضاثطِ  إ ٍ ثطإ تٌف صهفح
إ ههَضز   ثطإ وطًف صفحِ (34ٍ  32، 30)ّبٕ ضاثطِ

ٍاضح  (5) طَض وِ اظ قىل ّوبىگ٘طًس. اؾتفبزُ لطاض هٖ
ِ     هوبى، اظ ًبقٖ چطذف علت ثِ    اؾت،  علهت  ثه

ٖ  خبِٖٗ خبث علت ثِ    ثطـ، اظ ًبقٖ چطذف  اظ ًبقه
 Rاؾهت ٍ   ثطـ اظ ًبقٖ خبِٖٗ خبث علت ثِ   هوبى ٍ 

ثطاؾهبؼ   تغ٘٘طهىهبى هطخهع ثهطإ    ًٔمطه فبصلِ اظ ٗه 
 .ثبقس هٖثطـ 
 (29ٍ  24)ّههبٕ ٍ ضاثطههِ (6)ثبتَخههِ ثههِ قههىل  

ثطإ     زض هوبى اظ ًبقٖ چطذف ثطاؾبؼ تغ٘٘طهىبى
هحبؾههجِ  (36) ٔضاثطههإ هطههبثك صههفحِ تههٌف حبلههت

ِ  ثِ زلت ثب ز.گطز هٖ ٕ ضاثطه  تغ٘٘طهىهبى  (31ٍ (26) ّهب
تروهه٘ي ظزُ  (37) ٔضاثطهههطههبثك  چههطذف ثطاؾههبؼ

( 33ٍ  27(27) ّههبٕ ضاثطههِ اظ ثباؾههتفبزُ قههَز. هههٖ
ٖ ِ خبث ثطاؾبؼ تغ٘٘طهىبى ٖ  خهبٗ هطهبثك   هوهبى  اظ ًبقه

ٕ  ضاثطِوه گطفتي اظ و ثب ثبقس. هٖ (38) ٔضاثط  28) ّهب
 ـ اظ ًبقٖ خبِٖٗ خبث ثطاؾبؼ تغ٘٘طهىبى (35ٍ   ثهب  ثهط

 س.آٗ زؾت هِٖ ث (39) ٔضاثطهطبثك  ،   √   فط 
 

 
 زًسُ چطخ ٔقوبت٘ه اتصبل زًساًِ ثِ ت٘ط ٗب ثسً  6قىل 

 

(36)    
        𝜙 

  

   
 {      

   
  

   } 

(37)    
        𝜙 

  

   
 {     (

   
  

) } 

(38)    
        𝜙 

  

   
 {     (

   
  

) } 

(39)    
        𝜙 

  

   
 {     } 

(40)    
        𝜙 

  

   
 {     

      𝜙 
  

      
} 
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 زضًظهط  ّوچٌه٘ي  ٍ فَق ّبٕٖٗخب خبثِ ثِ ثبتَخِ 
زًساًهِ   پبٕ زض ثطقٖ ً٘طٍٕ اظ ًبقٖ ٖٗخب خبثِ گطفتي
 اظ ًبقههٖ وههل ٖٗخههب خبثههِ ،(40) ٔضاثطهه صههَضت ثههِ

ٕ  زًهسُ  پصٗطٕ ثسًِ چهطخ  اًعطبف ِ  تهٌف  ثهطا  إصهفح
 :ثبقس هٖ ضاثطٔ ظٗط صَضت ثِ

 

   
        𝜙

 

 

 

   
{     (

   
  

)

 

 

               (
   
  

) 

(41)                (  
            𝜙

 

 

 

   
)} 

 

 اؾهت  ثطاثط إصفحِ وطًف ثطإ تطت٘ت ّو٘ي ثِ 
  :ثب

 

   
       𝜙

 

 

 

   
      {     (

   
  

)

 

 

       (
       

    
)(

   
  

) 

(42)            (   
           (𝜙

 

  
)

   
)} 

 

عطضهٖ   ٔ، هرتصه    زٍ ثطاثهط    زض ضٍاثط فَق  
 زض. هجٌهب اؾهت   ٓزاٗهط هحل ثطذَضز پطٍف٘ل اٌَٗلَت ٍ 

زًهسُ   چهطخ  ٔثسًه پهصٗطٕ  اًعطهبف  اظ ًبقٖ ًطهٖ ًت٘دِ
 آٗس:ت هٖزؾِ ث ضاثطٔ ظٗطهطبثك 

 

(43)    
  

 
 

 

 تمرا   علر   به دوداوه تغییزمکان اس واشی وزمی پ(
زؾهت  ِ ٖ وهِ ثه  تغ٘٘طهىهبً وِ  ثطإ اٗي  .دوداوه بیه دي

 گ٘طزاضزًسٓ  چطخزًسأً ٗه خفت  تغ٘٘طهىبىآٗس ثِ  هٖ
گهطفتي حبلهت    زضًظهط وبهلاط هٌطجك ثبقهس، گهبم ؾهَم    
 ّبؾت. اٌَٗلَت ٍ هٌحٌٖ ثَزى زًساًِ

ِ  ذو٘هسُ  ؾهطَح  ثهب  خؿن زٍ گبُ ّط   ٗىهسٗگط  ثه

ِ  توبؾكبى ذط ٗب ًمطِ قًَس، فكطزُ  توهبؼ  ؾهطح  ثه
ٕ تٌف ٍ زَق هٖ تجسٗل ِ  ّهب ٕ  ؾه  پسٗهس  زٍ آى زض ثعهس
ٖ تغ٘٘طهىهبً آٗس؛ زضًت٘دهِ تهٌف اٗدبزقهسُ ثبعه       هٖ

 ٕگ٘طزاض زض إ هؿئلِ چٌ٘ي .زضضاؾتبٕ ً٘طٍ ذَاّس قس
 زٍ ثه٘ي  توهبؼ . آٗهس  هٖ  پ٘ف ً٘ع زًسُچطخ ّبٕزًساًِ
 زًساًِ زض ٖتغ٘٘طهىبً اٗدبز ثبع  ذَز ًَٔث ثِ ً٘ع زًساًِ
ٖ  ضا تغ٘٘طهىهبى  اٗهي  وِ قَزهٖ ِ  ثهب  تهَاى  هه  ضٍـ ؾه
 :آٍضز زؾت‎ِث
 ُتمطٗت ّطتع. اظ اؾتفبز 
 تدطثٖ ً٘وِ تمطٗت  ِ ِ  تَؾهع  گطىپهبلو  تَؾهط  ٗبفته

[17]. 
 [17] ٍثط تَؾط ٗبفتِ تَؾعِ ضٍـ. 

ثهِ ّهن    اظآًدبٖٗ وِ تمطٗت ّهط ؾهِ ضٍـ فهَق    
تدطثهٖ   ً٘وِزض اٗي پػٍّف اظ تمطٗت  ،ثبقس ًعزٗه هٖ

توبؾهٖ   تغ٘٘طهىهبى ز. زضًت٘دهِ  گطز هٖپبلوگطى اؾتفبزُ 
 :[17] قَز هحبؾجِ هٖظٗط  صَضت ثِث٘ي زٍ زًساًِ 

 

(44)    
          

        
 

 

ِ ًطهٖ توبؾٖ  زضًْبٗت  زض  ضاثطهٔ ظٗهط   صهَضت  ثه
 ذَاّس آهس:

 

(45)    
     

    
              

 

 

(46)      
       

       
 

 

شوطقهسُ   ًطهٖ ؾِ ّط ًْٖ ثطّن اظ زًساًِ ول ًطهٖ 
ث٘بى  ضاثطٔ ظٗط صَضت ثِ (45ٍ  43ٍ  24)ّبٕ  ضاثطِزض 
  گطزز: هٖ

 

(47)             

 

 خطای اوتقال استاتیکی ۀمحاسب

 ٔضاثطاظ  ثباؾتفبزُزًسُ  پٌَ٘٘ى ٍ چطخوِ ًطهٖ  پؽ اظ آى
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قس، حبل ذطبٕ اًتمبل اؾهتبت٘ىٖ،  زؾت آٍضزُ ِ ث (47)
، ٍ ثهبض    اٍل،  ٔزًساًه قهسُ ثهط خفهت     هٌتمهل ، ثبض   

ثههطإ ًؿههجت  ،  ،  زٍم ٔزًساًههقههسُ ثههط خفههت  هٌتمههل
هحبؾهجِ   ظٗطظهبى ضٍاثط  اظ حل ّن 2ٕ ووتط اظ گ٘طزاض

 :[9] گطزز هٖ
 

(48)    
      

           
  

(49) 
   

      
           

        

(50) 
        

 

ثِ  2ٍ  1اًسٗؽ  فَقلبثل شوط اؾت وِ زض ضٍاثط  
 زض ٘هل پطٍف تغ٘٘هط  اقهبضُ زاضز؛  گ٘طزاضّبٕ  اًِخفت زًس
  پٌَ٘٘ى، 

  زًسُ،  چطخ ٍ ، 
 فضبٕ ذطبٕ ّوچٌ٘ي ، ٍ 

 ، صفط فط  قسُ     ّن،  زًجبل زًساًِ خفت ٗه ث٘ي
 اؾت. 

زض  گ٘هطزاض زًهسٓ   چطخٕ ٗه خفت گ٘طزاض ٌّٔسؾ 
 ًكبى زازُ قسُ اؾت. (7)قىل 

 
 زًسُ  ؾبزُ ٕ ٗه خفت چطخگ٘طزاضٌّسؾِ   7 قىل

 

ٕ، آغبظ گ٘طزاض ًٔمط، ًرؿت٘ي (7)ثِ قىل  ثبتَخِ 
  ًمطهِ    زًهسُ  چطخ ٓزًسپٌَ٘٘ى ثب ًَن  ٓزًستوبؼ ث٘د 
زًهسُ ثهب ذهط فكهبض ضا لطهع        ؾط چهطخ  ٓزاٗطاؾت وِ 

توهبؼ اظ وٌهبض    ٕٔ زٍ زًسُ، ًمطگ٘طزاض ٔازاهوٌس. ثب  هٖ
ذعز ٍ زضؾهت په٘ف    ؾَٕ ًَن زًسُ هٖ ثِپٌَ٘٘ى  ٓزًس

پٌ٘٘هَى زض توهبؼ    ٓزًسوِ توبؼ پبٗبى ٗبثس، ًَن  اظ آى
 ٓزاٗطٕ ًْبٖٗ خبٕ تلالٖ گ٘طزاض ًٔمطذَاّس ثَز. پؽ 

ذهط   ab اؾهت.  bؾط چطخ پٌَ٘٘ى ثب ذط فكهبض ٗعٌهٖ   
توبؾٖ ٗهه   ًٔمطتطٗي  پبٗ٘ي c ًمطِ گبم، p ،عول اؾت

 ٔ  LPSTC: Lowest Point of Single) پٌ٘٘هَى  زًساًه

Tooth Contact  ) ٍd  ِتوبؾهٖ ٗهه    ًٔمطه ثهب تطٗي  ث
 HPSTC: Highest Point of Single) زًساًهٔ پٌ٘٘هَى  

Tooth Contact ) ٖاؾهت وهِ     اقبضُ زاضًس. اٗي زض حبل
زًهسُ زض   ّهبٕ چهطخ   تٌْب ٗه خفت اظ زًساًِ c  ٍdث٘ي 

گ٘طز ٍ ذبضج اظ اٗي هحسٍزُ زٍ خفهت   توبؼ لطاض هٖ
،   ّبٕ  ذط ٓاًساظ. [18]ثبقس  ّب زض توبؼ هٖ اظ زًساًِ

ٖ  ِ ثه  ظٗهط اظ ضٍاثط    ٍ    ،    ،     آٌٗهس   زؾهت هه
[19]: 

 

(51)          

(52)    √   
    

      𝜙        𝜙  
 

(53)    √   
    

      𝜙        𝜙  
 

(54)    
  

       𝜙 
 

(55)                 𝜙  

(56)                 𝜙  

 

زًسُ ثب ّهن   ّبٕ چطخ ظهبًٖ وِ زٍ خفت اظ زًساًِ 
اٍل،  ٔزًساًهههههخفهههههت  تغ٘٘طهىهههههبىًهههههس گ٘طزاض

   
      

زٍم،  ٔزًساًه خفهت   تغ٘٘طهىهبى ، ثب      
   

      
ثٌبثطاٗي ذطبٕ اًتمهبل   ،، ثطاثط اؾت     
آٗس. اهب ٌّگبهٖ وِ  زؾت هِٖ ث (58ٍ  57) ّبٕ اظ ضاثطِ

ذطهبٕ اًتمهبل    ،ًهس گ٘طزاضّب ثهبّن   ٗه خفت اظ زًساًِ
ِ  تغ٘٘طهىبىثطاثط اؾت ثب هدوَ   ّهبٕ پٌ٘٘هَى ٍ    زًساًه

زض  قهَز.  ترو٘ي ظزُ هٖ (59) ٔضاثطزًسُ ٍ هطبثك   چطخ
اؾت ً٘طٍٕ ث٘ي ّهط   گ٘طزاضحبلتٖ وِ زٍ خفت زًساًِ 

هحبؾهجِ   (58) ٔضاثطه هطبثك  گ٘طزاضّبٕ  خفت اظ زًساًِ
ٍٕ ً٘هط    اٍل ٍ  ٔزًساًه ً٘هطٍٕ خفهت       .گهطزز  هٖ

ِ زًسأً خفت   ٔزًساًه ٗهه خفهت    زٍم اؾت. ظهبًٖ وه
 (60) ٔضاثطاؾت ً٘طٍ ثطاثط ثب ً٘طٍٕ ولٖ ٗعٌٖ  گ٘طزاض

 گكتبٍض اعوبلٖ ثط پٌَ٘٘ى اؾت.  اؾت ٍ



 1397ؾبل ث٘ؿت ٍ ًْن، قوبضٓ زٍ،   هحبؾجبتٖ زض هىبً٘هًكطٗٔ علَم وبضثطزٕ ٍ 

 

138 

      
      

         
      

      

(57)         
  

   
 

  
    

        
  

   
 

  
    

      

(58)          

(59)      
      

    
  

   
 

  
    

    

(60)    
 

      𝜙 
 

 

 تصحیح پزيفیل دوداوه

زًساًهٔ  گطزٗس تأث٘ط اصلاح پطٍف٘هل  اقبضُ وِ  طَض ّوبى
ٕ  زًسُ چطخ ٖ ذطهبٕ اًتمهبل    ثهطضٍ هَضهَ    ،اؾهتبت٘ى

زض اٗهي   .ثبقهس  اصلٖ هَضز ثح  زض پػٍّف حبضط هٖ
 زًهسُ  زًسأً چطخثرف ثِ ثطضؾٖ تأث٘ط اصلاح پطٍف٘ل 

 قَز. پطزاذتِ هٖذطبٕ اًتمبل اؾتبت٘ىٖ  ثطضٍٕ
قهبفت زض   تغ٘٘طهىهبى زًهسُ،  ذطبٕ ؾبذت چهطخ  

اضٕ اظ توهبؼ  ٌّگبم ًصت ٍ ذوف زًساًِ تحت ثبضگص
زًههسُ ٕ چههطخگ٘ههطزاضزض ٌّگههبم  صههح٘ح اٌَٗلههَت 

ّب بثٌْگبم زًساًِّبٕ ًوٌس؛ زضًت٘دِ توبؼخلَگ٘طٕ هٖ
قَز. ثهطإ  هٖزًسُ قىؿت چطخ ثبع  افعاٗف صسا ٍ

صسا اصلاح پطٍف٘ل زًساًِ ٗه عول هعوَل وبّف اٗي 
 .[20] اؾت
صههسإ ٗههه خفههت  ثههطإ وههبّف اضتعههبـ ٍ   
 زٍ حبلت اصلاح ٍخَز زاضز: گ٘طزاضزًسٓ  چطخ

اٗهي   (.Macro-Geometric) ٌّسؾٖ -اصلاح هبوطٍ( 1
ٕ ‎تغ٘٘ط قهىل اظخولِ  اصلاح ه ل٘وهت زض ٗه   گهطاى  ّهب

فمط زض اٍل٘ي گهبم   آٗس ٍ حؿبة هٖ ثِزًسُ  خفت چطخ
ٖ پصٗط  فطاٌٗس ططاحٖ اهىبى . ثهطإ اًدهبم اٗهي    ثبقهس  هه

ِ  تَاى اظ تغ٘٘ط پبضاهتطّهبٕ   اصلاح هٖ ّهب،   تعهساز زًساًه
ٖ . زضاؾتفبزُ ًوَزفكبض ٍ لمٖ  ٔظاٍٗلططّب،  وهِ   صهَضت
عهلاٍُ ثهط    تغ٘٘طقهىل اٗهي   ّب ًكبى زازُ اؾت پػٍّف

ٕ ظٗبز، تهأث٘طـ   ّٔعٌٗ صهسا ٍ اضتعهبـ   وهبّف   ثهطضٍ
 اؾت.  ثَزُ  ًباه٘سوٌٌسُ

2(  ٍ  .(Micro-Geometric) ٌّسؾههٖ -اصههلاح ه٘ىههط

 زًساًِ اؾت.  Gوٌبضقبهل حصف هَاز اظ 
ٌّسؾٖ پطٍف٘ل  -ثطإ اصلاح ه٘ىطٍچٌسٗي ططح  
ؾبظٕ پ٘كهٌْبز قهسُ   ثٌِْ٘ هٌظَض ثِّبٕ ؾبزُ زًسُچطخ

ّهبٕ هرتلفهٖ اظ اصهلاح    ّهب اًترهبة  اؾت. اٗي طهطح 
ًِ ّن ثهطإ پٌ٘٘هَى ٍ ّهن    ضٗكٔ زًساؾطزًساًِ، اصلاح 

ِ ضا قبهل هٖ زًسُ ثطإ چطخ ّهبٕ هرتلهف   قَز. گعٌٗه
 ؾبظٕ ثِ اٗي قطح اؾت:  ثٌِْ٘ثطإ 

 زًسُ زًسأً چطخاصلاح ؾط. 

 زًسُ زًسأً چطخ ٔضٗكٍ  اصلاح ؾط. 

  زًسُ ٍ پٌَ٘٘ىچطخ ٔؾطزًساًاصلاح. 

 پٌَ٘٘ى. زًسُ زًسأً چطخ ٔضٗكٍ  اصلاح ؾط ٍ 
ّههبٕ فههَق تَضهه٘ح زازُ   زضازاهههِ اًههَا  اصههلاح  
 قَز. هٖ

هكر  اؾهت اصهلاح    (8)قىل طَض وِ اظ  ّوبى 
ًساًِ ذَاّهس  ؾهطز اًساظٓ ف زض وبّ صَضت ثِؾطزًساًِ 

ِ  (9) ًِ هطبثك قهىل ضٗكٔ زًسااصلاح  .ثَز  صهَضت  ثه
اصهلاح   ٍ پصٗطز ًِ اًدبم هٖضٗكٔ زًسااًساظٓ وبّف زض 
 فهَق تطو٘ت زٍ حبلت   زًسُ زًسأً چطخ ٔضٗكزض ؾط ٍ 

 (.11ثبقس )قىل  هٖ
 ظم ثِ شوهط اؾهت وهِ اؾهتفبزُ اظ ضٍـ اصهلاح       

ٍ احتوهبل   ثبقس ًِ هٖضٗكٔ زًساتط اظ  ّب ضاحت ؾطزًساًِ
ذطب ً٘ع زض آى ووتط اؾت. ّوچٌه٘ي ٌّگهبهٖ وهِ ً٘هبظ     

ّهب ثهسٍى تغ٘٘هط ثوبًهس      زًسُ ثبقس پطٍف٘ل ٗىٖ اظ چطخ
زًهسُ اؾهتفبزُ    چطخ ٔضٗكاظ اصلاح ؾط ٗب ؾط ٍ  هعوَ ط

 .[10] قَز هٖ
 

 
 ؾطزًساًِ ٓقس اصلاحپطٍف٘ل   8قىل 
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 ًِضٗكٔ زًسا ٓقس اصلاحپطٍف٘ل   9قىل 

 

 
 ًِضٗكٔ زًساؾط ٍ  ٓقس اصلاحپطٍف٘ل   10قىل 

 

 (61) ٔضاثطه ، هطهبثك      ووٌِ٘ همهساض اصهلاح،    
،          ثطاثهط ث٘كهٌِ٘ ذطهبٕ فضهبٖٗ،     زٍهؿبٍٕ ثب 

 ٔزًساًه ٗهه خفهت    ًٔمطه ثهب تطٗي   تغ٘٘طهىبىعلاٍُ  ثِ
اؾت؛ ٍ ث٘كٌِ٘ همساض اصهلاح زٍثطاثهط          ، گ٘طزاض

 اؾت.  اٗي همساض پ٘كٌْبز قسُ

 

(61)                        

 

 زلت قَز همساض ذطبٕ فضبٖٗ صفط فهط  قهسُ   
ٍ قعب  اٗي  (45ٍ  41ٍ  23)اظ ضٍاثط        اؾت ٍ  

 :[21] آٗس زؾت هِٖ ث ضاثطٔ ظٗطًمطِ هطبثك 
 

(62)        √   
     

  

(63)         
     

  
 

(64)               𝜙   √   
     

  
 

هحل ثطذَضز ذط عوهل      ،(7)قىل  ثِ ثبتَخِ 
هحل ثطذَضز ذط عوهل ثهب      پٌَ٘٘ى ٍ  ٕهجٌب ٓزاٗطثب 

 .ثبقس هٖزًسُ  چطخ ٕهجٌب ٓزاٗط

 ضاثطهٔ ظٗهط  طَل اصلاح اٌَٗلهَت زًساًهِ هطهبثك     
 :گطزز هحبؾجِ هٖ

 

(65)      
          

   
  
 

 
 

 

 SAP( Start Active Profile) ،(65)ٔ ضاثطهههزض  
 EAP( End Active Profile)قهطٍ  پطٍف٘هل فعهبل ٍ    
ٍ  ،   ٕگهبم هجٌهب   وِ ثطحؿت پبٗبى پطٍف٘ل فعبل اؾت

قهًَس   هٖهطبثك ضٍاثط ظٗط ترو٘ي ظزُ  ،  إ گبم زاٗطُ
[13]: 

 

(66)     
√  

    
 

  
 

(67)     
             √  

    
 

  
 

(68)            

 

 ساسی ي بزرسی وتایج شبیه

ثطضؾٖ اصلاح پطٍف٘ل زض ذطبٕ  هٌظَض ثِزض اٗي ثرف 
 (1) إ هطهبثك خهسٍل  زًهسُ ٘ىٖ، هسل چطخاًتمبل اؾتبت

گطفتِ قسُ اؾت ٍ پؽ اظ تطؾ٘ن ذطهبٕ اًتمهبل    زضًظط
ثههِ ٗههه وههس   (1-60)ضٍاثههط اؾههتبت٘ىٖ ثههب تجههسٗل  

، تأث٘ط (Matlab) افعاض هتلت اظ ًطم ثباؾتفبزًَُٗؿٖ  ثطًبهِ
اصلاح پطٍف٘ل ضٍٕ ذطهبٕ اًتمهبل ههَضز ثحه  لهطاض      

 گطفتِ اؾت.
( 1ّبٕ خسٍل )‎بت٘ىٖ زازًُوَزاض ذطبٕ اًتمبل اؾت 

( ضؾهن  11، زض قهىل ) گ٘طزاض ٔزًساًثطإ چطذف ٗه 
 گطزٗسُ اؾت.

    ثبثطاثط  گ٘طزاض ٔزًساًهمساض چطذف ثطإ ٗه  

  
 

 ًٔبح٘هكر  اؾت  (12)طَض وِ اظ قىل  اؾت. ّوبى

زًهسُ   ٕ چهطخ گ٘طزاضهتعلك ثِ  ذطبٕ اًتمبل ًوَزاض اٍل

، اؾهت ٕ گ٘طزاضزضحبلتٖ وِ زٍ خفت زًساًِ زض قطٍ  

ٕ ٗهه خفهت اظ   گ٘هطزاض زٍم هتعلك ثهِ   ًٔبح٘ ثبقس. هٖ
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همهساض ذطهبٕ اًتمهبل     ٍ ثبقهس  زًسُ هٖ ّبٕ چطخ زًساًِ

ث٘كهتطٗي همهساض ضا زاضز، ظٗهطا زض اٗهي      اٗي حبلت ثطإ

زًهسُ ثهِ اٗهي     حبلت توبم ً٘طٍٕ اًتمبلٖ تَؾهط چهطخ  

 ً٘هع  ؾَم ًوهَزاض  ًٔبح٘ اعوبل قسُ اؾت.خفت زًساًِ 

ِ    ٕ چطخگ٘طزاضهتعلك ثِ  زٍ خفهت   زًهسُ زضحهبلتٖ وه

 .ثبقس ٕ اؾت، هٖگ٘طزاضزًساًِ زض پبٗبى 
 

 [9]هَضز اؾتفبزُ  ٓزًس چطخهكرصبت   1خسٍل 

 زًسُ چطخ پٌَ٘٘ى زًسُ پبضاهتطّبٕ چطخ

 35 34 تعساز زًساًِ

 72/77 50/79 (mm)قعب  ث٘طًٍٖ 

 31/67 34/69 (mmزاٗطُ ضٗكِ )قعب  

 45/28 45/28 (mmپٌْبٕ زًساًِ )

 37/7 37/7 (mmضربهت )

 27/1 27/1 (mmقعب  ف٘لت )

 68/1 68/1 ًؿجت توبؼ

 24/0 24/0 (mm/1) هسٍل

 20 20 (degفكبض ) ٔظاٍٗ

 1/148 1/148 (mmهطوع تب هطوع ) ٔفبصل

 791 791 (Nmگكتبٍض )

 206 206 (GPaهسٍل ا ؾ٘ؿ٘تِ )

 3/0 3/0 ضطٗت پَاؾَى
 

 
 ًوَزاض ذطبٕ اًتمبل  11قىل 

 

ؾٌدٖ ًوَزاض ذطبٕ اًتمهبل پهػٍّف    ثطإ صحت 
طَض وِ  اؾت. ّوبى  همبٗؿِ گطزٗسُ [9]هطخع  حبضط ثب
ل ( هكر  اؾت همساض ث٘كٌِ٘ ذطبٕ اًتمب11اظ قىل )
ه٘ىطٍهتط ٍ زض پػٍّف حبضط  28هعبزل  [9]زض هطخع 

ٕ   ترو٘ي ظزُ قسُ اؾهت. ه٘ىطٍهتط  29  زضًت٘دهِ ذطهب
اًتمبل پػٍّف حبضط ًؿجت ثِ هطخع فهَق زض حهسٍز   

 ٍٔ اٗهي ه٘هعاى ذطهب تهأث٘طٕ زضًت٘ده      اؾهت ؾِ زضصس 
 خَاة ٍ اًتربة ثْتطٗي حبلت اصلاح پطٍف٘ل ًساضز.

 

 
  گ٘طزاضزًسٓ  چطخثٌسٕ ً٘طٍ زض ٗه خفت  تمؿ٘ن  12قىل 

 [22]زض ٗه ؾ٘ىل 

 

اًتمبل ثِ تأث٘ط اصهلاح  ؾٌدٖ ذطبٕ  پؽ اظ صحت 
پطٍف٘ل ضٍٕ ًوَزاض ذطبٕ اًتمهبل اؾهتبت٘ىٖ پطزاذتهِ    

زًسأً . زضاثتههسا تههأث٘ط اصههلاح پطٍف٘ههل ؾههط قههَز‎هههٖ
ٖ  زًسُ چطخ صهَضتٖ وهِ   زض .گ٘هطز  هَضز ثطضؾٖ لطاض هه

ثِ اًدبم گ٘طز،  زًسُ زًسأً چطخؾطاصلاح پطٍف٘ل ضٍٕ 
ٕ ٗه خفت زًساًهِ هطهبثك قهىل    گ٘طزاضوِ  اٗي علت

ِ      ًبح٘ٔقَز  اظ ؾطزًساًِ قطٍ  هٖ (13)  ٓاًهساظ  ثه
اظآًدبٖٗ وِ اٗي ثبظُ  .ٗبثس ، افعاٗف هٖ  طَل اصلاح، 

 ثبقس زضًت٘دِ هٖ گ٘طزاضزًسأً زٍخفت ٔ ًبح٘هتعلك ثِ 
هتعلك ثِ ٗهه   ًٔبح٘ ،    لؿوت ثب افعاٗف اٗي ثبظُ

ٖ        ٓثهبظ ثِ  ،گ٘طزاض ٔزًساًخفت   .ٗبثهس  وهبّف هه
ِ ًوَزاض  هطهبثك قهىل    ذطبٕ اًتمبل ثب اصلاح ؾهطزًساً

 .ذَاّس قس (14)
 

 
 ٕ زض طَل پطٍف٘ل زًساًِگ٘طزاضًمب    13قىل 
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ٗه  ًٔبح٘گطزز  هكبّسُ هٖ (14) ثب زلت زض قىل 
 3/14ًؿجت ثِ حبلت ثسٍى اصلاح  گ٘طزاض ٔزًساًخفت 

ٕ    اٗهي  زل٘ل ثِ .ٗبثس زضصس وبّف هٖ  وهِ حهساوثط ذطهب
ؾت ثٌبثطاٗي ثب وبّف اٗهي  ا     ٓثبظاًتمبل هتعلك ثِ 

زضٍالهع اصهلاح پطٍف٘هل     .ٗبثهس  صسا ً٘ع وبّف هٖثبظُ 
ِ ٕ زٍ زًساًِ گ٘طزاضقَز وِ  زًساًِ ثبع  هٖ  صهَضت  ثه

تهط ٍ   ٕ اتفهبق افتهس ٍ اٗهي ًهطم    تهط  تط ٍ ٗىٌَاذهت  ًطم
ثبع  وبّف ذطب ٍ وبّف ؾطٍصسا  تط قسى ٗىٌَاذت

ثبقس صهسإ   ذَاّس قس ٍ ّط چِ همساض اٗي ذطب ووتط
 ٗبثس. هٖ ٕث٘كتطوبّف زًسُ  چطخ

 
 زًسُ زًسأً چطخؾط ثب اصلاح اًتمبل ذطبٕ ًوَزاض  14قىل 

 

 ٔضٗكه حبلت زٍم تأث٘ط اصلاح پطٍف٘ل ضٍٕ ؾهط ٍ   
علاٍُ ثط اتفبلٖ  زض اٗي حبلت ثبقس. هٖ زًسُ زًسأً چطخ

ضٗكهٔ  افتس ّوبى حبلت ً٘ع ثهطإ   وِ ثطإ ؾطزًساًِ هٖ
 ٓثهبظ ٍ       ٓثهبظ ثهِ       ٓثبظ .آٗس ه‎ًِٖ پ٘فزًسا

ثهب زلهت زض ًوهَزاض     .ٗبثس افعاٗف هٖ      ثِ    
، زًهسُ  زًساًهٔ چهطخ  ضٗكهٔ  ذطبٕ اًتمبل اصلاح ؾهط ٍ  

زًساًهٔ  ٗه خفت ثبظٓ گطزز وِ  كبّسُ هٖه، (15)قىل 
 ٗبثس. زضصس وبّف هٖ 2/37 گ٘طزاض
زًسأً ؾهط حبلت ؾَم تأث٘ط اصهلاح پطٍف٘هل ضٍٕ    
ًوهَزاض   زض اٗهي صهَضت   ثبقهس.  ٍ پٌَ٘٘ى هٖ زًسُ چطخ

( ذَاّس قس. هطهبثك  16)ذطبٕ اًتمبل آى هطبثك قىل 
 57حهسٍز   گ٘هطزاض زًساًهٔ  ٗه خفهت  ًبح٘ٔ اٗي قىل 

ٗبثس. علت ً٘هع اٗهي اؾهت وهِ ّوهبى       زضصس وبّف هٖ
آٗهس، ثهطإ    زًسُ پ٘ف هٖ چطخ ٔؾطزًساًحبلتٖ وِ ثطإ 

 افتس. هٖاتفبق  ً٘ع زًسأً پٌَ٘٘ىؾط

زًساًهٔ   ٔحبلت چْبضم تهأث٘ط اصهلاح ؾهط ٍ ضٗكه     
تطو٘هت  ٍالع زضاٗي حبلت  ثبقس. ٍ پٌَ٘٘ى هٖ زًسُ چطخ
ًوَزاض ذطهبٕ   ثبتَخِ ثِ ّبٕ فَق ذَاّس ثَز ٍ حبلت

(، ثهبظٓ ٗهه خفهت ًبح٘هٔ گ٘هطزاض      17قىل )اًتمبل آى 
 زضصس وبّف ٗبفتِ اؾت.  71اًساظٓ  ثِ

 

 
  ٔضٗكثب اصلاح ؾط ٍ اًتمبل  ذطبٕ ًوَزاض  15قىل 

 زًسُ زًسأً چطخ
 

 
 زًسأً ؾط اصلاح اًتمبل ثب ذطبٕ ًوَزاض  16قىل 

 زًسُ ٍ چطخ پٌَ٘٘ى
 

 
 ضٗكٔ زًسأً  ٍ ؾط ثب اصلاح اًتمبل ذطبٕ ًوَزاض  17قىل 

 زًسُ ٍ چطخ پٌَ٘٘ى
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طَض وِ لجلاط شوط گطزٗس ّطلسض ه٘عاى وهبّف   ّوبى 

زًهسُ   ٕ ث٘كهتط ثبقهس، ؾطٍصهسإ چهطخ    گ٘هطزاض  ًٔبح٘

ً٘ع ٗبثس وِ ّسف اصلٖ اٗي پػٍّف  وبّف ث٘كتطٕ هٖ

 ثبقس. هٖوبّف ؾطٍصسا 

زًسُ زض صٌعت ٍ توبٗل ثِ  چطخ ٓاؾتفبزثِ  ثبتَخِ 

ّب ٗب ّط زٍ  زًسُ ّبٕ ٗىٖ اظ چطخ اصلاح پطٍف٘ل زًساًِ

ٖ  زًسُ ٗىٖ اظ حبلت چطخ قهَز.   ّبٕ اصلاح اًتربة هه

 هكهر  اؾهت   (18)ظ ًوهَزاض قهىل   طَض وهِ ا  ّوبى

ٍ  زًهسُ  زًساًهٔ چهطخ  ضٗكهٔ  اصلاح پطٍف٘ل ضٍٕ ؾط ٍ 

زضحهبلتٖ   ثبقس. زضٍالع ثْتطٗي حبلت اصلاح هٖپٌَ٘٘ى 

ٍ پٌ٘٘هَى    زًسُ زًسأً چطخ ٔضٗكوِ اصلاح ضٍٕ ؾط ٍ 

اًدبم گ٘طز همساض ذطبٕ اًتمبل زض خبٖٗ وِ ٗه خفهت  

زضًت٘دههِ  ،اؾههت ووتههطٗي ثههبظُ ضا زاضز گ٘ههطزاضزًساًههِ 

ثِ ثطضؾٖ تهأث٘ط   [9] هطخع .ٗبثس ً٘ع وبّف هٖ طٍصساؾ

اظ تههبثع ّبضهًَ٘ههه  ثباؾههتفبزُاصههلاح پطٍف٘ههل زًساًههِ 

زؾت آهسُ وِ اصلاح ؾهط   پطزاذتِ اؾت ٍ اٗي ًت٘دِ ثِ

وهِ تطهبثك    ًِ ثْتطٗي حبلت اصلاح اؾهت ضٗكٔ زًساٍ 

ضهط ٍ ًتهبٗح   پهػٍّف حب  تحل٘لٖ لبثل لجَلٖ ث٘ي ًتبٗح

 ز. گطز هكبّسُ هٖاٗي هطخع 

وهِ   ثهب اٗهي   ؾطزًساًِاؾت وِ اصلاح   اٗي زضحبلٖ  

ِ ذطبٕ اًتمهبل ٍ  ثبع  وبّف  صهسا  تجهع آى وهبّف    ثه

 ً٘ع قَز اهب ثبع  وبّف هتَؾط هوبى اٌٗطؾٖ ؾطح هٖ

ِ . قَز هٖ ثبعه    وهبّف هوهبى   ضاثطهٔ ظٗهط  ثهِ   ثبتَخه

ذَاّس قس وِ اٗهي افهعاٗف    ؾطزًساًِافعاٗف تٌف زض 

ت ؾطزًساًِ ضا افعاٗف ذَاّهس زاز.  تٌف احتوبل قىؿ

اصلاح ضٗكِ ً٘ع ثبع  افعاٗف تٌف زض ضٗكهِ ذَاّهس   

 زّس. قس وِ قىؿت ضا زض ضٗكِ افعاٗف هٖ
 

(69)   
 

 
 ⁄
 

 

 
 اًَا  هرتلف اصلاح پطٍف٘ل زًساًِ ٔهمبٗؿ  18قىل 

 

 گیزیوتیجه

 ؾهبزُ  زًهسٓ  چهطخ ّسف اظ اٗي پػٍّف اصلاح پطٍف٘ل 
ٕ وبّف ذطبٕ اًتمبل اؾهتبت٘ىٖ اؾهت.    هٌظَض ثِ  ذطهب

ِ زًساًهِ   ًطهٖ ثط هجٌٖ اًتمبل اؾتبت٘ىٖ ٖ  ثه  ضٍـ تحل٘له
ؾهِ   زًساًِ ٗه هحبؾجٔ ًطهٖ ثطإ. هحبؾجِ قسُ اؾت

ٕ  اثهط  ثط ت٘ط قىل فط  تغ٘٘ط ٖ  ً٘هطٍ  ٍ ثهطـ،  ذوكه
ٖ  ٍ زًهسُ  چهطخ  ٔثسًه ثب فط  صلت ثهَزى   ًطهٖ  ًطهه

 .قس گطفتِ زضًظط ّطتع اظ تئَضٕ ثباؾتفبزُتوبؾٖ 
ؾوؽ ثِ تأث٘ط اصهلاح پطٍف٘هل زًساًهِ زض وهبّف      

ًتهبٗح اٗهي پهػٍّف ًكهبى      .ذطبٕ اًتمبل پطزاذتِ قس
 ٍ پٌ٘٘هَى  زًهسُ  زًسأً چطخضٗكٔ اصلاح ؾط ٍ  زّس هٖ

ثبقهس ٍ اٗهي اصهلاح ثبعه      ٖ ثْتطٗي حبلت اصلاح هه 
خفهت   (،12، قىل)ٗهًبح٘ٔ زضصس  70وبّف حسٍز 

  قَز. هٖ گ٘طزاضزًسأً 
هؿهتم٘وٖ ثهب   ضاثطهٔ  اظآًدبٖٗ وهِ ذطهبٕ اًتمهبل     

زاضز، ّط عبهلٖ وهِ   گ٘طزاضزًسٓ  چطخصسإ ٗه خفت 
ّهبٕ   زًهسُ  ثبع  وبّف ذطبٕ اًتمبل قَز صسإ چطخ

 زّس. ضا ً٘ع وبّف هٖ گ٘طزاض
وهِ   لبثل شوط اؾت وِ اصلاح پطٍف٘ل زًساًِ ثب اٗهي  

ثبعهه  وههبّف ذطههبٕ اًتمههبل اؾههتبت٘ىٖ ٗههه خفههت  
قَز، اهب تٌف ٍ احتوهبل قىؿهت    هٖ گ٘طزاضزًسٓ  چطخ

 زّس. زًساًِ ضا افعاٗف هٖ



 هْطزاز پَضؾٌ٘ب -ق٘سا هحمك  ...هٌظَض وبّف زًسٓ ؾبزُ ثِ اصلاح پطٍف٘ل چطخ
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  S-(RPSP)3 ساختار با جدید کروی موازی روبات یک نیرویی کامل ینامیکید بالانس

 ای چندمیله مکانیسم یک افسودن با
 )ٗبدداضت پژٍّطٖ(

 

 (2)ٕاًفسادخَاد   (1)ٕدز٘حهْدِٗ 

 

اًدبم بً٘صم اضبفِ اش زٍش افصٍدى هى ثباستفبدُ خدٗد زٍثبت هَاشٕ وسٍٕاٗي همبلِ ثسزسٖ ضساٗظ ثبلاًس دٌٗبه٘ىٖ ً٘سٍٖٗ ٗه دز   چکیده
 ّبٕ ضتبةوِ ثبػث حرف  ضَد هٖاستفبدُ  ٕا گًَِ ثِاضبفِ ٍ اتػبل آى ثِ ّس ضبخِ زٍثبت پ٘طٌْبدٕ اش ٗه هىبً٘صم  زٍش دز. ضَدٖ ه

سپس ثب  ً٘سٍٖٗ زٍثبت ضَد.دٌٗبه٘ىٖ خسم لغصًدُ دز هؼبدلات ثبلاًس  ٍثسگطت زفتًبضٖ اش لسشضٖ حرف ً٘سٍّبٕ  دِ٘دزًتٍ  وَزَٗل٘س

آداهص، ًطبى  افصاز ًسماش  ثباستفبدُثب تحل٘ل دٌٗبه٘ىٖ زٍثبت  ،. دزپبٗبىضَد هٖافصٍدى سِ ٍشًِ ثِ ّس ضبخِ زٍثبت، ثبلاًس ً٘سٍٖٗ زٍثبت اًدبم 
ٍ  y ،79% دززاستبٕ، x ،98% دززاستبٕه٘بًگ٘ي  عَز ثِزٍثبت  ٔپبٗثِ  ضدُ هٌتمللسشضٖ ، ً٘سٍّبٕ ضدُ ازائِاش زٍش  ثباستفبدُوِ  ضَدٖ هدادُ 

 وبّص خَاٌّد ٗبفت. z، 99.4% دززاستبٕ

 .خسم افصٍدُ ;لسشضًٖ٘سٍٕ  ;زٍثبت هَاشٕ وسٍٕ ;ً٘سٍٖٗدٌٗبه٘ىٖ ثبلاًس   کلیدیهای  واشه

 

 

Complete Dynamic Shaking Force Balancing of a 3(RPSP)-S Spherical 

Parallel Robot Using Extra Linkage 

M. Heydari  J. Enferadi  

 

Abstract  In this paper, an approach for reducing the shaking force of a spherical parallel robot using 

extra mechanisms is proposed. The proposed method vanishes the Coriolis acceleration terms due to 

moving the slider links on each branch from force balancing equation. For this purpose, two links are 

added to each branch of the manipulator as an extra linkage mechanism. Next, three weights are added to 

each branch of the robot for reducing the applied shaking forces on the base platform. Finally, the 

dynamic numerical simulations is performed using ADAMS software. The results show a reduction in the 

applied shaking forces on the base as much as 98%, 79% and 99.4% along the X, Y and Z axes, 

respectively. 
 

Key Words  Shaking force; Force balancing; Spherical parallel robot; Inverse kinematics. 
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 مقدمه

ِ ٕ هوَاشٕ  ّب صم٘هىبً ٖٗ تؼسٗو   ّوب  صم٘هىوبً  ػٌوَاى  ثو
ِ تَسوظ   آًْوب  غفحٔ هتحوسن وِ  ضًَدٖ ه ٕ ّوب  ضوبخ

ّوس   ٍ ضوَد ٖ هو هتػول   پبٗٔ ثبثتسٌ٘وبت٘ىٖ هتؼدد ثِ 
 دزًظوس سوسٕ  ٗه هىوبً٘صم   ػٌَاى ثِ تَاًدٖ هً٘ص ضبخِ 

هوه ووبلَ٘ى ٍ    ٍٔس٘ل ثِهَاشٕ  ّبٕ زٍثبت گسفتِ ضَد.
هغبلؼبت همدهبتٖ  [2]د ٍ ّبًت پ٘طٌْبد دادُ ض [1]فن 

هوَاشٕ هتتلو  زا اًدوبم     ّبٕ زٍثبت ّبٕ ثٌدٕ تسو٘ت
هوَاشٕ   ّبٕ هىبً٘صمسسٕ  ّبٕ هىبً٘صمدزهمبٗسِ ثب  داد.

ًسوجت لودزت ثوِ     اٌٗسسٖ حسوتٖ ووتس، سفتٖ ثوبلاتس، 
ٕ هَاشٕ ثسإ ّب صم٘هىبً زٍ اٗي اشٍشى ثبلاتس ٍ... دازًد. 

 ِ ثسو٘بز   سوسػت ثوبلا   ثوب  وبزثسدّبٕ زٍثبت٘ىٖ پ٘طوسفت
ً٘وص   آًْوب هٌبست ّستٌد. ًظ٘س سبٗس ٍسوبٗل زٍثوبت٘ىٖ،   

اٗوي  خوَد دز حو٘ي    ٔٗو پبزا ثوِ   گطتبٍزّبٖٗ ً٘سٍّب ٍ
ٍ ثبػوث خسوتگٖ،    وٌٌود ٖ هو ٍازد  ّوبٕ سوسٗغ   حسوت

ازتؼبش، غدا ٍ خساثٖ دز سبختبزّبٕ حوبٗتٖ هىبً٘صم 
 .ضًَدٖ ه

ٕ  زٍثوبت گرضتِ  ٔدّدز عَل چٌد   هوَاشٕ زاُ   ّوب
ِ ا ثِ غوٌؼت ثوسإ   خَد ز ٕ ووبزثسدٕ ًظ٘وس   ّوب  ثسًبهو

. اًوود پ٘وودا وووسدُوبزّووبٕ ثسداضووت ٍ گراضووت سووسٗغ، 
ثوسإ افوصاٗص سوسػت ػول٘وبتٖ اٗوي       تمبضبٕ هوداٍم 

 ؛وطد هٖهتتل  ثِ چبلص  هسبئل، عساح زا ثب ّب زٍثبت
زٍثوبت   ٔپبٗو ازتؼوبش ضودٗد دز    هسوبئل ٗىٖ اش اٗوي  

ؼٌوٖ  ٗلسشضوٖ  گطوتبٍزّبٕ  ٍ  لسشضٖػلت ً٘سٍّبٕ  ثِ
تَسظ زٍثوبت   ضدُ اػوبلاٌٗسسٖ  گطتبٍزّبٕ ً٘سٍّب ٍ
ٖٗ ثوِ  ّوب  ت٘آسو ووِ دز ػوول ثبػوث     ثبضود  هٖثِ پبِٗ 
ٕ هىبً٘ىٖ ٍ س٘ستن وٌتسل زٍثبت ٍ ّوچٌ٘ي ّب ستن٘س

 .ضَد هٖهدبٍز  آلات هبض٘ي
ٗه هَضَع تحم٘مبتٖ ثس٘بز هْن  ّب صم٘هىبًثبلاًس  

 ٗووه هىووبً٘صم .[8-3]اخ٘ووس ثووَدُ اسووت  ٔدّوودز چٌوود 
ضوودُ خػَغوو٘بت دٌٗووبه٘ىٖ ثْتووسٕ دازد ٍ    ثووبلاًس

ٍازد  پبٗٔ زٍثوبت ازتؼبضبت ووتسٕ دز ح٘ي حسوت ثِ 
ثوبلاًس   ٔهغبلؼو وبزّبٕ هتتلفٖ زٍٕ  زٍ اٗي. اشوٌدٖ ه

اهوب   ؛ٕ ضدُ اسوت ا غفحِٕ هَاشٕ ّب زٍثبتدٌٗبه٘ىٖ 
ٕ هوَاشٕ  ّوب  زٍثبتگطتبٍزٕ ثبلاًس ً٘سٍٖٗ ٍ  ٓدزثبز

بم ًطدُ است ٍ ثوبلاًس  تَخْٖ اًد لبثلوسٍٕ وبزّبٕ 
ٕ هَاشٕ فضبٖٗ چٌد دزخوِ آشادٕ  ّب زٍثبتدٌٗبه٘ىٖ 

ى بهحممو هَزد تَخوِ   غلاًپ٘چ٘دُ ثَدى هسئلِ، ا دل٘ل ثِ
 ًجَدُ است.

  ٍ  تووبوٌَىلسشضووٖ ٕ ّووبثووسإ اش ثوو٘ي ثووسدى ً٘س
، اضبفِ [9]سبختبزّبٕ اضبفِ  افصٍدىهبًٌد:  ّٖٗب زٍش

ص خوسم  ، وٌتسل ضتبة هسوو [10]وسدى اػضبٕ الاست٘ه 
 .اًد ازائِ ضدُ [4 ,3]ولٖ هىبً٘صم 

ً٘وص  لسشضوٖ   هَهٌتوَم  ّوچٌ٘ي ثسإ اش ث٘ي ثوسدى 
ٕ  چوسخص اسوتفبدُ اش   :ٖٗ هبًٌود ّب زٍش هؼىوَس   ّوب
، [12]ٕ چْووبز ػضووَٕ ّووب ٌووه٘ل، اضووبفِ وووسدى [11]
 ّبٕ لٌ٘ه ٔثٌْ٘هىبً٘صم افصًٍِ وِ هس٘سّبٕ وبزگ٘سٕ ِ ث

هدوسٕ   هؼو٘ي  ، چوسخص [13] وٌود  هٖحسوتٖ زا تَل٘د 
ثبلاًسٌ٘گ تَسظ اضبفِ وسدى ٗه چوس    ٍ [14]ًْبٖٗ 

هؼو٘ي  ٕ اِ ٗو شاٍلٌگس اٌٗسسٖ چسخطٖ ثب ٗوه سوسػت   
 .اًد ازائِ ضدُ [5,15]

وِ ث٘ص اش ٗه لسى است ووِ هَضوَع    اٗي ثبٍخَد 
، [16]دز حبل ثسزسٖ است  ّب هىبً٘صمثبلاًس دٌٗبه٘ىٖ 
 ّبٕ زٍثبتثبلاًس  ٍٗژُ ثٍِ  ّب زٍثبتثبلاًس دٌٗبه٘ىٖ 

 [17]اسوت. چًَوگ ٍ چوَ     ضدُ آغبش تبشگٖ ثِهَاشٕ 
زا دز  760سوسٕ پَهوب    زٍثوبت لسشضوٖ  ثبلاًس ً٘سٍٕ 

هؼوبدلات   آًْوب هوَزد هغبلؼوِ لوساز دادًود.      1988سبل 
ِ زٍش لاگساًوژ   ثساسوبس دٌٗبه٘ىٖ حسوت زا   دسوت  ثو

ٍ اش عسٗك افصٍدى ٍشًوِ ٍ ٗوه هىوبً٘صم ٍٗوژُ      آٍزدًد
زٗىووبزد ٍ  2000ل . دز سووبوسدًوودزٍثووبت زا ثووبلاًس 

ٕ  زٍثوبت ثبلاًس دٌٗوبه٘ىٖ   [12]گسل٘ي  هوَاشٕ زا   ّوب
ازائوِ دادًود. زٍش    تس ولٖ حل زاُثبز دز ٗه  اٍل٘يثسإ 
چْبز لٌ٘ىٖ وِ  ّبٕ هىبً٘صم ثس اٗي اسبس ثَد وِ اش آًْب

ثبلاًس دٌٗبه٘ىٖ ضدُ ثَدًد ثسإ سبختي ّوس وودام اش   
ِ ٕ زٍثوبت  ّبِ ٗپب ِ دزخوِ آشادٕ    سو فبدُ ٕ اسوت ا غوفح

استفبدُ وسدًود ووِ عجوك     ّبٖٗ هىبً٘صموسدًد. اٗطبى اش 
خبظ خَد ثبلاًس  ٔ٘اٍلٕ سٌ٘وبت٘ىٖ ٍ ضىل ّب اًداشُ
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ِ ّستٌد ٍ ّو٘  خوسم    ٗوب چوسخص هؼىوَس     إ اضوبف
ٍ ضوساٗظ ثوبلاًس    وٌٌود  ًوٖثِ س٘ستن اضبفِ  إ اضبفِ

ٕ زٍثوبت زا  اِ ٗشاٍخغٖ ٍ  هَهٌتَمثسعجك ثبثت هبًدى 
 .[12] آٍزدًد دست ثِ
همبلات هتتلفٖ پس اش آى ً٘ص هٌتطوس ضودُ    اگسچِ 

حدن هتَى هسثَط ثِ اٗوي حوَشُ    هدوَعاست، اهب دز 
لبثل تَخِ ً٘ست. ػلاٍُ ثس اٗي، ثس٘بزٕ اش همبلات ثوِ  

 ثباسوتفبدُ چٌد دزخِ آشادٕ  ّبٕ زٍثبتثسزسٖ ثبلاًس 
ِ  ّوب  هىوبً٘صم تؼبدل ثسإ  ّبٕ حل زاُاش  ووِ   اًود  پسداختو

افصٍدى خسم اضبفٖ ٍ اٌٗسسٖ  هبًٌدٖ تَخْ لبثلهؼبٗت 
ِ  ضَد هٖٖ ث٘طتس ثبػث ٌسسٗا .[19-17] اضبفٖ دازًد  وو
ً٘بش ثبضود ٍ  هَزد  ّب هحسنثسإ حسوت  تَاى ث٘طتسٕ
 ثوبلا ث٘طوتس ثوسإ    توَاى   هؼٌٖ ً٘بش داضتي ثِخسم ث٘طتس 

ٍ وٌتسل هدوسٕ ًْوبٖٗ دز فضوبٕ ووبزٕ اسوت.       ثسدى
ِ دز  [20] ّسدزٍٗده ٍ  ِ  إ همبلو ، همبٗسوِ ٍ  هوسٍز   ثو

وِ خسم ٍ اٌٗسسٖ چسخطٖ  ّب زٍشازشٗبثٖ تؼدادٕ اش 
ِ ، وٌٌد هٖهؼىَس ثِ زٍثبت اضبفِ  ٍ ٗوه   اًود  پسداختو

ضوودُ ثووسإ لضووبٍت دزهووَزد اًووَاع   ًسهووبلضووبخع 
 تووبشگٖ ثووِ. اًوود وووسدُهؼسفووٖ  ضوودُ ازائووِ ّووبٕ زٍش
ثووبلاًس وووِ اسووتفبدُ اش سووبختبز هووَاشٕ  ّووبٕ حوول زاُ

، ًطوبى دادُ اسوت ووِ زٍش    گ٘سد هٖ ثسزا دز ّب زٍثبت
اش زٍش  ثباسوتفبدُ  [9]است. ٍٗده ٍ ّوسدز  هدٕ اوبز

آٍزدى هسوص خسم  دست ثِثسإ  ّبٖٗ زٍشف٘طس ثِ ث٘بى 
ثوسزٍٕ ٗىوٖ اش    تغ٘٘سًبپرٗس ًٔمغٗه هىبً٘سن دز ٗه 

اش اٗوي زٍش هىوبً٘صم زا    ثباسوتفبدُ پسداختٌود.   ّب ٌه٘ل
اضوبفِ  ثدٍى اضبفِ وسدى خسم چسخطٖ هؼىَس ٍ ثوب  

هىوبً٘صم ثوبلاًس    ٔاٍل٘و وسدى سبختبزّبٖٗ ثوِ سوبختبز   
 .وسدًد
ثِ ث٘بى زٍضوٖ ثسهجٌوبٕ    [21]آزاول٘بى ٍ ّوىبزاى  
چٌود هسو٘س هتتلو      آًْوب . پسداختٌدوٌتسلٖ  ّبٕ زٍش

ٍ  گسفتٌود  دزًظوس هدسٕ ًْوبٖٗ   هَزدًظسثسإ حسوت 
هس٘سٕ وِ پتبًس٘ل ووتسٕ دازد زا اًتتوبة ووسدُ ٍ ثوب    

 ،دادًود زٍثبت زا اش هس٘س ثٌِْ٘ حسووت   عساحٖ وٌتسلس،
پبٗؤ  ثوِ  لسشضوٖ   هَهٌتوَم غَزتٖ وِ ووتسٗي ً٘سٍ ٍ  ثِ

ثووسإ  [22]. ثووسٍت ٍ آزاول٘ووبى ضوود هووٍٖازد  زٍثووبت
ثبلاًس ٗه هىبً٘صم چْبز ه٘لِ اش هىوبً٘صم دٗگوسٕ ووِ    

ٍ  وسدًووداسووتفبدُ  ،دٌٗووبه٘ىٖ ثووبلاًس اسووت عووَز ثووِ
خطوٖ  فمظ ثوب اضوبفِ ووسدى چٌود خوسم چس      دزًْبٗت

هؼىَس، هىوبً٘صم ثودٍى اضوبفِ ووسدى ّو٘  اٌٗسسوٖ       
چسخطٖ هؼىَسٖ، ّن ثبلاًس ً٘سٍٗوٖ ٍ ّون ثوبلاًس    

ٗوه زٍثوبت    [23]گسول٘ي  ٍٍ ٍ  هٖ ضدُ است.َهَهٌت
سِ دزخِ آشادٕ ٍ ٗه زٍثوبت ضوص دزخوِ آشادٕ زا    

ٕ تَسظ اضبفِ وسدى ٗوه هىوبً٘صم    ثوِ   السوغَح  هتوَاش
سٖ چسخطٖ ٕ زٍثبت ٍ اضبفِ وسدى خسم ٍ اٌٗسّبِ ٗپب

هٖ َهؼىَس ثِ اٗي هىوبً٘صم ثوبلاًس ً٘سٍٗوٖ ٍ هَهٌتو    
 . وسدًد
ّوبٕ   خوسم اش  ثباسوتفبدُ  [24]شادُ  ضو٘سٗي ال٘سٖ ٍ  

ّبٕ هحوسن،   لٌ٘هاضبفِ ٍ هتػل وسدى دٍ ػدد فٌس ثِ 
ثووبلاًس اسووتبت٘ىٖ زٍثووبت هووَاشٕ دٍ دزخووِ آشادٕ   

 [25]دٗگسٕ  ٔهمبلدز  آًْب. دادًدزا اًدبم  5Rإ  غفحِ
دٌٗبه٘ىٖ ّو٘ي زٍثبت زا ثب اضبفِ وسدى چْوبز   ثبلاًس

ه٘لِ وِ ثِ اًتْبٕ آًْب خسهٖ اضوبفِ ضودُ ثوَد، اًدوبم     
عساحووٖ ٍ  [26]دزسوو٘گ ٍ دٗووي  ّوچٌوو٘ي . دادًوود
گوسفتي دٍ ضوسط    دزًظسسبشٕ ّو٘ي زٍثبت زا ثب  ثٌِْ٘

ًس اسوتبت٘ىٖ آى اًدوبم   اٗصٍتسٍپٖ سوٌ٘وبت٘ىٖ ٍ ثوبلا  
َزد استفبدُ وِ ثوسإ  ّبٕ ه زٍشىٖ دٗگس اش ٗ اًد. دادُ

 ٍ گطوتبٍزّبٕ لسشضوٖ    ثبلاًس وبهل دٌٗبه٘ىٖ ً٘سٍّوب 
وبز گسفتِ ضدُ اسوت، اسوتفبدُ    ثِ إِ ّبٕ غفح هىبً٘صم

ثوبلاًس وبهول    .[27] اش ٗه خسن غلت هتحسن است
گطوتبٍزّبٕ لسشضوٖ ٗوه زٍثوبت      دٌٗبه٘ىٖ ً٘سٍّب ٍ

هَاشٕ غفحِ وِ لبثل٘ت دٍزاى ًبهحدٍد حوَل هحوَز   
اش افووصٍدى  ثباسووتفبدُِ زا دازد ً٘ووص ػوووَد ثووس غووفح 

 .[28] ّبٕ اضوبفِ ثوِ هىوبً٘صم اًدوبم ضودُ اسوت       خسم
گطوتبٍزّبٕ لسشضوٖ دٌٗوبه٘ىٖ     سبشٕ ً٘سٍّب ٍ حدالل
اش  ثباسووتفبدُحلمووِ ثسووتِ   إِ ّووبٕ غووفح  هىووبً٘صم
 [29]ّبٕ هىبً٘صم ً٘ص دز هسخوغ   لٌ٘هسبشٕ ضىل  ثٌِْ٘

ّوبٕ   لٌ٘وه سبشٕ سبشٕ ضوىل   ثٌِْ٘اًدبم ضدُ است.  
 ّووبٕ  هٌحٌووٖاٗووي هىووبً٘صم تَسووظ ًمووبط وٌتسلووٖ    
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اسپ٘لاٗي غَزت پرٗسفتِ است. ثبلاًس دٌٗوبه٘ىٖ   -ثٖ
 RRR-4هَاشٕ ثب سوبختبز   إِ غفح ٔافصًٍٗه زٍثبت 

 [31 ,30]تحل٘لٖ ٍ آشهبٗطوگبّٖ دز هساخوغ    غَزت ثِ
ثووبلاًس ّوچٌوو٘ي  هووَزد ثسزسووٖ لووساز گسفتووِ اسووت.

ٕ لسشضٖ دٌٗوبه٘ىٖ  سبشٕ ً٘سٍّب حداللدٌٗبه٘ىٖ ثسإ 
سِ دزخِ آشادٕ هوَاشٕ دلتوب ثوب اضوبفِ      پبٗٔ زٍثبتثِ 

وٌٌودُ ٍ اسوتفبدُ اش دٍ لٌ٘وه     هتؼوبدل وسدى سوِ خوسم   
 .[32] اضبفٖ اًدبم ضدُ است

ثسگطتٖ دازًد، حرف ٍ  زفتوِ ل٘د  ّبٖٗ زٍثبتدز  
ٗوه چوبلص    پبٗٔ زٍثبتثِ  ضدُ هٌتملً٘سٍّبٕ اٌٗسسٖ 
ٖ هحسَة  ّب زٍثبت گًَِ اٗياسبسٖ ثسإ  . دز ضوَد  هو
اگس ثتَاّ٘ن اش زٍش هؼووَل افوصٍدى    هَزدًظسزٍثبت 

ثسگطتٖ ثبٗد ٍ  زفتٍخَد ل٘د  دل٘ل ثٍِشًِ استفبدُ وٌ٘ن 
زا اضووبفِ وٌوو٘ن وووِ ثووِ تٌبسووت حسوووت      إ ٍشًووِ
ثسگطتٖ ل٘د هسثَط، حسوت وٌد ووِ ووبز ثسو٘بز    ٍ  زفت

 ثوبلاًس  شهوبى  ّون ٍ اگوس ثتوَاّ٘ن    ثبضود  هٖدضَازٕ 
زا ً٘ص اًدبم ثودّ٘ن اٗوي زٍش غوح٘      سشضٖل گطتبٍز
پبٗؤ  ، ثٌبثساٗي هب اثتدا ٗه هىبً٘صم اضوبفِ زا ثوِ   ً٘ست
هطىل ل٘د زفت ٍ ثسگطتٖ ٍ  ِ و وٌ٘ن هٖاضبفِ  زٍثبت

دز ّوبٕ ضوؼبػٖ    ضوتبة سسػت ٍ  ّبٕ تسمظبّس ضدى 
، سپس اش زٍش افصٍدى وٌد هٖزا زفغ لسشضٖ ٕ ّبً٘سٍ

ٖ  ٍشًِ ثسإ ثوبلاًس زٍثوبت اسوتفبدُ    . دزاًتْوب  وٌو٘ن  هو
ٖ    افوصاز  ًسماش  ثباستفبدُ ٖ  آداهوص ًتوبٗح ثسزسو ٍ  ضوَد  هو

 ضوودُ ازائووِاش زٍش  ثباسووتفبدُوووِ  دگووسد هطووبّدُ هووٖ
ِ  پبٗؤ زٍثوبت  ثوِ   ضًَدُ هٌتمللسشضٖ ً٘سٍّبٕ   عوَز  ثو
 y، 79 دززاسووتبٕ دزغوود، x، 98 دززاسووتبٕه٘ووبًگ٘ي 
؛ دزغد وبّص خَاٌّد ٗبفت z ،99 دززاستبٕدزغد ٍ 
ب اٗي زٍش خسم زثوبت ًسوجت ثوِ حبلوت اٍل٘وِ      الجتِ ث
  .ضَد هٖشٗبدتس 

 

 S-(RPSP)3معرفی روبات کروی 

 ٔغوفح  S-(RPSP)3دز زٍثبت هوَاشٕ ووسٍٕ خدٗود    

سوٌ٘وبت٘ىٖ   ٓشًد٘ساش عسٗك سِ  غفحٔ هتحسنثبثت ٍ 

ّوچٌو٘ي  اًود.   ضودُ سبختبز هطبثِ ثِ ٗىدٗگس هتػل ثب 

ٕ      پبٗٔ ثبثوت ٗه   ووِ دز اًتْوبٕ آى ٗوه هفػول ووسٍ

ِ گسفتِ ضودُ اسوت    دزًظس غوفحٔ  عوَز هسوتم٘ن ثوِ     ثو

. هبًٌد سبختبز اوثس  است ضدُثِ ٗىدٗگس هتػل  هتحسن

ٕ  زٍثبت ٕ سوٌ٘وبت٘ه ثوب   ّوب  سُ٘و شًدهوَاشٕ اٗوي    ّوب

سبختبزّبٕ گًَبگَى اهب ٗىسبى ٍ تىسازپرٗس ثوب تؼوداد   

ٍ ثبػووث  ضووًَد هووٖهتتلوو  ثووب ٗىوودٗگس تسو٘ووت   

ساحووٖ ٕ گًَووبگَى دز عّووب سووتن٘سآهوودى  ٍخووَد ثووِ

. دز زٍثبت ووسٍٕ هوَاشٕ   ضًَد هٖهَاشٕ  ّبٕ زٍثبت

سٌ٘وبت٘ىٖ ثوب سوبختبزّبٕ ٗىسوبى     ٔضبخسِ  دًظسَزه

ِ سوٌ٘وبت٘ىٖ   ٓشًد٘سٍخَد دازد. دز ّس  تست٘وت ٗوه    ثو

هفػل هحسن چسخطوٖ، ٗوه هفػول وطوَٖٗ، ٗوه      

ِ  دزًظسهفػل وسٍٕ ٍ ٗه هفػل وطَٖٗ   ضودُ   گسفتو

 است.

ثوب   S-(RPSP)3زٍثبت هَاشٕ وسٍٕ  (1)ضىل دز  
ّوچٌو٘ي   ٕ ًطوبى دادُ ضودُ اسوت.   اِ ٗشاٍ ّبٕ هحسن
ٕ سووٌ٘وبت٘ىٖ اٗووي زٍثووبت ً٘ووص  ّووب سُ٘ووشًدٗىووٖ اش 

 ًطبى دادُ ضدُ است. (2)دز ضىل  ثسدازٕ غَزت  ثِ

دٌّدُ عَل ٍ زاسوتبٕ   ًطبى  دز اٗي زٍثبت ثسداز  

 غفحٔ هتحوسن ثسداز ٗىِ زٍٕ    ستَى ٍسظ زٍثبت، 

خْت ٍ زاستبٕ ّس ٗه اش هفبغل  )وِ ثسإ ًطبى دادى

ث٘وبًگس     (، ضوَد ٖ هوبز ثسدُ  ثِ غفحٔ هتحسنلغصضٖ 

زاستبٕ دٍزاى هفػول چسخطوٖ    ٓدٌّد ًطبىثسداز ٗىِ 

زاسوتبٕ   ٓدٌّد ًطبىثسداز ٗىِ    ، پبٗٔ زٍثبتهتػل ثِ 

ثبثت ٍ هتحسن،  ٔغفحدٍ  ٓدٌّد اتػبلثبشٍٕ هتحسن 

بغلِ ه٘بى اتػبل وسٍٕ هسوصٕ ث٘بًگس همداز ػددٕ ف   

غووفحٔ تووب اًتْووبٕ ّووس ٗووه اش هفبغوول لغصضووٖ زٍٕ 

همداز ػددٕ فبغلِ ه٘بى اتػبل  ٓدٌّد ًطبى   ، هتحسن

ثساثس ثب عَل    هفػل چسخطٖ تب ستَى ٍسظ زٍثبت، 

ث٘وبًگس هموداز چوسخص هفػول        ّس ضبخِ زٍثبت ٍ 

 چسخطٖ هحسن ّستٌد.
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 ٕاِ ٗشاٍثب هحسن  S-(RPSP)3 زٍثبت  1 ضىل

 

 
هطتػبت ٌّدسٖ ٍ پبزاهتسّبٕ ٗه ضبخِ زٍثبت   2ضىل 

S-PSP)R3( 
 

 S-(RPSP)3سینماتیک معکوس روبات 

لجل اش اًدبم تحل٘ل سوٌ٘وبت٘ه هؼىوَس زٍثوبت، لاشم    
ِ ووبز   ثِّبٕ هتتػبت  دستگبُاست  ضودُ هؼسفوٖ    گسفتو
ن دسوتگبُ  دز تحل٘ول اٗوي زٍثوبت اش دٍ س٘سوت    ضًَد. 
دستگبُ هتتػوبت ثبثوت   ػبت استفبدُ ضدُ است. هتت

{B}  ِآى دز أهجود زٍثبت است ٍ  پبٗٔ ثبثتوِ هتػل ث 
    . هحوَز گسفتِ ضدُ اسوت  دزًظسثبثت  ٔغفحهسوص 
ٕ دستگبُ  اٗي ِ   دززاسوتب آى     ٍ هحوَز     ثوسداز ٗىو

هحوَز  گسفتِ ضدُ است ٍ  دزًظس         دززاستبٕ
لووبًَى دسووت زاسووت تؼ٘وو٘ي اش  ثباسووتفبدُ ً٘ووص آى   

غوفحٔ  ثوِ  وِ  { }دستگبُ هتتػبت هتحسن ضَد.  هٖ
غوفحٔ  دز هسووص  آى  أهجود هتػل ضدُ است ٍ  هتحسن
گسفتوِ اسوت.    لوساز  (ثبثوت ِ پبٗو )هفػل وسٍٕ  هتحسن
 ٍ هحوَز     ٗىِ ثسداز دززاستبٕاٗي دستگبُ     هحَز

ٍ  اًود  ضودُ گسفتوِ   دزًظوس          دززاستبٕآى    
  هحَز

 
تَاًد ثب لبًَى دست زاست تؼ٘و٘ي   ً٘ص هٖآى  
ثووسإ ازتجووبط اٗووي دٍ دسووتگبُ ثووب ٗىوودٗگس، اش  ضووَد.

 XYZ ثبثوت  ثسحست شٍاٗبٕ اٍٗلسهبتسٗس دٍزاًٖ وِ 
( هطووتع   ( ٍ ٗووبٍ )  (، پوو٘  )  وووِ ثووب زٍل )

ٖ  هٖ بثساٗي اٗوي هوبتسٗس زا   . ثٌو گوسدد  ضًَد، استفبدُ هو
 :شٗس ًوبٗص داد غَزت ثِتَاى  هٖ

 

       

  
 

  
  

B

M
R R R RZ z Y y X x

z y z y x z x z y x z x

z y z y x z x z y x z x

y y x y x

φ φ φ

cφ cφ cφ sφ sφ sφ cφ cφ sφ cφ sφ sφ

sφ cφ sφ sφ sφ cφ cφ sφ sφ cφ cφ sφ

sφ cφ sφ cφ cφ

(1) 
 

همبدٗس هتغ٘سّبٕ  ٔهحبسجسٌ٘وبت٘ه هؼىَس ضبهل  
ًسجت  غفحٔ هتحسنٕ هؼلَم س٘گ خْتثسإ  ّب هحسن
ثبثوت اسوت. ثوسإ زٍثوبت هوَاشٕ ووسٍٕ        ٔغفحثِ 

3(RPSP)-S  ِسوٌ٘وبت٘ىٖ اسوت،   ٓشًد٘وس وِ دازإ س 
 ًَضت: تَاىٖ هسٌ٘وبت٘ىٖ  ٓشًد٘سثسإ ّس 

 

(2)                  

 

 { } دز دسوتگبُ     همبدٗس ثوسداز  وِ يٗاثبتَخِ ثِ  
ِ هؼلَم است،     وووه هوبتسٗس دٍزاى   ثو

   ِ ٖ  ثو  آسوبً
ووسد.  تَغو٘    { } زا دز دسوتگبُ     ثوسداز  توَاى ٖ هو 

شٗوس ثبشًَٗسوٖ    غَزت ثِ( زا 3) ٔزاثغ تَاى هٖي ثٌبثساٗ
 :وسد

 

(3)       
   

            

(4)    [           ]   
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ِ  ٔشاٍٗث٘بًگس     ٔشاٍٗ آًْبدز وِ      ث٘ي ثسدازّبٕ ٗىو
  وچٌ٘ي ثسدازّبٕ است. ّ   ٍ هحَز 

 توَاى ٖ هزا    
 شٗس ًَضت: غَزت ثِ

 

(5)   
  [           ]  

 

ٍ هحَز     ث٘ي ثسدازّبٕ ٗىِ ٔشاٍٗث٘بًگس     وِ دز آى
 ٔهحبسوج دز تحل٘ل ثبلاًس ً٘سٍٖٗ  اشآًدبوِاست.     

    است، ثسإ ٗوبفتي هموبدٗس   همداز عَل ّس ضبخِ لاشم
ِ     اثتدا ثبٗد همبدٗس ثٌوبثساٗي ثوب    ؛آٍزدُ ضوَد  دسوت  ثو
  ( دز 4) ٔزاثغضسة عسف٘ي 

 تَاى ًَضت:هٖ  
 

(6)   
       

   
   

      
        

    

 

ٍ ثبتَخوِ ثوِ   بتَخِ ثِ سوبختبز زٍثوبت   اشعسفٖ ث 
 :تَاى ًَضت هٖ (2)ضىل 

 

(7)   
            

            
      

 

    ( هموداز 4) ٔزاثغو  گرازٕ زٍاثظ فَق دز ثب خبٕ 
  :آٗد هٖ دست ثِشٗس  غَزت ثِ

 

(8)        
   

   
 ⁄  

 

ِ زا     توَاى ٖ هو     ثب هؼلَم ضدى  ذٗول   غوَزت  ثو
 هحبسجِ وسد:

 

(9)    ‖    ‖  ‖      
   

      ‖ 

 

شٗس  غَزت ثِ تَاىٖ هزا     ثسداز ٗىِ    ٔهحبسجثب  
 ًَضت:

 

(10)           
   

           

 

 دازٗن: [33]اش فسهَل زٍدزٗگسش  ثباستفبدُ 

(11) 
                   

              
  

             
 

ِ     ثسداز ٗىِ  وِ اشآًدبٖٗ   ػوَد ثوس ثسدازّوبٕ ٗىو
 ًَضت: َاىت هٖاست،    

 

(12)                      
 [                      ]  

 

 تووَاى هووٖثٌووبثساٗي همووداز دٍزاى ّووس هَتووَز زا   
 :شٗس هحبسجِ وسد غَزت ثِ

 

(13)         ( 
   
   

    )                 

 

 اش ثباسوتفبدُ دز اٗي همبلوِ، هموداز دٍزاى هَتَزّوب     
ثسحسوت   ضودُ  دادُسٌ٘وبت٘ه ثوسإ هسو٘س    ٔلئهسحل 
ً٘سٍّوبٕ   ٔهحبسوج ٍ سپس ثوسإ   آٗد هٖ دست ثِشهبى 
 افوصاز  ًوسم ٍزٍدٕ هفبغول هحوسن دز    ػٌَاى ثِلسشضٖ 

ADAMS  گ٘سد هٖهَزد استفبدُ لساز. 
 

 S-(RPSP)3کروی  بالانس نیرویی روبات

حَل ٗه هفػل وسٍٕ دٍزاى  غفحٔ هتحسن اشآًدبوِ
هسوص خوسم آى ثوس هسووص     وِ دزغَزتٖ، ثٌبثساٗي وٌد هٖ

ِ هفػل وسٍٕ ً٘ص هٌغجك ًجبضد،  ٖ  ثو ٖ  آسوبً ثوب   توَاى  هو
لسشضٖ اضبفِ وسدى خسم ًبه٘صاى دز عسف دٗگس ً٘سٍٕ 

ًبضووٖ اش آى زا ثووِ حوودالل زسووبً٘د. ثٌووبثساٗي دز اٗووي  
ٕ زٍثبت ووِ  ّب ضبخِزٍضٖ ثسإ ثبلاًس  ٔزائازٍثبت، 
ٕ دٍزاًوٖ ٍ لغصضوٖ اسوت، اش اّو٘وت     ّوب  ٌه٘لدازإ 

ثسخَزداز است. ثسإ اٗوي هٌظوَز پبزاهتسّوبٕ خسهوٖ     
 دزًظس (3)زٍثبت زا لجل اش ثبلاًس ً٘سٍٖٗ هغبثك ضىل 

ثوسإ ثوبلاًس ً٘سٍٗوٖ     ّوب  ٌوه ٘ل. هدل خسهٖ گ٘سٗن هٖ
است.  ضدُ  گسفتِ دزًظسخسم هتوسوص  غَزت ثِزٍثبت، 

   دز اٗي ضىل خسم لٌ٘ه دٍزاًٖ )
، ٍ    ًٔمغو ( دز 

   خسم لٌ٘ه لغصًدُ )
  ًٔمغ( دز 

 
فسؼ ضدُ است.  
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لجل اش ثبلاًس ًطوبى دادُ   پبٗٔ زٍثبتٗه  (3)دز ضىل 
  ضدُ است.

 

 
 

ٕ خسهٖ ٗه ضبخِ زٍثبت لجل اش ثبلاًس پبزاهتسّب  3ضىل 

 ٖٗ زٍثبتً٘سٍ

 

 
ٕ خسهٖ ٗه پبزاهتسّبٍ  ضدُ اضبفِٕ ووىٖ ّب ٌه٘ل  4ضىل 

 ضبخِ زٍثبت ثسإ ثبلاًس ً٘سٍٖٗ زٍثبت

 

ّوس   ٔپبٗو ػوبلٖ ثِ السشضٖ ً٘سٍٕ  تَاً٘ن هٖاوٌَى  
اسوت،   ّوب  ٌوه ٘لضبخِ زٍثوبت ووِ ًبضوٖ اش اٌٗسسوٖ     

 :شٗس ًَضت غَزت ثِ
 

(14)       
 ̈  

    
 ̈  

 

 

 دز وَزٗوَل٘س گفت وِ تسم ضتبة  تَاى هٖ آسبًٖ ثِوِ 
 ̈  
چوِ خَاسوتِ ثبضو٘ن اش     ثٌبثساٗي چٌبى ؛هستتس است 

وسدى ٍشًوِ ثوسإ ثوبلاًس ً٘سٍٗوٖ      اضبفِزٍش هؼوَل 
ضدى ثبلاًس زٍثبت ٍخوَد   پ٘چ٘دُاستفبدُ وٌ٘ن، اهىبى 

ّو٘ي دل٘ل دٍ لٌ٘ه ووىٖ ثِ ّس ضبخِ زٍثبت  ثِدازد. 
ِ  ثِ ٖ اضوبفِ   إ گًَو ووِ ثتَاًود ثبػوث حورف      وٌو٘ن  هو

 ضَد.  وَزَٗل٘سً٘سٍّبٕ اٌٗسسٖ ًبضٖ اش ضتبة 
ٍ       ضودُ  اضبفِٕ ووىٖ ّب ٌه٘ل (4)دز ضىل  
اسوت. خوسم    ضدُ  دادُثِ ّس ضبخِ زٍثبت ًطبى      
   ثساثس ثب      لٌ٘ه 

ً٘ص ثساثس ثوب       ٍ خسم لٌ٘ه  
   
ِ هتوسوص  غَزت ثٍِ      ٍ    تست٘وت دز ًموبط    ثو
. ثسإ ثبلاًس خسهٖ ّس ضبخِ ً٘وص  اًد ضدُگسفتِ  دزًظس
   ثبلاًسٖ  ٍٔشًسِ 

 ،   
  ٍ   

تست٘وت دز ًموبط    ثِ 
 گسفتِ ضدُ است.  دزًظس   ٍ    ،   
ّوس ضوبخِ    ٔپبٗو ٍازد ثوِ  لسشضوٖ  ثٌبثساٗي ً٘وسٍٕ   

 :شٗس ًَضت غَزت ثِ تَاى هٖزٍثبت زا 
 

(15) 
¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

   

  

F
i i i i

i i i i

i i i
i i i

H P K Ni H P K N

Q E FQ E F

m m m m

m m m  

d d d d

d d d

  

 

  ̈  وووووووووِ دز آى
، ̈  

 ، ̈  
 ، ̈  

 ، ̈  
 ، ̈  

  ٍ ̈  
 

   ّبٕ  خسمتست٘ت ضتبة  ثِ
 ،   

 ،   
 ،   

 ،   
 ،

   
  ٍ   

 :ضًَد هٖشٗس تؼسٗ   غَزت ثِّستٌد وِ  
 

(16) ¨ ¨


i i

i
H DHr  d d  

(17) ¨ ¨


i i

i
P DPrd d  

(18)  ̈  
  ̈  

  ̈    ⁄   ̈  
    

 ̈    ⁄  

𝐴𝑖 

𝐵𝑖 

𝐸𝑖 

𝑄𝑖 

𝜃𝑖 

𝑚𝑄𝑖
 

𝑚𝐸𝑖
 

𝐶𝑖 

𝐴𝑖 

𝐵𝑖 

𝐷𝑖 

𝐹𝑖 

𝐸𝑖 

𝑃𝑖 

𝑄𝑖 

𝑁𝑖 

𝐻𝑖 

𝐾𝑖 

𝜑𝑖 
𝜃𝑖 
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(19)  ̈  
  ̈  

  ̈    ⁄   ̈  
    

 ̈    ⁄      

(20) 

¨ ¨ ¨ ¨

/ /

¨ ¨ ¨

/

  

  

i i i i i i

i i i i
i

Q D C D Q C

D C D EQr

d d d d

d d d

  

(21)  ̈  
    

 ̈  
 

 

ثؼد ضوساٗت ضوتبة    دز زٍاثظ فَق پبزاهتسّبٕ ثٖ 
 :ضًَد غَزت شٗس تؼسٗ  هٖ ً٘ص ثِ

 

(22)    
 ‖     

‖ ‖     
‖⁄  

(23)    
  ‖     

‖ ‖     
‖⁄  

(24)    
 ‖     

‖ ‖     
‖⁄  

(25)    
  ‖     

‖ ‖     
‖⁄  

(26)    
  ‖     

‖ ‖     
‖⁄  

(27)    
  ‖     

‖ ‖     
‖⁄  
 

ٍ  (15) ٔهؼبدلو دز  (16-27) گرازٕ زٍاثظ ثب خبٕ 
 :تَاى ًَضت سبشٕ آى هٖ سبدُ

 

(28) 

 

 

 

¨

¨

/

¨

    

  
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F
i

i i i i i i i

i i
i i i i i

i
i i i i i

Di H H P P K N Q

C DK K N N Q

EQ Q E F F

m r m r m m m

m r m r m

m r m m r  

d

d

d

 

 

ٖ وِ هلاحظوِ   عَز ّوبى  فوَق   ٔهؼبدلو ، دز ضوَد  هو
ثبضود، ٍخوَد ًودازد.     وَزَٗل٘ستسهٖ وِ ضبهل ضتبة 

ٍ ثوبلاًس  لسشضوٖ  سوبشٕ ً٘وسٍٕ    حداللثٌبثساٗي ثسإ 
 :٘صم ثبٗد زٍاثظ شٗس ثسلساز ثبضدً٘سٍٕ هىبً

 

(29)    
  (   

   
    

)    
⁄  

(30)    
  (   

   
    

)    
⁄  

(31) 
    

 

1 /

/

  

 

i i i i i i i

i i i i

P K K N Q P N

H H K P

m m r r m r r

m r m r
 

 

هسثَط ثِ دز هؼبدلات فَق تؼدادٕ اش پبزاهتسّب وِ  
ضبخِ زٍثبت است، ثبثوت ّسوتٌد ٍ تؼوداد دٗگوسٕ اش     

ٕ ّووب ٌووه٘لپبزاهتسّووبٕ خسهووٖ ٍ اثؼووبدٕ هسثووَط ثووِ 
 ثساسووبسخووَاُ ٍ ٗووب  ثووِ دل تووَاى هووٖزا  ضوودُ اضووبفِ
 ٕ عساحٖ اًتتبة وسد.ّب تٗهحدٍد

 

 موردی ۀمطالع

غحت ثبلاًس دٌٗبه٘ىٖ ٍ  ٖثسزسدز اٗي لسوت ثسإ 
هطتػووبت  سووبسثسا، لسشضووٖسووبشٕ ً٘ووسٍٕ  حوودالل

اش زٍاثوظ   ثباسوتفبدُ ٌّدسٖ، اثؼبدٕ ٍ خسهٖ زٍثبت ٍ 
ٍ  آٍزٗن هٖ دست ثِثبلاًس زا  ّبٕ ٍشًِ، خسم گفتِ پ٘ص
زا دز ٗه هسو٘س   غفحٔ هتحسن اش آًْب ثباستفبدُسپس 
 ثباستفبدُگبُ  . آىدّ٘ن هٖخَاُ ًسجت ثِ شهبى حسوت  دل

سووٌ٘وبت٘ه هؼىووَس، همووداز تغ٘٘ووسات  ٔلئهسوواش حوول 
 آًْوب ٍ اش  ٗون آٍز هٖ دست ثِزا ثسحست شهبى  ّب هحسن
 ADAMS افوصاز  ًسمدز  اٗدبدضدٍُزٍدٕ هدل  ػٌَاى ثِ

زا ثسإ اٗي  گبّٖ تىًِ٘٘سٍّبٕ  ،. دزپبٗبىگ٘سٗن هٖثْسُ 
حسوت دز دٍ حبلت ثدٍى هىبً٘صم ثبلاًس ٍ ثب هىبً٘صم 

ٍ ًتبٗح زا ثب ٗىدٗگس  دّ٘ن هٖثبلاًس هَزد ثسزسٖ لساز 
 .ٌ٘نو هٖهمبٗسِ 

 ال ( پبزاهتسّبٕ ٌّدسٖ، اثؼبدٕ ٍ خسهٖ زٍثبت ثسإ
        

      
       

 
    

           

          

           
          
         

   
                

   
         

 

ِ ٕ ّب ٌه٘لخسهٖ  ة( پبزاهتسّبٕ اثؼبدٕ ٍ  ضودُ  اضوبف
        ثسإ 
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 .ثبلاًس ّبٕ ٍشًِخسم  ٔهحبسجج( 

ِ  پ٘صاش زٍاثظ  ثباستفبدُ  ٕ  خوسم  گفتو ثبلاًسوٖ   ّوب
 :آٌٗد هٖ دست ثِشٗس  غَزت ثِ

 

   
             

                   

        
 

 د( حسووت زٍل ) 
 

 (، پوو٘  )
 

 ( ٍ ٗوبٍ ) 
 

غووفحٔ ( 
 .هتحسن
ِ ثسإ   ٕ  ضوج٘ ٖ فوسؼ   حسووت،  سوبش ووِ   وٌو٘ن  هو

ًسوجت   غفحٔ هتحسنتغ٘٘سات حسوت زٍل، پ٘  ٍ ٗبٍ 
 :شٗس ثبضد غَزت ثِ ثسحست زادٗبى ثِ شهبى

 

      (
   

 
)  

     

   
 

 
   (

       

 
) 

 است. ضدُ  گسفتِ دزًظس     وِ دز آى 
 

 .دٌٗبه٘ىٖ سبشٕ ضجِ٘( ُ
 ثساسوبس سوٌ٘وبت٘ه هؼىوَس    ٔلئهسو اثتدا ثب حل  

زٍثبت، تغ٘٘وسات   ٓضد دادُپبزاهتسّبٕ ٌّدسٖ ٍ اثؼبدٕ 
 دسووت ثووِهفبغوول هحووسن زٍثووبت زا ثسحسووت شهووبى 

ٍزٍدٕ ثوسإ دٍ هودل    ػٌَاى ثِزا  آًْب. سپس آٍزٗن هٖ
. ٗىٖ گ٘سٗن هٖوبز  ثِ ADAMS افصاز ًسمدز  ضدُ سبختِ
، هدل اغلٖ زٍثوبت اسوت ٍ دز هودل دٗگوس     ّب هدلاش 
ثبلاًسٖ ً٘ص هدل ضودُ   ّبٕ خسمثب  ضدُ اضبفِٕ ّب ٌه٘ل

پبٗٔ است. ثسإ ّس ودام اش دٍ هدل ً٘سٍّبٕ اػوبلٖ ثِ 
ٕ  خْوت اش عسف ّس سِ ضوبخِ زٍثوبت دز    زٍثبت  ّوب
ِ هتتل   آٍزدُ ضودُ اسوت. اٗوي ً٘سٍّوب دز      دسوت  ثو
ٕ تست٘وت   ثِ (5-7) ّبٕ ضىل  x ،y  ٍzهحوَز   دززاسوتب
س ٍ پس اش ثوبلاًس ًطوبى   ٕ لجل اش ثبلاًّب حبلتثسإ 
ً٘سٍّبٕ  ضَد هٖوِ هطبّدُ  عَز ّوبىاست.  ضدُ  دادُ

وبّص  إ هلاحظِ  لبثل غَزت ثِ پبٗٔ زٍثبتاػوبلٖ ثِ 
ثْتووس، همووبدٗس ً٘سٍّووبٕ   ٔهمبٗسووٗبفتووِ اسووت. ثووسإ  

ٕ  شهبىدز  {B}دز دستگبُ ثبثت  گبّٖ تىِ٘ هتتلو    ّوب
ٕ  خْوت دز  (1-3) ّبٕ ثسإ ّس دٍ هدل دز خدٍل  ّوب

 ّوب  هتتل  آٍزدُ ضدُ است. ّوچٌ٘ي دز اٗوي خودٍل  
ً٘ص آٍزدُ ضدُ است.  گبّٖ تىِ٘دزغد وبّص ً٘سٍّبٕ 

 ضودُ  هٌتمللسشضٖ وِ ً٘سٍّبٕ  دّد هٖاٗي ًتبٗح ًطبى 
دزغود،   x ،98 دززاستبٕه٘بًگ٘ي  عَز ثِ پبٗٔ زٍثبتثِ 

دزغوود  z،99.4 دززاسووتبٕدزغوود ٍ  y ،79 دززاسووتبٕ
 است. ٗبفتِ  وبّص

 

 
ول ٍازد ثِ زٍثبت پ٘ص ٍ پس اش ثبلاًس  لسشضًٖ٘سٍٕ   5 ضىل

)ًوَداز لسهص پ٘ص اش ثبلاًس ٍ ًوَداز آثٖ پس اش  X دززاستبٕ

 (دّدٖ هثبلاًس زا ًطبى 
 

 
ً٘سٍٕ لسشضٖ ول ٍازد ثِ زٍثبت پ٘ص ٍ پس اش ثبلاًس   6 ضىل

)ًوَداز لسهص پ٘ص اش ثبلاًس ٍ ًوَداز آثٖ پس اش  Y دززاستبٕ

 (دّدٖ هًطبى ثبلاًس زا 

 

 
ً٘سٍٕ لسشضٖ ول ٍازد ثِ زٍثبت پ٘ص ٍ پس اش ثبلاًس   7 ضىل

)ًوَداز لسهص پ٘ص اش ثبلاًس ٍ ًوَداز آثٖ پس اش  Z دززاستبٕ

 (دّدٖ هثبلاًس زا ًطبى 
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پ٘ص ٍ پس اش ثبلاًس  لسشضًٖ٘سٍّبٕ  ٔهمبٗس  1خدٍل 

 Xهحَز  دززاستبٕ

 شهبى
 لسشضٖ ً٘سٍٕ

 لجل اش ثبلاًس

 ٖلسشضً٘سٍٕ 

 ثؼد اش ثبلاًس

دزغد 

 وبّص

0 60.6597 0.6359-  98.9517 

050.0 88.7681 1.2867-  98.5505 

050 163.053-  2.4515 98.4965 

050.0 89.1446 1.3241-  98.5147 

050 1.8956 0.032-  98.3119 

 
پ٘ص ٍ پس اش ثبلاًس لسشضٖ ً٘سٍّبٕ  ٔهمبٗس  2خدٍل 

 Yهحَز  دززاستبٕ

 شهبى
 لسشضًٖ٘سٍٕ 

 ل اش ثبلاًسلج

 لسشضًٖ٘سٍٕ 

 ثؼد اش ثبلاًس
 وبّص دزغد

0 27.1848 5.0244 81.5176 

050.0 28.2497 6.564 76.7644 

050 56.5087-  10.7603-  80.9582 

050.0 28.2404 6.6492 76.455 

050 0.9875 0.1679 82.9975 

 
ً٘سٍّبٕ لسشضٖ پ٘ص ٍ پس اش ثبلاًس  ٔسٗهمب  3 خدٍل

 Zهحَز  دززاستبٕ

 شهبى
ً٘سٍٕ لسشضٖ 

 لجل اش ثبلاًس

ً٘سٍٕ لسشضٖ 

 ثؼد اش ثبلاًس

دزغد 

 وبّص

0 121.8986 0.9443-  99.2256 

0.052 155.2322 0.473-  99.6953 

0.1 235.936-  1.6137-  99.316 

0.152 156.2115 0.394-  99.7478 

0.2 3.4499 0.0197 99.429 

 

 

 نتایج

  َ اشٕ ووسٍٕ ثوب   دز اٗي همبلِ ثبلاًس ً٘سٍٖٗ زٍثوبت هو
اش زٍش افوصٍدى هىوبً٘صم    ثباستفبدُ S-PSPR3سبختبز 
ضودُ   حرف ً٘سٍّبٕ اٌٗسسٖ هٌتمول  .ثسزسٖ ضداضبفِ 
گًَوِ   ٗوه چوبلص اسبسوٖ ثوسإ اٗوي      پبٗٔ زٍثوبت ثِ 

 دل٘ول  ثِ هَزدًظسزٍثبت ضَد. دز  ّب هحسَة هٖ زٍثبت
ثسگطوتٖ،  ٍ  زفتل٘د استفبدُ اش هفبغل لغصضٖ ٍ ٍخَد 

ثلىِ اش ٗوه   طدفصٍدى ٍشًِ استفبدُ ًاش زٍش هؼوَل ا
اضووبفِ ٍ اتػووبل آى ثووِ ّووس ضووبخِ زٍثووبت  هىووبً٘صم 

ٕ ّوب  ضوتبة ووِ ثبػوث حورف     ضود ٕ استفبدُ ا گًَِ ثِ
ًبضوٖ اش  لسشضٖ َٗل٘س ٍ دزًت٘دِ حرف ً٘سٍّبٕ وَز
ثسگطت خسم لغصًدُ دز هؼبدلات ثبلاًس ً٘سٍٗوٖ  ٍ  زفت

سوپس ثوب افوصٍدى سوِ ٍشًوِ ثوِ هىوبً٘صم         زٍثبت ضد.
ضدُ ٍ ّس ضبخِ زٍثبت، ثبلاًس ً٘سٍٗوٖ زٍثوبت    ضبفِا

سوٌ٘وبت٘ه هؼىوَس    ٔلئهسسپس ثب حل . گسدٗداًدبم 
زٍثوبت،   ٓضد دادُپبزاهتسّبٕ ٌّدسٖ ٍ اثؼبدٕ  ثساسبس

تغ٘٘ووسات هفبغوول هحووسن زٍثووبت زا ثسحسووت شهووبى  
ِ  آًْوب ٍ  آهود  دست ثِ ػٌوَاى ٍزٍدٕ ثوسإ دٍ هودل     ثو

ًطوبى   ٍ ِ ضود بز گسفتو ثِ آداهص افصاز ًسمدز  ضدُ سبختِ
ضوودُ، ً٘سٍّووبٕ  اش زٍش ازائووِ ثباسووتفبدُوووِ  ُ ضوودداد

ِ  پبٗؤ زٍثوبت  ضودُ ثوِ    لسشضٖ هٌتمل عوَز ه٘وبًگ٘ي    ثو
دزغوود ٍ  y ،79 دززاسووتبٕدزغوود،  x ،98 دززاسووتبٕ
ٗبفتوِ اسوت. لاشم ثوِ      دزغد وبّص z، 99.4 دززاستبٕ

تَاى اش اٗوي زٍش ثوسإ ّوس زٍثوبت      ذوس است وِ هٖ
ثسگطتٖ داضتِ ثبضد، استفبدُ ووسد  ٍ  زفتد دٗگسٕ وِ ل٘
ػٌَاى وبزّوبٕ آٌٗودُ ٗوه زٍش     تَاى ثِ ٍ ّوچٌ٘ي هٖ

سبشٕ زٍٕ اٗي زٍش پ٘بدُ وسد وِ ًسجت افوصاٗص   ثٌِْ٘
 غسفِ ثبضد. خسم ٍ وبّص ً٘سٍٕ لسشضٖ ثِ
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3- Numerical results 
In this section, some numerical tests are presented to 
examine the suggested elements’ efficiency. Different 
loading cases, such as, point loading, uniform 
distributed loading, sinusoidal and hydrostatic loading, 
and also different boundary conditions, such as, clamped 
edge, simply supported, free edge and column in corners 
either symmetric or asymmetric have been used. For 
each load case, the particular solution is not dependent 
on the boundary conditions. Furthermore, the 
verification for both displacement and force responses 
has been made. In the Figs. 2 and 3, the convergence 
rates of displacement and moment at the middle of a 
simply supported square plate under hydrostatic loading 
are shown. The results confirm the rapid convergence at 
a mesh of 16*16. 
 

 
 Fig. 2. Displacement convergence of a simply-supported plate 

under hydrostatic load. 
 
 

 
Fig. 3. Moment convergence of a simply-supported plate under 

hydrostatic load. 
 

4- Conclusion 
In this study, Trefftz functions was employed to model 
the lateral displacement of a Kirchhoff’s bending plate. 
Shape functions were obtained by adding 1, x, y terms to 
the T-functions to ensure that the element represents the 
rigid body motions. Therefore, some elements with 
symmetric arrangements of degrees of freedom, based 
on the previous researches, were evaluated. After 
eliminating some of them due to the weak convergence 
of stiffness matrix instability, the top 10 elements were 
selected. It should be noted that some terms of Trefftz 

solutions are removed to represent the high-order 
element with fewer degrees of freedom.  

In a T-complete function, each group of solutions is 
identified by the category number (k). Each solution of 
an even group (k=0, 2, 4,…) is symmetric with respect 
to x and y, but not in odd groups (k=1, 3,…). Therefore, 
choosing a right couple solution per odd group and one 
solution per even group may be appropriate. In addition, 
the solutions containing xn and yn will results in more 
stiff answers. Also, the effect of solutions with a low 
group number is negligible. 

By adopting the displacement-based and force-based 
ranking process, elements ICTF-17-1, 17-2 and 17-4 
gained the highest rating. The reason for their 
superiority is the presence of a middle node and a higher 
degree of freedom than ICTF-16 group elements. Thus, 
according to the rating of the ICTF-16 group’s elements, 
the appropriate nodes’ positioning and the number of 
degrees of freedom are more important than the choice 
of the shape functions. Comparing the answers of these 
elements with the complete elements’ responses, it 
became evident that it was not necessary to choose all 
terms in the use of the Trefftz function. Hence, it is 
possible to use the incomplete function to raise the order 
of the shape function without increasing the number of 
degrees of freedom, and to obtain more precise answers. 
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The Effect of Equilibrium Equation and 
Trefftz Functions on the Responses of 

Quadrilateral Bending Plate 
 

M. Rezaiee-Pajand1, M. Malekzadeh-Gonabadi2,  
N. Rajabzadeh-Safaei3 

 
1- Introduction 
The finite element formulation of thin plate bending is 
based on the Kirchhoff’s assumptions. In this theory, in 
contrast to Reissner-Mindlin’s theory, the effects of 
shear deformation are neglected. Also, quadrilateral 
elements have a high efficiency in the modeling of 
bending plates due to their simple computations and 
acceptable accuracy. In conventional bending plate finite 
elements, increasing the number of degrees of freedom 
and raising the rank of interpolation polynomial lead to 
the more precise responses. This approach causes 
complex and time-consuming computations that are not 
so appealing to researchers. To overcome this issue, 
different methods have been employed so far. Among 
these attempts, finite element templates, hybrid and 
mixed formulations, such as, the hybrid-Trefftz finite 
element method have achieved a relative success.  
 In 1926, Trefftz suggested a new theory based on the 
variational principles and boundary integrations. In the 
T-type (Trefftz-type) finite element formulations, the 
internal fields are chosen so as to satisfy the governing 
differential equation analytically. In addition, 
interelement continuity and boundary conditions are 
enforced in an integral weighted residual way. Methods 
with more than one of the independent functions are 
called hybrid methods. In hybrid-Trefftz elements, two 
independent displacement functions are defined for 
internal field and boundaries. Another feature of hybrid-
Trefftz elements is eliminating the rigid body motions, 
as it represents spurious zero energy modes and 
deficiency of the rank of the stiffness matrix.  

In the present study, to improve the efficiency of the 
plate bending elements, the analytical solution of the 
governing differential equations is selected as the 
displacement interpolation functions. Depending on the 
type of loading, the analytical answer consists of general 
and particular solutions. The interpolation functions are 
derived from particular solutions, and Trefftz function is 
used as the answer of homogeneous part. Afterwards, 
due to the lack of boundary functions, the rigid body 
motions should be added to the Trefftz functions.  

To achieve this aim, several groups of elements are 
studied and deficient versions are removed. The reason 
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rezaiee@um.ac.ir 
2 Master of Science, Department of Civil Engineering, 
Ferdowsi University of Mashhad, Iran. 
3 Ph.D. Student, Department of Civil Engineering, Ferdowsi 
University of Mashhad, Iran. 

of eliminating these elements was the divergence of 
answers or singular stiffness matrix. Then, two groups 
of elements with two different arrangements of degrees 
of freedom are chosen. If the arrays of degrees of 
freedom and the arrangements of nodes are considered 
to be fixed, different functions can be employed in 
accordance to Trefftz function. Each function is derived 
by considering symmetry and removing some of the 
terms. Finally, four elements of the first group and six 
elements from the second group are selected. After 
conducting numerical tests, the results show that the 
completion of selected functions is not a necessary 
condition to increase the answers’ accuracy. Comparing 
with complete functions, incomplete functions with 
fewer degrees of freedom, as long as they are properly 
selected, can produce more useful elements.  

Since the interpolation functions meet the 
equilibrium conditions; forces are much more precise 
than displacements in many cases. 

 
 

(b) (a) 
Fig. 1. Arrangement of degrees of freedom for incomplete 

elements. 
 
2- Finite element formulation 
In the previous section, it was mentioned that the 
general analytical solution of governing fourth-order 
differential equation can be expressed as the form of 
Trefftz functions. T-complete solutions are a series of 
functions being complete in the sense of containing all 
possible solutions in a given solution domain which 
satisfy equilibrium equation. Therefore, each category of 
solutions has all terms with the order related to its 
category. 

Subsequently, the finite element relations are formed 
by employing the minimum potential energy rules. The 
incomplete elements’ shape functions are derived, based 
on the selected terms of Trefftz functions. Six elements 
are arranged similar to Fig. 1(b) with the name of ICTF-
16-1 to 16-6 and four others (ICTF-17-1 to 17-4) have 
the Fig. 1(a) arrangement. Maintaining the symmetry of 
element’s arrangement and type of degrees of freedom 
are the selection criteria. Previous researches have 
shown that w / x, w / y, w     and w, w / n   are 

suitable for the unknowns at the corners and sides, 
respectively. 

Two complete elements (CTF-18-1, CTF-18-2) with 
fifth order shape function (fifth order T-complete 
function) are created for comparison. It should be noted 
that the arrangements of degrees of freedom of these 
elements are different. 
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In the second example, the following heat source at the 
center of plate is considered 
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The estimated intensity of heat source in the second 
example is drawn in Fig. 3. Also, the location of the 
heat source is estimated as  x଴(exact)=0.4865, z଴(exact)=0.5242                        (5)  
  

  
Fig. 3 Comparison of the exact and estimated value of strength of 

the distributed heat source in example 4 for (ો = ૙). 
 
6. Conclusion 
In this paper, the conjugate gradient algorithm was 
employed to estimate the location and intensity of the 
point heat source. It was found that the rate of 
convergence and accuracy of the method for this 
problem is very good and it is a stable method. 
Different functions were considered for the heat source 
and it was observed that the computation algorithm can 
estimate them.  
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Intensity of Heat Source in a Functionally 

Graded Plate using Inverse Solution 
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1 - Introduction 
In some problems, the direct measurement of some 
parameters is experimentally impossible because of 
two reasons. Firstly, in some cases the temperature of 
internal surfaces is very high and sensors are not able 
to measure them and sustain their integrity. Secondly, 
the measurement equipment are too complicated and 
expensive. Today the inverse methods are used to 
estimate some thermal parameters.  

The problem under investigation in this paper is the 
estimation of intensity and location of a point heat 
source by using the measured temperature at some 
known points on the boundary. The necessity of 
employing this approach arises from the impossibility 
of direct measuring of the location and intensity of 
point heat source in sometimes. 
 
2. Mathematical modeling 
We have a two-dimensional heat conduction problem 
of a thin FG plate under an unknown time varying 
intensity and location point heat source (Fig. 1). The 
heat capacity, thermal heat conductivity and density are 
assumed to be known. In continuation, the solution 
procedures of problem are explained.  
 

Fig. 1 Geometry of  plate. 
 
3. Solution stages of inverse problem  
 The conjugate gradient method together with 

adjoint problem are employed to estimate the 
intensity of the heat source. 

 The conjugate gradient method is applied to 

determine coordinate  00 , zx of the heat source.  
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     The new coordinate and the conjugate gradient 
method is employed to estimate the new value of heat 
source intensity. This iterative procedure is continued 
until the convergence criteria are satisfied. 
  
4. Direct problem 
The governing equation, boundary and initial 
conditions for the transient heat transfer problem are, 
respectively [22].  
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    Equation (1) is solved using the finite element 
method. 
 
5. Numerical results 
In the first example the following heat source at the 
center of the plate is considered  
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In Fig. 2. the estimated intensity of heat source of the 

first example without considering the measurement 
errors is shown. 

  

Fig. 2 Comparison of the exact and estimated value of the 
strength for the point heat source in example 1( ો = ૙). 
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4- Conclusion 

In this study, it is indicated that the cycles with 
intermediate-stage combustion chambers at higher 
speeds perform better than those of conventional cycles. 
In turbofan engine, the cycles with the secondary 
combustion chamber have a higher specific thrust and 
lower specific fuel consumption and lower pollution 
compared to ordinary cycles. By increasing their fan 
pressure ratio, the specific thrust ascends and specific 
fuel consumption descends. In fact, the cycles can 
support engines that have high bypass ratio and can 
increase their efficiency. Generally, the cycles with less 
input temperature in high pressure turbine can reduce 
the specific fuel consumption of the cycle. It is found 
that due to the unavailability of the curve of the engine's 
characteristics, using the scaling method is proper for 
estimating functional curves. In this method, constant 
coefficients of the design point of the engine are 
analyzed and the obtained curves are closer to each other 
and the error in simulation results is reduced. 
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