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 1394 ،دو ةسال بيست و ششم، شمار  كاربردي و محاسباتي در مكانيك  علوم ةنشري

  
 اي محورهاي دوار يكي و تحليل مكانيزم جديد كنترل خودكار سرعت زاويهمينادي ساز مدل

  )4(احمد علي حاجي    )3(سيدسعيد محتسبي  )2(علي جعفري )1(خديجه فرجي مهياري
  

باشـد. ايـن سـامانه     انتقال توان كامـل مـي   ةاي محورهاي دوار، در واقع طرح يك سامان خودكار سرعت زاويهمكانيزم جديد كنترل   چكيده
رابطي مناسب، بين محور  عنوان بهاي ورودي به آن، سرعت خروجي تقريباً ثابت توليد نمايد و  هاي زاويه تواند براي مقادير مختلف سرعت مي
 ،معـادلات نيـرو   اسـتخراج  با ،پژوهشدر اين  .دباش گرفته شود. اين سامانه كاملاً مكانيكي مي كار بهزي هاي كشاور دهي تراكتور و ماشين توان

شود. معادلات حاكم بر حركـت ايـن مكـانيزم از نـوع معـادلات دينـاميكي غيرهولونوميـك و         ي ميساز مدلعملكرد مكانيزم  ،توان و گشتاور
% -30 ةدهد كه با تغيير سرعت ورودي به سامانه در باز ي نشان ميساز مدلباشد. نتايج  جبري با انديس سه مي -معادلات ديفرانسيل صورت به

   باشد. % مي10% ، ميزان خطا در سرعت خروجي كمتر از 50الي 
  .جبري -اي، سيستم غيرهولونوميك، كنترل خودكار، معادلات ديفرانسيل سياره ةچرخدند ةاي، مجموع سرعت زاويه  هاي كليدي واژه

  
Dynamics Modeling and Analysis a New Mechanism for Automatic Control of 

 Angular Velocity of a Rotary Axis 
 

Kh. Faraji Mahyari  A. Jafari  S. S. Mohtasebi   A. Hajiahmad 

 

Abstract  Actually a new mechanism presented for automatic control of angular velocity of a rotary axis 
is a complete power transmission system. This system can produce an almost constant output speed for 
different values of the angular velocity input, and can be employed as a suitable coupling between tractor 
P.T.O. shaft and agricultural machineries. This system is quite mechanical. In this study, equations of 
force, torque and power of the mechanism were extracted and mechanism performance were modeled. 
The equations of motion of mechanism are non-holonomic dynamical and differential algebraic equations 
with an index of three. Modeling results showed that changing the input velocity in the range of -30% to 
50%, variations of output velocity would less than 10%.  

Key Words  Angular Velocity, Planetary Gear Set, Nonholonomic System, Automatic Control, 
Differential-Algebric Equation. 
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  مقدمه
هاي مهندسـي دوار، تـوان از يـك     بسياري از سامانهدر 

شـود.   يكنواخت تأمين مي ورودي با سرعت دوراني غير
يكنواخت نبودن سرعت ورودي باعث ايجاد نوسان در 

گردد. بدين ترتيب راندمان سيسـتم   خروجي سامانه مي
هـاي دوار، تـوان سيسـتم     متغير خواهد بود. در سيسـتم 

باشد و از  ي و گشتاور ميسرعت دوران ةداراي دو مؤلف
شـود. معمـولاً طراحـي     ضرب آن دو تعيين مـي حاصل
ها براساس ميـزان سـرعت دورانـي يـا گشـتاور       سيستم

رو، راندمان بيشينه تنها  گيرد. از اين مشخص صورت مي
ــتاور خــاص حاصــل    ــا گش ــي ي ــرعت دوران در آن س

هـاي بـادي و آبـي،     مثـال، در تـوربين   طور بهگردد.  مي
يكنواخـت   طبيعـي غيـر   طـور  بهي ورودي سرعت دوران

ها نيز، كـه تـوان مـورد نيـاز      باشد. در بعضي سيستم مي
طبيعي ماننـد موتورهـاي درون   خود را از يك منبع غير

داشتن سرعت دورانـي   كنند، ثابت نگه سوز دريافت مي
پذير نيست. در اين ميان،  سادگي امكانمحور ورودي به

هاي كشاورزي هـم اشـاره    ماشينتوان به بسياري از  مي
كرد كه تـوان مـورد نيـاز بـراي بـه حركـت در آوردن       

   دهـــــي اجـــــزاي خـــــود را از محـــــور تـــــوان
 (Power Take Off)    كننـد. محـور    تراكتـور تـأمين مـي

اي است كه حركت دورانـي را   دهي تراكتور واسطه توان
نمايد و سرعت دوراني  براي ادوات كشاورزي تأمين مي

ــاس اســــ ـ  S207.12 ASABE [1]تاندارد آن براســـ
 ةدور در دقيقه، در دور مشخص 1000و  540بايست  مي

موتور باشد. اگر دور موتور كمتـر يـا بيشـتر از مقـدار     
دهي نيز تغيير  مشخصه باشد، سرعت دوران محور توان

اي محـور   خواهد كرد. بالا يا پايين بودن سرعت زاويـه 
وانـد موجـب   ت دهي نسبت به مقدار استاندارد، مـي  توان

، بـه قطعـات متحـرك آسـيب     شودكاهش بازده ماشين 
برســاند و يــا مشــكلاتي چــون گيركــردن محصــولات 

  ].2كشاورزي را پديد آورد [
زمـان بـا ابـداع و اختـراع     هاي كنتـرل، هـم   سيستم  

هاي صنعتي همواره فكر بشر را به خود مشغول  سيستم
خصوص براي مواقعي كه عمل هداشته است. اين امر، ب

كنترل بدون دخالت انسان مطرح بـوده اسـت، اهميـت    
مكانيكي  )Fly-ball governor( يابد. گاورنر اي مي ويژه

 1790اولين سيستم كنترلي خودكار است كـه در سـال   
كنترل سرعت دوراني موتور بخار توسط جيمز  منظور به

. ايــن سيســتم  [3] ارائــه شــد  )James Watt( وات
كنتـرل خودكـار سـرعت    مكانيكي، در طراحي مكانيزم 

  بخش بوده است. اي محورهاي دوار الهام زاويه
اي وظيفـه   سـرعت زاويـه   ةكنند يك سيستم متعادل  

دارد در هر لحظه، نسبت سرعت ورودي به خروجي را 
ان ثابـت  چن هماي تغيير دهد تا سرعت خروجي  گونه به

هاي سرعت متغير پيوسته يكي از انواع  دنده بماند. جعبه
باشـند.   اي مـي  سـرعت زاويـه   ةكننـد  اي متعادله سيستم
تواننـد   نيـز مـي   سـرعت متغيـر پيوسـته    هـاي  هدند جعبه

ثابت  سرعت يك با ورودي فراهم آوردن توان منظور به
شـوند   ژنراتـور اسـتفاده   و موتـور  بـين  ،براي ژنراتـور 

  كنـد  توليـد  ثابـت  ولتاژ در قدرتي ژنراتور كه يطور به
[4, 5].   
 ةسرعت متغير پيوستة دند جعبهيك  1975در سال   
دنـده از   اي اختـراع شـد. در ايـن جعبـه     دنده چرختمام 

. [6] اي استفاده شده بـود  هاي سياره دنده چرخمجموعه 
 علـت  به كه است اين اي هاي سياره دنده چرخ از مزاياي
 است و مـي  آن بالا قدرت مكانيكي، توان انتقال ماهيت
يكنواخـت   غير يخروج حركات از وسيعي دامنه تواند

هـاي داراي   هـاي سيسـتم   از ويژگي .[7] نمايند توليد را
اي اين است كـه بـيش از    هاي سياره دنده چرخمجموعه 

آوردن خروجي  دست بهيك درجه آزادي دارند و براي 
را بـا   هـا بايسـت درجـات آزادي آن   بيني، مي قابل پيش
در كنتـرل، اگـر    .[8]هاي معلـوم كنتـرل نمـود     ورودي

درجات آزادي قابل كنترل مسـاوي بـا درجـات آزادي    
سيستم باشد آنگـاه سيسـتم هولونوميـك اسـت و اگـر      
درجــات آزادي قابــل كنتــرل كمتــر از درجــات آزادي 
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  يكي مكانيزم كنترليمينادتحليل 
يكي و استخراج معـادلات حـاكم،   مادينتحليل  منظور به

مكــانيزم در چهــار بخــش اصــلي مــورد بررســي قــرار 
 ةدند چرخمجموعه . اين چهار بخش عبارتند از گيرد مي

واقع شـده در ورودي مكـانيزم (قطعـات     اي اول سياره
ــدة  چــرخ، مجموعــه )1در شــكل  9و  3، 2 ةارشــم دن
واقع شده در خروجي مكـانيزم (قطعـات    اي دوم سياره

، صـفحات حامـل و   )1در شـكل   24و  23، 19شماره 
هـاي معلـق،    مجموعه پولي ةبخش مياني كه در برگيرند

باشـد. بـراي    بلنـد مـي   ةها و تسم آن ةفنرهاي نگهدارند
هـا و   دنـده  چـرخ  ةجـاي كلي ـ  انجام اين محاسـبات، بـه  

هايي با قطري برابر قطر مـؤثر   دار، دايره هاي دندانه پولي
ها در نظـر گرفتـه شـده اسـت.      ها و پولي دنده چرخاين 
هـا،   دنده چرخيك از  ين فرض شده است كه هيچچن هم

ها هنگام درگيري بـا يكـديگر، لغـزش     ها و تسمه پولي
 نظـر شـده   و از اتلاف انرژي در مكانيزم صـرف  رندندا

است. بدين ترتيـب تـوان خروجـي مكـانيزم بـا تـوان       
ሺP୧୬ورودي آن برابر خواهد بـود   = P୭୳୲ሻ عبـارت   . بـه

  ديگر:
  

)1( Pୗ୧ = Pୗ୭
  

يكــي از   .اي اول ســياره ةدنــد چــرخمجموعــه   
اي،  دنـده  چرخهاي  هاي تحليل ديناميكي مجموعه روش

 ـ   .[13 ,8] روش سرعت نسبي است  ةايـن روش بـر پاي
اصل ارزش انتقال بنا نهاده شده است. با استفاده از اين 

اي اجـزاي   تـوان ارتبـاط بـين سـرعت زاويـه      اصل مـي 
. ايـن  [8]اي را تعيـين نمـود    سـياره  ةدند چرخمجموعه 

 كند: اصل چنين بيان مي

  

)2(  
e = ± محرك چرخدندههاي شعاع حاصلضرب

متحرك چرخ	دنده	هاي شعاع =حاصلضرب ω୐ − ωୟ୰୫ω୊ − ωୟ୰୫ 
 

اي  سـرعت زاويـه   ω୊ارزش انتقال،  eكه در اين رابطه 
 دنده چرخاي آخرين  سرعت زاويه ω୐، دنده چرخاولين 

دنـدة   چـرخ اي بازو در مجموعه  سرعت زاويه ωୟ୰୫و 
باشد. با اتكـا بـه ايـن رابطـه، ارتبـاط بـين        اي مي سياره

اي  دنـدة سـياره   چـرخ اي اجزاي مجموعه  سرعت زاويه
  :شود تعيين ميبه ترتيب زير اول

  

)3( ω୔୧ + rୗ୧r୔୧ ωୗ୧ − ൬1 + rୗ୧r୔୧൰ωେ୧ = 0 
 

ــه   ــا رابط ــن تنه ــي  اي ــه م ــان  اي اســت ك ــوان مي ت
اي ايـن مجموعـه بيـان داشـت. ايـن       هاي زاويه سرعت

اي داراي ســه مختصــات  ســياره ةدنــد چــرخمجموعــه 
دو درجـه  داراي قيد است. پـس،   ةعمومي و يك معادل

ين داراي يك درجـه آزادي قابـل   چن همباشد.  آزادي مي
اي ورودي) اســت، از ايــن رو  كنتــرل (ســرعت زاويــه

  باشد.  غيرهولونوميك مي
از آنجا كه در تحليل مكانيزم، حالت پايـاي آن در   

نظر گرفتـه شـده اسـت و در ايـن وضـعيت تغييـرات       
اجزا  باشد؛ مجموع گشتاور اي كوچك مي سرعت لحظه
رابر صـفر خواهـدبود،   اي ب دندة سياره چرخدر مجموعه 

 شود: ها نيز صفر مي ين مجموع توانچن هم

  

)4( Tୗ୧ + T୔୧ + Tେ୧ = 0 

)5( Pୗ୧ + P୔୧ + Pେ୧ = 0 
 

  عبارت ديگر:  به

)6(  Tୗ୧ωୗ୧ + T୔୧ω୔୧ + Tେ୧ωେ୧ = 0 
  

با توجه به تقـارني   . اي دوم دندة سياره چرخ ةمجموع
دارد، معـادلات نوشـته شـده     وجودكه در طرح مكانيزم 

توانـد بـراي    اي اول مـي  دندة سياره چرخبراي مجموعه 
بنــابراين براســاس روش دومــي نيــز بازنويســي شــود؛ 
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  باشد. مي
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xሷ ଵ − xଵω
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)17( Fଶ − Fଵ = rହrସr଺ T୔୭ 

  
هـر يـك از اجـزاي سـوار شـده بـر         .صفحات حامل

كنــد.  گشــتاوري بــه آن وارد مــي   ،حامــل ةصــفح
اي در ورودي و خروجي مكـانيزم   هاي سياره دنده چرخ

را  Tେ୭و  Tେ୧هـا، گشـتاور    محـور بـا آن   هاي هم و پولي
نمايند كه  ترتيب بر صفحه حامل اول و دوم اعمال مي به

دنـدة   چـرخ پيش از اين در روابط مربوط بـه مجموعـه   
ــياره ــد. از طــرف محــور   اي اول و دوم وارد شــده س ان

هـاي معلـق سـنگين داخلـي و بيرونـي،       مشترك پـولي 
شـود. ايـن    گشتاوري به صفحه حامـل اول اعمـال مـي   

 ةبلند و فاصـل  ةگشتاور بر حسب نيروهاي داخلي تسم
  باشد. ها از مركز مكانيزم قابل محاسبه مي پولي

  
)18(  T୐୧ = ሺFଵ − Fଶሻxଵ sin α 

  

هـاي   گشتاور وارد از طرف محـور مشـترك پـولي     
حامـل دوم نيـز    ةمعلق سبك داخلي و بيروني به صفح

  شود.  مشابه محاسبه مي طور به
  

)19(  T୐୭ = ሺFଶ − Fଵሻxଶ sin β 
  

قـرار  ها، كه روي صـفحات حامـل    كن تفتسمه س  
كننـد.   هـا گشـتاور وارد مـي    اند هم به اين صفحه گرفته

ها وظيفه دارند در هر شرايطي با ايجـاد   كن تسمه سفت
كوتاه، امكان انتقـال تـوان ميـان پـولي      ةكشش در تسم

هاي معلق بيروني  اي و پولي دندة سياره چرخمحور با  هم
را فراهم نمايند. اين گشتاور با برآيند نيروهاي كششـي  

  لي تسمه كوتاه متناسب است.داخ
و  حامـل اول  اتهـاي روي صـفح   كن تسمه سفت  
را در  ୘ౌ౥୰లو  ୘ౌ౟୰భنيـروي كششـي معـادل     ترتيب به ،دوم

ضـرب ايـن    آورند. حاصـل  وجود مي هاي كوتاه به تسمه
محـور   زهـا ا  كـن  شـعاعي تسـمه سـفت    ةنيرو در فاصل

اعمـال شـده بـه     ، گشتاور)xୠ୭	و	xୠ୧(مركزي مكانيزم 
  دهد:  مي دست بهحامل را  اتصفح

)20(  Tୠ୧ = T୔୧rଵ xୠ୧ 
)21(  Tୠ୭ = T୔୭r଺ xୠ୭ 

حامل ارتباط برقرار  ةها نيز، كه بين دو صفح غلتك  
اي يكسـان   كنند تا صفحات حامل با سـرعت زاويـه   مي

بچرخنــد، بــه صــفحات حامــل گشــتاور ديگــري وارد 
Tୖتوان نتيجه گرفـت كـه    رو مي كنند. از اين مي ୧  وTୖ ୭ 
ترتيب گشتاور وارد شده بـه صـفحات حامـل اول و     به

  با يكديگر برابرند:باشند كه  ميها  دوم از سوي غلتك
  

)22(  Tୖ ୧ = Tୖ ୭ 
  

كه مكانيزم در حالت پايـا   در ضمن با توجه به اين  
اي  و تغييرات سرعت لحظـه  گيرد ميمورد بررسي قرار 

مجمـوع گشـتاورها روي    ،در اين حالـت نـاچيز اسـت   
  ول و دوم برابر با صفر خواهد بود.صفحات حامل ا

  
)23( Tେ୧ + T୐୧ + Tୠ୧ + Tୖ ୧ = 0 

)24( Tେ୭ + T୐୭ + Tୠ୭ + Tୖ ୭ = 0 

  
  يساز مدلنتايج 

در كنــار هــم دســتگاه معــادلات     )12-14(روابــط 
دهند كـه معـرف قيـد     جبري را تشكيل مي -ديفرانسيل

اين دسـتگاه   .هولونوميك در بخش مياني مكانيزم است
باشـد. بـراي معـادلات     معادلاتي داراي انديس سـه مـي  

ه بايـد از  ك ـجبري، كمترين دفعات مشتقي  -ديفرانسيل
 ـ  آنهـا  سيستم گرفته شود تا  ديفرانسـيل   ةبـه يـك معادل
. اين مجموعه گويند را انديس مي دنمعمولي تبديل گرد

ي سـاز  مـدل  MATLAB 7.10.0افـزار   معادلات در نرم
ها برابر صفر در نظـر   xሷو  xሶي، ساز مدلين در ا .گرديد
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حاصـل گـردد.    اتا نتايج مربوط به حالت پاي گرفته شد
 ـ 18 ةين مجموع ـچن هم  6–8، 10، 11و 15-24( ةمعادل
قيد غيرهولونوميك  ةكنند در كنار يكديگر بيان )1، 3، 4،

باشـند. ايـن معـادلات، يـك      در اين مكانيزم پيچيده مي
سازند. با حل ايـن   دستگاه معادلات جبري غيرخطي مي

دست  بهرفته در اين معادلات  كار بهمجهول  18دستگاه، 
شـامل   كـه سـرعت خروجـي مكـانيزم را نيـز      آيـد   مي
 Maple 15.01 افـزار  نـرم شود. براي اين منظـور، از   مي
ــتفاده شــد و ا ــدلس ــاز م ــرمي پاســخ آن در س ــزار ن   اف

7.10.0 MATLAB .انجام شده است  
ــك و       ــدهاي هولونوميـ ــدل قيـ ــب مـ ــا تركيـ بـ

اي  غيرهولونوميك مكانيزم كنترل خودكار سرعت زاويه
العمـل آن نسـبت بـه     توان عملكرد مكانيزم و عكس مي

بينـي نمـود.    اي ورودي را پـيش  تغييرات سرعت زاويـه 
ش خطـا در ايـن مـدل از روش تكــرار    كـاه  منظـور  بـه 

  استفاده شده است. 
ــ هــم   ــا در نظــر گــرفتن ســرعت زاويــهين چن   اي ب

 Rads-1 56  ًسرعت  عنوان بهدور در دقيقه)  540(تقريبا
اي ورودي بـه مكـانيزم    (سرعت زاويه مطلوب اي زاويه

و با استفاده دهد)  كه در آن نسبت انتقال يك را ارائه مي

مقـادير بهينـه بـراي پارامترهـاي      و خطا سعياز روش 
اين مكـانيزم كنترلـي اسـتخراج گرديـد كـه در       طراحي

آورده شده است. توان ورودي بـه مكـانيزم    )2جدول (
  اسب بخار) در نظر گرفته شده است. 40وات ( هزار30

از مقـادير   بررسي اثر پارامترهاي گوناگون منظور به  
  استفاده شده است. )2(جدول 

 
عوامل طراحي مكانيزم براي سرعت  ةمقادير بهين  2جدول 

  Rad.s( 56 -1(اي مطلوب برابر با  زاويه
  پارامتر طراحي مقدار واحد
m  06/0 rୗ୧	&	rୗ୭ 
m  015/0 r୔୧	&	r୔୭ 
m  015/0 rଵ	&	r଺ 
m  015/0 rଶ	&	rଷ 
m  015/0 rସ	&	rହ 
m  3/0 R  
m  38/0 L଴ 
m  07/0 dଵ 
m  07/0 dଶ 

1- Nm  8000 kଵ 
1- Nm  5000 kଶ 

kg  7/0 mଵ 
kg  2/0 mଶ 

  

  
k1=8000 (Nm-1) , k2=5000 (Nm-1) k1=5500 (Nm-1) , k2=3500 (Nm-1)  

  

  (ب) (الف)
 تأثير سختي فنرهاي نگهدارنده بر دامنه عملكرد مكانيزم  4شكل 

1

1.5

2

2.5

3

3.5

 ou
t / 
 in

10 20 30 40 50 60 70


in

 (Rad.s-1)

 

 

x
1

x
2

10 20 30 40 50 60 70
0.13

0.14

0.15

0.16


in

 (Rad.s-1)

x 1 &
 x

2 (
m

)

 

 

x
1

x
2



  1394دو، ، شماره ششمسال بيست و     سيدسعيد محتسبي... -علي جعفري -خديجه فرجي
  

9  

(الف)

(ب)

  عملكرد مكانيزم ةفنرهاي نگهدارنده بر دامنتأثير طول آزاد   5شكل 
  

، اسـت  نشان داده شـده ) 4( شكلطور كه در  همان  
بررســي اثــر ســختي فنرهــاي نگهدارنــده بــر عملكــرد 

دهد كه كـاهش سـختي فنرهـا سـبب      مكانيزم نشان مي
ቀன౥౫౪ன౟౤كاهش ارزش انتقال  ቁ شود. در ضمن  مكانيزم مي
سـمت مقـادير    اي مطلـوب را بـه   مقدار سـرعت زاويـه  

نمايد. همين نتايج در مورد طـول   جا مي هتر جاب كوچك
اي كه هر چـه   گونه دست آمده است. به آزاد فنرها نيز به

شود اثر كاهندگي آن  اختلاف طول آزاد فنرها بيشتر مي
ه در ايـن  واضح است ك). پر5شكل باشد ( مشهودتر مي

مكانيزم فنرها همواره در حالت كشيده هسـتند و طـول   
تواند از طـول   پولي معلق سبك نمي ةآزاد فنر نگهدارند
  پولي سنگين بيشتر باشد. ةآزاد فنر نگهدارند

هاي معلق در  نتايج مربوط به بررسي اثر جرم پولي  
   شـكل نمايش داده شده است. بـا توجـه بـه     )6(شكل 

اي  گونـه  ها به يكسان، چنانچه جرم ، در شرايط)الف-6(
انتخاب شـوند كـه اخـتلاف آن دو ثابـت بـاقي بمانـد       

مكانيزم عملكرد مشابه و بسيار نزديك به هـم خواهـد   
هـا ارزش   داشت. در عين حال، با افزايش اختلاف جرم

ين، مقـدار سـرعت   چن هميابد.  انتقال مكانيزم كاهش مي
تـر حركـت    پـايين هاي  سوي سرعت اي مطلوب به زاويه
  .)ب-6 شكل( كند مي

شيار تعبيـه   ةواسط هاي معلق به شعاعي پولي ةفاصل  
باشـد. هنگـامي كـه      شده در صفحات حامل محدود مي

شعاعي هر دو پولي معلق، ماكزيمم مقدار ممكن  ةفاصل
خود باشند طول تسـمه مينـيمم مقـدار خواهـد بـود و      

ل تسـمه  ين مينيمم يا ماكزيمم بودن طوچن همبالعكس. 
هـاي   شـعاعي پـولي   ةتغيير فاصـل  ةمنجر به كاهش دامن

مناسـب   ةالف). بنابراين، دامن ـ-7 شكلگردد ( معلق مي
مقدار متوسط و حد بالا  بلند به ةبراي انتخاب طول تسم

ــي ــايين آن محــدود م ــه   و پ ــا توجــه ب    شــكلشــود. ب
با افزايش طول تسمه ارزش انتقـال مكـانيزم و    )ب-7(

  يابند. اي مطلوب كاهش مي مقدار سرعت زاويه
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(الف)

(ب)

  هاي معلق بر دامنه عملكرد مكانيزم تأثير جرم پولي  6 شكل
  

(الف)

(ب)

 عملكرد مكانيزمة هاي معلق از محور مركزي، (ب) دامن شعاعي پولي ةبلند بر (الف) فاصل ةتأثير طول تسم  7شكل 
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  ي و درصد خطاي سرعت محورهاي ورودي و خروجيساز مدلنتايج   8شكل 

  

ي درصد خطاي اين سيستم براساس ساز مدلنتايج   
كـه   طور همانباشد.  مي) 8( شكل صورت به )2جدول (

كننـده سـرعت    ، در مكانيزم متعادلاست نشان داده شده
سـرعت دوران محـور   اي محورهاي دوار، ميـزان   زاويه

خروجي نسبت به محور ورودي آن تا حد بسيار خوبي 
تـا   38هـاي   كنترل شده است كه اين كنترل در سـرعت 

برابـر سـرعت زاويـه     5/1تـا   68/0راديان بر ثانيه ( 84
مطلوب) بهتر صـورت گرفتـه اسـت و درصـد خطـاي      

  باشد. % مي10سرعت محور خروجي كمتر از 
  
  گيري نتيجه

طــرح يــك مكــانيزم جديــد كنتــرل  در ايــن پــژوهش،
كـه در آن از   ،اي ارائـه گرديـد   خودكار سـرعت زاويـه  

اي  دندة سياره چرخهاي منحصر به فرد مجموعه  ويژگي
بهره گرفته شده است. نوع قيدهاي حـاكم بـر مكـانيزم    
(هولونوميك يا غيرهولونوميك) از هم بازشناخته شد و 

يـد. ايـن   ين معادلات ديناميكي آن اسـتخراج گرد چن هم
جبري با انديس سـه بـوده    -معادلات از نوع ديفرانسيل

ي سـاز  مـدل ها انجام شد. نتـايج   ي آنساز مدلكه است 
هاي نزديـك بـه    نشان دادند كه اين مكانيزم، در سرعت

و قابليـــت  داردمقـــدار مطلـــوب، عملكـــرد خـــوبي 
  . ا استسازي در يك مكانيزم واقعي را دار پياده

 

  فهرست علائم
 Nsm-1(  cبلند (ةميرايي تسمضريب 

 m(  dଵهاي معلق سنگين ( پولي ةطول آزاد فنر نگهدارند

 m(  dଶهاي معلق سبك ( پولي ةطول آزاد فنر نگهدارند

 N(  Fଵ( تسمة بلندنيروي كششي طرف سفت در 

 N(  Fଶ( تسمة بلندنيروي كششي طرف شل در 

 Nm-1(  kଵهاي معلق سنگين ( پوليةسختي فنر نگهدارند
 Nm-1(  kଶهاي معلق سبك ( پوليةسختي فنر نگهدارند

1
 m(  L଴( تسمة بلندواحد طول  6

 kg(  mଵهاي معلق سنگين ( جرم پولي
 kg(  mଶهاي معلق سبك ( جرم پولي

  W(  Pتوان (
  m(  rها ( ها و پوليدنده چرخشعاع مؤثر 
  m(  Rمحيطي (ةدند چرخشعاع مؤثر 

 N(  T( تسمة بلندنيروي كشش داخلي
  Nm(  Tگشتاور (

 m(  xଵهاي معلق سنگين ( پولي ةطول فنر نگهدارند

 m(  xଶهاي معلق سبك ( پولي ةطول فنر نگهدارند

 م يونانيئعلا

 ةو امتداد راستاي فنر نگهدارندتسمة بلندبين  ةزاوي
  )Radهاي معلق سنگين ( پولي

α 

 ةو امتداد راستاي فنر نگهدارندتسمة بلندبين  ةزاوي
  )Radهاي معلق سبك ( پولي

β 

(%)
طا 

خ
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 Rads-1( ωاي ( سرعت زاويه
 هازيرنويس

 bi حامل اولةكن روي صفح سفت ةتسم

 bo حامل دومةكن روي صفح سفت ةتسم

 Ci حامل اول ةصفح

 Co حامل دوم ةصفح

 Li هاي معلق سنگين داخلي و بيرونيمحور مشترك پولي

 Lo بيرونيهاي معلق سبك داخلي ومحور مشترك پولي

 Pi اولةاي در مجموع دندة سياره چرخ

  Po دومةاي در مجموع دندة سياره چرخ

 R  ها غلتك

  Si  اول ةخورشيدي در مجموع ةدند چرخ
 So  دوم ةخورشيدي در مجموع ةدند چرخ

 1  اول ةاي در مجموع دندة سياره چرخمحور  پولي هم

  2  پولي معلق سنگين بيروني
  3  داخليپولي معلق سنگين 

  4  پولي معلق سبك داخلي
  5  پولي معلق سبك بيروني

  6  دوم ةاي در مجموع دندة سياره چرخمحور  پولي هم
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   هاي پيزوالكتريك در دو حالت مدار باز و بستههاي ساندويچي هدفمند با لايهكمانش ورق حل تحليلي
  

  )2(عليرضا سعيدي                           )1(آباديانمحمدعلي قاسم

  
هاي پيزوالكتريك تحليل شده هاي مستطيلي هدفمند كوپله شده با لايهتئوري كلاسيك ورق، كمانش ورق ةحاضر، بر پاي ةدر مقال  چكيده

كه توزيع عرضي تابع پتانسيل الكتريكي تركيبي از دو تابع خطي و درجه دوم باشد، معادلات تعادل براي تحليل كمانش  است. با فرض اين
شرايط مرزي شامل شرايط روي سطوح بالا و پايين ورق براي مدار باز و  ةماكسول و هم ةحاصل شد. معادلپيزوالكتريك هاي  ورق با لايه

بار بحراني  چنين همبسته و شرايط مرزي لوي ارضا شدند. نتايج نشان داد كه بار بحراني كمانش در حالت مدار باز بيشتر از مدار بسته است. 
  يابد. مي افزايش ريكلاية پيزوالكتكمانش با افزايش ضخامت 

  هدفمند. ةكمانش، پيزوالكتريك، ورق مستطيلي، مدار باز، مدار بسته، ماد  هاي كليدي واژه
  

Analytical Solution for Buckling of FGM Plates with Integrated Piezoelectric Layers 
under Open and Closed Circuit Conditions 

 
M.A. Ghasemabadian                A.R. Saidi 

 
Abstract  In the present paper, based on the classical plate theory, buckling analysis of piezoelectric 
coupled FGM rectangular plates is investigated. By assuming the transverse distribution of electric 
potential to be a combination of a parabolic and a linear function of thickness, the equiblirium equations 
for buckling analysis of plate with surface bonded piezoelectric layers are established. The Maxwell’s 
equation and all boundary conditions including the conditions on the top and bottom surfaces of the plate 
for closed and open circuited and Levy type of boundary conditions are satisfied. Numerical results show 
that, the critical buckling load for open circuit is more than that of closed circuit. Furthermore, the 
critical buckling loads increase by increasing the thickness of piezoelectric layers. 
 
Key Words  Buckling, piezoelectric, rectangular plate, open circuit, closed circuit, functionally graded 
material. 
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  مقدمه
وسيعي از  ةگستر مواد، علم زمينه در اخير هاي پيشرفت

 مـورد  مـواد  انتخـاب  بـراي  نامواد را در اختيار محقق ـ
 قـرار داده  نظـر  مـورد هـاي   ويژگـي  به توجه با نيازشان
 نيـاز  مورد ةماد هايويژگي از اطلاع كه طوري به ؛است

 را مطمئن و درست انتخابي موجود، مواد هايويژگي و
 سـاخته  هايسازه تحليل ديگر سوي از. كند مي تضمين

 كـه  چنـان  آن دارد، چنـدان  دو اهميتي مواد اين از شده
 و آناليز به ن،امحقق تلاش و توجه از توجهي قابل بخش
 شـده  معطـوف  كـاربرد  پرهاي  سازه در مواد اين تحليل
 مواد اين از دسته دو پيزوالكتريك و هدفمند مواد. است
 فردشـان  بـه  منحصـر  هـاي ويژگـي  علـت  به كه هستند
 تعـداد  بررسـي  مـورد  تـاكنون  آنهـا،  بـودن  نو رغم علي

  اند.بوده پژوهشگران از زيادي
هـاي  در تحليـل كمـانش ورق  جواهري و اسلامي  

ســاخته شــده از مــواد هدفمنــد، كمــانش ورق تحــت  
را براسـاس   [2]و مكانيكي  [1]هاي حرارتي بارگذاري

گـاه  تئوري كلاسيك با شرط مرزي چهـار طـرف تكيـه   
كمانش حرارتـي   چنين هم [3]ساده بررسي كردند. آنها 

سـوم بـا    ةورق ضخيم را براساس تئوري برشـي مرتب ـ 
گاه سـاده انجـام دادنـد و    شرط مرزي چهار طرف تكيه

حـل دقيـق    صورت بهدرجه حرارت بحراني كمانش را 
كمانش ورق تحت بارگـذاري   [4]آوردند. وو  دست به

گاه سـاده  حرارتي را براي شرط مرزي چهار طرف تكيه
بررسي كرد. شـريعت   مرتبة اولبراساس تئوري برشي 

تحليـل كمـانش ورق تحـت بارگـذاري      [5]و اسلامي 
اول ارائه دادند.  ةمكانيكي را براساس تئوري برشي مرتب

همچنين حل بسته بار بحراني كمانش را براي  [6]ها آن
گـاه سـاده و   ورق با شـرط مـرزي چهـار طـرف تكيـه     

بـا   مادة هدفمندسوم براي  ةبراساس تئوري برشي مرتب
تغييرات خطي و بارگذاري مكانيكي و حرارتـي، ارائـه   

و همكارانش براسـاس تئـوري برشـي     [7]دادند. فريرا 
سوم و استفاده از روش بدون المـان، تغييرشـكل    ةمرتب

هاي مستطيلي ضـخيم تحـت بارگـذاري    استاتيكي ورق

گـاه سـاده را   عرضي و شرط مرزي چهار طـرف تكيـه  
 هايورق كمانش اران،همك و محمدي آوردند. دست به

-تئوري براساس را يكنواخت مكانيكي بارگذاري تحت
 .دادند انجام [9]اول  ةمرتب برشي و [8]كلاسيك  هاي
 نظـر  در بـا  نيـز  [10]سـعيدي   و بـداغي  چنين هم 

 مرتبـة سـوم   تئوري پايه بر و لوي مرزي شرايط گرفتن
. دادنـد  ارائـه  را مسـتطيلي  ورق كمـانش  تحليـل  برشي

 ةصـفح  به نسبت متقارن هدفمند مواد از جامعيتحليل 
 و كياني. گرددمي بر [11]زنكور  كارهاي به ورق مياني

 برشـي  اول ةمرتب ـ تئـوري  نيز براسـاس  [12]همكاران 
مستطيلي سـاخته شـده از مـواد هدفمنـد      ورق كمانش
 . دادند ارائه را الاستيك بستر روي بر متقارن

هـاي  ورق كمـانش  بـه  مربـوط  مطالعـات  ةزمين در 
 تئوري ، براساس[13] باتيا و پيزوالكتريك، چاندراشخرا

 بـا  كامپوزيت ورق كمانش فعال كنترل برشي مرتبة اول
 جنـگ  و باترا. را انجام دادند محدود ياجزا سازي مدل
 بر را پيزوسراميك هاي محرك ةانداز و شكل ثيرأت [14]

 و وارلـيس . كردنـد  بررسـي  كمـانش  بار ةانداز افزايش
 كمـانش  پـس  و كمـانش  پيش پاسخ نيز [15] ساراوونز

 عنـوان  بـه  پيزوالكتريك هايلايه با كامپوزيتي هايورق
 دينـاميكي  تحليـل . كردنـد  بررسـي  را حسگر و محرك
 پيزوالكتريـك  هـاي لايـه  بـا  لايه چند هايورق كمانش
 حالـت  دو در حرارتـي  و الكترومكانيكي بارهاي تحت

 توســط [17]دمــا  بــه وابســته و [16] مســتقل خــواص
 حرارتـي  كمـانش  بعـدي  سه تحليل. شد انجام شرعيات

 محـدود  لايه روش با كامپوزيت هاي پيزوالكتريكورق
 ةزمين ـ در. پـذيرفت  انجام [18] اخرس و لي توسط نيز

ــه مربــوط معــادلات ،[19]يانــگ  تحليلــي، كارهــاي  ب
شن . آورد دست به را پيزوالكتريك خالص ورق كمانش

 بـا  ايلايـه  مسـتطيلي  ورق حرارتـي  كمانش پس [20]
 چهـار  مـرزي  شـرط  بـراي  را پيزوالكتريك هايمحرك
ــه طــرف  و حرارتــي بارهــاي تحــت و ســاده گــاه تكي

 ايمقايسـه  [21]وي  آن بـر  عـلاوه . داد ارائه الكتريكي
 و حرارتـي  محـيط  در فشـاري  كمانش پس تحليل بين
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م. اند شده خراج

بارگذار تحت ه،
تحليلي روش 
متق گوناگون ي
ضراي دترمينان ن

آ كمترين كه آيد

محمد
  

پس
كامپ
پيزو

ــس پ
پيزو
مكان
كاپو
كمــ
كرد
ورق
25]

تحلي
شده
ارض
معاد
چها
مطال
مواد
بــار
ورق

زويپ
و بس

ةماد
چ هم

استخ
شده
يك
مرز
دادن
آمي
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n  باشد كـه تغييـر    مي مادة هدفمندنشان دهنده انديس
شود. با توجه به كـم   مي در آن باعث تغيير خواص ماده

 بودن تغييرات ضريب پواسون اين كميت ثابـت فـرض  
بــه  ترتيــب بــه mو  b ،tهــاي  شــود. بــالانويس مــي
اشـاره   مـادة هدفمنـد  ر هاي بالا، پـايين و هسـته د   لايه

مياني  ةهدفمند نسبت به صفح ةدارند. متقارن بودن ماد
در مرز با لايه فلز داراي  مادة هدفمندبدان معناست كه 

 گي فلز و در مرز بـا مـاده پيزوالكتريـك، سـراميك    ژوي
گـرد اسـت    همسـان  مادة هدفمنـد جا كه  باشد. از آن مي

  :[26]باشد  مي زير صورت بهميدان تنش آن 
  
  
)2(  

 

E(z) E(z)
2 2 0

1 1
xx xxE(z) E(z)

yy2 21 1
xyE

0yy
xy

0 z
2

0 ( )
1

 
 
     

            
            
 

 




 

  

 
هاي الكتريكـي   از سوي ديگر اثر متقابل بين ميدان 

و مكانيكي در مواد پيزوالكتريك با روابـط خطـي زيـر    
 : [26]شوند  مي بيان

  
  
  
)3(  

011 12

012 11
10 0 11 122

0 0 31
0 0 31
0 0 0

E E

xx xxE E
yy yy

E E xyx

p C C

p C C

p
C C

e

y

Ex
E y

E

e

z

 
 



                  
                 

           
   
      

 

)4(  0 0 0 0 011
0 0 0

31 31

0 011
0 0 0 33

D Ex xx x
D Ey yy y

e eD Ez xy z






                   
          
        

              

  

 
كه در آن  E ، D ،  ، C و  e ترتيب بـردار   هب

الكتريكـي، مـاتريس    تغيير مكانميدان الكتريكي، بردار 
لايـة  گذردهي دي الكتريك، ماتريس ثوابـت الاسـتيك   

لكتريكـي و  و ماتريس كوپلينگ خـواص ا  الكتريكپيزو
هم بيانگر اثر اين ميدان  pباشند. بالانويس  مي مكانيكي

 باشد. مي الكتريكلاية پيزوتنش بر روي 
  

  هاي الكتريكي و مكانيكي ميدان
 تغييــر مكــانبراســاس تئــوري كلاســيك ورق، ميــدان 

 :[8]شود  مي زير در نظر گرفته صورت به
  
  
)5(  

,1

2 ,

3

( , , ) ( , )
( , , ) ( , )

( , )( , , ) 0

x

y

wu x y z u x y

u x y z v x y z w

w x yu x y z

    
          

     
    

 

 

 1u 2 وu 3 وu تغييـر مكـان  هاي  مؤلفه ترتيب به 
بــه  در هــر نقطــه از صــفحه z و x، y در راســتاي

 wو  u  ،vميـاني ورق هسـتند.    ةاز صفح z ةفاصل
 برحسـب ميـاني ورق   ةصـفح  تغييـر مكـان  هـاي   مؤلفه

ــاي  ــديس   y و xمتغيره ــتند و ان ,)هس ــانگر  ( بي
 گيــري نســبت بــه مختصــات كــارتزين مربــوط مشــتق

  باشد. مي
كرنش با استفاده از فرضيات فون كارمن هاي  مؤلفه 

 چنـين  هـم و  تغييـر مكـان  براي روابط غيرخطي كرنش 
ميدان پتانسيل الكتريكي كه در راسـتاي ضـخامت ورق   

 عرضي فـرض  تغيير مكان ةمؤلفمرتبه دوم از  صورت به
  :[27 ,8]شوند  مي زير نوشته صورت بهشود  مي
 
  
)6.1(  

 
 
 
  
 
)6.2(  

2 /2, , ,2 /2, , ,
2, , , , ,

u w wx x xxxx
v w z wyy y y yy
u v w w wxy x y x y xy





             
       

                 
 

 

 

 

2/2
1 ,

/ 2

, , 2/ 2
1 ,

/2

z h h p
x y Az B

h p

h z h h px y z
z h h p

x y A z B
h p

h h z hp







              

   

                     
    
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داراي ولتـاژ   الكتريكلاية پيزواگر هر دو سطح هر  
گاه شرط الكتريكي مـدار بسـته و ميـدان     صفر باشند آن

پتانســيل الكتريكــي حــاكم بــر ورق بــراي ايــن شــرط 
 :[27]شوند  مي زير نوشته صورت به ترتيب به
  
)7.1( 
  
  
  
)7.2( 

( ) 0
pz h z h h    

 

 

 

 

 

2/2
1 ,

/2

, ,
2/2

1 ,
/2

z h hp
x y

hp

h z h hp
x y z

z h hp
x y

hp

h h z hp







           
   

 
           

   


   

 

 
داراي  الكتريـك لاية پيزوو در صورتي كه سطح داخلي 

ولتاژ صفر و سطح خارجي عايق باشد شرط الكتريكـي  
مدار باز برقرار است و ميدان پتانسيل الكتريكي مربوط 

 شود: مي زير نوشته صورت به ترتيب بهبه آن 
  
  
)8.1(  
  
)8.2(  

0

0( )

z h

Dz z h hp

 

 

    

 

2

31

33

/ 2 4( ), , 1 ,
/ 2

[ ( )]( )

p

p p

xx yy xx yy p

p

z h h z h
x y z x y

h h

e
h h z h

h z h h

 

   



           

     

  

  

  
  
)8.3(  

  

   

 

2

31

33

/ 2 4( ), , 1 ,
/ 2

[ ( )]( )

p

p p

xx yy xx yy p

p

z h h z h
x y z x y

h h

e
h h z h

h h z h

 

   



            

     


    

  

  

بردار گراديـان   ةقرين صورت بهميدان الكتريكي نيز  
 :[27]شود  مي ميدان پتانسيل الكتريكي تعريف

  
)9(  E  



 

با استفاده از اصل مينيمم انرژي پتانسيل سه معادله   
  شوند: حاكم بر ورق به صورت زير حاصل مي

 
  
)10( 

: 0, ,

: 0, ,

: ( ), , , , ,

( ) 0, , , , ,

u N Nxx x xy y

v N Nxy x yy y

w N w N w M Mxx x xy y xx x xy y x

N w N w M Mxy x yy y xy x yy y y







 

 

  

    

 

 

كه در آن  N,M  زيـر   صـورت  بـه تـنش  هـاي   منتجـه
 شوند: مي مشخص

  
  
)11( 

 

 

, , , ,

, , , ,

h hp
N N N dzxx xy yy xx xy yyh hp

h hp
M M M zdzxx xy yy xx xy yyh hp

  

  

      

      

 

 

هـاي   )، منتجـه 11) در (2و  3و  6(گذاري  با جاي 
  شوند: مي حاصل تغيير مكانهاي  مؤلفه برحسبتنش 

  
22  الف)-12(

,,( ) ( )11 , 22 ,2 2

ww yxT TN A u A vxx x y     

22  ب)-12(
,,( ) ( )22 , 11 ,2 2

ww yxT TN A u A vyy x y   
 

)  )ج-12( )11 , , , ,
TN A u v w wxy y x x y  

11  )د-12( , 22 ,
T T TM D w D wxx xx yy     

22  )ه-12( , 11 ,
T T TM D w D wyy xx yy     

2  )و-12( 12 ,
TM D wxy xy  

  

آورده  پيوست) در 12كه ثوابت ذكر شده در معادلات (
معـادلات   [8] اند با در نظر گرفتن معيار همسايگيشده

  شوند: مي زير حاصل صورت بهتعادل 

  

)13( 

1 1 0, ,

1 1 0, ,

0 1 0 1 0 12, , ,

1 1 12 0, , ,

N Nxx x xy y

N Nxy x yy y

N w N w N wxx xx xy xy yy yy

M M Mxx xx xy xy yy yy

 

 

 

   
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 مربـوط بـه   ترتيـب  بـه  0و  1هـاي  كه در آن بـالانويس 
باشـد   مي آن يگيهمسا تيوضع و ورق تعادل تيوضع

0و 0 0(N , N , N )xx xy yy   مي توانند با نيروهاي پيش كمـانش
  شوند.حاصل از شرايط تعادل جايگزين 

)، 13نيـرو و ممـان در (  هـاي   با قـرار دادن منتجـه   
ــر مكــانهــاي  مؤلفــهمعــادلات تعــادل برحســب   تغيي

 آيند:مي دست بهزير  صورت به
  
   1 1 1 1 011 , 22 , 11 , ,

T T TA u A v A u vxx xy yy xy     

   1 1 1 1 011 , , 22 , 11 ,
T T TA u v A u A vxy xx xy yy     

)14(  0 1 0 1 0 12, , ,

1 1 1211 , 22 , 11 ,

1 1 14 012 , , ,

N w N w N wxx xx xy xy yy yy

T T TD w D w D wxxxx xxyy yyyy

T T
D w xxyy xx yy 

 

  

      
 

 

 
و  مــادة هدفمنــدبايــد توجــه داشــت از آنجــا كــه  

مياني  ةپيزوالكتريك در نظر گرفته شده، نسبت به صفح
 ــ ــتند، دو معادل ــارن هس ــه 14اول ( ةورق داراي تق ) ك

و  uاي  درون صـفحه  تغيير مكـان هاي  مؤلفهبرحسب 
v تغيير مكان ةمؤلفسوم كه برحسب  ةهستند از معادل 

 شـوند  ميباشند جدا  مي و تابع پتانسيل  wعرضي 
و در فرآيند يافتن بار كمانش بحراني مورد استفاده قرار 

 )14( ةگيرنــد. بــا كمــي دقــت در ضــرايب معادلــنمــي
 زير را يافت: ةتوان رابط مي

  
)15(  T T T

11 22 12D D 2D 
 

) را 14آخر ( ةتوان معادل مي رابطهبا استفاده از اين   
  زير نوشت: صورت به
  
)16(  0 1 0 1 0 12, , ,

4 1 2 1 011

N w N w N wxx xx xy xy yy yy

T T
D w 

 

     
 

 
ــاد    ــر م ــوي ديگ ــوز  ةاز س ــك در ح  ةپيزوالكتري

 ماكسول را ارضا نمايد: ةمتغيرهاي الكتريكي بايد معادل
  
  

)17(  

h hp DD Dyx z dz
x y zh

h DD Dyx z dz 0
x y zh hp

   
        

   
          

 

 
 زير نوشته صورت به تغيير مكانهاي  مؤلفهكه برحسب 

 شود: مي
  
)18(  1 1 1 12 4 2 01 2 3 4w w             

 
ــادلات   ــ )16و  18(مع ــر ورق  ةدو معادل ــاكم ب ح

باشند. براي حل اين معادلات از  مي و  wبرحسب 
گذاري در  و با جاي آيد دست مي به 2)، 18( ةمعادل

ــاده16( ــه  ) و س ــري معادل ــازي جب  wاي برحســب س
 آيد: مي دست به
  
 

  

)19(  

6 2 2 0 1m w m w m (N w1 2 3 xx ,xx
0 1 0 1 0 12N w N w ) N wxy ,xy yy ,yy xx ,xx

0 1 0 12N w N w 0xy ,xy yy ,yy

    

  

  

 

  

  اند.  آورده شده پيوستدر  imكه ضرايب 
  

  شرايط مرزي مكانيكي و الكتريكي
ورق در  ةشود كه دو لب ـ مي براي ورق مورد نظر فرض

ــتاي ــي  yراس ,0(يعن x x aــه ــاده  ) تكي ــاه س  گ
باشد و در ضمن ايـن دو لبـه از نظـر الكتريكـي بـه       مي

باشند. دو  مي اند و داراي پتانسيل صفر زمين وصل شده
 خـواه  داراي شرايط مـرزي دل  xديگر در راستاي  ةلب

آزاد). بـا اسـتفاده    گاه ساده، گيردار و هستند (يعني تكيه
از اصــل مينــيمم انــرژي پتانســيل كــل شــرايط مــرزي 

شود: (در سراسر اين  مي زير حاصل صورت بهمكانيكي 
گاه آزاد،  تكيهترتيب بيانگر  به Cو  F ،Sمتن حروف 
  باشند) مي ساده و گيردار
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  گاه ساده: تكيه
)20(  0w M yy 

  

  گاه گيردار تكيه
)21(  w w 0,y 

  

  گاه آزاد تكيه
)22(  0 1 0 1V (N w N w ) M 0y xy ,y yy ,y yy     
  

1كه در آن  1V 2M My xy,x yy,y   باشد مي.  
دو شود كـه   مي فرض علاوه بر شرايط مرزي فوق  

باشند بنابراين  مي عايق الكتريكي yلبه ورق در راستاي
 بقاي شار الكتريكي منجر به شـرط مـرزي زيـر    ةمعادل
  شود: مي

)23(     
h hp h

D x,y,z dz D x,y,z dz 0y y
h h hp

 
  
 

 

  
  تحليل كمانش

 bو عـرض   aدر اين مطالعه ورق مستطيلي با طـول  
اي در نظـر گرفتـه شـده     تحت نيروهـاي درون صـفحه  

است. نيروهاي پيش كمانش با استفاده از شرايط تعادل 
  شوند: مي زير حاصل صورت به

  
  
)24(  

0N Pxx 1 1
0N Pyy 2 1

0N 0xy

 





 

  
 2و  1باشد و  مي نيرو بر واحد طول 1Pكه در آن 

شـرايط بارگـذاري    ترتيب بهپارامترهاي نيرو هستند كه 
ــور   ــتاي مح ــيف yو  xدر راس ــي را توص ــد.  م كنن

2
1

R     و  1، 0نيز نسبت نيروست كه براي مقـادير
بيانگر بارگذاري تـك محـوره، دو محـوره     ترتيب به -1

جـا   باشـد. از آن  مي فشاري كششي ةفشاري و دو محور

گيردار است،  گاه تكيه yكه ورق در دو لبه در راستاي 
تواند بيـان   مي سري زير با wعرضي ورق  تغيير مكان

  شود:
  

)25(    m xw f y sin
am 1

    
 

 

ــرار دادن (   ــا ق ــ19) در (25ب ــيل  ة) معادل ديفرانس
  شود: مي معمولي زير حاصل

  
  
  
  
)26(  

 

 

 

   

6d
f y1 6dy

4d2 0[ 3 N ] f y1 3 yy 2 4dy

4 2 0[3 2 N1 2 yy

2d2 0 0(N N )] f y3 xx yy 2dy

4 6 0 2 0 4N N f y 02 1 xx 3 xx



       

      

  

         

 

  
mكــه در آن  x

a
  ــ  ــالا  ةاســت. حــل كلــي معادل ب

  باشد: مي زير صورت به
  
  
)27(  

     
   
   

f y C sinh y C cosh y1 21 1

C sinh y C cosh y3 42 2

C sinh y C cosh y5 63 3

   

   

   

 

  

ــه در آن  iCك (i 1,...,6)   .ــتند ــول هس ــت مجه ثواب
( 1,2,3)i i   اند. بـه ايـن نكتـه     داده شده [8]نيز در

) براي مقادير 27( ةبايد توجه كرد كه حل عمومي معادل
معتبر هستند و بـراي مقـادير موهـومي آن     iحقيقي 

 coshو  sinhجـايگزين   ترتيـب  به cosو  sinبايد 
شوند. با در نظر گرفتن دو شرط مرزي مكانيكي و يك 

اي  مجموعـه  ،ورقهـاي   شرط مرزي الكتريكي روي لبه
شـوند كـه بـار     مـي  از معادلات جبري همگـن حاصـل  

بحرانــي كمــانش بــا برابــر صــفر قــرار دادن دترمينــان  
 آيد. مي دست به iCماتريس ضرايب 
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  بحث و بررسي نتايج عددي
جهت بررسي صحت حل صورت گرفته، با ناچيز قرار 

و صــفر قــرار دادن  الكتريــكلايــة پيزودادن ضــخامت 
، نتايج حاصل با نتـايج موجـود در   مادة هدفمندانديس 

  مقايســه گرديــد   [8]تحليــل محمــدي و همكــاران   
). از سـوي ديگــر تنهـا بــا صـفر قــرار دادن    1(جـدول  

ــاگون  ، حالــتالكتريــكلايــة پيزوضــخامت  هــاي گون
با نتايج موجود در تحليل  مادة هدفمندقرارگيري فلز و 

). 2 ارزيـابي قـرار گرفـت (جـدول     مـورد  [11]زنكور 
 هاي خواني خوب مقادير عددي ارائه شده در جدول هم

ــه را  )1و  2( ــورت گرفت ــل ص ــحت تحلي ــدأيت ، ص  ي
4PZTاز خـواص   نتايج عـددي،  ةارائ براينمايد.  مي  

اسـتفاده شـده اسـت.     گرديـده ذكـر   )3(كه در جـدول  
ــن   ــر اي ــلاوه ب ــراع ــيتع يب ــا ني ــدد جينت ــت يع   حال

 سـت ا آن يمعنا به كه است شده گرفته نظر در 1-2-1
 برابـر  نييپـا  و بـالا  مـادة هدفمنـد   قسمت ضخامت كه

  .آنهاست از كي هر برابر دو فلز ةيلا ضخامت و است
بدين معناست كه ضخامت  2-1-2حالت  چنين هم  

و دو برابـر   اسـت ين يكسان يبالا و پا ةلاي مادة هدفمند
مدول الاستيسيته قسمت فلز باشد.  مي فلز ةضخامت لاي

و مـــدول  70GPaاز جـــنس آلومينيـــوم بـــا مـــدول 
 ترتيــب بــه مــادة هدفمنــدفلــز و ســراميك  ةالاستيســيت

70GPa  380وGPa  در نظر گرفته شده است. ضريب
0.3پواسون در كل ضخامت ثابت و برابر    انتخاب

ها، بار بحراني كمانش ورق ترسيمه ةشده است. در هم
متـر و ضـخامت ورق هدفمنـد     1مربعي به طول ضلع 

برحسب نسبت ضخامت  2-1-2متر براي حالت  0.01
 2با انـديس   مادة هدفمندبه ضخامت  الكتريكلاية پيزو

ي كه در حالت مدار باز رسم شده است (مگر در موارد
  .خلاف آن ذكر شده باشد)

 -گيـردار  گاه تكيهتحت شرط مرزي  )2(در شكل   
گيردار، تغييرات بار بحراني كمانش براي شـرايط مـدار   
باز و بسته مورد مقايسـه قـرار گرفتـه اسـت. مشـاهده      

، بـار  الكتريـك لايـة پيزو شود كه در ضخامت معـين   مي
است.  بحراني كمانش براي مدار باز بيشتر از مدار بسته

بـراي   الكتريـك لايـة پيزو ، با افزايش ضخامت چنين هم
هر دو حالت مـدار بـاز و بسـته، بـار بحرانـي كمـانش       

  يابد. مي افزايش
 بحرانــي بــار مختلــف، پيزوالكتريــك مــواد بــراي  

مـادة  به  پيزوالكتريك ضخامت نسبت برحسب كمانش
 نشان شكل اين. است شده رسم )3( شكل ، درهدفمند

 كمانش بحراني بار مقدار كمترين بيشترين و كه دهدمي
  .باشد مي PZT-6B و PZT-5A به مربوط ترتيب به

  
 [8]نتايج حاصل با نتايج موجود در تحليل محمدي و همكاران  ةمقايس  1جدول 

 ܴ    
-1 01 2ℎ௣ ܽൗܽ bൗ  ݊ 

3.22520 2.353691.84256 [8] 0.5 SSSC 
3.22720 2.355151.84370 Closed
3.22772 2.355531.84400 Open
3.22520 1.971460.91450 [8] 1 
3.22720 1.972680.91506 Closed
3.22772 1.973000.91521 Open
3.22520 1.865330.77870 [8] 1.5 
3.22720 1.866480.77918 Closed
3.22772 1.866780.77931 Open
1.61262 1.495981.36347 [8] 0.5 SSSF 
1.61361 1.49691 1.36432 Closed
1.61385 1.49711 1.36445 Open
0.66578 0.481370.36238 [8] 1 
0.66620 0.481670.36261 Closed
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0.66628 0.481720.36264 Open
0.75284 0.294590.17213 [8] 1.5 
0.75331 0.294780.17224 Closed
0.75340 0.294800.17225 Open
1.66765 1.532901.37663 [8] 0.5 SCSF 
1.66868 1.533851.37749 Closed
1.66893 1.534051.37763 Open
0.85305 0.567550.39275 [8] 1 
0.85358 0.567900.39200 Closed
0.85369 0.567960.39302 Open
0.98636 0.443460.21682 [8] 1.5 
0.98697 0.443740.21696 Closed
0.98710 0.443770.21697 Open

  
 [11]نتايج حاصل با نتايج موجود در تحليل زنكور  ةمقايس  2جدول 

crP  n  
1-2-1 1-1-12-1-21-0-1

6.86896 6.868966.868966.86896 [11]0 
6.86593 6.865936.865936.86593Open 
6.86571 6.86571 6.86571 6.86571 Closed 
4.80762 4.390324.127983.82699[11]0.5 
4.80582 4.388774.126593.82577Open 
4.80561 4.388554.126373.82555Closed 
3.89203 3.340753.013662.66624[11]1 
3.89078 3.339833.012942.66572Open 
3.89057 3.339613.012712.66550Closed 
2.42859 1.828661.553521.36540[11]5 
2.42820 1.828641.553671.36565Open 
2.42798 1.828411.553441.36543Closed 
2.19111 1.629621.401701.28493[11]10 
2.19087 1.629721.401941.28523Open 
2.19065 1.629491.401711.28501Closed 

   
خواص مواد مختلف پيزوالكتريك  3جدول 

Dielectric constants 
(C/Vm) 

Electric constants 
(C/m2) 

Elastic constants (GPa)  
materials 

33           11  15e  31e  33e  
13
EC  12

EC  55
EC  33

EC  11
EC  

5.841 e-9 7.124e-9 10.5 4.1 14.1 73 71 26 115 132 PZT-4 

7.35 e-9 8.11 e-9 12.3 5.4 15.8 75.4 75.9 21.1 111 121 PZT-5A 

3.42 e-9 3.60 e-9 4.60 0.9 7.10 84.2 84.7 35.5 163 168 PZT-6B 

2.08 e-9 4.07 e-9 9.20 2.1 9.50 81.3 76.1 25.3 131 148 PZT-7A 

5.14 e-9 7.97 e-9 10.4 4.0 17.5 71.1 69.9 31.3 123 137 PZT-8 
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 روي بـر  مكانيكي مرزي شرط اثر ةمقايس منظور به 
   و )بو  الـــف-4( اشـــكال كمـــانش، بحرانـــي بـــار

 رسـم  بـاز  و بسـته  مـدار  براي ترتيب به )بو  الف-5(
كـه   شـود مـي  ها مشـخص اين شكل ةمقايس با .اند شده
 روي تـر قـوي  قيـد  بسته و باز مدار حالت دو هر براي
  شود. مي بيشتر كمانش بحراني بار به منجر مرزي شرط
 ترتيـب  تـوان  مـي  بـدين معناسـت كـه    اين مطلب 

را  مـرزي  شـرايط  مرتبط با كمانش بحراني بار صعودي
ــه ــورت بـ  و SFSF ، SFSS، SFSC، SSSS، SCSS صـ

SCSC بار بحرانـي   )الف و ب- 6(كرد. در شكل  بيان
 مـادة هدفمنـد  هـاي مختلـف    كمانش ورق بـراي تـوان  

بـراي مـدار بسـته و بـاز رسـم شـده اسـت         ترتيـب  به
گونه كه مشخص است براي هر دو شـرط مـرزي    همان

، مقـدار بـار   مـادة هدفمنـد  الكتريكي، با افزايش انديس 
  يابد. مي بحراني كمانش افزايش

تغييرات بار بحراني براي مقادير كوچـك   چنين هم  
تر قابـل   در مقايسه با مقادير بزرگ مادة هدفمندانديس 
  باشد.  مي ملاحظه

  
 SCSCبار بحراني كمانش ورق  2شكل 

  نسبت ضخامت برحسب
   SSSSبار بحراني كمانش ورق   3شكل 

  نسبت ضخامت برحسب
  

    

   
  ب)(  الف)(
  نسبت ضخامت (الف: مدار باز ب: مدار بسته)برحسببار بحراني كمانش4شكل

hp

P cr

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

1.8

Open
Closed

hp

P
cr

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

PZT-6B
PZT-8
PZT-7A
PZT-4
PIC-151
PZT-5H
PZT-5A

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
1

1.5

2

2.5

3

SCSC
SCSS
SSSS

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
1

1.5

2

2.5

3

SCSC
SCSS
SSSS
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  ب)(  الف)(
  ب: مدار بسته) ،نسبت ضخامت (الف: مدار بازبرحسببار بحراني كمانش5شكل

  

   
  ب)(  الف)(

  )بستهب: مدار ،نسبت ضخامت (الف: مدار بازبرحسبSCSCبار بحراني كمانش ورق6شكل
    

   
  ب)(  الف)(

  ب: مدار باز)،نسبت ضخامت (الف: مدار بستهبرحسبSCSCبار بحراني كمانش ورق7شكل
  

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

SFSC
SFSS
SFSF

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

SFSC
SFSS
SFSF

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.250.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

n= 10
n= 5
n= 2
n= 1

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.250.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

n= 10
n= 5
n= 2
n= 1

hp

P cr

0.1 0.2 0.3 0.4 0.50

0.4

0.8

1.2

1.6

R= -1
R= 0
R= 1

hp

P cr

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

R= -1
R= 0
R= 1
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ab  دارگير -دارگير گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   4جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗRn
75.9206 18.9802 Closed 0.2 

0 
 
 
 
 
 
1 

75.5866 18.8967 Open   
75.9115 18.9779 Closed 0.1
75.8199 18.9550 Open    

106.4876 26.6219 Closed 0.2 
-1 106.0190 26.5048 Open   

106.4747 26.6187 Closed 0.1
106.3463 26.5866 Open    
37.8050 14.6195 Closed 0.2 

1 37.6386 14.5552 Open   
37.8004 14.6178 Closed 0.1
37.7548 14.6002 Open     
75.9192 18.9798 Closed 0.2 

0 
 
 
 
 
 
2 

75.6275 18.9069 Open   
75.9113 18.9779 Closed 0.1
75.8328 18.9582 Open    

106.4856 26.6214 Closed 0.2 
-1 106.0764 26.5192 Open   

106.4744 26.6186 Closed 0.1
106.3643 26.5911 Open    
37.8043 14.6193 Closed 0.2 

1 37.6590 14.5631 Open   
37.8003 14.6177 Closed 0.1
37.7612 14.6026 Open     

  
ab  ساده -گير دار گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   5جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗRn

56.6616 16.9119 Closed  0.2 
0 

 
 
 
 
 
1 

56.4123 16.8375 Open   
56.6547 16.9098 Closed  0.1
56.5864 16.8894 Open   

92.7465 23.1738 Closed  0.2 
-1 92.2873 23.0719 Open   

92.6990 23.1710 Closed  0.1
92.5722 23.1431 Open   

26.2835 13.2392 Closed  0.2 
1 26.1679 13.1810 Open   

26.2803 13.2376 Closed  0.1
26.2486 13.2217 Open   

56.6538 16.9115 Closed  0.2 
0 

 
 
 
 
 
2 

56.4428 16.8466 Open   
56.6546 16.9098 Closed  0.1
56.5960 16.8923 Open   

92.7188 23.1734 Closed  0.2 
-1 92.3372 23.0844 Open   

92.6886 23.1709 Closed  0.1
92.5879 23.1470 Open   

26.2830 13.2390 Closed  0.2 
1 26.1820 13.1881 Open   

26.2802 13.2376 Closed  0.1
26.2531 13.2239 Open   

ab ساده  -ساده گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   6جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗ  R n 
39.505915.4320 Closed  0.2  

0 
 
 
 
 
 
1 

39.310315.3556 Open   
39.485715.4241 Closed  0.1 
39.431615.4030 Open    
82.303920.5760 Closed  0.2  

-1 81.896420.4741 Open   
82.261820.5655 Closed  0.1 
82.149220.5373 Open    
19.753012.3456 Closed  0.2  

1 19.655212.2845 Open   
19.742912.3393 Closed  0.1 
19.715812.3224 Open     
39.494115.4274 Closed  0.2  

0 
 
 
 
 
 
2 

39.331615.3639 Open   
39.481315.4224 Closed  0.1 
39.438315.4056 Open    
82.279320.5699 Closed  0.2  

-1 81.940720.4852 Open   
82.252620.5632 Closed  0.1 
82.163120.5408 Open    
19.747112.3419 Closed  0.2  

1 19.665812.2912 Open   
19.740712.3379 Closed  0.1 
19.719212.3245 Open     

  
ab  آزاد -گيردار گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   7جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗ  R n 

16.333611.0211 Closed  0.2  
0 

 
 
 
 
 
1 

15.923710.8627 Open   
16.321311.0165 Closed  0.1 
16.127910.9475 Open    
24.534711.9872 Closed  0.2  

-1 24.159411.8588 Open   
24.523611.9835 Closed  0.1 
24.356611.9306 Open    
11.31219.9044 Closed  0.2  

1 10.89239.6513 Open   
11.29949.8971 Closed  0.1 
11.09459.7791 Open     
16.330411.0200 Closed  0.2  

0 
 
 
 
 
 
2 

15.973910.8825 Open   
16.319611.0160 Closed  0.1 
16.154310.9571 Open    
24.532011.9864 Closed  0.2  

-1 24.205311.8747 Open   
24.522311.9831 Closed  0.1 
24.379411.9379 Open    
11.30879.9025 Closed  0.2  

1 10.94329.6831 Open   
11.29759.8961 Closed  0.1 
11.12229.7954 Open     
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اثر شرايط بارگذاري بـر روي بـار    ةمنظور مطالع به  
هاي  كمانش بحراني در دو حالت مدار بسته و باز شكل

  رسم شده است. ترتيب به )الف و ب -7(
  

ab  آزاد -ساده گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   8جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗRn
13.850810.7549 Closed 0.2 

0 
 
 
 
 
 
1 

13.544310.6110 Open   
13.841710.7508 Closed 0.1
13.699310.6890 Open    
19.148611.5913 Closed 0.2 

-1 18.855211.4725 Open   
19.139911.5879 Closed 0.1
19.009511.5395 Open    
10.43429.8086 Closed 0.2 

1 10.09329.5744 Open   
10.42409.8018 Closed 0.1
10.25989.6938 Open     
13.848510.7540 Closed 0.2 

0 
 
 
 
 
 
2 

13.582010.6290 Open   
13.840510.7503 Closed 0.1
13.718810.6975 Open    
19.146411.5905 Closed 0.2 

-1 18.891211.4873 Open   
19.138811.5875 Closed 0.1
19.027411.5462 Open    
10.43159.8068 Closed 0.2 

1 10.13509.6040 Open   
10.42259.8009 Closed 0.1
10.28229.7088 Open     

  

كمانش بـراي   بيشترين و كمترين مقدار بار بحراني  
هر دو حالت مدار باز و بسته مربوط بـه بارگـذاري دو   

  كششي و دو محوره فشاري مي باشد.-محوره فشاري
نيز بـار بحرانـي كمـانش بـراي      )4-9(در جداول   

شرايط مرزي متقارن و نامتقارن در حل لوي و شـرايط  
نتايج جداول ذكـر   اند. ازبارگذاري گوناگون آورده شده

ه افزايش بار بحراني كمانش با عـواملي  شده مي توان ب
همچون افـزايش ضـخامت لايـه پيزوالكتريـك، تغييـر      
شرط مرزي الكريكي از حالت مـدار بسـته بـه حالـت     
مدار باز، قيـد قـوي تـر روي شـرط مـرزي مكـانيكي،       

  افزايش انديس ماده هدفمند اشاره نمود.
ab آزاد -آزاد گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   9جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗ  R n 

9.40819.6074 Closed  0.2  
0 

 
 
 
1 

9.24149.4928 Open   
9.40329.6107 Closed  0.1 
9.32849.5576 Open    
9.50279.6735 Closed  0.2  

-1 9.36329.5802 Open   
9.49879.6762 Closed  0.1 
9.43769.6348 Open    
9.21319.4057 Closed  0.2  

1 8.99139.2194 Open   
9.20679.4111 Closed  0.1 
9.10369.3190 Open     
9.40699.6070 Closed  0.2  

0 
 
 
 
2 

9.26229.5076 Open   
9.40269.6099 Closed  0.1 
9.33879.5645 Open    
9.50179.6732 Closed  0.2  

-1 9.38069.5922 Open   
9.49829.6756 Closed  0.1 
9.44619.6401 Open    
9.21159.4050 Closed  0.2  

1 9.01919.2439 Open   
9.20589.4097 Closed  0.1 
9.11789.3311 Open     

 
  گيري نتيجه

ــ هدفمنــد هــاي  حاضــر تحليــل كمــانش ورق ةدر مقال
پيزوالكتريك بـا  هاي  ساندويچي مستطيلي كوپله با لايه

تئوري كلاسيك ورق و اعمـال شـرايط مـرزي لـوي و     
تحت شرايط الكتريكي مدار باز و بسته مـورد بررسـي   

انجام شده نشـان داد كـه بـار     ةقرار گرفته است. مطالع
حـالات   ةبحراني كمانش در حالت مـدار بـاز، در هم ـ  

بارگذاري و شرايط مرزي از مقدار مربوط به مدار بسته 
تـوان   مي مهم ديگر ةعنوان نتيج هب چنين همبيشتر است. 

لايـة  به افزايش بار بحراني كمانش با افزايش ضـخامت  
اشاره كرد. كاهش بار بحراني كمـانش در   الكتريكپيزو

اثر كـاهش قيـود مكـانيكي بـر روي مرزهـا و كـاهش       
  نيز از ديگر نتايج اين مطالعه است. هدفمند مادةانديس 
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  آلومينيم ةبست هاي فوم حفره دهي ورق پارامترهاي ليزر در شكل تأثيربررسي تجربي 

  با استفاده از ليزر
  

  )4(پور مهدي سلطان   )3(پور گللو محمد حسين   )2(حسن مسلمي نائيني   )1(اميرحسين روحي

 
هاي فوم فلزي،  باشد. ورق دهي با ليزر تشكيل گراديان دمايي در راستاي ضخامت ورق عامل ايجاد خم نهايي مي در فرآيند شكل  چكيده

هاي فوم  باشد. در اين مقاله، ورق دهي نمي قابل شكل هاي مكانيكي كدام از روش علت بروز شكست در حين تغييرشكل، توسط هيچ به
هاي اسكن انجام گرفته  ها با مقادير متفاوت توان ليزر، سرعت پرتو و تعداد پاس قرار گرفته است. آزمايشآلومينيم تحت تابش ليزر  ةبست حفره
 تأثيرمنظور تعيين  پاسخ و تحليل واريانس نتايج به ةروي ةشيو كدام روي مقدار نهايي خم تعيين گردد. از طراحي آزمايش به هر تأثيرتا است 

  شده است.  خم در ورق فوم ارائه ةبيني مقدار زاوي اي براي پيش پارامترهاي فرآيندي استفاده شده است. درانتها، رابطه
  

  .بسته آلومينيم، طراحي آزمايش دهي با ليزر، فوم حفره فرآيند شكل  هاي كليدي واژه
 
 

Experimental Investigation on Process Parameters Effects in Laser Forming of 
Closed-cell Aluminium Foam Sheets 

 
A.H. Roohi   H. Moslemi Naeini   M. Hoseinpour Gollo   M. Soltanpour 

 
Abstract  In a laser forming process, the temperature gradient across the sheet thickness produces the 
final bending angle. Metallic foams cannot be formed by any mechanical processes due to occurrence of 
failure during deformation. In this article, closed-cell aluminium foams are irradiated by a laser beam. 
Experiments are carried out by varying laser power, scan velocity and the number of scan passes to 
specify their effect on the bending angle. Design of experiment with the response surface methodology 
and analysis of variance are utilized to analyze parameter effects. At last, an equation is derived for 
prediction of bending angle. 
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  مقدمه
طور شـماتيك در   ليزر بهاستفاده از دهي با  شكلفرآيند 
كـار   ، قطعـه فرآينـد  آورده شده است. در اين )1( شكل

در سـطح  حت تابش پرتو ليزر، كه با سرعت مشخص ت
. در اثـر ايجـاد يـك    گيـرد  مـي كند، قرار  آن حركت مي

هـاي   ضـخامت قطعـه، تـنش   راستاي ي در دمايگراديان 
ايجاد تغييرشـكل پلاسـتيكي    شود كه به مي حرارتي القا

. پـس از عبـور ليـزر،    انجامـد  ديده مي حرارت ةدر ناحي
خم دائمي ايجـاد   ةآيد و يك زاوي دماي قطعه پايين مي

خم  ةتابش پرتو ليزر باعث افزايش زاوي شود. تكرار مي
  .[1] گردد مي

  

  
 دهي با استفاده از پرتو ليزر از فرآيند شكل اي نمونه  1شكل 

  

طـور   هاي اخير بـه  دهي با ليزر در سال فرآيند شكل  
اي مورد بررسـي قـرار گرفتـه اسـت. گيگـر و       گسترده

دهـي بـا ليـزر را     سه مكانيزم اصلي شـكل  [2]ولرتسن 
شامل مكانيزم گراديان دمايي، مكانيزم خمش كمانشـي  

انــد. شــيچون و  كــردن معرفــي كــرده و مكــانيزم كوتــاه
دهـي   بـر شـكل   مـؤثر كليه پارامترهاي  [3] سونگ جين

پارامترهاي انـرژي   ةهاي فلزي را به سه دست نهايي ورق
ترهاي هندسي ورق ليزر، پارامترهاي جنس ماده و پارام

 [4]يـانجين و همكـارانش    گـوان اند.  بندي نموده تقسيم
هاي ماده نظيـر   مشخصه تأثيراند كه  مدلي را توسعه داده

مدول يانگ، استحكام تسليم، ضريب انبساط حرارتـي،  
مـاده و ضـريب رسـانايي حرارتـي را بـر       ةگرماي ويژ
نمايـد. جميـل و    دهي بـا ليـزر تعيـين مـي     فرآيند شكل

انـواع مختلـف    تـأثير طريـق عـددي،    به [5]ارانش همك

هـاي نهـايي    ي مستطيلي پرتو ليزر بـر مشخصـه   هندسه
اند. نتايج ايـن بررسـي نشـان     محصول را بررسي نموده

مقطـع پرتـو در راسـتاي      دهد كه هرچه طول سـطح  مي
يابـد.   تر باشد، ميزان تغييرشكل افزايش مي اسكن بزرگ

بــه بررســي فرآينــد    [6]ادورادســن و همكــارانش  
ــ شــكل ــزر  دهــي دوبع ــا اســتفاده از لي دي چندپاســه ب

مطالعـه نشـان داده شـده اسـت كـه       آناند. در  داختهپر
سختي، افزايش ضخامت سطح، تغييرات ضـريب   كرنش

هاي هندسي پرتو عواملي هستند  جذب پرتو و مشخصه
دسـت آمـده در هـر پـاس      خمش بـه  ةكه بر ميزان زاوي

 تـأثير  [7]چنـگ و همكـارانش   گذار است. جـين  تأثير
 ـ خمـش حاصـل در    ةسرمايش اجباري بر افزايش زاوي

چنـگ و   فرآيندهاي چندپاسه را بررسـي كردنـد. پنـگ   
دهـي بـا ليـزر     شرايط فرآيندي در شكل [8]همكارانش 

مقطـع متغيـر در راسـتاي     كه داراي سـطح را هايي  ورق
هـاي   مكـانيزم  اند. گذار مسير اسكن هستند مطالعه كرده

مقطـع   ازاي تغييرات سطح ديگر بهگانه به يك لف سهمخت
پـور   در طول اين بررسي مشاهده شـده اسـت. حسـين   

پارامترهـاي   تـأثير بـه بررسـي    [9]گللو و همكـارانش  
هاي ماده، قطـر پرتـو و طـول     فرآيندي، شامل مشخصه
هاي فـولادي   دهي روي ورق زمان پالس بر ميزان شكل

St12  و آلياژAISI 304  ه از ليـزر  با اسـتفادNd:YAG ،
انـد. شـن و    روش طراحي آزمايش تاگوچي، پرداخته به

ــرات مشخصــه [10]همكــارانش  هــاي  چگــونگي تغيي
كربن را پس از تابش پرتـو   هاي فولاد كم مكانيكي ورق

كند كه پس  ها بيان مياند. نتايج تجربي آن زر نشان دادهلي
م دهي با ليزر، استحكام تسليم و استحكا از فرآيند شكل

طـول شكسـت قطعـات     نهايي بهبود، و درصد افـزايش 
دهـي بـا ليـزر مـواد      كاهش يافته اسـت. فرآينـد شـكل   

  ةكريسـتالي، شيش ـ  هـاي تـك   شكننده، شامل سـيليكون 
با تابش دو نـوع ليـزر    Al2O3بروسيليكات و سراميك 

توسـط   Nd:YAGو ليزر حالت جامد  CO2حالت گاز 
گرفتـه اسـت.   انجام  [11]وو و همكارانش  جيانگ دانگ
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ــي     ــق نشــان م ــن تحقي ــايج اي ــه اعمــال    نت ــد ك ده
هـاي بـالا مـانع از بـروز شكسـت تـرد        حـرارت  درجه
انتخاب دقيق و مناسب پارامترهاي  چنين همگردد و  مي

خمش در ايـن دسـته    ةيابي به زاوي فرآيندي براي دست
يـك   [12]از مواد ضروري اسـت. شـي و همكـارانش    

بـالاي   هـي دقـت  د دهي نوين براي شـكل  روش حرارت
كـردن ارائـه    هـاي فلـزي تحـت مكـانيزم كوتـاه      صفحه
تـر و   كـه هرچـه قطـر پرتـو كوچـك      اند. نتيجه آن كرده

دهـي   سرعت اسـكن ليـزر بـالاتر باشـد، امكـان تـابش      
يـابي بـه    زمان سطوح بالايي و پاييني ورق و دسـت  هم

گردد. يـانجين و همكـارانش    دهي دقيق فراهم مي شكل
، كه بر ميزان جـذب پرتـو   را و تابشيپرت ةاثر زاوي [13]
دسـت   گذار است، براي كنترل زواياي خم بـه تأثيرليزر 

ن مطالعه نشـان  آ ةاند. نتيج مطالعه نموده ،آمده از فرآيند
درجـه،   80بـه   60تابشي از  ةدهد كه با افزايش زاوي مي

يابـد. قـديري    هي نيـز افـزايش مـي   د مقدار نهايي شكل
هـاي اثـر    به بررسـي پديـده   [14]اني و همكارانش زهر
ــا ليــزر  اي و اعوجــاج طــولي حــين شــكل لبــه دهــي ب

انـد كـه بـا افـزايش تعـداد       ها نشان داده اند. آن پرداخته
هاي اسكن، ضخامت ورق، سرعت اسكن و تـوان   پاس

، چنـين  هـم اي كاهش يافته اسـت.   ليزر ميزان اثرات لبه
هـا   افزايش ضخامت ورق، سرعت اسكن و تعداد پـاس 

اي منجـر شـود. فرآينـد     اند به كاهش اعوجاج لبهتو مي
 AISIهاي آلياژ فـولاد ضـدزنگ    كاري با ليزر ورق خم

بررسـي گرديـده    [15]توسط ماجي و همكارانش  304
پارامترهـاي   ةي اين تحقيق، مقادير بهين ـ است. در نتيجه

خمـش در   ةزاوي ةيابي به بيشين منظور دست فرآيندي به
ن شــده اســت. صــفري و هــا تعيــي ايــن دســته از ورق

هـاي   دهي با ليزر ورق به بررسي شكل [16]همكارانش 
اند. با توجه بـه   ) پرداختهTMBتيلور ( ةكاري شد ماشين

كـاري بـا    ها، خم ضخامت در اين ورق ةتغييرات گسست
تـر   هاي يكنواخـت پيچيـده   ها در مقايسه با ورق ليزر آن

 باشد. بنابراين، اعمال يـك طـرح موسـوم بـه روش     مي
يــابي بــه  توانــد باعــث دســت ســرعت مــي ةبهبوديافتــ

  ها گردد. تر اين ورق دهي يكنواخت شكل
ــراين، پــژوهش عــلاوه   ــ ب  ةهــاي معــدودي در زمين
هاي آلومينيم و آلياژهاي آن شده اسـت.   دهي ورق شكل

بـه بررسـي ميكروسـاختار     [17]مركلين و همكـارانش  
دهـي بـا ليـزر     هاي آلومينيم پـس از اعمـال شـكل    ورق

هاي مكانيكي آلـومينيم در   اند. تغييرات مشخصه پرداخته
 [18]توجه قـرار گرفتـه اسـت. لابيـز      اين بررسي مورد

دهـي بـا ليـزر     سـازي شـكل   يك مدل عددي براي شبيه
هاي آلومينيم توسعه داده اسـت. در ايـن مـدل، از     ورق

منظـور   حرارتي به-زمان ساختاري يك روش تحليل هم
ده شـده اسـت. يـوان كـين و     د اسـتفا ين ـسازي فرآ شبيه

از يـك مـدل رياضـي بـراي بررسـي       [19]همكارانش 
 ND:YAGتوسط ليزر  Al2024هاي  دهي ورق حرارت

اند. اين مدل، يـك شكسـت پلاسـتيك در     استفاده كرده
كند. ناپفر  بيني مي هاي بالاتر ورق آلومينيمي را پيش لايه

تــابش ليــزر بــر  تــأثيربــه بررســي  [20]و همكــارانش 
هاي مكانيكي و متالورژيكي آلياژهاي آلـومينيم   همشخص
اعمال يـك   تأثير [21]اند. روحي و همكارانش  پرداخته

منظور  نيروي مكانيكي كمكي در كنار تابش پرتو ليزر به
هـاي آلـومينيم را    يابي به زواياي خم بالا در ورق دست

ايـن پـژوهش نشـان     ةانـد. نتيج ـ  مورد مطالعه قرار داده
سوم بـه   تواند تا يك ال نيروي كمكي ميدهد كه اعم مي

 دهي نهايي ورق بيانجامد. افزايش شكل
جديدي از مواد است كه  ةهاي فوم فلزي دست ورق 
هـاي   علـت مشخصـه   هاي اخير، بـه  خصوص در دهه به

زمان  مناسب فيزيكي و مكانيكي نظير چگالي پايين، هم
توجـه   هاي حرارتي مناسـب مـورد   سفتي بالا و ويژگي

هاي  . از اين مواد در ساخت سازه[22]گرفته است قرار 
گـردد.   انرژي استفاده مـي  ةكنند جذب چنين همسبك و 

طور گسترده  هاي آلومينيم، به ويژه فوم هاي فلزي، به فوم
در صنايع خودروسازي، دفاعي و هواوفضا كاربرد دارد 

هاي فـوم فلـزي،    دهي با ليزر ورق شكل ة. در زمين[23]
انجـام   [24]يك مطالعه توسط كوادريني و همكـارانش  

منظـور   شده است. در اين مطالعـه، از ليـزر ديـودي بـه    
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هـاي   بـاز آلـومينيم بـا چگـالي     هاي حفـره  كردن فوم خم
  مختلف استفاده شده است.

آلـومينيم، كـه    ةبسـت  هاي حفره ، فومحاضر ةدر مقال 
دهـي مكـانيكي    هـاي شـكل   كـدام از روش  كمك هيچ به

دهي نـدارد، بـا اعمـال پرتـو ليـزر مـورد        قابليت شكل
سـه پـارامتر    تأثير چنين همدهي قرار گرفته است.  شكل

هاي اسـكن   توان ليزر، سرعت اسكن پرتو و تعداد پاس
ــه  ــق   بررســي شــده اســت. ب ــين دقي ــأثيرمنظــور تعي  ت

ــاره ــاي اش ــ پارامتره ــده روي زاوي ــايي د ةش ــم نه ر خ
ــره  ورق ــوم حف ــاي ف ــاليز   ه ــومينيم از روش آن بســته آل

از  چنـين  هـم ) استفاده شده است. ANOVAواريانس (
 ـ ةروش طراحي آزمايش بـه شـيو   ) RSMپاسـخ (  ةروي

ها بهره گرفته شده است.  منظور كاهش تعداد آزمايش به
هاي فوم آلومينيم انجـام   آزمايش بر روي ورق 20تعداد 

 ـ  اي براي پـيش  شده است و درنهايت، رابطه  ةبينـي زاوي
باشـد،   بررسي مي خمش، كه تابعي از پارامترهاي مورد

 ارائه شده است.
 
  كاري با ليزر فرآيند خم

توزيـع دمـايي    براسـاس دهي با ليزر،  هاي شكل مكانيزم
شـود. توزيـع    القا شده در اثر تابش ليـزر مشـخص مـي   

دمايي در قطعه به پارامترهاي فرآيند نظيـر تـوان ليـزر،    
هـاي فرآينـد    قطر پرتـو و غيـره بسـتگي دارد. مكـانيزم    

كاري با ليزر به سه صورت است: مكانيزم گراديـان   خم
كـردن   دمايي، مكانيزم خمش كمانشي و مكـانيزم كوتـاه  

ــايش . [1] ــام آزم ــي و   در انج ــاي تجرب ــمه ــين ه  چن
اي  هاي عددي، پارامترهاي فرآينـد بـه گونـه    سازي شبيه

دهي از نـوع   انتخاب شده است كه مكانيزم غالب شكل
باشد. اين مكـانيزم در شـكل    مكانيزم گراديان دمايي مي

  نشان داده شده است. )2(
ترين مكـانيزم فرآينـد    مكانيزم گراديان دمايي رايج  
سـريع   دهي نسبتاً كاري با ليزر است. در اثر حرارت خم

كار توسط پرتو ليزر و رسانايي حرارتي آرام  سطح قطعه

، يك گراديان دمايي بزرگ در راستاي پايين هاي به لايه
شــود كــه انبســاط حرارتــي  ضــخامت ورق ايجــاد مــي

هاي ورق را به دنبـال دارد. بنـابراين، يـك     متفاوت لايه
. الـف) كـه سـبب    2افتد (شـكل   مي خمش منفي اتفاق

هاي كششـي پلاسـتيكي در    ايجاد مقادير كوچك كرنش
دهـي، در   حـرارت  ةگردد. با ادام سطح حرارت ديده مي

تحت تـابش   ةحرارت، استحكام ناحي ةاثر افزايش درج
شود. زماني كه تـنش حرارتـي بـه مقـدار      پرتو كمتر مي

تبديل  تنش سيلان ماده برسد، هر انبساط حرارتي بيشتر
انبسـاط   زيـرا كـه  گردد؛  به كرنش فشاري پلاستيك مي

ديده توسط مواد اطـراف آن محـدود    حرارت ةآزاد ناحي
هاي بالايي  سرمايش، ماده در لايه ةشده است. در مرحل
كـه ايـن    بـه علـت آن   چنـين  همشود.  دچار انقباض مي

شـدگي   نواحي تحت فشـار قـرار داشـتند، يـك كوتـاه     
 ـ  موضعي در لايه الايي ورق و متعاقـب آن، يـك   هـاي ب

. ب). مقـدار  2آيد (شـكل   وجود مي خم دائمي به ةزاوي
خم نهايي به چگونگي انتخاب پارامترهاي فرآيند  ةزاوي

  .[1]بستگي دارد 

  
  ،شمايي از مكانيزم گراديان دمايي؛ (الف) خم منفي  2شكل 

 (ب) خم دائمي ورق

  
  يهاي تجرب آزمايش

هاي تجربي از دستگاه ليـزر پالسـي    براي انجام آزمايش
وات  3000استرانيك با بيشينه تـوان   اكسيدكربن باي دي

هـاي   ، ورقچنين هممتر استفاده شد.  ميلي 5و قطر ليزر 
 50فوم آلومينيم با استفاده از دستگاه وايركات به ابعـاد  
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  ز ليزر

مـايش بـه     
 طـي ايـن    

 ـ  خـم،   ةوي
خ استخراج 
ب مركـزي،   
ـوان ليـزر،   

ــردد.  ــي   گ
 )1(جـدول  

طراحي بـه  
ــا   ــر بــــ
ود. در اين 

، k  ــداد تع
 استكزي 

ـاب شـده   

صـــورت  ه
ــدف از    ه

عوامـل   ة ـ
ـب انجـام   

 )2(جـدول  

   آن

  پارامتر 

  توان  
m سرعت  

  پاس

ست و ششم، شمار

شده با استفاده از خم

  حث
 از طراحـي آزم
شده اسـت. در

بـر زاو مـؤثر ل   
ي و متغير پاسخ

تركيـب ةه شيو
تـو  رودي شامل

ــ ــف م اس تعري
جمتناظر آن در 

ب، تعداد نقاط ط
ــــزي برابــــــ

n 2 خواهد بو
ــاي لازم يش  ،ه

 تعداد نقاط مرك
انتخـ 6ي برابـر    

 آزمـــايش بـــه
ــي   ــود. ام م ش

كليـ تـأثير اندن  
يش است. ترتيـ

ج ـده از آن در 

 بررسي و سطوح
سطح 
  اول

 واحد

90  watt 
1000  mm/min

5  -  

سال بيس

رق فوم آلومينيم خم
  

نتايج و بح
هاي تجربـي ش

ركزي استفاده ش
شناسـايي عوامـل
رامترهاي ورودي
راحي آزمايش به
ي هر پارامتر و
ــا ــداد پ ن و تع
شده و سطوح م

ن ترتيبت. به اي
يــــــب مركـــ
k 32k n 20  

ــا ــداد آزم ر تع
برابر n0و  ودي

جاد دقـت كـافي

جـــام بيســـت
ــا ــده انج ي ش
 به حداقل رسـا

آزمايش ةي بر نتيج
آمـ  دسـت  يج به
  .ت اس

  
پارامترهاي مورد  

سطح 
  مياني

سطح 
  دوم

150  120  
3000  2000  

15  10  
 

 

ور  5شكل 

در انجام آزمايش
روش تركيب مر

ها، با ش آزمايش
اي بين پار رابطه
گردد. در طر مي

ازاي پنج سطح به
ــكن ــرعت اس س
پارامترهاي ذكر
آورده شده است

تركي ةشــــــيو
 3 2 3 6 20  

ــه،  ــر nرابط براب
پارامترهاي ورو

منظور ايج كه به
 .است

انجترتيـــب  
ــادفي ــاز تص س
سازي، تصادفي

احتمالي بيروني
ها و نتا آزمايش

شده نشان داده 

1جدول 
سطح 
  پنجم

سطح 
  چهارم

210 180  
5000  4000  

25 20  

 ور...
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تهيـه  ر
ر يـك
ه برابـر
ود كـه
تصـوير
ورق در

بنـدي   ه
هـاي   ـه

ـومينيم
ـب، در
ـــي از

مينيم ـو
شـكيل
حـدود
ب پرتـو
رافيـت

دهي  كل
خمـش
ورسـال

هـاي   ق
ان داده

  
  ه

 
  زر

د
ر
آ
ر
م
پ
س
پ
آ
ش

ر
پ
ك
ا

ت
ت
ا
آ
ن

محمد حسين پور -

متر ميلي 5خامت
فـوم برابـر  ورق

شـده ي آزمايش
شـو ادآوري مـي

ه از پـردازش تص
ت از حركـت و
ور ايجـاد گيـره
. تصـوير نمونـ

آلـ ةبست وم حفره
ترتيـ  ليـزر، بـه

ــده اســـت. يكـ
هاي از جنس آلـ
ست كه امكان تش
خامت ورق را مح
ضـريب جـذب
سط اسـپري گر

ها و شك زمايش
 ـ  خ ةمقـدار زاوي

سنج انيو ه زاويه
اي از ورق  نمونه
نشـا )5( شكل

مينيم وايركات شده

دهي با ليز ن شكل

-نائينيسن مسلمي

متر و با ضخ يلي
هـاي سط حفره

هاي وسط ورق مت
باشـد. يـا يم مي

ها بـا اسـتفاده ره
ت. براي ممانعـت

منظـو بست به ك
اده شده اسـت.

هاي فو ، ورقين
دهي با يند شكل

شـــان داده شـــ
ه ش ليزر بر ورق
ب جذب آن اس
ر راسـتاي ضـخ

ظـور افـزايش ض
دهي تو  پوشش

پس از انجام آ 
گيـري  انـدازه

ستفاده از دستگاه
جام شده است.
تفاده از ليزر در

آلوم ةبست  فوم حفره
  

در حينفوم آلومينيم

حس -حسين روحي

مي 100متر در  ي
متوس ةيد. انداز

متر و چگالي م ي
چگالي آلومينيم 
متوسط حفر ةز

ن گرديده است
ن فرآيند، از يك

سرگيردار استفا 
چنين همشده و  ش

حين انجام فرآين
نش )3و  4(ــكل 
هاي تابش يدگي
بودن ضريب چك

ديان دمـايي در
منظ بـه . [21]كند 

كار از سط قطعه
فاده شده است.

هاي آلومينيم، ق
ها با اس ي ورق

دقيقه انج 5قت 
شده با استف  خم

  ه است.

ورق ف  3شكل 

ورق فو  4شكل 

اميرح
 

ميلي
گرد
ميلي

4/0
انداز
تعيين
حين
يك
برش
در ح
شـــ
پيچي
كوچ
گراد
ك مي
توس
استف
ورق
نهايي
با د
فوم
شده
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  با اعمال ترتيب تصادفي هاي آزمايش صورت گرفته داده  2جدول 

  شماره آزمايش شماره تصادفي
  عامل اول:
  توان [وات]

  عامل دوم:
  سرعت [ميلي متر بر دقيقه]

  عامل سوم:
  تعداد پاس

  زاوية خمش

13  1 150 3000 5 3.00 
3 2 120 4000 10 1.75 
12 3 150 5000 15 3.75 
2 4 180 2000 10 5.75 
15 5 150 3000 15 5.48 
17 6 150 3000 15 4.78 
16 7 150 3000 15 5.35 
4 8 180 4000 10 7.25 
14 9 150 3000 25 11.00 
8 10 180 4000 20 11.00 
1 11 120 2000 10 1.75 
5 12 120 2000 20 6.00 
7 13 120 4000 20 7.25 
9 14 90 3000 15 1.50 
20 15 150 3000 15 4.92 
11 16 150 1000 15 6.25 
10 17 210 3000 15 9.58 
19 18 150 3000 15 5.84 
6 19 180 2000 20 9.08 
18 20 150 3000 15 4.15 

  
  انتخاب مدل برازش

صـورت مجمـوع تعـداد متنـاهي جملـه       بهمدل برازش 
ضـرب   جملـه عبـارت از حاصـل    شود. هـر  تعريف مي

باشـد.   عوامل ورودي در خود عوامـل مـي   تأثيرضريب 
  شود. تعريف مي )1( ةاين مدل، طبق معادل

  
)1(  ...ABBAy 12210   

  

ــه،   ــن رابط ــريب  iدر اي ــأثيرض ــل ورودي و  ت عام
,...B,A  باشد. در  ورودي بر پاسخ مي مؤثرنيز عوامل

شـود   استفاده مي و پارامترهايي مدل برازش، از جملات
دار بر پاسخ آزمـايش باشـد. بـراي     معني تأثيركه داراي 

 Design Expert 7.0.0افزار  انتخاب بهترين مدل، از نرم
رگرسـيون   ةدر اين مرحلـه، محاسـب  استفاده شده است. 

اي از پـارامتر   هاي چندجملـه  منظور برازش تمام مدل به
طـور كلـي، بهتـرين مـدل      بـه گيـرد.   خروجي انجام مي

   بهاست برازش مربوط 
-pمقـدار  دار (به عبارت ديگر،  معنياي   چندجمله الف)

value  (ةبا بيشينكوچك ) ؛ )3جدول درجه  
مطـابق   Prob>Fب) فقدان عدم برازش (يعنـي مقـدار   

   باشد. 0.1تر از  بزرگ) 4جدول (

 Adjusted R-Squaredبين مقـدار   يقبول تطابق قابل )ج
(يعنــي  باشـد وجـود داشــته   Predicted R-Squared و

 0.2كمتـر از  اختلاف اين دو مقـدار  ) 5مطابق جدول (
   باشد).
مقدار سطح اطمينـان در  لازم به يادآوري است كه   

انتخاب شده است؛ اين بـدان   %95تحقيق حاضر برابر 
ــادير    ــه مق ــت ك ــك p-valueمعناس ــر از  كوچ  0.05ت

  .[25] دل استدار بودن م معني ةدهند نشان
  

  ها مدل هاي مجموع مربع  3جدول 

p-value  F 
Value  

مربع 
  مدل  جمع مربعات  df  ميانگين

- - 666.20 1 666.20 Mean  
<0.000.1 38.66 44.45 3 133.34 Linear  
0.7029 0.48 0.61 3 1.83 2FI  
0.1042 2.67 2.46 3 7.37 Quadratic  
0.1266 2.78 1.49 4 5.98 Cubic  

- - 0.54 6 3.22 Residual  
- - 40.90 20 817.95 Total 

 
  ها مدل برازش بررسي عدم  4جدول 

Prob>F  F 
Value  

مربع 
 مدل  جمع مربعات  df  ميانگين

0.0622 4.22 1.51 11 16.61 Linear  
0.0437 5.16 1.85 8 14.78 2FI  
0.0727 4.13 1.48 5 7.40 Quadratic  
0.1023 3.99 1.43 1 1.43 Cubic  

- - 0.36 5 1.79 Pure Error 
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 ها بررسي كلي مدل  5جدول 

PRESS  Predicted 
R-Squared 

Adjusted 
R-Squared R-Squared  Std. Dev.  مدل 

31.15 0.7947 0.8560 0.8788  1.07 Linear  
51.24 0.6623 0.8404 0.8908  1.13 2FI  
63.77 0.5798 0.8849 0.9394  0.96 Quadratic  
298.87 -0.9498 0.9328 0.9788  0.73 Cubic 

  

هـاي جديـد    ازاي افزودن جمله داري به ميزان معني 
تـر باشـد،    باشد. هرچـه مقـدار ايـن پـارامتر بـزرگ      مي

اي به  چندجمله ةها و افزايش مرتب كردن اين جمله اضافه
 p-valueانجامـد. پـارامتر    هـا مـي   تر پاسـخ  برازش دقيق

هاي مـوردنظر   شاخص بهبود مدل پس از افزودن جمله
تر باشد (حداكثر  است. هرچه مقدار اين پارامتر كوچك

بـالاتر   ةدهنـد  است)، نشـان  0.05قبول برابر  مقدار قابل
بودن ميزان بهبودي مدل است. بـا درنظـر گـرفتن ايـن     

  جـا، مـدل خطـي بهتـرين مـدل قابـل       رايط، تا به اينش
  باشد. استفاده مي

اسـت  هـا   بعد بررسـي عـدم بـرازش مـدل     ةمرحل 
. اين بررسي ميزان مناسب بودن هركـدام از  )4جدول (

دهد.  هاي يادشده را در برازش دقيق نتايج نشان مي مدل
دار  عبارت ديگر، اگر مدل داراي عـدم بـرازش معنـي    به

پارامترهــا مناســب  تــأثيربينــي  منظــور پــيش باشــد، بــه
تغييـرات   F-valueباشـد. در ايـن جـدول، پـارامتر      نمي

هـاي   نقاط طراحي و پاسـخ اختلاف مقادير ميانگين در 
ــين  ــاظر تخم ــرات    متن ــا تغيي ــدل را ب ــط م ــده توس ش

گرفتـه حاصـل از نقـاط مركـزي      هاي صـورت  آزمايش
ايـن   نمايـد. بـر   طراحي (خطاي خـالص) مقايسـه مـي   

تر  در اين بررسي كوچك F-valueاساس، هرچه مقدار 
باشـد، عـدم    0.1تـر از   بـزرگ  Prob>Fباشد، و مقـدار  

بينـي مـدل    واهـد افتـاد و پـيش   برازش كمتري اتفاق خ
گردد. درنتيجه، مطابق با جـدول، مـدل    اعتمادتر مي قابل

باشـد. بـراي    قبول نمـي  بيني نتايج قابل خطي براي پيش
هـا كـه    هاي مربوط به ساير مدل رفع اين مشكل، جمله

واجد شرايط ذكرشـده اسـت بـه مـدل خطـي افـزوده       
شود. عدم برازش مـدل حاصـل در قسـمت تحليـل      مي
  گردد. ريانس دوباره بررسي ميوا

ها اسـت (جـدول    آخرين مرحله بررسي كلي مدل  
انحراف استاندارد خطاي طراحي  .Std. Dev). پارامتر 5

تـر   هرچه مقدار اين پـارامتر كوچـك   .زند را تخمين مي
ــوب ــاي   باشــد مطل ــر اســت. پارامتره و  R-Squaredت

Adjusted R-Squared پـذيري تغييـرات    نسبت توضيح
كند.  ير آزمايش توسط مدل انتخابي را مشخص ميمقاد

تـر باشـد قـدرت     هرچه ايـن نسـبت بـه يـك نزديـك     
-Predicted Rپذيري مدل بيشتر است. پـارامتر   توضيح

Squared بيني  تغييرات ساير مقادير كه توسط مدل پيش
مشابه بـه دو پـارامتر قبلـي،     .زند شود را تخمين مي مي

مقـدار واحـد مطلـوب     تر بودن اين پـارامتر بـه   نزديك
چگونگي برازش  ةدهند نشان Pressباشد. در نهايت،  مي
تـرين مقـدار    هاي آزمايش است. انتخـاب كوچـك   داده

Press [25]باشد  ها موردنظر مي نسبت به ساير مدل.  
شــرايط ذكرشــده، مــدل  ةبــا درنظــر گــرفتن كليــ 

عنــوان مــدل بــرازش انتخــاب  اي خطــي بــه چندجملــه
هاي مربـع   جبران عدم برازش، جمله منظور شود و به مي

اي كه عدم  گونه گردد؛ به پارامترها به اين مدل افزوده مي
  دار حاصل گردد. برازش غيرمعني

  
  پارامترهاي فرآيند تأثير

 ـ      تأثير  ةهركـدام از پارامترهـاي مـورد بررسـي بـر زاوي
با افزايش  آورده شده است. )6-8( هاي شكل خمش در

يابـد   توجه افزايش مـي  طور قابل خم به ةتوان ليزر، زاوي
معنـاي افـزايش انـرژي     ). افزايش توان ليزر به6(شكل 

گذاري بيشتر ليزر است. درواقع، هرچـه  تأثيرورودي و 
 ـ يابـد  توان افزايش مي بـالايي ورق بيشـتر    ة، دمـاي لاي

 يابـد و در نتيجـه   مـي گراديان دمايي افزايش  و شود مي
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 ـ يرتأثگردد.  خم بيشتر مي ةزاوي  ةسرعت اسكن بر زاوي
طور كلي، سرعت  بهآورده شده است.  )7(خم در شكل 

در گـذارد.   مـي  تأثيربر ميزان انرژي وارد در طول مسير 
 ـ  تأثير شده عملاً بررسي ةمحدود خـم   ةسرعت بـر زاوي

طور طبيعي بـا افـزايش تعـداد     ، بهچنين همناچيز است. 
زايش ). اف ـ8 شود (شـكل  خم افزوده مي ةپاس، بر زاوي
و افـزايش   اسـت معناي تكرار تابش ليزر  تعداد پاس به
  همراه دارد. دهي را به مقدار شكل

تأثير دوتايي پارامترهـا بـر مقـدار     نمودارچنين  هم  
نشان داده شـده   )9-11هاي ( شكل خم در ةنهايي زاوي

  .است
  

  
  زاوية خمشتوان ليزر بر  تأثير  6شكل 

  

1000 2000 3000 4000 5000
1.50
3.87
6.25
8.62
11

)هقيقد رب رتم يليم( نكسا تعرس

ناوت =	150 W
ساپ دادعت =	15

  
  زاوية خمشسرعت اسكن بر  تأثير  7شكل 

  
  زاوية خمشتعداد پاس اسكن بر  تأثير  8شكل 

  
  

  
  زاوية خمشتوان و سرعت اسكن بر  تأثير  9شكل 

  
  

  
  زاوية خمشتوان و تعداد پاس بر  تأثير  10شكل 
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  زاوية خمشسرعت و تعداد پاس بر  تأثير  11شكل 

  
  تحليل واريانس نتايج آزمايش

گيـري قطعـي اسـتفاده     بـراي نتيجـه   )6-11(هاي  شكل
عوامـل،   ةشـد  يد اثرات نشان دادهأيشود. به منظور ت نمي

شـود. تحليـل واريـانس،     از تحليل واريانس استفاده مي
پركاربردترين نوع تحليل براي بررسـي اثـر متغيرهـاي    
ورودي بر پاسخ فرآيند اسـت. ايـن تحليـل بـا فـرض      
نرمال بودن توزيع خطا، ثابت بودن واريانس و استقلال 

پيش از استفاده از اين روش تحليـل،   .شود آن انجام مي
گردد. بـه ايـن    ي اشاره شده بررسي ميها صحت فرض

شكل  مانده در  منظور، نمودار احتمال نرمال مقادير باقي
دهد كه آيا  آورده شده است. اين نمودار نشان مي )12(

مانـده (خطـا) از يـك مـدل توزيـع نرمـال        مقادير باقي
. پراكندگي نقاط آزمـايش در  [25]كند يا خير  پيروي مي

طراحـي آزمـايش    ةيج ـاطراف خط مـورب، پيـروي نت  
  دهد. گرفته از مدل توزيع نرمال را نشان مي صورت

يافتـه   مانده در برابر نقاط برازش  نمودار مقادير باقي 
مشخص شـده اسـت. پراكنـدگي نقـاط     ) 13شكل ( در

طراحي و عدم وجود يك ساختار مـنظم در نقـاط ايـن    

  .[25] ثابت بودن واريانس است ةدهند نمودار نشان
ل واريانس مدل استفاده شده در جدول تحليل كام 

كه در جـدول مشـاهده     چنان ) آورده شده است. هم6(
شـده در بخـش انتخـاب     اشـاره  هاي شرط ةشود كلي مي

  مدل برازش در مدل نهايي ارضا گرديده است.
  

  
  مانده مقادير باقيبرحسب نمودار احتمال نرمال   12شكل 

  

  
  شده مقادير برازش برحسب مانده نمودار مقادير باقي  13شكل 

  

  تحليل واريانس مدل استفاده شده  6جدول 
 p-value F Value مربع ميانگين  df  مدل  جمع مربعات 

  Model 140.03 4 35.01 44.84 0.0001> معني دار
- <0.0001 84.51 65.98 1 65.98 A-Power  
- 0.9268 8.71E-3 6.806E-3 1 6.806E-3 B-Scan vel.  
- <0.0001 86.29 67.36 1 67.36 C-no. pass  
- 0.0104 8.56 6.69 1 6.69 C2  
- - - 0.78 15 11.71 Residual  

 Lack of Fit 9.92 10 0.99 2.77 0.1362 غير معني دار
- - - 0.36 5 1.79 Pure Error 
- - - - 19 151.74 Cor Total 
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  زاوية خمشبيني  نهايي پيش ةتعيين رابط
يد واقع شده أيشده مورد ت اكنون كه صحت مدل استفاده

 ـ ةتوان رابط است، مي فـوم  هـاي   خمـش در ورق  ةزاوي
بينـي   كه توسـط ايـن مـدل پـيش    را آلومينيم  ةبست حفره
اطمينان دانست. طبق مـدل اسـتفاده شـده،     قابلشود  مي
  گردد. ) تعريف مي2( ةمطابق رابطخمش  ةزاوي ةرابط

  

)2(  2n0198.0n1846.0 v005E0625.2P0676.0 4097.6angleBending





 

  
 v، واتبرابر توان ليزر برحسـب   Pفوق،  ةدر رابط  

 nمتر بر دقيقه و  برابر سرعت اسكن پرتو برحسب ميلي
  هاي اسكن است. تعداد پاس

  

  
شده برحسب  بيني پيش زاوية خمشنمودار مقادير   14شكل 

  مقادير واقعي
  

در  زاويـة خمـش  نمودار مربوط به مقادير واقعـي    
) در شـكل  2( ةبيني شده توسط رابط مقابل مقادير پيش

) آورده شده اسـت. پراكنـدگي نقـاط آزمـايش در     14(
بينـي   پـيش  ةدهنـد  درجـه نشـان   45اطراف خط مورب 

  .[25]مناسب مدل حاصل است 

  گيري نتيجه
 ةبست هاي فوم حفره دهي ورق در اين مقاله، فرآيند شكل

آلومينيم با استفاده از ليزر انجام گرفته است. باتوجه بـه  
امكـان   ها عملاً شي اين دسته از ورقاستحكام پايين كش

هاي رايـج مكـانيكي    ها با استفاده از روش دهي آن شكل
عنـوان يـك    دهي بـا ليـزر بـه    وجود ندارد. فرآيند شكل

هـاي فـوم    دهي حرارتـي امكـان خـم ورق    روش شكل
دهـي   چه بر ميزان شـكل  فلزي را فراهم آورده است. آن

تعيـين دقيـق   انجامـد   اين روش مـي  با استفاده ازنهايي 
ترتيـب، سـه پـارامتر     باشد. بـه ايـن   مي مؤثرپارامترهاي 

فرآيندي كه مربوط به پرتو ليزر است شامل توان ليـزر،  
هاي اسـكن مـوردنظر    سرعت اسكن پرتو و تعداد پاس

 ـ   تـأثير قرار گرفت و  خـم   ةآن روي مقـدار نهـايي زاوي
 ـ  اي براي پـيش  رابطه چنين همتعيين گرديد.   ةبينـي زاوي

آلـومينيم ارائـه شـده     ةبسـت  هاي فوم حفـره  رقخمش و
علـت افـزايش    طور كلي، افزايش توان ليزر بـه  است. به

انجامد. افـزايش   خم مي ةانرژي ورودي به افزايش زاوي
 ـ شـود.   خـم منجـر مـي    ةتعداد پاس نيز به افزايش زاوي

 ـ  بسيار هرچند، با شيب  ةكم، بين سرعت اسـكن و زاوي
پارامترهـاي   تـأثير معكـوس برقـرار اسـت.     ةخم رابط ـ

طـور خلاصـه    بـه  زاوية خمـش فرآيندي مورداشاره بر 
  عبارت است از:

وات، بـا   210وات بـه   90. با افـزايش تـوان ليـزر از    1
از مقدار  زاوية خمشفرض ثابت ماندن ساير پارامترها، 

  درجه افزايش يافته است. 9.43درجه به  1.31
يقه بـه  متر بر دق ميلي 1000. افزايش سرعت اسكن از 2

زاويـة  متر بـر دقيقـه باعـث كـاهش ملايـم       ميلي 5000
  شود. درجه مي 5.33درجه به  5.41از  خمش

را  زاوية خمـش ، 25به  5. افزايش تعداد پاس ليزر از 3
  دهد. درجه افزايش مي 11.46درجه به  3.25
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 كالمنروش فيلتر زبا استفاده امعكوس مسائل انتقال حرارت تخمين شوك حرارتي در 

  
  )3( پور محمد رضا سليم  )2( احمد صداقت   )1(مهدي مولوي

  
صورت پذيرفته است. براي  فيلتر كالمن كمك بهتوزيع دما  داشتن با حرارتي شار ليپروفشوك حرارتي در  نيحاضر تخم ةدر مقال  چكيده

در نزديك شد.  گيري دما اندازه يشگاهيآزما طيبه شراشود تا  سعي مي يمصنوع صورت بهو اعمال نويز توزيع دما  ةبا محاسباين كار، ابتدا 
مورد نظر ظاهر  ةمسألصورت شوك حرارتي در  هشود كه ب پرداخته مي حرارتيشار يآنن يمبه بررسي تخ ،كالمن لتريف روش ادامه با استفاده از

  بزند.  نيرا تخم حرارتي ارشجهش كه روش حاضر قادر است با دقت قابل قبول  دهد يآمده نشان م دست به جينتاشود.  مي
 

   .كالمن روش فيلترحرارتي، روش تخمين آني،  انتقال حرارت معكوس، تخمين شار ةمسأل  يديكل هاي واژه
 
 

Estimation of Heat Shocks in Inverse Heat Transfer Problems using Kalman Filtering  
 

M. Molavi A. Sedaghat M.R. Salimpour  
 
Abstract  In this paper, the heat shocks in the heat flux profile are estimated with known temperature 
distribution using Kalman filtering. For this task, the temperature distribution is calculated and artificial 
noise is added to adequately simulate the real temperature measurements. Next by using Kalman 
filtering, estimation of online heat flux is assessed which appears as heat shocks in the discussed 
problem. Results indicate that the present method can accurately estimate jumps in the heat flux. 
 
Key Words  Inverse Heat Transfer Problem, Estimation of Heat Flux, Online Estimation Method, 
Kalman Filtering
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 همقدم

مسائل انتقـال   ةبه دو دست مسائل انتقال حرارت معمولاً
و مســائل انتقــال حــرارت  (DHCP)حــرارت مســتقيم 

شــوند. مســائل هــدايت تقســيم مــي (IHCP)معكــوس 
در آنهـا  شـود كـه   ق ميحرارت مستقيم به مسائلي اطلا

هندســه، شــرايط مــرزي، شــرايط اوليــه، خــواص      
هـاي  جملـه نين موقعيت و قـدرت  چ همترموفيزيكي و 

ــوم   ــع در صــورت وجــود، معل آن و هــدف  باشــدمنب
مـورد بررسـي بـا     ةتوزيع دما در داخـل ناحي ـ  ةمحاسب

استفاده از حل معادلات حاكم باشد. معادلات حاكم نيز 
روابط رياضـي   كمك بهي فيزيكي هاسازي پديده با مدل

يك سري معـادلات ديفرانسـيل و    صورت به كه معمولاً
آينـد. مسـائل   مـي  دسـت  بهباشند،  يا روابط انتگرالي مي

رفتــار  مســائل خــوش وهــدايت حــرارت مســقيم جــز
رفتار كه نخستين بـار   شوند. مسائل خوشبندي مي طبقه

معرفي شـدند بـه مسـائلي اطـلاق      ،[1]توسط هادامرد 
شود كه سه شرط وجود جـواب، يكتـايي جـواب و     مي

  كننـد  بـرآورده هـاي ورودي را   پايداري نسبت بـه داده 
. در اين گونه مسـائل بـا حـل معـادلات حـاكم      [2-5] 

مـورد نظـر رسـيد.     ةتـوان بـه توزيـع دمـا در ناحي ـ     مي
هـا پـيش توسـعه     هاي حل مسائل مستقيم از سال روش
  اند.يافته
وس به مسائلي اطـلاق  مسائل هدايت حرارت معك  
مسـتقيم   مسـأله شود كه حـداقل يكـي از معلومـات    مي

و بايد تخمين زده شود و در عوض دماي  باشدمجهول 
يا شار حرارتـي در داخـل يـا روي مـرز      برخي نقاط و

اشـد. ايـن   بگيري معلوم مورد نظر از طريق اندازه ةناحي
ــوع مســائل را مــي ــافتن علــت از طريــق  ن ــه ي ــوان ب ت

هـاي  ري معلـول بيـان كـرد. از مزايـاي روش    گي ـ اندازه
در اين روش نيـاز   معكوس انتقال حرارت اين است كه

به تحليل ميدان جريان اطـراف جسـم نيسـت زيـرا بـا      
شود استفاده از حسگرهايي كه در جسم كار گذاشته مي

شود. مقادير تجربي معمولاً با خطاي گيري ميدما اندازه

اين خطاهـا ممكـن اسـت    و  باشد ميگيري همراه اندازه
معكـوس انتقـال حـرارت     ةمسـأل موجب ناپايدار شدن 

بشوند. مسائل انتقال حـرارت معكـوس شـرط وجـود     
كنند، زيرا براي مثـال در صـورتي   مي برآوردهجواب را 

گيري شده براي يك جسم كه تغييري در دماهاي اندازه
ايجاد شود، يك دليل فيزيكي كه همـان شـار حرارتـي    

باشد، وجود دارد. شرط شده به جسم ميسطحي اعمال 
اثبـات   [5 ,4]مراجع  مانندتوان يكتايي جواب را نيز مي

ــاي     ــه خطاه ــي ب ــوس حرارت ــائل معك ــا مس ــرد. ام ك
درنتيجـه بـراي بررسـي     ؛باشـند گيري حساس مي اندازه

وضعيت مسائل انتقال حرارت معكوس تنهـا بايـد ايـن    
  شرط را بررسي كرد.

انتقال حـرارت معكـوس    ةشروع تحقيقات در زمين  
بوده است. يكي از نخستين مقالات در ايـن   1956سال 

 .) انتشـار يافـت  1960در سال ( [6]زمينه توسط استولز 
نرخ انتقال حرارت در مورد  ةمحاسب ةدر اين مقاله، نحو
دهـي بررسـي    يند آبآهاي ساده در فراجسامي با شكل

را بـا  اين كار  1959در سال  [7]شده است. ميرسپاسي 
نهايت بـا اسـتفاده از    روشي مشابه براي اجسام نيمه بي

هاي عددي و گرافيكي انجام داد. يكـي ديگـر از   روش
اي انتقال حرارت معكوس مقالـه  ةاولين مقالات در زمين

باشـد كـه در سـال    مـي  [8] روسي توسـط شـوماخوف  
هاي انتقال حرارت به انگليسي ترجمه شد. روش 1957

گيرنـد:  در دو دسـته قـرار مـي   طـور كلـي    معكوس بـه 
هـاي تخمـين غيرآنـي.    هاي تخمين آنـي و روش  روش

روش تخمــين متــوالي تــابع و روش فيلتــر كــالمن دو 
باشـند. روش تخمـين   روش مهم در تخمـين آنـي مـي   

هـاي آينـده   متوالي تابع از حدس توابع متوالي در زمان
. روش [9]كنـد  براي تخمين شار حرارتي اسـتفاده مـي  

لمن نــوعي روش تخمــين متــوالي اســت كــه فيلتــر كــا
درپي شار حرارتي را با الگوريتم خـود در  پي صورت به

. ايـن  [10]زنـد  آني تخمين مي صورت بهيك مرحله و 
تكنيك يـك روش بازگشـتي اسـت كـه بـا اسـتفاده از       

تابع (شار حرارتي) يا پـارامتر   ،هاي نويزدارورودي داده
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هاي غيرآني از  وش. در ر[11]زند دلخواه را تخمين مي
گيري شده براي تخمين تابع (شار تمامي دماهاي اندازه

تكـرار   فرآيندها از . اين روششود ميحرارتي) استفاده 
كنند، لـذا   له استفاده ميأآوردن جواب مس دست بهبراي 

هاي گرادياني با استفاده نياز به حدس اوليه دارند. روش
تكـرار را   فرآينـد از گراديان تابع هدف قادر هستند كه 

 هــايروش اتوماتيــك بــه انجــام برســانند. صــورت بــه
 ـريغ هايروش انيكاربرد را در م نيشتريب يانيگراد  يآن
. باشند ي) و پارامتر دارا محرارتيتابع (شار نيتخم يبرا

-كانماسو ، لونبرگ -، بوكس وتنني -گوس هاي روش
 ــ ــاركوارت، گرادي ــبه  انم ــزدوج و ش ــ م ــزء  يوتنني ج

از  ياريبس ني. تخمندآي يبه شمار م يانيرادگ هاي روش
با استفاده از سه روش اول  حرارتيجمله شار ازمسائل 
 ـروش گراد نيب ني. در اشود ينم هيتوص و  مـزدوج  اني
تــابع  نيتخمــ يكــاربرد را بــرا نيشــتريب يوتننيــ شــبه
 دايپ ليمزدوج به دل اني) دارند. روش گرادحرارتي(شار

 هاي تميالگور انيمناسب در م انيبردار گراد عيكردن سر
مــورد اســتفاده قــرار  شــتريبمعكــوس انتقــال حــرارت 

  .[12] ردگي يم
تابع هدف براي اين مسائل از تفاضـل بـين دمـاي     
حاصـل از   ةدسـت آمـد  گيـري شـده و نتـايج بـه    اندازه

هاي غيرآني باشد. در ميان روشالگوريتم محاسباتي مي
گراديـاني بيشـتر   هـاي  براي حل چنـين مسـائلي روش  
نيـــوتن، هـــاي گـــوساســـتفاده شـــده اســـت. روش

مـزدوج و  مـاركوارت، گراديـان  كانماسو، لونبرگ بوكس
  آيند. شمار مي هاي گرادياني بهروش ونيوتني جز شبه

هاي گرادياني نسبت بـه  از معايب استفاده از روش 
بر بـودن  هاي تخمين آني در مرز متحرك به زمانروش

اشاره كرد كه علت آن اين است كـه   توانمحاسبات مي
الحاقي كوپل كـرد   ةتوان با معادلمعكوس را نمي ةمسأل
[13] .  
انتقـال   ةامروزه شاهد ارائه مقالات زيادي در زمين ـ 

بـه آن   [15-14]حرارت معكوس هستيم كه در مراجـع  
بـا   2013اشاره شده است و كار جديدي كـه در سـال   

م شده است كه از ايـن  كالمن انجااستفاده از روش فيلتر
روش براي پيشگويي تغييرات ضخامت و تخمين شـار  

كـه   شـد حرارتي در حالت عملكردي راكتورها استفاده 
در اين جـا مـرز مـا نيـز متحـرك اسـت و بـر حسـب         

آيد سـطح مـا    وجود مي تغييرات دمايي كه در مرز ما به
. (در مقاله جاري مرز متحـرك بـر   [16]كند  حركت مي
آيـد كـه ناشـي از    وجـود مـي   فداشوندگي بهاثر فرآيند 

  باشد). تغييرات دما و فشار مي
روش فيلتر كالمن با غلبه بـر ايـن مشـكل باعـث       

نقاطي از نين در چ همشود و كاهش زمان محاسبات مي
آني شار حرارتي مورد نياز اسـت بـه    ةكه محاسب مسأله

رود. در بخش دوم اين مقاله معادلات حاكم بـر  كار مي
ــتفاده از روش مســتقيم تشــريح   مســأله ــا اس و حــل ب

سپس در بخش سـوم روش معكـوس ارائـه و     .شود مي
در بخـش چهـارم    .شـود روش فيلتر كالمن تشريح مـي 

شود و در بخش پـنجم  بررسي و تشريح نتايج ارائه مي
 شود.گيري پرداخته مي به نتيجه

 
  مستقيم ةمسأل

 ةشـامل يـك صـفح    در نظر گرفتـه شـده   ةمسألفيزيك 
شار حرارتـي   و T଴(x)، دماي اوليه Lبعدي با طول يك
q(t)  در مختصاتx=0   در  .شـود بـه آن وارد مـيx=L 

باشـد. جـنس صـفحه از    ميله در راستاي طول عايق مي
 صورت به مسألهبندي رياضي براي باشد. فرمولمس مي

 شود:زير ارائه مي
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با جداسازي دماهاي جديد، مـاتريس سـه قطـري     
زيـر   صـورت  بـه كـالمن  تكنيك فيلتر ةوسيل براي حل به
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 ـ با اعمـال شـرط مـرزي شـار      ) 6( ةحرارتـي معادل
  آيد:مي دست بهزير  صورت به
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 ـ    ) 6( ةو با اعمال شرط مرزي عايق بـودن در معادل
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 شـيوة كه در قسمت حل بـه روش معكـوس حرارتـي    

 شود.تخمين توزيع دما توضيح داده مي

  
  روش معكوس

 معكوس انتقال حرارت هـدف تخمـين شـار    ةمسألدر 
حرارتي مجهول بر روي مرز متحرك است در حالي كه 

در مـرز   ترموكوپـل  ةوسـيل  گيري بـه دما از طريق اندازه
ها و اشـكال مختلـف   در اكثر حالت جسم معلوم باشد.

فيلتركالمن دو فرض اصلي وجود دارد كـه عبارتنـد از:   
در فـرض   خطي سيستم، فرض نويز گوسي.سازي مدل

خطـي بـا بـردن بـه فضـاي      اول بايد ابتدا معادلات غير
-حالت ديناميكي و تبديل آن به حالت ماتريسي خطـي 

 و  . با در نظر گرفتن ماتريس حالـت  شودسازي 
 زير: صورت به
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  kمـاتريس ورودي و  ماتريس انتقال حالـت،   كه 

گيري دمـا  منطبق بر اندازه ةباشد. معادلانديس زماني مي
 شود:زير ارائه مي صورت به
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  ت.
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ش داديـم  
حرارتي را 
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  ود.
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حرارتي برحسب ز

حرارتي برحسب ز

 
ب فاكتور فراموشي

  

 ضا سليم پور

ح مودار تخمين شار

مودار تخمين شار

يرات باياس برحسب

محمدرض - صداقت

نم  3 شكل

نم  4 شكل
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احمد ص -ي مولوي مهدي
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كوواريانس اغتشاش ورودي در الگوريتم فيلتـر كـالمن   
است و اگر بسيار بزرگ انتخاب شـود باعـث افـزايش    

و اگـر خيلـي كوچـك     گـردد  ميغتشاشات در جواب ا
انتخاب شود باعث ايجاد تأخير زماني و عـدم تخمـين   

گـردد. از طرفـي   حرارتي مي ماكزيمم شار ةمناسب نقط
اين پارامتر بايد با توجه به واريانس اغتشاشـات دمـاي   

ود. پس با افـزايش واريـانس   شگيري شده تعيين اندازه
آوردن  دسـت  بـه بـراي   دما، مقـدار كواريـانس ورودي  

  باياس بهينه بايد افزايش يابد.
  

  گيرينتيجه
فيلتـر كـالمن روشـي     نشان داده شد كـه در بخش قبل 

حرارتـي را   تـوان شـار  است كه بـا اسـتفاده از آن مـي   
آني تخمين زد و با توجـه بـه ايـن موضـوع      صورت به
توان از اين روش براي طراحي حسگرهاي شارسنج  مي

نكــات مهــم در اســتفاده از ايــن روش  اســتفاده كــرد. 
  عبارتند از:

باعث كـاهش   Qو  σ ،γانتخاب منطقي پارامترهاي  .1
شود و مكاني كه شوك حرارتـي ايجـاد   باياس مي

 شود.خوبي تخمين زده مي گردد بهمي

با افزايش كوواريانس مقدار اغتشاشات زيـاد و بـا    .2
د و باعـث  گـرد كاهش آن مقدار اغتشاش كـم مـي  

لگـوريتم در تخمـين مكـان شـوك     شـود كـه ا  مي
حرارتي ضعيف عمل كند. از طرفـي ايـن پـارامتر    
بايد با توجه به انحراف استاندارد تعيين شود كه با 
افزايش انحراف استاندارد براي رسيدن بـه بايـاس   

 بهينه بايد مقدار كوواريانس افزايش يابد.

مقدار فاكتور فراموشي بهينه با توجه به كوواريانس  .3
  شود. كمينه تعيين ميو باياس 

 

  تشكر و قدرداني
ــايي    ــميمانه از راهنم ــر ص ــن اث ــندگان اي ــا و  نويس ه

هاي آقاي مهندس حسين مولوي كمال تشـكر   فكري هم
  و قدرداني را دارند.

  ها فهرست نمادها و نشانه
  هاي لاتين نشانه

 B ماتريس حساسيت  
 E  واريانس

 H  گيريماتريس اندازه
 I    ماتريس واحد

 K    بهره كالمن
 Kb  اصلاح شدهبهره كالمن 
 L  (m)طول ميله، 

 M  ماتريس حساسيت
 P  فيلتر شدهخطاي كواريانس ماتريس 

 Pb  ماتريس خطاي كواريانس
Q  كوواريانس

q   (W/cm2)حرارتي دقيق، شار

 R  گيريهواريانس دماي انداز
 Rε  واريانس مازاد

 T  (K)دما، 
 T0  (K)دماي اوليه، 

 t  زمان
 Z   بردار مشاهده
 X  متغير مكان 

 Φ  ماتريس انتقال حالت
 Г  ماتريس ورودي 

 σ  انحراف استاندارد 
 γ  فاكتور فراموشي 

 к    (W/m.K)ضريب هدايت حرارتي،
 δ  عملگر دلتاي كرونكر

  
  هانويسبالا

 ˆ  مقدار تخمين زده شده با الگوريتم 
¯  حرارتي مقدار تخمين زده شده بدون شار

  
  هانويسزير

k  انديس زماني



  ... تخمين شوك حرارتي در مسائل انتقال حرارت    نشريه علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك
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 ةميلتون و براساس تئوري تغييرشكل برشي مرتبو معادلات حركت با استفاده از اصل ه شودميگاه ورق ساده در نظر گرفته شود. تكيهمي
بررسي شده است. با  هاي طبيعي آنفركانسنسبت جرم روي  و د. اثر پارامترهاي مختلفي مانند ابعاد ورق و جرم گستردهنآيمي دست بهسوم 
  بي برخوردار است.قبلي نشان داده شده است كه نتايج حاضر از دقت خو ةشدآمده با نتايج ارائه دست بهنتايج  ةمقايس
  ، تئوري مرتبه سوم تغييرشكل برشي.موضعي ةارتعاش آزاد، ورق مستطيلي مدرج، جرم گسترد  كليدي ياههواژ

  
Vibration of FGM Plates With Distributed Mass Using Third Order Shear  

Deformation Theory 

A. Shooshtari  R. Motahari  M. Kari 
 
 

Abstract  In this paper, free vibration of rectangular functionally graded material (FGM) plates with 
distributed patch mass is analyzed. Properties of these plates like Young’s modulus and density vary 
continuously throughout the thickness direction. The plate is defined by power-law, sigmoid or 
exponential function. The boundary condition of the plate is assumed to be simply supported and the 
equation of motion is obtained by using of Hamilton principle and third order shear deformation theory. 
The effects of different parameters such as the plate and mass dimensions and mass ratio on the natural 
frequencies of the plate are analyzed. Compared to previous results, our results are very accurate in 
similar cases. 
 
Key Words  Free Vibration, Rectangular Plate, Distributed Patch Mass, Third Order Shear Deformation 
Theory. 

                                                           
د.باش مي 22/10/93 و تاريخ پذيرش آن 17/12/92 تاريخ دريافت مقاله  

 shooshta@basu.ac.ir. همدان ،دانشگاه بوعلي سينا ،فني مهندسي ةدانشكد ،ول: دانشيار گروه مهندسي مكانيكئمس ة) نويسند1(

  .همدان، ايران ،دانشگاه آزاد اسلامي، واحد همدان ،گروه مكانيك) دانشجوي كارشناسي ارشد، 2(

  .، ساوه، ايراندانشگاه آزاد اسلامي، واحد ساوهگروه مكانيك، ) مربي، 3(



  ...هاي مدرج تحت جرم گسترده  ارتعاش ورق    علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك ةنشري
  

56  

  قدمهم
صورت يك  هتوان بهاي مهندسي را ميبسياري از سازه

هـا در كاربردهـاي   ورق مستطيلي در نظر گرفـت. ورق 
سـازي و خـودرو   متفاوتي مانند صنايع هوافضا، كشـتي 

هـا در كـار تحـت    و اغلـب ايـن ورق   شوند مياستفاده 
هـا از  گيرند. لذا تحليـل ارتعاشـي ورق  ارتعاش قرار مي

دليـل   محققـان اسـت. از طرفـي بـه    مسائل مورد توجـه  
خصوص  ههاي برشي بتغييرشكلاهميت در نظر گرفتن 

هـاي جديـدي بـر    هاي ضخيم، محققان تئوري در ورق
هاي برشي ارائه كردنـد.  تغييرشكلمبناي در نظر گرفتن 
ارائـه شـده    ةمقال ،ها در اين مورداز جمله اولين تحقيق

بـود.   1965در سـال   Stavski( [1]( توسط استاوسـكي 
پس از آن توسعه اين روش توسط محققان ديگر ادامـه  

برشي را روي  تغييرشكلاثر  Bert( [2]( برتپيدا كرد. 
اي بررسي كرد و تعداد هاي مستطيلي لايهارتعاش ورق

 )Reddy( مدهاي ارتعاشـي بيشـتري را ارائـه داد. ردي   
هـاي مسـتطيلي   ارتعـاش ورق  مسأله 1979در سال  [3]
 كمـك  بـه برشـي   تغييرشكلا در نظر گرفتن اي را بلايه

در سـال   چنـين  هـم روش المان محدود تحليل كرد. او 
ارتعـاش   مسألهبا بررسي تحليلي و المان محدود  1989
هـاي مختلـف و   هاي مستطيلي با استفاده از روشورق
هـاي  تغييرشكلآنها نشان داد كه در نظر گرفتن  ةمقايس

 [5]وي  .[4]اسـت  برشي در تحليل ارتعاشي آنها مهـم  
از را در كتاب خود شرح كاملي  1997سرانجام در سال 

هـا ماننـد   هاي موجود در زمينه تحليل ورقانواع تئوري
هاي مرتبـه اول، دوم و سـوم    تئوري كلاسيك و تئوري

 در فصل يازدهم اين كتـاب  .برشي ارائه كرد تغييرشكل
وي نشان داد كه با اسـتفاده از تئـوري مرتبـه سـوم در     

 دسـت  بهتري ي دقيقها جوابها مقايسه با ديگر تئوري
 بـر دليـل پيچيـدگي روش و زمـان    آيد و از طرفي بهمي

بـالاتر،   ةهـاي مرتب ـ  تحليل بـا اسـتفاده از تئـوري    بودن
نيز  ها جوابو  استاستفاده از تئوري مرتبه سوم كافي 

در  Khdeir( [6]( خـدير از دقت بـالايي برخوردارنـد.   
هـاي   ت كامـل تحليـل ارتعـاش ورق   معادلا 1999سال 

برشي مرتبه  تغييرشكلمستطيلي را با استفاده از تئوري 
نيـز در   [7]و همكارانش  )Singh( دوم ارائه كرد. سينق

هـاي مركـب بـا    هاي طبيعـي ورق  ، فركانس2001سال 
برشـي   تغييرشـكل مواد تصادفي را با استفاده از تئوري 

در همـان   Kant( [8]( . كانـت آوردند دست بهبالا  مرتبه
اي مركب را بـا  هاي لايه حل تحليلي ارتعاش ورقسال 

بالا ارائـه كـرد.    برشي مرتبه تغييرشكلاستفاده از تئوري 
در سال  [9]و همكارانش  )Rastgaar( رستگار چنين هم

هاي مركـب مسـتطيلي   هاي طبيعي ورق ، فركانس2006
برشـي مرتبـه سـوم     تغييرشـكل را با استفاده از تئـوري  
   محاسبه و ارائه كردند.

ــر از ســوي ديگــر، بســياري از ورق   ــا تحــت اث ه
 ؛گيرنـد هايي كه روي آنها سوار هسـتند، قـرار مـي    جرم
كـه قطعـات   را مثـال، بوردهـاي الكترونيكـي     عنـوان  به

هايي در نظر توان ورقمختلفي روي آنها وجود دارد مي
هايي كه روي آنها وجـود دارد  گرفت كه تحت اثر جرم

هـا تحليـل   اي نبودن ايـن جـرم  دليل نقطه ر دارند. بهقرا
موضعي  ةهاي گستردها با وجود جرمارتعاشي اين ورق

از اهميت بالايي برخوردار است. هر چنـد مقـالاتي در   
هاي متمركز وجود ها با جرمتحليل ارتعاشي ورق ةزمين

هاي ها با جرمارتعاش ورق ةدارد، اما تحقيقات در زمين
تـوان بـه   ي اندك است. در اين ميان مـي عگستردة موض

 ، وانگKompaz( [10]( مقالات ارائه شده توسط كمپاز
)Wong( [11] اشـاره   [12]بيگلو و همكـارانش   و علي

  كرد.
هـاي سـاخته   ها، استفاده از ورقدر ميان انواع ورق 

 :Functionally graded materials( شده از مواد مدرج

FGM( [13] خواص مكـانيكي ممتـاز و   داشتن  دليل به
خـواص در طـول    ةمتفاوت كه ناشـي از تغييـر پيوسـت   

هـاي تـنش   ضخامت آنها است و موجب ايجـاد ميـدان  
همـين دليـل    شود، رو به گسترش اسـت. بـه  پيوسته مي

هاي اخير مـورد  هاي مدرج در سالارتعاش ورق ةمسأل
بعـدي   توجه محققان قرار گرفته است. حـل دقيـق سـه   

هاي سـاده توسـط   گاهي مدرج با تكيههاي مستطيلورق
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و نتــايج بــا شــد ارائــه  2004در ســال  Vel( [14]( ول
 تغييرشـكل هاي مختلف مانند تئـوري  استفاده از تئوري

. برشي مرتبه اول و سوم و تئوري كلاسيك مقايسه شد
 ةمسـأل  [15]و همكـارانش   )Qian( در همان سال كيان

باري يك ورق استاتيكي و ارتعاش آزاد و اج تغييرشكل
ــوري    ــتفاده از تئ ــا اس ــخيم را ب ــدرج ض ــتطيلي م  مس

-Petrov( گلــركين-بــالاي برشــي و روش پتــرو مرتبــه

Galerkin(   تحليــل و بررســي كردنــد. بررســي جــامع
هـاي سـاندويچي سـاخته    ارتعاش آزاد و كمـانش ورق 

 Zenkour( [16]( نيز توسط زنكـور  مواد مدرجشده از 
 تغييرشكل تأثيرتحقيق  ارائه شد. در اين 2005در سال 

برشي عرضي، نسبت ابعاد ورق و نسبت ضـخامت بـه   
ابعاد ورق مـورد بررسـي قـرار گرفتـه اسـت. در سـال       

هاي فركانس [17]و همكارانش  )Ferreira( فريرا 2006
را هاي ساده گاه طبيعي يك ورق مدرج مستطيلي با تكيه

 برشـي  تغييرشكلبا استفاده از تئوري مرتبه اول و سوم 
. و نتايج دو تئوري را با يكديگر مقايسه كردنـد محاسبه 

هاي مستطيلي ضخيم سـاخته شـده   ارتعاشات آزاد ورق
هـاي سـاده بـا اسـتفاده از     گـاه  و با تكيـه  مواد مدرجاز 

توسـط هاشـمي و   اول برشي مرتبـه   تغييرشكلتئوري 
ــارانش  ــال  [18]همك ــخ   2010در س ــد. پاس ــه ش ارائ

هـاي سـاخته شـده از     ورقاستاتيكي و ارتعاشـات آزاد  
ي بـالا  مرتبـه بـا اسـتفاده از تئـوري     مواد مـدرج  جنس

 )Talha( برشي در تحقيقي ديگر توسط تلها تغييرشكل
 دست بهبراي  چنين همبررسي شد.  2010در سال  [19]

هاي طبيعـي  فركانس ةآوردن فرمول دقيقي براي محاسب
ــده از    ورق ــاخته ش ــاي س ــدرج ه ــواد م ــاس  م براس

هـاي ايزوتروپيـك متنـاظر تحقيقـي     ورق هـاي  فركانس
ــرايم  ــط اف ــاز  Effraim( [20]( توس ــد. اويم ــام ش  انج

)Oymaz( [21]  اي ارتعاشـات  ، در مقالـه 2012در سال
را با روش  مواد مدرجهاي ناهمگن ساخته شده از ورق

ــز بررســي كــرد. حــل   ارتعــاش غيرخطــي  ةمســألريت
تحـت بارهـاي    مـواد مـدرج  ساخته شـده از   هاي ورق
 2013در سـال   Dogan( [22]( ادفي توسط دوگـان تص

طور كه در ابتدا ذكر شـد، امـروزه مـواد     همانارائه شد. 
پيوستگي خـواص مكـانيكي در راسـتاي     دليل بهمدرج 

هواپيماهـا،   ةاي در ساخت بدنضخامت كاربرد گسترده
كلي صنايع هوافضا پيدا كرده است.  طور بهفضاپيماها و 

هاي ساخته شـده از  روي ورق در بسياري از اين موارد
توان آنها را مانند شود كه مياين مواد قطعاتي نصب مي

كه بايـد در تحليـل ارتعاشـي    ي در نظر گرفت يهاجرم
لازم به ذكر است كـه در تمـام   مورد توجه قرار بگيرند. 

بررسي شـده  هاي مدرج ارتعاش ورق مسألهكه  يمقالات
مـورد  در تحليـل  موضـعي   ةوجود جـرم گسـترد  است 

  .توجه قرار نگرفته است
ــدرج      ــك ورق م ــاش آزاد ي ــه ارتع ــن مقال در اي

موضعي بررسـي شـده    ةمستطيلي تحت اثر جرم گسترد
است. ضريب پواسون ورق ثابت در نظر گرفتـه شـده،   
اما مدول يانـگ و چگـالي در راسـتاي ضـخامت ورق     

به سه حالت مـدرج   پيوسته متغير است. ورق صورت به
ــواني ــيگمويد)Power-Law FGM (P-FGM)( ت  ، س

)Sigmoid FGM (S-FGM)( ــا نمـــــايي  و يـــ
)Exponential FGM (E-FGM)(    .تعريف شـده اسـت

گـاه ورق سـاده در نظـر گرفتـه شـده و معـادلات       تكيه
حركت با استفاده از اصل هميلتون و براسـاس تئـوري   

آمـده اسـت.    دسـت  بـه برشـي مرتبـه سـوم     تغييرشكل
ه و اثـر پارامترهـاي   هـاي طبيعـي ورق محاسـب   فركانس

مختلف مانند ابعاد ورق و جرم، نسبت جرم، نـوع ورق  
 ةو سطح اثر جرم روي آنها بررسي شده است. با مقايس

قبلــي در  ةآمــده بــا نتــايج ارائــه شــد دســت بــهنتــايج 
هاي مشابه نشان داده شده است كه نتايج حاضـر   حالت

  از دقت خوبي برخوردار است.
  
  مسألهتعريف 

و ضـخامت   b، عـرض  a يلي به طوليك ورق مستط
h   در  )1(را مطـابق شـكل   ساخته شده از مواد مـدرج

در شـكل نشـان داده    y و x نظر بگيريـد. محورهـاي  
از وسط ورق بـه سـمت    z شده و جهت مثبت محور
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 موضـعي  ةگسـترد  جـرم ، )1(پايين است. مطابق شكل 
)M( به طول cعرض ، d   و با مختصات مركز جـرم
)mm y,x    روي ورق قرار گرفته اسـت. مـدول يانـگ (
)E) و چگالي (  ورق مدرج در سطح بالا و پـايين (

 طـور  بـه آن متفاوت اسـت و در طـول ضـخامت ورق    
) در طـول  vكند اما ضريب پواسـون ( پيوسته تغيير مي

  ضخامت ثابت در نظر گرفته شده است.
  

  
  يموضع گستردةورق مدرج مستطيلي با جرم  1شكل 

  
  روش حل

ورق ورق مدرج در سـه حالـت     .خواص ورق مدرج
شـود.  مدرج تواني، سيگمويد و نمايي در نظر گرفته مي

در حالت ورق مـدرج تـواني چگـالي و مـدول يانـگ      
  :[13]شود شكل زير نوشته مي به

  
)1(  21 E)]z(g1[E)z(g)z(E    
  
)2( 21 )]z(g1[)z(g)z(   

  

)3( p)
h

2/hz()z(g   
  

ترتيـب   بـه  2 و 1 و 2E و 1E در روابط فوق  
hz/2مدول يانگ و چگالي سطح پايين (   و بـالاي (

hz/2ورق (  و (p در مـدرج اسـت.    ةضريب ماد
در طول ضخامت حالت ورق مدرج سيگمويد خواص 

تــري دارد و از روابــط زيــر پيــروي توزيــع يكنواخــت
  :[13]كنند  مي

  
)4( 2/hz0,E)]z(g1[E)z(g)z(E 2111   
  

)5( 0z2/h,E)]z(g1[E)z(g)z(E 2212   
  

)6( 2/hz0,)]z(g1[)z(g)z( 2111   
  

)7( 0z2/h,)]z(g1[)z(g)z( 2212   
)8( 2/hz0,)

2/h
z2/h(2/11)z(g p

1  
  

)9( 0z2/h,)
2/h

z2/h(2/1)z(g p
2   

  
از يـك تـابع نمـايي    در حالت ورق مدرج نمـايي   

ــراي توصــيف خــواص ورق در طــول ضــخامت آن   ب
  :[13]شود  استفاده مي

)10 (  )2/hz(BAe)z(E   
 

)11(   )2/hz(BAe)z(   
  

)12(   )
E
Eln(

h
1B,EA

2

1
2   

  
  روابط اساسي حاكم

برشـي   تغييرشكليي با استفاده از تئوري جا جابهميدان 
  :[17]شود شكل زير معرفي مي مرتبه سوم به

  
)13(  )t,y,x(z)t,y,x(u)t,z,y,x(u x0   
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جـايي  ترتيب جابه به wو  u ،vدر معادلات بالا   
 0wو  0u ،0v و zو  x ،yهـــاي ورق در جهـــت

هاي چرخش yو  xمياني ورق و  ةيي صفحجا جابه
جايي براساس قوانين جابه -ند. روابط كرنشبرشي هست
يي جـا  جابـه خطـي و بـا اسـتفاده از ميـدان      ةالاستيسيت
  :[5]د نشوزير نوشته مي صورت بهشده  تعريف
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ــرايكــه در روابــط فــوق  0ب
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  براي روابط تنش كرنش نيز داريم:
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  آيد:مي دست بههاي تنش نيز از روابط زير منتجه 
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 xهـاي  توانند مختصهمي و   فوقدر روابط  
) 18-21(را اختيار كنند. بـا اسـتفاده از روابـط     yو يا 
  :[5]آيد مي دست بهها هاي تنش برحسب كرنشمنتجه
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داريـم   Aو  Aهاي براي ماتريس در روابط فوق  
[5]:  
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بوده  Aمانند  H و B ،D ،E ،Fهاي ماتريس  
، 0 ،1 چنـين  هـم هستند.  Aنيز مانند  Fو  Dو 
3 ،0  2و  عبارتند از: )22و  23(در روابط  
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گسـتردة  يـك جـرم     .يگستردة موضـع ورق با جرم 

نشـان داده   )1(طور كه در شـكل   را همان Mي موضع
كه جـرم از  است شده است در نظر بگيريد. فرض شده 

خمش ورق در جايي كه قرار گرفتـه اسـت جلـوگيري    
زيـر   صـورت  بـه انرژي كرنشي ورق را  ةعادلكند. منمي
  :[5] توان نوشتمي
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گيـري   انتگـرال  )16، 17و  21(با استفاده از روابط   
ــيانجــام  z روي محــور ــط و ســپس  گــردد م   از رواب

شـود. ضـرايب نيـز از    گـذاري مـي   جاي )18، 22، 23(
انــرژي  ةمعادلــ د.نــآيمــي دســت بــه )24و  25(روابــط 

) بــدون وجــود جــرم گســترده نيــز pTجنبشــي ورق (
  :[5] شود شكل زير نوشته مي به
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تـوان انـرژي   مـي  )13-18(هاي ده از رابطهبا استفا  

 ـ جـا  جابـه ورق را برحسـب  جنبشي   ةيي نوشـت. معادل
) كه mTي (گستردة موضعانرژي جنبشي ناشي از جرم 

  روي سطح بالايي ورق قرار گرفته نيز عبارتست از:
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مقدار جرم گسـترده بـر واحـد     mفوق  ةدر رابط  
مساحت است. كل انرژي جنبشـي ورق از مجمـوع دو   

آيــد  مــي دســت بــهانــرژي جنبشــي ذكــر شــده    
)mTTpT  گـاه   ). شرايط مرزي براي ورق با تكيـه

  شود: يزير در نظر گرفته م صورت بهساده 
  
)31(  b,0yat0MNwu yyyyx00   
  
)32(  a,0xat0MNwv xxxxy00   

  

سينوسـي و كسينوسـي   هـاي  در نظر گرفتن سـري   
ي هـا ارتعاش ورق ةمسألحل يي در جا جابهميدان براي 

ــر جــرم اضــافه شــده روي آن   مســتطيلي در تحــت اث
و  [12] اسـت تحقيقات قبلي مورد استفاده قرار گرفتـه  

هـاي زيـر كـه شـرايط مـرزي فـوق را ارضـا        لذا سري
  :شوند ميگرفته يي در نظر جا جابهكنند براي ميدان  مي
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، mnU ،mnV ،mnWدر روابـــط بـــالا ضـــرايب   

mnX  وmnY مختلط نمايي برحسـب  توابع  صورت به
تـوان   مي mnUمثال براي  طور بهشوند. فرض ميزمان 
  :نوشت
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mn eU)t(U   
  

mnدر رابطه فوق   
0U يي در زمـان  جـا  جابـه  ةدامن

اسـت. بـا اسـتفاده از اصـل     طبيعي فركانس  و صفر 
معـادلات حركـت    )40( ةو با استفاده از رابط ـهميلتون 
حجـم   علـت  بـه كه  [3]آيند  مي دست به مسألهحاكم بر 

آنهـا  ر نويسـي از ذك ـ  منظور خلاصـه  زياد معادلات و به
آوردن  دسـت  بـه  ةنحـو نظـر گرديـده اسـت امـا      صرف

(الـف) آورده   پيوسـت معادلات حركت با جزئيـات در  
  شده است.

  

)40(  )UT(L    
  

و در معادلات حركت  )33-37(قراردادن روابط با   
شـكل زيـر    بههمگن  ةيك دستگاه معادلآن  سازي ساده

  شود: مي حاصل
  
)41(    0])S[]K([ 2    
  

 ][مـاتريس جـرم و    ]S[مـاتريس سـختي،    ]K[كه 
هـاي مـاتريس    يـه انمونه دربردار ضرايب نامعين است. 

فوق براي يك حالت از توابـع   ةجرم و سختي در معادل
 ـ (ب) آورده شـده اسـت.   يوستپمدرج در  ةماد  ةمعادل

 براي ايـن  و شودبعد حل ميبي صورت به معمولاً) 41(
 ـا كار در ابتد انـرژي كرنشـي و جنبشـي را    هـاي  همعادل

ها را نيز ييجا جابهو سپس  نويسند ميبعد بي صورت به
بــراي لــذا دهنــد. بعــد در آن قــرار مــيبــه شــكل بــي

زير در امترهاي پار در اين مقاله، حلروش بعدسازي  بي
  :شوندنظر گرفته مي
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نسـبت   mrبعـد و   فركـانس بـي    در روابط بالا  

 ـ   ) 41( ةجرم به جرم ورق است. با حـل دسـتگاه معادل
هـاي طبيعـي ورق   آن كـه همـان فركـانس    ةمقادير ويژ

  شوند.هستند محاسبه مي
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  تغييرات مدول يانگ در راستاي ضخامت   2شكل 

  براي يك ورق مدرج تواني
 

  
  تغييرات مدول يانگ در راستاي ضخامت   3شكل 

  براي يك ورق سيگمويد
 

 
  تغييرات مدول يانگ در راستاي ضخامت   4شكل 

 براي يك ورق نمايي

  
  نتايج عددي

  خواص زير براي يك ورق مدرج فرض شده است:
  
3  الف)-43(

11 m/kg5700,Gpa200E   
  

3  ب)-43(
22 m/kg2702,Gpa70E   

  

  محاسبه شده است.  3/0vنتايج با فرض  ةكلي  

تغييــرات مــدول يانــگ در  )2-4(هــاي در شــكل  
مـدرج  سه حالـت  يك ورق در راستاي ضخامت براي 

با برابـر  نشان داده شده است.  اني، سيگمويد و نماييتو
صفر قرار دادن انرژي جنبشي ناشـي از جـرم گسـترده    

)0Tm ـ  هـاي   ) فركـانس 41( ة) و حل دستگاه معادل
آيـد. در ايـن   مي دست بهرق بدون جرم بعد وطبيعي بي

ــهتــوان نتــايج حالــت مــي ــايج  دســت ب ــا نت آمــده را ب
قبلي مقايسـه و دقـت روش پيشـنهادي را     ةشد محاسبه

هاي طبيعـي   مقادير فركانس )1(بررسي كرد. در جدول 
نـوع  مـدرج  آمده براي يك ورق مربعي  دست بهبعد بي

ز در هاي مختلف طول به ضخامت و ني در نسبت تواني
اين مقـادير  نشان داده و  pمقادير مختلف ضريب ماده 

و  [15]كيـان  ، [14]آمـده توسـط ول    دسـت  بهبا نتايج 
نيز مقادير  )2(مقايسه شده است. در جدول  [17]فريرا 

بعـد اول يـك ورق مربعـي    چهار فركـانس طبيعـي بـي   
و فريرا  [15]توسط كيان مدرج تواني با نتايج ارائه شده 

 )1و 2(هـاي   مقايسه شده است. با بررسي جـدول  [17]
از  آمده با استفاده دست بهتوان مشاهده كرد كه نتايج  مي

قبـولي   روش ارائه شده در اين مقاله دقت خوب و قابل
  .دارند

  
  بعد اول براي ورق مربعي مدرج توانيفركانس بي  1جدول 

  مرجع
P=1 

10h/a  
P=1  

5h/a  
P=2 

5h/a  
P=3  

5h/a  
نتايج 
  حاضر

0601/0  2213/0  2205/0  2211/0  

فريرا 
[17] 

0592/0  2188/0  2188/0  2202/0 

درصد 
  خطا

5/1  1/1  77/0  48/0 

ول 
]14[  

0596/0  2192/0  3197/0  2211/0 

درصد 
  خطا

8/0  9/0  36/0  0/0  

كيان 
[15] 

0584/0  2152/0  2153/0  2172/0 

درصد 
  خطا

8/2  7/2  4/3  39/0 
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بعد اول براي ورق مربع تواني، چهار فركانس بي 2جدول 
20h/a ،1p  

مود 
)m,n(  

نتايج 
  حاضر

فريرا 
[17] 

درصد 
  خطا

كيان 
[15] 

درصد 
  خطا

  7/0  0149/0  0/2  147/0  0150/0  )1و1(
  0/1  0377/0  6/1  0375/0  0381/0  )2و1(
 0/1 0377/0  6/1  0375/0  0381/0  )1و2(

  3/1 0593/0  5/1  0592/0  0601/0  )2و2(

  
هاي طبيعي  مقادير فركانس )3و  4(هاي در جدول  
 h/aو  b/a هـاي مختلـف  ازاي نسـبت  بهاول بعد بي

 يـا و (حالت مدرج تـواني   دوبراي يك ورق مدرج در 
و مدرج نمايي نشان داده شده  1pازاي  به )سيگمويد

-9(است با توجه به روابـط   1pدر حالتي كه  است.
استاي ضـخامت  تغييرات چگالي و مدول يانگ در ر )1

 هـاي  ويژگيبراي دو ورق مدرج تواني و سيگمويد كه 
توان گفت در حالتي مييكساني دارند، برابر است و لذا 

. كننـد رفتـار مـي  هر دو ورق مانند هم است  1pكه 
بعـد  شود فركانس طبيعي بـي گونه كه مشاهده مي همان

ر و با افزايش ورق با افزايش نسبت طول به عرض بيشت
نسبت طول به ضخامت يعني نـازك شـدن ورق كمتـر    

 علـت  بـه يابـد  افزايش مـي  b/aشود. در حالتي كه مي
، هم طول و هم ضـخامت ورق زيـاد   h/aثابت بودن 

و بـا   يابـد  مـي شود و بنابراين سختي ورق افـزايش  مي
مسـتقيم بـا    ةبعـد كـه رابط ـ  فركانس بـي  ةجه به رابطتو

يابد. در حالـت  بعد افزايش ميسختي دارد، فركانس بي
ثابت است، ورق  b/aيابد و افزايش مي h/aدوم كه 
يابد كه اين امر شود و لذا سختي آن كاهش مينازك مي

بـا توجـه بـه     چنـين  هم شود. عث كاهش فركانس ميبا
بالاتر بودن مقـادير فركـانس بـراي ورق مـدرج تـواني      

توان نتيجه گرفـت كـه ورق مـدرج تـواني صـلبيت       مي
بيشتري نسـبت بـه ورق مـدرج نمـايي از خـود نشـان       

  دهد. مي
  

بعد براي يك ورق بدون جرم مدرج تواني فركانس بي  3جدول 
  1pو سيگمويد، 

b/a  5h/a  10h/a  20h/a  
2/0  1215/0  0319/0  0081/0  

0.4  1347/0  0355/0  0090/0  
6/0  1563/0  0415/0  0106/0  
8/0  1857/0  0498/0  0127/0  

1  2213/0  0601/0  0150/0  
2/1  2656/0  0732/0  0188/0  
4/1  3145/0  0881/0  0228/0  
6/1  3686/0  1050/0  0274/0  
8/1  4270/0  1239/0  0325/0  

2  4893/0  1445/0  0382/0  
  

  راي يك ورق بدون جرم مدرج نماييبعد بفركانس بي  4جدول 
b/a  5h/a  10h/a  20h/a  
2/0  1203/0  0316/0  0080/0  
4/0  1334/0  0352/0  0089/0  
6/0  1547/0  0412/0  0105/0  
8/0  1837/0  0494/0  0126/0  

1  2199/0  0599/0  0154/0  
2/1  2624/0  0726/0  0187/0  
4/1  3106/0  0873/0  0226/0  
6/1  3637/0  1041/0  0272/0  
8/1  4211/0  1226/0  0322/0  

2  0.4822  0.1430  0.0379  

  

عـد يـك ورق   بفركانس طبيعي بـي  )5(در جدول   
ــي  ــدرجمربع ــدرج   دودر  م ــت م ــوانيحال ــاو ( ت  ي
تحـت   10h/aو  1pازاي  ايي بهنمو  )سيگموئيد

ي ارائـه شـده اسـت. جـرم     گستردة موضعاثر يك جرم 
ي به دو شكل در نظر گرفته شده اسـت.  گستردة موضع

) mrورق با نسبت جـرم ( در حالت اول جرم در مركز 
4/0و ابعاد  5/0 b/da/c    و در حالـت دوم جـرم

و ابعـــاد  9/0در مركـــز ورق بـــا نســـبت جـــرم    
1/0 b/da/c   شـود. مشـخص   در نظر گرفتـه مـي
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اســت كــه جــرم گســترده در حالــت دوم متمركزتــر از 
با توجه به مقادير موجـود در جـدول   لت اول است. حا
، هنگامي كه جرم متمركزتـر اسـت درصـد كـاهش     )6(

شود چون اثـر آن روي نقطـه   فركانس طبيعي بيشتر مي
شكم در ميانه ورق بيشتر شـده و لـذا انـرژي جنبشـي     

شود (بيشترين مقـدار خيـز بـراي    ناشي از جرم زياد مي
اسـت و بنـابراين   ورق در نظر گرفته شده در وسط آن 

با توجه به معادله انرژي جنبشي هر چـه جـرم در ايـن    
نقطه متمركز شـود مقـدار انـرژي جنبشـي نيـز بيشـتر       

شود). بنابراين انرژي جنبشي كل نيز افزايش يافته و  مي
يابد، كـه ايـن   در نتيجه فركانس طبيعي ورق كاهش مي

  كاهش مطابق انتظار است.
  

راي يك ورق مربعي مدرج، بعد اول بفركانس بي  5جدول 
1p  

نوع 
  ورق

بدون 
  جرم

جرم در 
حالت 
  اول

درصد 
  كاهش

جرم در 
حالت 
  دوم

درصد 
  كاهش

  87/80  0115/0  22/65  0209/0  0610/0  تواني
 63/80 0116/0  44/66  0201/0  0599/0  نمايي

  
  

  بعد اول براي ورق تواني و يا سيگمويد فركانس بي  6جدول 
  1pجرم گسترده،  با

b/a  5h/a  10h/a  20h/a  
2/0  0215/0  0059/0  0027/0  
4/0  0347/0  0059/0  0031/0  
6/0  0564/0  0142/0  0038/0  
8/0  0693/0  0174/0  0043/0  

1  0834/0  0209/0  0052/0  
2/1  1032/0  0259/0  0065/0  
4/1  1280/0  0321/0  0080/0  
6/1  1577/0  0396/0  0099/0  
8/1  1921/0  0483/0  0121/0  

2  2315/0  0583/0  0146/0  

  

  ل براي يك ورق مدرج نماييبعد اوفركانس بي  7جدول 
  با جرم گسترده

b/a  5h/a  10h/a  20h/a  
2/0  0203/0  0051/0  0021/0  
4/0  0334/0  0083/0  0029/0  
6/0  0553/0  0135/0  0032/0  
8/0  0680/0  0167/0  0041/0  

1  0822/0  0201/0  0048/0  
2/1  1019/0  0251/0  0060/0  
4/1  1268/0  0341/0  0075/0  
6/1  1563/0  0389/0  0093/0  
8/1  1909/0  0477/0  0115/0  

2  0.2305  0.0578  0.0137  

  
ادير فركانسـهاي طبيعـي   مق )6و 7(هاي در جدول  

ــوانيحالــت مــدرج دو در مــدرج  يــك ورق ــا و ( ت ي
هـاي  نسـبت با  ييامدرج نم و 1pي ازا به) سيگمويد

مختلف طول به عرض و طول به ضـخامت تحـت اثـر    
و ابعـاد   5/0ي با نسـبت جـرم   گستردة موضعيك جرم 

04/0 b/da/c  ــه ــه  ك ــرار گرفت ــط ورق ق در وس
است، آورده شده است. نتايج موجود در اين جـدول از  

  تبعيـت   )3و 4(هـاي  روند نشـان داده شـده در جـدول   
هاي طبيعي ورقي كـه تحـت اثـر يـك     كند. فركانسمي

ي قرار گرفته است نسبت به همـان  گستردة موضعجرم 
مقادير در حالتي كه ورق بـدون جـرم گسـترده اسـت،     

ابـد. ايـن كـاهش ناشـي از وجـود جـرم و       يكاهش مي
بـا   چنـين  هـم  افزايش انرژي جنبشي كل سيستم اسـت. 

تـوان نتيجـه گرفـت كـه     ها ميتوجه به مقادير فركانس
ورق مدرج تواني صلبيت بيشتري نسبت به ورق مدرج 

هاي در جدول رونددهد كه اين نمايي از خود نشان مي
  نيز مشاهده شد. )3و  4(

ي ابـر هـاي طبيعـي    ادير فركانسمق )8(در جدول   
و  تـواني حالـت مـدرج   دو در مـدرج  مربعي  يك ورق
نشـان داده شـده    pمقـادير مختلـف    يازا به سيگمويد

گسـتردة  است. ورق مربعي مذكور تحت اثر يك جـرم  
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4/0و ابعـاد  5/0ي با نسبت جـرم  موضع b/da/c 
 10نيـز   h/aرق قرار گرفته است و نسبت در وسط و

مشاهده با توجه به مقادير موجود در اين جدول، است. 
مقـدار   pكلـي بـا افـزايش تـوان      طـور  بـه شود كه  مي

مشخص اسـت   كاملاً چنين هم يابد. فركانس كاهش مي
از همان  كمترج تواني مقدار فركانس براي ورق مدركه 

لذا ورق مدرج  مقدار براي ورق مدرج سيگمويد است.
دهـد. از  سيگمويد صلبيت بيشتري از خـود نشـان مـي   

هـاي موجـود در   طرفي بـا توجـه بـه مقـادير فركـانس     
نشـان داده   )6و  7(هـاي  و جدول )3و  4(هاي جدول

شد كه ورق مدرج تواني صـلبيت بيشـتري نسـبت بـه     
  دارد. ورق مدرج نمايي

  
  بعد اول براي يك ورق مربعي فركانس بي  8جدول 

  10h/aبا جرم گسترده، 

p  
مدرج  ورق

  تواني
مدرج  ورق

  سيگمويد
1/0  0234/0  0236/0  
2/0  0228/0  0229/0  
5/0  0219/0  0221/0  

1  0209/0  0209/0  
2  0217/0  0204/0  
5  0218/0  0202/0  
10  0208/0  0200/0  
20  0193/0  0199/0  
50  0175/0  0199/0  
100  0166/0  0199/0  

  
ترتيب اثـر نسـبت طـول بـه      به )5و  6(هاي كلش  

ضخامت و طـول بـه عـرض را روي فركـانس طبيعـي      
نشـان   1pازاي  بـه  توانيبعد اول يك ورق مدرج  بي
ورق مربعي در نظر گرفته شـده   )5(دهند. در شكل مي

نسبت طول به ضخامت برابـر بـا    )6(و در شكل است 
و  4(هاي  است. همانطور كه پيشتر با بررسي جدول 10
ذكر شـد، بـا افـزايش     )6و  7(هاي جدول چنين هم )3

بعـد افـزايش و بـا    نسبت طول به عرض فركـانس بـي  

بعد كاهش فركانس بيبه ضخامت  افزايش نسبت طول
ورق تحـت اثـر يـك    مـذكور  يابد. در هر دو شكل مي

 5/0ي در وسط ورق با نسبت جرم گستردة موضعجرم 
4/0و ابعاد  b/da/c .قرار گرفته است   

  

  
بعد با نسبت طول به ضخامت  در تغييرات فركانس بي  5شكل 

  تواني يك ورق مدرج
  

 

بعد با نسبت طول به عرض در يك تغييرات فركانس بي  6شكل 
  ورق مدرج تواني

  

بعـد ورق بـا افـزايش    تغييرات فركانس طبيعي بـي   
دو ) براي يك ورق مربعي مـدرج (در  mrنسبت جرم (

 و مـدرج نمـايي)   1pي ازا بـه  تـواني حالت مـدرج  
نشان داده شده اسـت.   )7(در شكل  10h/aي ازا هب

ي در وسـط ورق و  گستردة موضـع در اين حالت جرم 
0.4با ابعاد  b/da/c   .در ايـن   فرض شـده اسـت

افـزايش انـرژي    دليـل  بـه حالت با افزايش نسبت جـرم  
انـرژي جنبشـي كـل    افـزايش   ،جنبشي ناشـي از جـرم  

يابد كه اين كاهش بديهي و مطـابق  فركانس كاهش مي
نشان داده شـده در   هايبا توجه به نمودارانتظار است. 

تواني اندكي بـالاتر  ورق مدرج هاي فركانس ،شكلاين 
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لذا ورق مدرج  .هاي ورق مدرج نمايي استاز فركانس
  تواني صلبيت بيشتري نسبت به ورق مدرج نمايي دارد.

  

  
بعد با نسبت جرم براي يك ورق تغييرات فركانس بي  7شكل 

  مربعي مدرج
  

  
بعد با افزايش سطح اثر جرم براي تغييرات فركانس بي  8شكل 

  يك ورق مدرج مربعي
  

  
بعد با تغييرمكان جرم براي يك ورق تغييرات فركانس بي  9شكل 

 مدرج تواني

  

 اثر افزايش سطح جرم روي فركانس )8(در شكل   
بعد يك ورق مربعي مـدرج (در سـه حالـت    طبيعي بي

 و مدرج نمايي) 1pي ازا بهو سيگمويد  توانيمدرج 
نشان داده شده است. در اين حالـت   10h/aي ازا به

dcمربعـي (  صورت بهجرم  ـ  ورق قـرار   ة) و در ميان
دارد و مقدار جرم نيز نصف جرم ورق است. با توجـه  

بعـد  به شكل با افزايش سطح جرم فركانس طبيعـي بـي  
جا كه بيشـترين ميـزان خيـز     يابد. از آنورق افزايش مي

شده در وسط آن است هر چه سطح  ورق در نظر گرفته
اثر جرم افزايش يابد انرژي جنبشي در سـطح بيشـتري   

شود و لـذا مقـدار   گيري مي رد انتگرالكه خيز كمتري دا
مشخص است كه اين  يابد. بنابراين كاملاًآن كاهش مي

شود. در ايـن حالـت   كاهش باعث افزايش فركانس مي
از ورق  بيشتر توانينيز مقدار فركانس براي ورق مدرج 

  است. مدرج نمايي
ي روي گستردة موضـع اثر موقعيت جرم  )9(شكل   

) 1pك ورق مدرج تـواني ( بعد يفركانس طبيعي بي
دهد. در اين حالـت موقعيـت جـرم    مربعي را نشان مي

) 0.5b/ymي روي خط وسط ورق (گستردة موضع
ــاييني آن      ــا پ ــالايي و ي ــارم ب ــك چه ــط ي و روي خ

)0.25b/ym و نسـبت جـرم    ) در حال تغيير اسـت
0.1و ابعاد آن  0.5 b/da/c .بـا   فرض شده است

تر شود توجه به شكل هرچه جرم به وسط ورق نزديك
  يابد.افزايش انرژي جنبشي، فركانس كاهش مي دليل به

  
 گيرينتيجه

در اين مقاله ارتعـاش آزاد يـك ورق مـدرج مسـتطيلي     
ي بررسـي شـده اسـت.    گسـتردة موضـع  تحت اثر جرم 

به سه حالت مدرج تواني، سيگمويد و يـا نمـايي    ورق
گاه ورق ساده در نظر گرفته شود. تكيهدر نظر گرفته مي

شده و معادلات حركت با استفاده از اصـل هميلتـون و   
 دسـت  بـه برشي مرتبه سوم  تغييرشكلبر اساس تئوري 

است هاي طبيعي ورق محاسبه شده آمده است. فركانس
اثر پارامترهاي مختلفي مانند ابعاد ورق، نسبت جـرم  و 

ي روي آنهـا  گستردة موضعو سطح اثر و موقعيت جرم 
بررسي شده است. با تحليل نتايج مشخص شد كـه بـا   

فركانس  ،ه ضخامت و نسبت جرمبافزايش نسبت طول 
بعد ورق كاهش و با افزايش نسبت طول به عرض و بي

يابـد. از طرفـي هـر    فركانس افزايش مي ،سطح اثر جرم
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تر شود، فركـانس كـاهش   ورق نزديك ةچه جرم به ميان
ورق مدرج سيگمويد صلبيت بيشتري  چنين هميابد.  مي

هاي آن دهد كه باعث افزايش فركانساز خود نشان مي

 ةشـد  آمده با نتايج ارائه دست بهنتايج  ةشود. با مقايسمي
سـت كـه   هاي مشابه نيز نشان داده شده احالت قبلي در

  نتايج حاضر از دقت خوبي برخوردار است. 
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  الف) پيوست
  آوردن معادلات حركت با استفاده از اصل هاميلتون: دست بهمراحل 

  شود:مقاله) نوشته مي 40 ةابتدا صورت كلي اصل هميلتون (رابط -1

 
TT

dtTUdtTU
00

)(0)(0   
  شود:و جنبشي ورق جايگذاري مي) 28 ةسپس معادلات انرژي كرنشي (رابط -2

   
a b h

h yzyzxzxzxyxyyyyyxxxx dxdydzU
0 0

2/

2/
)222(   

mp TTT    
  ):18شود (روابط گذاري مي ها در معالات فوق جايسپس كرنش -3

   
a b h

h
yyyyyyyyxxxxxxxx zczzczU

0 0

2/

2/

33
1

1033
1

10 )()([   

dxdydzzzzcz yzyzyzxzxzxzxyxyxyxy )])()()( 22022033
1

10  

   
a b h

h xxxxP zczuzczuT
0 0

2/

2/

3
10

3
100 ))([(    

dxdydzwwzczvzczv yyyy ]))(( 00
3

10
3

10     

 









2/

2/

2/

2/

3
10

3
100 ))([(

cx

cx

dy

dy xxxxm

m

m

m

m

zczuzczuT    

dxdywwzczvzczv yyyy ]))(( 00
3

10
3

10     

  
شـود  انجام مي zگيري فقط روي محور  بعد انتگرال ةبا قرار دادن روابط فوق در رابطه كلي اصل هميلتون در مرحل -4

  شوند. ) نوشته مي21هاي تنش (روابط ها برحسب منتجهو تنش
  شود.  يي نوشته ميجا جابهرحسب ) كل عبارت ب23و  22ها (روابط ييجا جابهها برحسب سپس با قرار دادن كرنش -5
 ـ  صـورت  به) yو 0u،0v،0w،xهاي مجازي (ييجا جابهدر مرحله بعد معادلات بر حسب  -6  ةپـنج معادل

 ــ ــهشــود. در ايــن مرحلــه از هــر يــك از  يمرتــب شــده و معــادلات حركــت اســتخراج م هــاي مجــازي ييجــا جاب
)0u،0v،0w،x وyهـاي مجـازي اسـت    ييجـا  جابهشود و عبارتي كه ضريب هر يك از ) فاكتورگيري مي

  ت است.حرك ةيك معادل
ها و در برحسب كرنش )23و  22(توان با استفاده از روابط هاي تنش را ميآمده منتجه دست بهدر معادلات حركت  -7

  يي نوشت.جا جابهنهايت برحسب 
  

  )ب پيوست
  است:به فرم زير  PFGMهاي ماتريس سختي و جرم براي ماده با فرم  يهادر

)3/(4 2
1 hc   

2
2 /4 hc   

2/1 cxx m   
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2/1 dyy m   

 /))]cos(1)([sin(1 baconst   

 /))]cos(1)([sin(2 abconst   

 /)]cos(1)][cos(1[3 baconst   

 /)sin()sin(4 baconst   

 /))](sin())())][sin((cos())([cos( 11115 cxcxdydyconst m   

 /))](cos())())][cos((sin())([sin( 11116 cxcxdydyconst m   

 /))](cos())())][cos((cos())([cos( 11115 cxcxdydyconst m   
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3

2
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  1394دو،  ةسال بيست و ششم، شمار   كاربردي و محاسباتي در مكانيك  علومنشرية 
 

  بهبود تنش و برآورد خطا با استفاده از تعادل در هر ناحيه از تحليل ايزوژئومتريك
  

  )2(بهروز حسني                     )1(احمد گنجعلي

  
بوده  گوسي يهمگرا استفاده از خاصيت نقاط فوق ةبر پاي ،در روش ايزوژئومتريك اولين روش برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش  چكيده

تعداد  تأثير چنين همو  معادلات تعادل در حل دو مثال الاستيسيته ارضايمبتني بر  ديگري برآورد خطاي بررسي روش بهدر اين مقاله . است
در اين روش با استفاده از ارضاي معادلات تعادل در هر ناحيه از  .شود مي پرداختهخطا  ةگوسي در كارايي اين برآوردكنند گيري انتگرالنقاط 

نسبت به سطح تنش  نشان داده خواهد شد اين سطح تنش آيد كه دست مي بهفضاي محاسباتي تحليل ايزوژومتريك يك سطح تنش بهبود يافته 
خطا  ةبررسي كارايي اين برآورد كنند براي همگرا داراي دقت بيشتري خواهد بود. تنش بهبود يافته مبتني بر نقاط فوقسطح ايزوژئومتريك و 

همگرا و  آمده از اين روش با روش مبتني بر نقاط فوق دست بهنتايج  ةته داراي حل تحليلي و مقايسيالاستيس ةمسأل دوو تحليل  سازي مدلبه 
استفاده از خاصيت نقاط  ةكارايي بهتر اين روش نسبت به روش بازيافت تنش بر پاي ةدهند نشاننتايج نتايج دقيق پرداخته شده است. 

 روش در خطا و برآورد تنش بازيافت براي ديگر مؤثر روش ساده و عنوان يك به اين روش نيزاز  توان مي بر اين اساسو  استهمگرا  فوق

  برد. نام ايزوژئومتريك
  .، معادلات تعادلتحليل ايزوژئومتريك، برآورد خطا، بازيافت تنش  كليديهاي  واژه

  
Improvement of Stress and Error Estimation by Patch Equilibrium  

in Isogeometric Analysis 
 

A. Ganjali       B. Hassani 
 

Abstract  A method for error estimation of isogeometric analysis of plane stress problems, based on 
stress recovery by using the super convergent properties of the Gauss points, was introduced. In this 
paper, a different approach for improvement of stresses based on the satisfaction of equilibrium equations 
by taking into consideration of two elasticity problems is followed and the effect of the number of the 
Gauss quadrature points is studied. In this approach, the equilibrium equations are satisfied for each patch 
of the isogeometric analysis model and it has been shown that the recovered stresses are more accurate 
than the previous method where the super-convergent properties were used. To demonstrate the 
performance and efficiency of the method a couple of elasticity problems are considered and the obtained 
results are compared with the previous method and exact solutions. The results indicate that the suggested 
method can be employed for error estimation and stress recovery in the isogeometrical analysis method. 
 
Key Words  Isogeometric Analysis, Error Estimation, Stress Recovery, Equilibrium Equations.    
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  مقدمه
 يكي سيستم يك رفتار بر حاكم ديفرانسيل معادلات حل

 علوم هاي زمينه در همواره كه است مسائلي ترين مهم از

در حالت كلـي  داشته است.  قرار بحث مورد مهندسي و
و تنهـا   دارنـد بسيار زيادي  هاي پيچيدگياين معادلات 
د. در نباش ـ ي عددي قابل حل مـي ها روشبا استفاده از 

ي مختلـف عـددي   هـا  روشبـا توسـعة   اخيـر  هاي  دهه
تـوان بـه    مـي  ترين آنهـا  كه از جمله مهم ايم مواجه بوده

ي تفاضــل محــدود، روش اجــزاي محــدود و هــا روش
ي بدون مش اشـاره  ها روشي موسوم به ها روشدسته 
 عنوان به، روش اجزاي محدود ها  روشاز ميان اين  كرد.

روشي قدرتمند در بسياري از علـوم مهندسـي شـناخته    
تـا   1950شده و توسعه يافته است. اين روش در دهـه  

ادغـام  كاهش عيـوب و   شكل گرفت و امروزه با 1960
ي تفاضل محدود و بدون مش بسياري از ها روشآن با 

ــع   مشــكلات دانشــمندان مكانيــك محاســباتي را مرتف
فت قابـل ملاحظـه   رغم اين پيشر علي ،اما ساخته است.

را كامـل   كه بتوان آن افتيرا  يروش توان نمي هنوز هم
نـواقص و مشـكلات    ني. از جمله اديو بدون نقص نام

 ئلي بـا به ضـعف در توليـد دقيـق شـكل مسـا      توان يم
بـا   يمسـائل  قي ـدق سازي مدلپيچيده، ضعف در  ةهندس

 ليـد تغييرات شديد در خواص مصالح و نيز نيـاز بـه تو  
در برخي مسائل، نظير مسائلي كـه   ها لمانامكرر شبكه 

شـوند و يـا مسـائل     در چارچوب لاگرانـژي حـل مـي   
  سازي شكل سازه، اشاره نمود. بهينه
گيـري روش اجـزاي    يك دهه پس از شـكل  تقريباً  

 ـ ،1980تا  1970ي ها سالبين  ،محدود  ةدليـل توسـع   هب
 سـازي  مـدل گيري در علـم   هاي چشم پيشرفت ها رايانه

  (Computer Aided Design)كمـك رايانـه   بـه هندسـه  
تحليـل مسـائل مهندسـي     واضح است كهشكل گرفت. 

ــن    ــتفاده از اي ــتوار اســت و اس ــه اس ــاي هندس ــر مبن ب
تواند كمك شاياني به تحليل مهندسي در  مي ها پيشرفت

زماني پيـدايش   دليل عدم هم هاما ب .نمايد آنرفع نقايص 
كمـك   ي طراحـي بـه  هـا  روشو اجزاي محـدود   روش

بــين تحليــل مهندســي و طراحــي  ايــن اتصــال ،رايانــه
   وجود نيامد. بهكمك رايانه  به

هـاي   ورود تكنيـك هايي كـه بـراي    از اولين تلاش  
در تحليـل مهندسـي صـورت     كمـك رايانـه   طراحي به
 كيگان و و توسط 2004تا  1998 يها سال در پذيرفت

كـه   انجام شد [3]و همكاران هوليگ و  [1,2]همكاران 
 اجـزاي  در مـورد اسـتفاده   شـكل  توابـع  جـاي  در آن به

 سال دراستفاده شده بود.  اسپلاين ةپاي توابع ازمحدود، 

 -بــي(نربــز  توابــع از اســتفاده بــا ايــده ايــن 2005
 Non-Uniform)يكنواخـت)  هـاي نسـبي غير   اسـپلاين 

Rational B-Splines (NURBS)) توابـع  ةتوسـع  از كه 

 شو همكـاران  آينـد توسـط هيـوز    مـي  دست به اسپلاين
 گرفـت  نـام  ايزوژئومتريـك  تحليل روش و يافت تكامل

 ـ  .[4]  ةدر اين روش ضمن استفاده از خواص توابـع پاي
هـا، سـطوح و    اسپلاين و نربز در تعريف دقيـق منحنـي  

احجام، همانند توابع شكل در روش اجزاي محدود، از 
 شود. استفاده ميسازي هم  يابي و تقريب درون برايآنها 
ــه ــاي روش ايزوژئومتريــكاز خلاصــه  طــور ب در  مزاي

 يمـوارد تـوان بـه    مي ي عدديها روشمقايسه با ديگر 
، دقت قابل ملاحظـه در  تر دقيق سازي مدلامكان  چون،

بنـدي مجـدد در    يط مرزي، عدم نياز به شـبكه ااقناع شر
مسائلي كه مـدل هندسـي در حـين حـل دچـار تغييـر       

، دسـتگاه معـادلات   ةانداز ةبل ملاحظقاشود، كاهش  مي
پــذيري و ســادگي در مســائل بهبــود شــبكه و  انعطــاف

قابليـــت اســـتفاده از ايـــن روش در حـــل معـــادلات 
باشـند   مي ي متغييرب آنها خود تابعيديفرانسيلي كه ضرا

در چند سال اخير، روش ايزوژئومتريك  .[5] اشاره كرد
اميـك  چـون دين  هـاي مختلفـي هـم    سرعت در زمينـه  به

ها و يا الكترومغنـاطيس توسـعه    سيالات، مكانيك سازه
بـه چـاپ    يدر اين زمينه كتاب چنين همداده شده است. 

تـوان بـه آن    بيشـتر مـي   ةرسيده است كه بـراي مطالع ـ 
 [6]. مراجعه كرد

شـمار   هاي عددي بـه  خطا بخش جدانشدني تحليل  
ن در قابليـت  ارود و همـواره باعـث نگرانـي محقق ـ    مي



  1394، دو ةسال بيست و ششم، شمار    بهروز حسني - احمد گنجعلي
 

75  

بـرآورد خطـا    استفاده از روش نتايج بوده است.اعتماد 
 Stressبازيافت تنش در تحليل ايزژئومتريك ( مبتني بر

Recovery in Isogeometric analysis(SRI) اولين بار (
. [1] توسط حسني و همكاران مورد استفاده قرار گرفت

ــاس روش  ــابه روش SRIاسـ ــزاي  SPR، مشـ در اجـ
يـي تـنش در   گرا مه ـبرگرفته از خاصيت فوق  محدود،
بــا در ايــن روش  .گوســي اســت گيــري انتگــرالنقــاط 

 ةمؤلف ـبـراي هـر    ي گوسيگرا همفوق  استفاده از نقاط
 بـراي شـود كـه    يك سطح بهبود يافته تشكيل مي ،تنش

 گيرد مي برآورد خطاي ايزوژئومتريك مورد استفاده قرار
 ـاتوسط همان محقق بعد از آن .[5]  ةن، يك روش بر پاي

ارضاي معادلات تعادل معرفي شـد كـه باعـث بـرآورد     
تحليـل   ةبهتري از خطا در داخل و نواحي مـرزي دامن ـ 

ايزوژئومتريك شد و كارايي آن در برآورد خطـاي سـه   
]. در ايـن  7الاستيسيته مورد ارزيابي قرار گرفت [ ةلأمس

پژوهش ضمن بررسي عملكـرد ايـن روش در بـرآورد    
يط انحنـا در مرزهـاي   بـا شـرا  نمونـه   مسألةخطاي دو 
 گيـري  انتگـرال تعـداد نقـاط    تـأثير به بررسـي   هندسي،

خطا پرداختـه شـده    ةگوسي در كارايي اين برآوردكنند
  است.
اي تحت بـار   دايره ةشكل و صفح اي دايره ةتير طر  

 مثـال حـل شـده در ايـن پـژوهش      فشـاري دو متمركز 
 گيـري  انتگـرال منظور بررسي تعـداد نقـاط    به باشند. مي

كل  يبيو تقر قيدق يانرژ ينرم خطانسبت گوسي نيز، 
پنج و  ستيشانزده، ب با چهار، نه،  )تأثير(شاخص  دامنه
ي براي دو مثال حـل شـده در   گوس ةشش نقطو  يو س

مورد ارزيـابي قـرار    ]7اين پژوهش و سه مثال مرجع [
در  هدو مثال حل شد آمده از دست بهنتايج  . گرفته است
برآورد خطا با استفاده  كه دهد مي نشان نيز اين پژوهش

 ،گرا هممبتني بر نقاط فوق روش نسبت به روش اين از 
  پذيرد.  مي با دقت بهتري صورت

   
  برآورد خطا در اجزاي محدود

ي تخمـين خطـاي   ها روشآشنايي با برخي از  منظور به

عددي در اين بخش بـه معرفـي تعـدادي از    هاي  تحليل
در برآورد خطاي تحليـل اجـزاي محـدود     ها روشاين 

  شود.  مي پرداخته
از  يروش عمـوم  كيكه در آن  ييها مقاله نياز اول  
 چاردسـون ير يهـا  ، مقالـه ه اسـت شد انيخطا ب نيتخم

روش  نوشـته شـده اسـت.    1910در سـال  باشد كه  مي 
ريچاردسون در تخمـين خطـا از ايـن حقيقـت پيـروي      

 اوت محدود، معمولاًكند كه خطا در هر طرحي از تف مي
. كـار  [8] هاي مورد استفاده بسـتگي دارد  مش ةبه انداز

توسط بابوشـكا   و 1978اصلي در تخمين خطا در سال 
روش آنهــا كــه روش  .[10 ,9] و رينبولــت آغــاز شــد

اي نام گرفت بر اين اساس بود كه با قرار دادن  باقيمانده
 ةحــل حاصــل از روش اجــزاي محــدود در معادلـ ـ   

پرش  ةآن و نيز محاسب ةماند ةديفرانسيل اوليه و محاسب
، تخمينـي از خطـاي حـل    ها المان ةميدان گراديان در لب

. دسـتة ديگـر از   [9] آيـد  مـي  دسـت  بـه اجزاي محدود 
 ي بازيافــت تــنشهــا روشي بــرآورد خطــا، هــا روش
 1994كـه بابوشـكا در سـال    يقاتيكه طبق تحق باشد مي

 نيا كه برده شد يداد، پ خود انجام ةتوسط آزمون وصل
دقـت و   از اي ماندهيي باقها روشبا  سهيدر مقا ها روش
كلـي   طـور  به. [11] باشند مي بهتري برخوردار ييگرا هم

پيوسته  منظور بالا بردن دقت، و بازيافت تنش روشي به
 دسـت  بـه و هموار نمودن ميدان تنش يا گراديان ميدان 

آمده از حل اجـزاي محـدود اسـت. در ايـن روش بـا      
اســتفاده از حــل روش اجــزاي محــدود، يــك جــواب 
نزديك به حل دقيق يا تحليلي در هر گره يـا در نقـاط   

كه دقت بالاتري است خواه روي دامنه محاسبه شده  دل
 طـور  بـه نسبت به حل اولية اجزاي محدود داشته است. 

زير تعريـف   صورت بهكلي اين ميدان تنش بهبود يافته، 
  شود: مي

  
)1( **σ = Nσ 

 

*كه در آن   
  مقادير گرهي اين ميدان وN   توابـع

است. با اسـتفاده از ايـن    ها المانشكل مورد استفاده در 
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زيـر   صـورت  بـه ميدان بهبـود يافتـه، خطـاي بازيافـت     
  شود: تعريف مي

  

)2( * *
σ he σ -σ 

  

تنش ناشي از اجزاي محـدود   hبالا  ةكه در رابط  
ي متعددي براي بازيافت تنش از حل ها روشباشد.  مي

اجزاي محدود وجود دارد كه از جملـه ابتـدايي تـرين    
توان به روش ميانگين گيري كه توسط هينـتن و   مي آنها

كــه  2Lو روش تصـوير   1974در ســال  [12]كمپبـل  
كـار بـرده    به 1971در سال  [13]توسط اودن و براچلي 

روش بازيافـت  1992شده است اشـاره كـرد. در سـال    
توسط زينكويچ و   SPRگرا تنش بر مبناي نقاط فوق هم

ابداع شد و گام بسيار بلندي در بازيافت تنش  [14]زو 
يكي از بهتـرين   عنوان بهمروزه اين روش ا .برداشته شد

بــراي بــرآورد خطــا در مســائل  هــا روشترين مــؤثرو 
رود. اسـاس ايــن روش برمبنــاي   مــيكـار   بــهمهندسـي  
اسـت كـه در    گرا همنقاطي به نام نقاط فوق  استفاده از
آمده از تحليل تقريبي نسبت به ساير  دست بهآنها تنش 

ايـن روش   شد. دربا نقاط از دقت بيشتري برخوردار مي
اي با ضرايب  چند جمله صورت بهبا برازش يك ميدان 

نامعين بر روي گراديان حاصل از روش اجزاي محدود 
، ميـدان  (ناحيـه)  ي متصل به هر گرهها المانروي گروه 

 صورت بهاين ميدان شود.  گراديان بهبود يافته تعيين مي
  د:گردزير فرض مي
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*در رابطة فوق   
p  ،تنش بهبود يافتـه ،P   مجموعـة

هاي حداكثر هم درجه با توابع شكل المان  اي تك جمله
) 4مقادير ثابت مجهول هستند. با كمينه كردن تابع ( aو 

  .[14] آيد مي دست به) 5مقادير مجهول مطابق رابطة (
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  شوند: مي
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آمـده از روش   دسـت  بـه تنش  hσدر اين روابط،   
 گـرا  هممختصات نقاط فوق  iyو  ixاجزاي محدود، 

ي هـا  المـان تعـداد   nهر ناحيه و  تنش در ةيا نقاط بهين
  موجود در هر ناحيه است. 

هـاي بسـيار ديگـري توسـط      بعد از آن نيز تكنيك  
نوعي به بهبود روش  محققين ابداع شد كه در هر يك به

SPR بـدين منظـور اسـتفاده از قيـد      .شـود  مي پرداخته
دنبـال   SPRبهبـود كـارايي روش    برايمعادلات تعادل 

. با توجه به عدم ارضاي معـادلات تعـادل   [21-15] شد
 SPRآمــده از روش  دســت بــهتوســط تــنش بازيــافتي 

بـا اسـتفاده از    ها روشويژه در نزديك مرزها، در اين  هب
 ةقيد معادلات تعادل سعي بر بهبود كارايي برآورد كننـد 

  خطا شده است.
  

  بندي تحليل ايزوژئومتريك فرمول
كلـي در روش ايزوژئومتريـك، مقـدار مجهـول      طوربه

تغييرمكان  ةمؤلفمثال  طور بهه در حالت دوبعدي، (مسأل
شود  يك سطح نربز، طوري تعيين مي عنوان به) xجهت 

كه ارتفاع سطح تشكيل شده از تراز مبنا در هر نقطـه از  
ه در آن مكان باشد. مسألمقدار مجهول  ة، بيان كننددامنه

در مسائل تنش و كرنش مسطح، اگـر نقـاط كنترلـي را    
هــاي اول و دوم  مؤلفــهاي انتخــاب كنــيم كــه گونــه بــه

x(مختصات اين  نقاط،  yP , P( ه را مسأل، بتوانند هندسه
سـوم   ةمؤلفبرآورد كنند، در اين صورت  xy ةدر صفح

كنـيم كـه    مختصات اين نقـاط را طـوري محاسـبه مـي    
اي نربز نشان  توابع پايه ةوسيل يابي بين اين نقاط به درون
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تـوان   تغييرمكان آن نقطه باشـد. در حقيقـت مـي    ةدهند
 xy ةتصــوير آن روي صــفحاي تشــكيل داد كــه رويــه
ه و ارتفـاع رويـه در هـر نقطـه     مسأل ةهندس ةدهند نشان

آن نقطـه   تغييرمكـان  ةدهنـد  نشـان  xy ةنسبت به صفح
ــر   ــابراين اگ ــد. بن ــانباش ــت  تغييرمك را  yو  xدر جه

ر ه ـ تغييرمكـان توان  نشان دهيم، مي vو uترتيب با  به
صورت زير از نربز (ناحيه) را به ةنقطه در داخل زيردامن

  يابي كرد. روي نقاط كنترلي مربوط درون
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,iبالا  ةدر رابط   jP هاي سوم  مؤلفهها نمايشگر بردار

,iمختصات نقاط كنترلي نربز،  jR   اي نربـز  توابـع پايـه
 yو  xهــاي در جهــت تعــداد نقــاط كنترلــي nو   mو

  باشند. مي
شـود كـه تنهـا     مـي  ) مشـاهده 8( ةبا توجه به رابط  

 xدر جهت  تغييرمكانسطح  پارامتر مجهول براي تعيين
ي هـا  مؤلفـه محدوديتي كه بردار  باشد. مي P، بردار yو 

كنـد،   سوم مختصات نقاط كنترلي نربز را مشـخص مـي  
هـر   تـأثير فضـاي  ديفرانسـيل تعـادل در    ةارضاي معادل

كـه در نهايـت    ؛اسـت المان نربز تحليل ايزوژئومتريك 
  شود. مي )9( ةمنجر به تشكيل معادل

 

)9( 
KP F 

  

 Pمـاتريس ضـرايب (مـاتريس سـختي)،     Kكه در آن
 Fه (مختصـة سـوم نقـاط كنترلـي) و     مسألمجهولات 

باشـند. حـال بـا     دامنـه مـي  نيروهاي خـارجي وارد بـر   
ترتيــب از گــردآوري  بــه FوKســازي دامنــه، گسســته

ماتريس سـختي و بـردار نيـروي هـر المـان از فضـاي       
  شوند.  مي ) ساخته10( ةپارامتري، مطابق با رابط
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 ـو در نهايت    ) و مشـخص شـدن   9( ةبا حل معادل
 صـورت  بهي كرنش و تنش را ها مؤلفهتوان  مي Pبردار 
  .آورد دست بهزير 

  
)11( ε BP ; σ Dε  

  
قيد بازيافت تنش با استفاده از تشريح روش 

   معادلات تعادل
 منظور بهيي كه ها روشمشابه ، كلي در اين روش طور به

 [21 ,18]بهبود ميدان تنش اجـزاي محـدود در مراجـع    
بـا معـادل قـرار دادن نيروهـاي عمـل       ارائه شده است،

آمده از  دست بهكننده بر يك ناحيه از فضاي محاسباتي 
 ـ مـي  تحليل ايزوژئومتريك و ميدان تنش بازيافتي، وان ت

بهبـود يافتـه   تـنش  تنش به يـك سـطح    مؤلفهبراي هر 
  دست يافت.

سـازي   كه در بخش قبل بيان شد، رابطـه  طور همان  
آمـدن سـطح    دسـت  بـه تحليل ايزوژئومتريك و نحـوة  

 ـ گونه جايي به هجاب تعـادل   ةاي است كه با ارضاي معادل
ــاي  در ــأثيرفض ــك از   ت ــر ي ــانه ــا الم ــل ه ي تحلي

شـده   سـازي  مـدل  ةكـل دامن ـ ايزوژئومتريك، تعادل در 
در صورت وجود تعادل در كـل دامنـه،    شود. مي برقرار

شـده در تحليـل    سـازي  مـدل  ةنربـز از دامن ـ  ةهر ناحي ـ
ايزوژئومتريك نيز در شرايط تعادل قـرار دارد. بـه ايـن    

را  ديفرانسيل تعـادل  ةمعادل فرم ضعيف توان مي ترتيب
در  شـده  سـازي  مـدل  ةكل دامن زمجزا ا ةبراي يك ناحي

  زير بيان نمود: صورت بهتحليل ايزوژئومتريك، 
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ي دها تنش 
قطبي با توجه به

روابط صورت به
[23].  
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دسـت آمـده از نـرم خطـاي      ) نتايج به8(شكل در   
اي تحت بـار   دايره ةتقريبي تحليل صفحانرژي دقيق و 

طـور كـه    متمركز فشاري نشان داده شده اسـت. همـان  
شود، روش تخمين خطـاي جديـد كـارايي     مشاهده مي

بهتري نسب به روش قديمي در بـرآورد نـرم خطـا در    
  زير بار متمركز و توزيع نرم خطاي كل دامنه دارد.

از خطا  ةتخمين كنند تأثيردر اين مثال نيز شاخص   
در روش  52/0براي روش قديمي به مقدار  45/0مقدار 

جديد افزايش داشته است. كـه ايـن افـزايش شـاخص     
كارايي بهتر روش جديد نسب بـه   ةنيز نشان دهند تأثير

  خواهد بود. گرا همروش مبتني بر نقاط فوق 
توزيـع   ةنحـو  ةبـه مقايس ـ  )9-11(هـاي   در شـكل   
تحليـل   آمـده از تحليـل دقيـق،    دسـت  بهاي تنش  مؤلفه

آمـده از   دسـت  بـه بازيـافتي  ي ها تنشايزوژئومتريك و 
روش ارائه شده در اين پژوهش و روش قديمي مبتنـي  

كـه   طـور  همانپرداخته شده است.  گرا همبر نقاط فوق 
روش ، yو  xي تـنش  ها مؤلفهشود در  مي مشاهده

ــنش      ــع ت ــديمي از توزي ــه روش ق ــبت ب ــد نس جدي
در مـورد توزيـع تـنش    باشد.  مي تري برخوردار مناسب
ــا  xyمؤلفــه ــد ام ــع مشــابهي دارن ، هــر دو روش توزي
شود نسـبت بـه توزيـع تـنش      مي كه مشاهده طور همان

  باشند. مي تر ايزوژئومتريك دقيق
  

گوسي بر  گيري انتگرالتعداد نقاط  تأثيربررسي 
  خطا ةكارايي برآورد كنند

 گيـري  انتگـرال در اين بخش به بررسي اثر تعداد نقـاط  
خطا بـر مبنـاي ارضـاي     ةگوسي بر كارايي برآورد كنند

معادلات تعادل در روش ايزوژئومتريك بـراي دو مثـال   
 [7]ارائه شده در اين پژوهش و سه مثالي كه در مرجع 

حل  ةدامن منظور نيبدشود.  مي ذكر شده است، پرداخته
مختلـف   گيـري  انتگـرال با پنج المان نربز با نقاط ه مسأل

برآوردكننـده خطـا در هـر     تأثيرتحليل شده و شاخص 
) 12بخش مورد مقايسه قرار گرفتـه اسـت. در شـكل (   

 پنج و سـي  وپنج المان نربز با چهار، نه، شانزده، بيست
حاصل  جينتاگوسي نشان داده شده است.  ةشش نقط و

   شده است. نشان داده  )1(در جدول  يبررس نياز ا
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 ةآورد كنند

آورد خطـا      
بود ميـدان  
ــل   در تحلي
ط گوسـي    

 ةورد كننـد  
ر بازيافـت    
 ةك و بر پاي

د. ويژگـي   
و استفاده  

ست و ششم، شمار
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  تحت كشش

1

1





 
مرتبه 

  توابع شكل

177/0  

175/0  
181/0  
182/0  

0/184 

يش كارايي برآ
  هد داشت. 

  يري
رايي روش بـرآ

بهب منظور بهدل 
ــه د ــال نمون  مث
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ه شد. اين بـرآو
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ل ايزوژئومتريك
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ــرآو ــنش و ب ت
ايزوژئومتريك
مختلف بر كار
خطا، دومين ر
تنش در برآور
لاتارضاي معاد

بارز اين روش
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 ـ   جـايي و   هيكسان از توابع شكل نربـز در تخمـين جاب
تر  سطح تنش بهبود يافته است. با توجه به توزيع دقيق

نرم خطاي تقريبي حاصل از اين روش و نـرم خطـاي   
آمـده از روش مبتنـي بـر نقـاط فـوق       دست بهتقريبي 

حــل شــده در ايــن پــژوهش،  ةمســألدر دو  گــرا هــم
و نمـايش بهتـري از    تـأثير افزايش شـاخص   چنين هم

 آمده از اين روش، دست به ةهاي تنش بهبود يافت مؤلفه
توان بيان نمود كـه روش بـرآورد خطـا مبتنـي بـر       مي

 ارضاي معادلات تعادل در اين دو مثـال نمونـه نيـز از   

كارايي بهتري نسبت بـه روش مبتنـي بـر نقـاط فـوق      
يـك   عنـوان  بهتوان از آن  برخوردار است و مي گرا هم

بـرآورد خطـا و    بـراي راه حل ساده و مهندسي ديگـر  
آمــده از تحليــل   دســت بــهبهبــود ميــدان تــنش   
نتـايج نشـان داد كـه     چنـين  همايزوژئومتريك نام برد. 

 تـأثير ش گوس گيري به رو تعداد مختلف نقاط انتگرال
 خطا نداشته و تقريباً ةزيادي بر كارايي اين برآوردكنند

دسـت   بـه هاي يكساني را تأثيردر تمام موارد شاخص 
   دهد. مي
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 1394سال بيست و ششم، شمارة دو،    كاربردي و محاسباتي در مكانيك  علومنشرية 

  
  شدگي سطح بر ميزان سخت AISI1045فولاد  ةدان ةاثر ريزساختار و انداز ةمطالع

  عميق با راندمان بالا زنيطي فرآيند سنگ
  

 )2(علي اكبر اكبري  )1(حميدرضا فضلي شهري

  
  

عميق با راندمان  زنيشدگي سطحي پس از فرآيند سنگدانه بر ميزان سخت ةهدف اين مطالعه بررسي تأثير ريزساختار فولاد و انداز  چكيده
زنـي بـا شـرايط ثـابتي     سازي و عمليات سنگهاي مختلف طي عمليات حرارتي خاص آمادهاندازة دانههايي با ريزساختارها و  است. نمونهبالا 

كـه  گيري شد و پس از مقايسه با مقادير سختي اوليه مشـاهده شـد   روي آنها انجام شده است. پس از اتمام فرآيند، سختي سطح قطعات اندازه
ها تا يك حـد بحرانـي، ميـزان    هشدگي سطحي به ريزساختار مواد و سختي اوليه آنها وابسته است. با افزايش سختي اوليه در نمون ميزان سخت

شدگي ها و گذر از حد بحراني مذكور، ميزان سختنمونه ةيابد. اما با افزايش سختي اوليزني افزايش ميشدگي سطحي طي فرآيند سنگ سخت
اي قابـل ملاحظـه   ةزنـي رابط ـ ريزساختار با سختي سطح نمونه پس از فرآيند سنگ ةدان ةمشاهده گرديد انداز نينچ هميابد. سطحي كاهش مي
هاي نـورد  طور مشابه براي نمونه هگردد. اين روند بشدگي بيشتري مشاهده ميتر باشد ميزان سخت ريزساختار كوچك ةدان ةدارد. هر چه انداز

در راسـتاي   زنيشدگي نسبتاً بيشتري را نسبت به سنگهاي كشيده شده، سختزني در راستاي دانهطوري كه سنگشده نيز مشاهده گرديد، به
  آورد. هاي نورد شده پديد ميعمود بر جهت دانه

  

  .كار، زبري سطحشدگي سطحي، ريزسختي، ريزساختار، دماي سطح قطعهزني عميق با راندمان بالا، سختسنگ  هاي كليديواژه
  
  

Study of Microstructure and Grain Size Effect on Superficial Hardening of AISI1045 

within High Efficiency Deep Grinding 
 

H.R. Fazli Shahri  A.A. Akbari 
 

Abstract  This work outlines the influence of microstructure and grain size on surface hardening within 
high efficiency deep grinding (HEDG). To do this, different samples with various microstructure and 
grain size are prepared through specific heat treatments, then they are undergone the grinding operation 
with constant operating conditions. Finally, the variations of microhardness are recorded. It is observed 
that by increasing the primary hardness of material the surface hardening amount is increased. But this 
trend is not observed for super hard material and instead, hardening percent is decreased after a critical 
primary hardness. This hardening amount is more than for fine grain materials in comparison with 
coarse grain materials. The rolled samples show the same manner like non-rolled samples. It is found 
that grinding in direction of elongated grains, resultes in increasing superficial hardening in comparison 
with that of grinding is perpendicular to elongated grains.  
 
Key Words  High Efficiency Deep Grinding, Superficial Hardening, Microhardness, Microstructure, 
Surface Temperature, Surface Roughness. 
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  مقدمه
كـاري كـه مسـتقيماً روي     هاي متـداول ماشـين  از روش

زنـي اسـت.   زبري سطح قطعات مؤثر است روش سنگ
برشي  پارامترهايبررسي تأثير  ةتحقيقات گذشته در زمين

شدگي سـطحي (از جملـه مطالعـات    روي ميزان سخت
Zurita دهـد كـه ايـن روش    ) نشان مـي [1] و همكاران

شدگي سـطحي گـردد. سـختي    تواند منجر به سختمي
طور مستقيم متـأثر از   زني بهسطح پس از عمليات سنگ

ون سـرعت سـنگ، سـرعت    چ ـ هـم پارامترهاي برشـي  
. [2 ,1] كـار، عمـق برشـي و بـار عرضـي اسـت       قطعـه 

تغييرات سختي و خـواص مكـانيكي ناشـي از فرآينـد     
زني نيز مورد بررسي و مطالعه قرار گرفتـه اسـت   سنگ

ــه [3] ــه در عمــق مقطعــي از قطع ــار  . ريزســختي (ك ك
) تغييرات قابل توجهي در سختي است گيري شده اندازه

دهد كه آن هم ناشي از حرارت شـديد و  مواد نشان مي
وجود آمدن تـنش پسـماند    هكاري شديد سطح و بخنك

دهنـد  نشان مي [5,6] . تحقيقات ديگر[4]در مواد است 
هاي پسـماند اساسـاً بـه    شدگي سطح و تنشكه سخت

  شوند:يكي از دلايل زير ايجاد مي
 .تغيير فاز مارتنزيتي در نواحي نزديك به سطح -

سيلان پلاستيكي مواد روي سـطح و مجـاور آن كـه     -
هاي حرارتي حاصل از گرماي توليد خود ناشي از تنش

 شده در حين فرآيند است.

ــي   تغي - ــاي برش ــي از نيروه ــتيكي ناش ــكل پلاس يرش
 .كارهاي ساينده در سطح قطعه دانه

تغييرشــكل پلاســتيكي نزديــك ســطح مربــوط بــه   
ساينده،  ةدان ةزني است. از جمله اندازپارامترهاي سنگ

. فرآينـد  [3]كـار، عمـق و خـواص مـاده     سرعت قطعه
زني سبب ايجـاد تغييـرات در خـواص مكـانيكي     سنگ

 ةترين تغييرات، اسـتحال شود. معموليمي كارسطح قطعه
 استفازي، ايجاد تنش پسماند و تغييرشكل پلاستيكي 

امـا در   دهنـد. كار را تغيير مـي كه هر يك خواص قطعه
 ـ ةكنار اين موضوع ريزساختار و انـداز  مـورد   ةمـاد  ةدان

اسـت كـه بايـد مـورد      استفاده نيز فاكتورهايي كليـدي 
اثر ريزسـاختار روي   ةالعبررسي قرار گيرد. در واقع مط

شدگي سـطحي از ديـد متـالورژيكي موضـوعي     سخت
رو  است كه كمتر مورد بررسي قرار گرفته است. از ايـن 

اين مقاله به تفصيل تـأثير ريزسـاختارهاي مختلـف بـا     
بنـدي  تـأثير جهـت   نـين چ همهاي متفاوت و اندازة دانه

هاي نـورد شـده را روي   هاي كشيده شده در نمونهدانه
زنـي  شدگي سطحي فولاد در فرآيند سـنگ زان سختمي

زنـي  زني، سنگهاي سنگكند. در بين روشبررسي مي
 HEDG (High Efficiency Deepعميق با راندمان بالا 

Grinding) پارامترهـاي برشـي    تدليل بالا بودن كمي به
مـورد   ةبيشتر مورد توجه قرار گرفته است. جنس قطع ـ

ه اسـت. ايـن فـولاد    انتخـاب شـد   AISI1045آزمايش 
و  داردكاربرد زيادي در صنايع هوافضا و خودروسازي 

. [7] از قابليت عمليات حرارتي خوبي برخوردار اسـت 
  آمده است. )1(مشخصات اين فولاد در جدول 

  
  تركيب شيميايي و خواص مكانيكي   1 جدول

 AISI1045 [7]فولاد 

 فيزيكي و خواص
  مكانيكي

 درصد وزنيعنصر  مقدار

 W/(m*K) 9/50  C  43/0-5/0 هدايت حرارتي

  J/(kg*K) 486  Si  25/0  ظرفيت گرمايي ويژه
  C¯¹6-10*1/15  Mn 60/0-90/0°  ضريب انبساط حرارتي

kg/m³103*872/7  Fe  51/98 -98/98  چگالي
 MPa585  P  (max) 04/0  استحكام كششي
 MPa505  S (max) 05/0  تنش تسليم

  GPa201  Cr  (max) 2/0  مدول الاستيسيته
  

نمونه تحت عمليـات حرارتـي مختلـف     24تعداد   
انـدازة  گيـرد تـا ريزسـاختارهاي مـوردنظر بـا      قرار مي

عمليـات   )2(آيـد. جـدول    دسـت  بـه هاي متفاوت  دانه
دهد كه هر كدام از آنها در حرارتي مختلفي را نشان مي

سه شرايط دمايي مختلف تهيـه گرديـده اسـت تـا سـه      
 ـ 24 متمايز حاصل گردد. تعداد اندازة دانة ديگـر   ةنمون

اما با اين تفـاوت كـه    اند نيز به همين ترتيب آماده شده
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زنـي قـرار گيرنـد، نـورد     كـه تحـت سـنگ    قبل از ايـن 
هاي نورد شـده  زني روي نمونهشوند. عمليات سنگ مي

هاي كشيده و موازي در دو جهت عمود بر راستاي دانه
ــه اســت. پــس ا  ــا آن انجــام گرفت ــات ز آن كــه ب عملي

سختي  يزان، مبه پايان رسيدها زني روي كل نمونه سنگ
شود و بـا مقـادير سـختي    گيري ميسطح قطعات اندازه

در ايـن  گردد. زني مقايسه ميقبل از انجام فرآيند سنگ
آمده ناشي از عمليات حرارتـي   دست بهپژوهش سختي 

و صـرفاً اثـر عمليـات     نيسـت كاري، مورد نظـر  سخت
هـدف   هـا نمونـه ي عميق روي سـختي سـطح   زنسنگ

 اصلي است.

بايســت تغييــرات ريزســاختاري جــا كــه مــي از آن  
قطعات مطالعه گردد بنابراين دانستن ميزان نيرو و دماي 

هـر آزمـايش ضـروري    سطحي مربوط به هر نمونه در 
مـورد توجـه قـرار     اي كه بايد طي آزمـايش است. نكته

گيرد تحـت كنتـرل بـودن پرداخـت سـطح و خـواص       
انجـام آزمـايش اسـت. چـرا كـه       ها حينسطحي نمونه

ممكن است ضمن رسـيدن بـه يـك سـطح بـا سـختي       
اي در ريزساختار و صافي خوب، تغييرات قابل ملاحظه
رو ميزان زبـري سـطح هـر    سطح آن ايجاد شود. از اين

بايـد توجـه    نـين چ همت. گيري شده اس نمونه نيز اندازه
ها در حـين رسـيدن بـه    داشت كه آيا ريزساختار نمونه

هــا اســت هــدف اصــلي كــه ســختي ســطح در نمونــه
ناشـي از   دستخوش تغييرات اساسـي و قابـل ملاحظـه   

حرارت خواهد شد يا خير. بنابراين به اقتضاي مطالعـه  
روي تغييرات ريزساختاري قطعات، دانستن ميزان نيـرو  

هـا  ي مربوط به هر نمونه حـين آزمـايش  و دماي سطح
گيـري   ضروري اسـت. ايـن مقـادير بـا وسـايل انـدازه      

طور خلاصـه هـدف ايـن    مخصوص ثبت شده است. به
 ةاندازة دانمطالعه شناسايي ريزساختار با زبري سطح و 

زنـي  مناسب است تا سختي سطحي كـه پـس از سـنگ   
آيد در حد قابـل قبـول و مطلـوبي    دست ميمحصول به

د. روشن است كه وجود سطحي صاف و زبري كم باش
و  دهـد  مـي در محصولات، عمر خستگي آنها را بهبـود  

 ةهـاي دينـاميكي و خورنـد   قابليت كار آنها را در محيط
  سازد. شيميايي فراهم مي

 

  هاروند آزمايش
 ةكار بـا تهي ـ   .ها و عمليات حرارتيسازي نمونهآماده

ــولادي  ــات فـــ ــاد  AISI1045قطعـــ  mm3در ابعـــ
. پس از شدغاز آ 10(ضخامت)×30(عرض)×40(طول)

حرارتي خاص ها در ابعاد موردنظر، عملياتبرش نمونه
جــايي كــه اســاس روي هــر نمونــه انجــام شــد. از آن

دانـه   –(دانه ريـز   اندازة دانهها روي سه سطح آزمايش
ريزي شده اسـت، بنـابراين   دانه درشت) پايه –متوسط 

ه شرايط دمـايي متفـاوت   بايست هر ريزساختار با سمي
ملاحظــه  )2(طــور كــه در جــدول  تهيــه گــردد. همــان

ها در سه سطح مختلف دمايي تنظيم شده شود كوره مي
ي مشـابه  هـا هـا، نمونـه  است. در كنار هر يك از نمونه

و شـدند  ديگري با همان روش عمليات حرارتي آمـاده  
 24´تـا   1´هاي تحت عمليات نورد قرار گرفتند. نمونه

و پس از آن تحت عمليات  ندطور مشابه آماده شد به نيز
هـا  نمونه ةنورد قرار گرفتند. درصد كاهش ضخامت كلي

در عمليـات  متـر)  ميلـي  5/12 ة(نسبت به ضخامت اولي
كـه  درصد در نظر گرفته شـده   20نورد يكسان و برابر 

در نهايت به همـان مقـدار تعريـف شـده بـراي سـاير       
اي كـه  مسـئله  انـد. رسـيده  متـر ميلـي  10ي ها يعننمونه
بايست مورد توجه قرار گيـرد ايـن اسـت كـه عـدد       مي

و اسـت  گيـري نشـده   در اين پژوهش اندازه اندازة دانه
 [8]و همكـاران  شـاي  انجام شده توسـط   ةمشابه مطالع

هـا در  تنها سه سطح ريز، متوسط و درشت بـراي دانـه  
ي نظر گرفته شده است تا اثر هر يك بر روي پارامترهاي

ون سختي، نيرو، دماي سطح و زبري مورد مطالعه چ هم
هـا و كشـيدگي آنهـا بـه     اندازة دانـه قرار گيرد. تفاوت 

تصاوير موجود در روش متالوگرافي آشكار شده است. 
دهـد.  هـا را نشـان مـي   اندازة دانـه فاوت بين ، ت3شكل 

كشـيدگي و راسـتاي    [8] نـين شـاي و همكـاران   چ هم
كه در اين پـژوهش   اند قرار دادهها را مورد بررسي  دانه

هاي نورد شـده مـورد مطالعـه قـرار     نيز در مورد نمونه
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  گرفته است. 
هـاي  داراي ساختاري با سمنتيت 3و  2، 1هاي نمونه -

ها ابتدا مارتنزيتي شده و سپس هستند. اين نمونه كروي
) قـرار  Spheroidizingسـازي ( تحت عمليـات كـروي  

سـاختارهاي مـارتنزيتي تـا     اند. بدين صورت كـه گرفته
و براي مـدت   روند ميگراد بالا  سانتي ةدرج 780دماي 
هاي گيرند. نمونهها قرار ميهاي مشخص در كورهزمان

نيز به همين روش آماده شده و پس از آن  3´و  2´، 1´
  .[7]اند تحت عمليات نورد قرار گرفته

 
  دههاي آزمايش شحرارتي نمونهمشخصات عمليات  2 جدول

  دما
)T±10°C( 

زمان 
  نگهداري
(دقيقه : 
 ساعت)

 عمليات حرارتي
شماره 
 قطعه

 1 )1كروي سازي ( 44:00 780

 2 )2كروي سازي ( 34:00 780

 3 )3كروي سازي ( 24:00 780

 4 )1آنيل در كوره ( 1:40´ 850

 5 )2آنيل در كوره ( 1:40´ 950

 6 )3آنيل در كوره ( 1:40´ 1050

 7 )1در هواي آزاد ( نرمال 1:40´ 850

 8 )2در هواي آزاد ( نرمال 1:40´ 950

 9 )3در هواي آزاد ( نرمال 1:40´ 1050

 10 )1(®در هواي فشرده نرمال 1:40´ 850

 11 )2در هواي فشرده ( نرمال 1:40´ 950

 12 )3در هواي فشرده ( نرمال 1:40´ 1050

 13 )1آستمپرينگ ( 1:40´ 850

 14 )2آستمپرينگ ( 1:40´ 950

 15 )3آستمپرينگ ( 1:40´ 1050

 16 )1مارتمپرينگ ( 1:40´ 850

 17 )2مارتمپرينگ ( 1:40´ 950

 18 )3مارتمپرينگ ( 1:40´ 1050

 C25 )1( 19°كوئنچ در روغن  1:40´ 850

  C25 )2( 20°كوئنچ در روغن  1:40´ 950
  C25 )3( 21°كوئنچ در روغن  1:40´  1050
  C25 )1( 22°كوئنچ در آب  1:40´ 850
  C25 )2( 23°كوئنچ در آب  1:40´ 950
  C25 )3( 24°كوئنچ در آب  1:40´ 1050

  P=100barفشار هواي مورد استفاده  ®

پرليتـي  -داراي سـاختار فريتـي   6و  5، 4هـاي  نمونه -
آمده است تحت  )2(هستند كه به ترتيبي كه در جدول 

، 4´هـاي   اند. نمونهعمليات حرارتي آنيلينگ قرار گرفته
نيز به همـين روش آمـاده شـده و پـس از آن      6´و  5´

  .[7] اندتحت عمليات نورد قرار گرفته
پرليتـي  -نيز داراي ساختار فريتي 9و  8، 7هاي نمونه -

آمده است تحت  )2(هستند كه به ترتيبي كه در جدول 
انـد.  در هواي آزاد قـرار گرفتـه   عمليات حرارتي نرمال

نيز به همين روش آماده شده و  9´و  8´، 7´هاي نمونه
  .[7] اندپس از آن تحت عمليات نورد قرار گرفته

داراي ســاختار  12و  11، 10هــاي نمونــه نــينچ هــم -
ــي ــي هســتند و مطــابق جــدول  -فريت تحــت  )2(پرليت

ــي ــات حرارت ــال عملي  ةدر معــرض هــواي فشــرد نرم
100bar نيـز   12´و  11´، 10´هاي اند. نمونهقرار گرفته

به همين روش آماده شده و پس از آن تحـت عمليـات   
  .[7] اندنورد قرار گرفته

تحت عمليـات آسـتمپرينگ    15و  14، 13هاي نمونه -
)Austemperingهـا داراي  اند. ايـن نمونـه  ) قرار گرفته

تركيبي از مارتنزيت و بينايت هستند. چگونگي عمليات 
  آستمپرينگ در زير ذكر شده است: 

فـولاد   ةهـا تـا دمـاي آسـتنيت    ابتدا آستنيته كردن نمونه-
AISI1045     و نگه داشتن آنها در اين دمـا بـراي مـدت

  شود. انجام مي زمان كافي (يك ساعت و چهل دقيقه)
 تـا دمـايي قبـل از دمـاي     ها سرد كردن سريع نمونه

) يعني تقريباً دمايي بالاتر از Msتشكيل مارتنزيت (
گــراد. ايــن عمــل در محيطــي  ســانتي ةدرجــ 300
درجه  350ون حمام نمك مذاب (كه در دماي چ هم

  گراد تنظيم شده است) انجام گرفته است. سانتي
 مدت زمان كـافي   داشتن قطعه در شرايط فوق بهنگه

ل نمونه در شـرايط  واخت شدن كتا اطمينان از يكن
جا با توجه بـه جـنس و    (در اينفوق حاصل گردد 

دقيقـه در نظـر گرفتـه     45ها مدت زمان ابعاد نمونه
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 . شده است)

 ها در معرض هـوا تـا سـرد شـدن     قرار دادن نمونه
 .كامل

 نيـز بـه همـين روش     15´و  14´، 13´هـاي  نمونه
 آماده شده و پس از آن تحت عمليات نـورد قـرار  

 .[7] اندگرفته

 ــه ــاي نمونـ ــت عمليـــات   18و  17، 16هـ تحـ
اند. ايـن  ) قرار گرفتهMartemperingمارتمپرينگ (

ها داراي تركيبي از مارتنزيت بازپخت شده و نمونه
ــات      ــل عملي ــتند. مراح ــت هس ــم بيناي ــي ه كم

  مارتمپرينگ در زير ذكر شده است: 
 د فـولا  ةتا دمـاي آسـتنيت   ها ابتدا آستنيته كردن نمونه

AISI1045       و نگه داشـتن آنهـا در ايـن دمـا بـراي
انجـام   مدت زمان كافي (يك ساعت و چهل دقيقه)

  شود.مي
 تـر از  ها تا دمايي كمي پايينسرد كردن سريع نمونه

دماي تشكيل مارتنزيت (دمايي بين دمـاي تشـكيل   
) Mfتا دماي پايان تشكيل مارتنزيـت   Msمارتنزيت 

حمـام نمـك مـذاب    ون چ هماين عمل در محيطي 
درجه  350(كه مشابه عمليات آستمپرينگ در دماي 

  گيرد. گراد تنظيم شده است) انجام مي سانتي
      نگه داشتن قطعه در شرايط فـوق بـه مـدت زمـان

كـل نمونـه در   كافي تا اطمينان از يكنواخت شـدن  
جا نيز با توجه به  (در اين شرايط فوق حاصل گردد

دقيقه در نظـر   45ان ها مدت زمجنس و ابعاد نمونه
 . گرفته شده است)

 ها در معرض هـوا تـا سـرد شـدن     قرار دادن نمونه
 .كامل

 ) برگشتTempering ً600) نمونه تا دمايي حدودا 
گراد و نگهداري آن براي مـدت زمـان   درجه سانتي

 .كافي

     نهايتاً سرد كردن نمونه در هوا تا زمـان رسـيدن بـه
 .دماي محيط

نيــز بــه همــين روش  18´و  17´، 16´هــاي نمونــه
آمــاده شــده و پــس از آن تحــت عمليــات نــورد قــرار 

  .[7] اند گرفته
داراي ساختاري بـا آسـتنيت    21و  20، 19هاي نمونه -

هـاي آسـتنيت،   باقي مانده هستند كه در بـين مـرز دانـه   
ها در مارتنزيت شروع به تشكيل نموده است. اين نمونه

هـاي  اند. نمونـه گراد كوئنچ شدهسانتي ةدرج 25روغن 
نيز به همين روش آماده شـده و پـس    21´و  20´، 19´

  .[7] انداز آن تحت عمليات نورد قرار گرفته
ــه - ــا  24و  23، 22هــاي نمون ــز داراي ســاختاري ب ني

هـاي  آستنيت باقي مانده هستند كـه در بـين مـرز دانـه    
ــا     ــه ب ــتري در مقايس ــبتاً بيش ــت نس ــتنيت، مارتنزي آس

شروع به تشكيل نموده اسـت.   21و  20، 19هاي  نمونه
گــراد كــوئنچ  ســانتي ةدرجــ 25هــا در آب ايــن نمونــه

اي در اين نوع قطعـات   تيغه يساختار نينچ هماند.  شده
مشاهده شد كه نشان از تشكيل فاز مارتنزيـت بشـقابي   

نيز بـه همـين    24´و  23´، 22´هاي در آن است. نمونه
نورد قـرار  روش آماده شده و پس از آن تحت عمليات 

  .[7] اندگرفته
  

زني روي قطعـاتي  سنگ  .HEDGزني عمليات سنگ
و با پارامترهـاي عملكـردي    AISI1045از جنس فولاد 

جهت انجـام گرفـت. مقـادير     هم صورت غير همعين و ب
) ذكـر شـده   3پارامترها و شـرايط فرآينـد در جـدول (   

ــين  ــدل اســـت. يـــك ماشـ ــپيندل افقـــي مـ ــا اسـ   بـ
320ATOS-HOSTIVAR  ــنگ ــد س ــراي فرآين ــي ب زن

سـنگ  بـا چـرخ   هـا  استفاده شده اسـت. تمـام آزمـايش   
Aluminum Oxide  و سـنگ بـا شـرايط     گيرد ميانجام

شـود.  زنـي تيـز مـي   يكساني قبل از هـر مرحلـه سـنگ   
ــكل (   ــد در شـ ــات فرآينـ ــت.  1تنظيمـ ــده اسـ ) آمـ



د ةيزساختار و انداز  فولاد ... ةدان

 

 قطعه ةشمار 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8  
9 

10 

11 

12 

اثر ريز ةمطالع 

  ني
Alumin

m280dc=  
m 30Vs=  
m30Vw=  

mm 1ae=   
mm 2S=    
  bar15 داً 

  ي

  حي قطعات
 تغييرات سختي

(%)  
8/7 

4/12 

3/13 

1/16 

7/15 

9/14 

1/21 

6/19 

4/18 

4/23 

2/22 

5/21 

زنفرآيند سنگ در
num Oxide 19A

mm20 mm, Ws=

m/s

mm/min 

m

m/Pass

زني با فشار حدودگ

زنيهي فرآيند سنگ

دماي سطح ، نيرو و
 ما
°C( 

  نيروي كل
)N( 

23 6/436 

24 442 

25 1/464 

26 8/509 

28 7/630 

29 636 

31 2/729 

33 2/755 

34 8/774 

34 9/761 

35 9/859 

39 9/890 
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رايط آزمايشگاهي
A100SVHB

m  گ:

روغن سنگ
  

آزمايشگاهيظيمات
  

صد تغييرات سختي،
دم قطعهةشمار

)C

13 33
14 49
15 58
16 66
17 87
18 95
19 19
20 37
21 49
22 42
23 59
24 97

  

 كانيك

شر  3 جدول
  چرخ سنگ:

طر  و ضخامت سنگ
  سرعت سنگ :
  كار:سرعت قطعه

  مق برش:
  رخ تغذيه:

  ايع خنك كننده:

تنظ  1 شكل

مقادير درص  4 ول
 غييرات سختي

(%)  
ش

9/26 

3/26 

9/25 

2/30 

1/28 

7/27 

1/37 

4/36 

9/34 

2/0 

1/0 

9/0 - 

و محاسباتي در مكا

چ
قط
س
س
عم
نر
ما

جد

  
 نيروي كل

)N( 

تغ

 3/938 

 1/950 

 2/982 

 1/964 

 5/1175 

 1/1190 

 1215 

 3/1295 

 1397 

 9/1429 

 5/1440 

 9/1539 

علوم كاربردي و ةي

  دما
)°C( 

401 

418 

431 

422 

439 

458 

488 

495 

500 

628 

632 

650 

نشري
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  دماي سطحي قطعات نورد شده مقادير درصد تغييرات سختي، نيرو و  5 جدول
 زني در جهت نوردسنگ زني عمود بر جهت نوردسنگ

  دما
)°C(  

 نيروي كل
)N( 

تغييرات سختي
(%)  

 دما شماره قطعه
)°C( 

  نيروي كل
)N( 

تغييرات سختي 
(%)  

 شماره قطعه

268  2/510  3/11 ´1 279  537 7/11 ´1 

286 5/516 9/11 ´2 298 6/543 3/12 ´2 

297 3/542 2/13 ´3 309 8/570 1/14 ´3 

306 7/595 9/18 ´4 319 627 1/19 ´4 

330 9/736 8/17 ´5 344 7/775 8/18 ´5 

339 1/743 3/14 ´6 354 2/872 1/15 ´6 

367 852 4/24 ´7 382 9/896 4/25 ´7 

388 4/882 1/22 ´8 404 8/928 1/23 ´8 

402 3/905 9/18 ´9 418 953 9/19 ´9 

393 2/890 5/31 ´10 410 1/937 2/32 ´10 

413 7/1004 3/30 ´11 430 6/1057 3/31 ´11 

457 1041 8/26 ´12 476 8/1095 8/27 ´12 

461 4/1096 2/34 ´13 481 1/1154 35 ´13 

481 1/1110 1/32 ´14  501 6/1168 1/33 ´14  
496 7/1147 4/29 ´15  517 1/1208 8/30 ´15  
486 6/1126 4/20 ´16 506 9/1185 4/21 ´16 

505 6/1373 7/19 ´17 526 9/1445 5/20 ´17 

527 7/1390 2/17 ´18 549 9/1463 8/18 ´18 

562 7/1419 5/15 ´19 585 4/1494 5/17 ´19 

570 5/1513 6/10 ´20 594 2/1593 6/11 ´20 

576 3/1632 6/6 ´21 600 3/1718 2/7 ´21 

723 8/1670 9/0 - ´22 753 7/1758 2/1 - ´22 

780 1894 4/2 - ´23 758 8/1771 4/3 - ´23 

748 3/1799 5/7 - ´24 728 2/1683 5/9 - ´24 

  
بـراي بررسـي تـأثير      گيري ريزسختي سـطحي.  اندازه

ــات، از دســتگاه   ريزســاختار روي ســختي ســطح قطع
طبــق اســتاندارد ســختي   Buheler-4046ســنجســختي

ويكرز استفاده شده است. ريزسختي سطح هـر يـك از   
گيـري   زنـي انـدازه  قطعات قبل و بعد از عمليات سـنگ 

 ةشده و در نهايت بـه تحليـل آنهـا پرداختـه شـد. كلي ـ     
 ASTM هاي متـالوگرافي براسـاس اسـتاندارد    آزمايش

E3-80   و محلــول مــورد اســتفاده بـــراي     [4]بــوده
  .[9]در نظــر گرفتــه شــده اســت   Nital 4%حكــاكي

نقطه با فواصل مساوي در طول هر  5مقدار سختي از  5
گـردد.  شود و ميانگين هر يك ثبت مـي نمونه گرفته مي

مـورد   ةدر اين بين اگر مقدار سختي متجاوز از محـدود 
مقـدار   5گيري دست آيد اين مقدار در ميانگين انتظار به

مقـدار نيـروي    شود.حساب آورده نمي سختي ويكرز به
ثانيـه   15مـدت   و به gf 200اعمال شده توسط دستگاه 

است. مقدار درصد افزايش سختي براي هـر نمونـه در   
همـراه نيروهـا و دماهـاي آنهـا      ) بـه 5و  4هاي (جدول

  آورده شده است. 



  فولاد ... ةدان

  هـاي  ـدول     

تـر  ي دقيق
ي دمـا نيـز    
حاصـل از    

تگاه ز دس ـ
Infrared/T 

بـراي هـر    
ت. نمـايي  
و نيـرو در    

د ةيزساختار و انداز

ر قطعـه در جـ

منظور بررسي به 
گيـريح انـدازه 

گيـري دمـاي ح
حين فرآيند نيز از
Type K Th

ي حين فرآينـد ب
 آورده شده است

گيـري دمـا وزه 
  ت.

  
 )3 در جدول (

ae

اثر ريز ةمطالع 

ـادير بـراي هـر
  شده است.

. ا حين فرآيند
ر بر سختي سطح

گ. بـراي انـدازه   
كار در ح قطعه

hermometer (

ست. مقدار دماي
)4و 5هاي ( ل

 چگونگي انـدا
 داده شده است

 شرايط بيان شده

e
Vc

 كسچر

شود. اين مقـ مي
) آورده4و  5(
 

گيري دمااندازه
تأثير ريزساختار
ضروري اسـت
درگيري ابزار با
(TES-1327K)

استفاده شده است
نمونه در جدول
از كل فرآيند و

) نشان2شكل (

 استفاده شده تحت

Vw 

s

 راه دور

فيك
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خشـي
اهدات
 نيرو و
ي است.
Dynam

ده شده
 حـين
روجـي
ماسـي،
 ةحاسـب  
قويـت

DC ـ  ه ب
كــاليبره

م
)

ان
ت
ض
د
)

ا
ن
ا
ش

  

زات آزمايشگاهي ا
  

w

s

دماسنج از ر

 كانيك

كه بخجايي از آن
ــا ــاس مش براس
آگاهي از ميزان
ساختار ضروري
mometer (Kist

 Amplifi استفاد
ـك از قطعـات
ر اسـت كـه خر

مم ة سـه مؤلف ـ    
) اسـت. محqن (

تقهـا از طريـق
Cبـه   ACريـان

ســاس نيــوتن ك

زني و تجهيز سنگ
ومتر

و محاسباتي در مكا

 زني.اي سنگ
ــه ب ــن مطالع اي
 است، بنابراين آ
وط به هر ريزس

 tlerز دسـتگاه

ier  (Kistler A

زنـي هـر يـنگ
م بـه ذكـرد. لاز

 بـراي نيروهـا،
 بر حسب كولن
 و برآينـد نيرو

مبدل جر مسير
و براس گــردد ــي

نمايي از فرآيند  2
دينامو

علوم كاربردي و ةي

گيري نيروهايزه
ــي ــاي اررس ه

وگرافي استوار ا
ي فرآيندي مربو
ي اين منظـور از

B925  باA5070)

ت تا نيروي سـن
ليات ثبت گردد
تگاه دينـامومتر
ودي و عرضي
وط به تبديلات

به ولتاژ و از ده
مــمپيوتر منتقــل 

2 شكل

نشري
  

انداز
از بر
متالو
دماي
براي
55)

است
عمل
دست
عمو
مربو
كنند
كــام
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  زنيمقادير زبري قطعات پس از فرآيند سنگ  6 جدول
  

Rzزبري 

[μm] 

Raزبري 

[μm] 

Rzزبريشماره قطعه

[μm]

Raزبري

[μm]

شماره قطعه

9/1 2/1 13 3/4 9/2 1 

2/2 4/1 14 3/4 7/2 2 

4/2 5/1 15 7/3 6/2 3 

6/1 1 16 4/5 4/3 4 

8/1 1/1 17 9/5 7/3 5 

1/2 3/1 18 6 8/3 6 

2/1 4/0 19 3/3 1/2 7 

2/1 7/0 20 8/3 4/2 8 

3/1 8/0 21 4/4 8/2 9 

6/5 5/3 22 5/2 6/1 10 

6/5 5/3 23 3 9/1 11 

2/6 4 24 7/3 3/2 12 

  
طور كه در مقدمه اشاره  همان  .گيري زبري سطحاندازه

شدگي سـطحي،  گرديد ضمن رسيدن به افزايش سخت
ها مـورد  بايست حين آزمايشزبري سطح هر نمونه مي

جايي كه ممكـن   توجه قرار گيرد. به عبارت ديگر از آن
به سطحي با سختي مطلـوب، بـا صـافي    است دستيابي 

سطح نامناسبي همراه گردد، لذا زبـري سـطح قطعـات    
گيرد. براي اين منظور زبري سطح تحت كنترل قرار مي

ــري  ــتگاه زب ــا دس ــات ب  Taylor Hobsonســنج قطع

Surtrunic 25 گيري شده اسـت. زبـري   هاندازRa  وRz 
 زني) پس از عمليات سنگ6و  7هاي (مطابق با جدول

مقـدار    Raگيري شده است. فـاكتور براي قطعات اندازه
هاي پروفيل از خط مبنـا در  ارتفاع ةميانگين حسابي هم

) از Sample Lengthمتــري (ميلــي 4طــول مشــخص 
ميانگين حسـابي مـاكزيمم    Rzگيري است. مقدار نمونه

گيـري  طـول نمونـه   5 ةاختلاف بين قلـه و دره در بـاز  
 استمتر ميلي 4گيري  ونهمجاور يكديگر است. طول نم

-بار انـدازه  4ميانگين  ةو هر يك از مقادير زبري نمايند

هـا در هـر دو   گيـري گيري جداگانه اسـت. ايـن انـدازه   
زني انجـام گرفتـه   جهت موازي و عمود بر جهت سنگ

است. مقادير زبري روندي مشابه با سختي دارد. به بيان 
يابد، مي رود زبري كاهشديگر هر چه سختي بالاتر مي

يابد و پـس از آن  اما اين روند تا حدي بيشينه ادامه مي
كند. دليل اين كاهش زبري روندي كاهشي را تجربه مي

فوق سخت بودن قطعات است كه دماي بسـيار زيـادي   
دنبال دارد، اين دو عامـل سـبب    زني به را در حين سنگ

  .[10]شود افزايش زبري سطح مي
  

  مقادير زبري قطعات نورد شده   7 جدول
  زنيپس از فرآيند سنگ

 زني عمود بر جهت نوردسنگ زني در جهت نوردسنگ

زبري
Rz  

[μm] 

زبري 
Ra  

[μm] 

شماره 
 قطعه

زبري 
Rz  

[μm] 

زبري 
Ra  

[μm]  

شماره 
 قطعه

0/4  8/2  ´1  9/3  7/2  ´1  
7/3  6/2  ´2 6/3  5/2  ´2 

6/3  5/2  ´3 5/3  4/2  ´3 

7/4  3/3  ´4 6/4  2/3  ´4 

1/5  6/3  ´5 0/5  4/3  ´5 

2/5  7/3  ´6 1/5  5/3  ´6 

9/2  0/2  ´7 9/2  9/1  ´7 

3/3  3/2  ´8 3/3  2/2  ´8 

8/3  7/2  ´9 8/3  6/2  ´9 

1/1  8/0  ´10 1/1  76/0  ´10 

3/1  95/0  ´11 3/1  90/0  ´11 

9/2  1/2  ´12 9/2  0/2  ´12 

0/1  6/0  ´13 99/0  57/0  ´13 

1/1  7/0  ´14  0/1  66/0  ´14  
1/1  75/0  ´15  0/1  71/0  ´15  
6/1  1/1  ´16 6/1  0/1  ´16 

7/1  2/1  ´17 5/1  1/1  ´17 

9/1  3/1  ´18 8/1  2/1  ´18 

9/2  0/2  ´19 9/2  9/1  ´19 

6/3  4/2  ´20 5/3  3/2  ´20 

6/4  1/3  ´21 5/4  9/2  ´21 

9/4  5/3  ´22 8/4  3/3  ´22 

0/5  5/3  ´23 9/4  3/3  ´23 

9/5  0/4  ´24 8/5  8/3  ´24 
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ي در سطح 

ي قطعـات  
اي نــرم و 
يط دمـايي      
 ندازة دانـه 

ـه در ايـن    

د ةيزساختار و انداز

  6و  5، 4ي ها

ر اين ريزسختي
 .  

فريتي-ار پرليتي
هــاي از نمونــه

ه در سـه شـراي
انطح مختلف از 

گونـه كـ  همـان 

اثر ريز ةمطالع 

  الف) -

  الف) -

  الف) -
هروي سطح  نمونه

  زنيگ

كنند. علاوه بري
شودغييراتي مي

 نتايج ريزساختا
انمونــه عنــوان 

دهـد كـهن مـي  
اند. سه سطحشده

 مشهود است.

  )4-

  )5-

  )6-
 (نواحي روشن) ر
 (ب) پس از سنگ

فرآيند تغيير نمي
ها دچار تغنمونه

)3شكل ( 
بــهرا  6و  5، 4

پذير نشـان شكل
مختلف ايجاد ش

هادر اين شكل
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حي سياه) و فريتي
زنيعمليات سنگ

تاري و
 ســطح
 در آن

ها در نه
هده شد
بعـد از

ف
ن

4
ش
م
د

 كانيك

   ب)-4(

   ب) -5(

   ب) -6(
ختاري پرليتي (نواح
(الف) قبل از ع

 ث

ـرات ريزسـاخت
ــي در ســختي
 در شرايطي كه
ريزساختار نمون
 دهند. اما مشاه
ـرايط، قبـل و ب

و محاسباتي در مكا

نمايش ريزساخ  3 

نتايج و بحث
د ارزيـابي، تغييـ
ب ايجــاد تغييراتـ

رود. انتظار مي
ي وجود دارد، ر
ي از خود نشان
تحـت تمـام شـ

40 μ 

علوم كاربردي و ةي

شكل

ي شرايط مـورد
ســبب دازة دانــه

ها شده است نه
ار دماي بيشتري
 فرآيند تغييراتي
ريزسـاختارها تح

μm

نشري
  

براي
انــد
نمو
مقد
طي
كه ر
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طح نمونـه   
ـور شـدن   
) نيز نشان 

 در شرايط 
 بالا اسـت  
شـود. ايـن   

 عنـوان  بـه  

  

 

  

ست و ششم، شمار

يناميكي در سـط
محـشـدن و هـم    

)3كه در شكل (

دهد كه حتيي
اي ناشي از آن
ش مشاهده نمـي 

24و  23، 22  
  است. 

 

  د و سخت 

سال بيس

و تبلور مجدد دي
 امرسـبب ريزش

ك ،شودنمونه مي
   

نشان مي )4(كل 
ي كه نيرو و دما
ختاري خاصي

هـاي به نمونـه
ر سخت و ترد ا

  الف) -22( 

  الف)-23( 

  الف) - 
قطعات ترد عنوان به
  زنيگ

بازيابي و ةپديد
گردد، كه ايـن

هاي سطح ن دانه
داده شده است.

تصاوير شك 
زنيسخت سنگ

نيز تغيير ريزسا
تصاوير مربوط

هاي بسيارنمونه

  

  

  )24-
ب 24و 23، 22هاي

 (ب) پس از سنگ
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ه وقوع

پ
گ
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د
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ن
ت
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هي در سطح  نمونه
زنيعمليات سنگ

 ي

زني باعث ريز ش
تار گرديده اسـت
ـطح پـس از عم
جهــت شــدن دان
ه و تحليل افزاي
ر اثر فرآيند سن

گنجنـد. برانمي
ف ،[11]مكــاران

تواند منجر بهمي

   ب) -

   ب) -

   ب)- 24(
ساختاري مارتنزيتي
(الف) قبل از ع

40 μm 

اكبر اكبري علي – ي

زد، فرآيند سنگ
ها در ريزساخته

يش سـختي سـ
ج. ريــز و هــم

هاي نورد شدهه
ها دسطح نمونه

 در اين مطالعه
مــاكس و هم -

ت ناشي از آن م

   )22

   )23

نمايش ريزس  4 كل

m

يدرضا فضلي شهري

شودل ديده مي
محور شدن دانه

دليلي بر افزايشد 
زنــي اســتنگ

صوصاً در نمونه
ش سختي در س
حثي هستند كه

-كيانــگلعــات 
زني و حرارتگ

    

    

شك

حميد
 

شكل
مهم

خود
ســن

مخص
كاهش
مباح
مطال
سنگ
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پـذيري پـايين   فولادي با سـختي  AISI1045فولاد   
دهـد كـه   براي اين فولاد نشان مـي  TTTاست. دياگرام 

علــت درصــد كــربن كــم و حضــور ديگــر اجــزاي بــه
مـارتنزيتي   ةشيميايي، منحني سرد شـدن بـراي اسـتحال   

كـه   . با توجه به ايـن [7] بايست تقريباً عمودي باشدمي
اولاً دماي ايجاد شده در فرآينـد در حـدي نيسـت كـه     

مارتنزيتي رخ دهد و ثانياً  ةيا استحال سيلان پلاستيكي و
زني به قدري پـايين  كاري در فرآيند سنگسرعت خنك
گيري مارتنزيت دور از دسـترس اسـت،   است كه شكل

تواند بنابراين، افزايش سختي و تنش پسماند فشاري مي
ــه هــاي پلاســتيك شــديد ناشــي از  دليــل تغييرشــكل ب

هـاي   شـكل  . در اثـر ايـن تغييـر   [6,12] زني باشد سنگ
مانده به  تبديل فاز آستنيت باقيپلاستيك شديد، احتمال 

سـختي سـطح    ميـزان  وجود دارد، در نتيجـه مارتنزيت 
 تواند فراتر رود.  مي

اي كـه در  دهـد كـه قطعـه   نتايج حاصل نشان مـي  
گــراد كــوئنچ شــده و داراي درجــة ســانتي 25روغــن 

ريزســــاختار مــــارتنزيتي اســــت داراي بيشــــترين 
سطحي است. از طرفي هر چه اندازة دانة شدگي  سخت

دست آمـده مقـدار    تر باشد سختي به ريزساختار كوچك
سختي فولاد مارتنزيت بـا درصـد كـربن    بيشتري دارد. 

سـختي  در حالي كه  ،ويكرز است 750در حدود  45/0
برابـر   19كـوئنچ شـده    ةسطح نمونآمده براي  دست به

كـه سـطح   دهـد  نشان مياست. اين مقدار ويكرز  334
مانده  آستنيت باقيمانده دارد.  ماده مقداري آستنيت باقي

زنـي بـه   در اثر كار مكـانيكي ناشـي از عمليـات سـنگ    
و موجب افزايش نسبي سختي  شود ميمارتنزيت تبديل 
 نيـروي قدار با توجه به ماز طرفي گردد.  سطح فولاد مي
، )4(كـار موجـود در جـدول    قطعهزني لازم براي سنگ

مقـداري  با  21و  20، 19هاي شود كه نمونه يمشاهده م
 25(كه از كوئنچ در روغـن   در سطح مانده آستنيت باقي

داراي نيـروي كـل    ،انـد) آمده دست بهگراد سانتي ةدرج
شدگي سطحي هستند. ايـن  نسبتاً بالا و بيشترين سخت

وقـوع تغييرشـكل    دهندة نشانمقادير نيرويي نسبتاً زياد 

رخ  زنـي كه حين فرآيند سنگ استآستنيت پلاستيكي 
و نهايتاً منجر به ايجاد فـاز مارتنزيـت در مـاده     دهد مي
اين تغييرشكل  [13] بارباكي براساس مطالعات. گرددمي

ها تواند باعث افزايش دانسيته نابجاييمي نيز پلاستيكي
شـدگي سـطحي   و سـبب سـخت   گردددر سطح قطعه 

 ـ از طرفي در بحث مكانيزم شـكل  .شود راده در گيـري ب
نه تنها مقدار تـنش تعريـف شـده توسـط      مواد سخت،
برداشته نشده منجر به ايجاد تغييرشـكل   ةضخامت براد

ــي   ــديد م ــتيك ش ــاري   پلاس ــنش فش ــه ت ــردد بلك گ
برنده نيز منجر بـه ايجـاد تـنش     ةهيدروستاتيكي زير لب

هـاي  گـردد. در نتيجـه، تـنش   تغييرشكل پلاسـتيك مـي  
افتـد كـه تـنش    اق مـي برنـده اتف ـ  ةزير لب ـ ي هرتزتماس

. بنـابراين  [14] شـود هيدروستاتيك فشاري را سبب مي
نسـبتاً سـخت   كه  19 ةشمار ةون نمونچ هماي در نمونه

هاي فوق منجر به ايجاد تنش فشـاري روي  ، تنشاست
گردند كه اين خود عامل ديگري براي افزايش سطح مي
اسـت.   HEDGشدگي سـطحي پـس از فرآينـد    سخت

 19 ةمقادير ريزسختي ويكرز در سطح نمون )8(جدول 
  كند. زني مقايسه ميرا قبل و بعد از فرآيند سنگ

  
مقادير سختي سطحي ويكرز (الف) قبل از فرآيند و   8 جدول

  19(ب) بعد از فرآيند براي نمونه شماره 

  ميانگين
سختي 
  سوم

سختي
  دوم

سختي 
  اول

 موقعيت

  (الف) قبل از فرآيند 334 339 329 334
  (ب) بعد از فرآيند   461  454 459 458

  

زني مقايسة نتايج سختي قبل و بعد از فرآيند سنگ  
دهد كه اين فرآيند عموماً سبب افـزايش  عميق نشان مي

گردد. اما نكتة قابل ذكـر آن  سختي در سطح قطعات مي
كـاري خـود را روي   است كه اين عمليات، اثـر سـخت  

ــد گذاشــت. در   ــام قطعــات نخواه ــات تم ــع عملي واق
تر شدن سطح قطعـاتي بـا   زني عميق سبب سخت سنگ

زني عميق شود. در نتيجه سنگسختي كم و متوسط مي
عنوان عمليـات نهـايي بـراي ايـن دسـته از قطعـات        به
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اي گردد. اما زماني كه سـختي سـطح قطعـه   پيشنهاد مي
طي عمليات حرارتي خاص، از يك حد بحراني بـالاتر  

زني عميق نه تنها ديگر قـادر بـه   رود، عمليات سنگمي
تر نمـودن سـطح قطعـه نيسـت، بلكـه عمليـات       سخت
زني عميق روي سختي نهايي اين دسته از قطعات سنگ

گـذارد و همـان عمليـات     اثر نامطلوب و معكـوس مـي  
عنوان عمليـات نهـايي روي قطعـه پيشـنهاد      حرارتي به

  شود.  مي
هـاي  گيريذكر اين نكته قابل توجه است كه اندازه  

دهـد كـه   نشان مي 19 ةشمار ةانجام شده بر روي نمون
كـار يكنواخـت نيسـت.    افزايش سختي در مقطع قطعـه 

گيري شده در مقطعـي  مقدار ريزسختي اندازه )5(شكل 
 ـ  عمود بر جهت سنگ را  19 ةشـمار  ةزنـي، بـراي نمون

متـر سـه بـار    ميلي يكدهد. اين مقادير در هر  نشان مي
متر نزديك به سطح اين ميلي تكرار شده است و در يك

متر انجـام گرفتـه اسـت.    ميلي 1/0ها در هر گيرياندازه
تـوجهي   نزديك به سـطح رفتـار قابـل    ةسختي در ناحي
 ـ ميلي 3/0دارد. در عمق  طـور   همتر زير سطح، سـختي ب

 HVحد خود يعنـي  حداكثر ناگهاني افزايش يافته تا به 
ايـن   رسد. مقدار مقاومـت كششـي معـادل بـا    مي 458

است. علت اين امر آن اسـت   MPa 1480سختي برابر 
در كه بار مكانيكي و تغييرشكل پلاستيكي اثـر خـود را   

ــه مارتنزيــت   ــديل آســتنيت ب ــب تب ــل و قال بطــور قاب
در گـذارد.  اي نزديك به سطح مـي اي در ناحيه ملاحظه

فرمولي كه ارتباط اينجا ذكر اين نكته ضروري است كه 
حكام كششـي را نشـان دهـد در    دقيق بين سختي و است

سـازي  اختيار نيسـت و ايـن تبـديل از جـداول معـادل     
دست آمـده  به [9]سختي با مقاومت كششي موجود در 

  است.
شـدگي  دهد كـه مقـدار سـخت   مطالعات نشان مي  

نمونه رابطه  ةسطحي پس از فرآيند با ميزان سختي اولي
عبارتي ديگر يـك حـد بحرانـي بـراي درصـد       هدارد. ب

كه به سـختي اوليـه    داردافزايش سختي سطحي وجود 
 )6(هـا بسـتگي دارد. در واقـع از بررسـي شـكل      نمونه

هـا  نمونـه  ةشود كه هر چه سختي سـطح اولي ـ نتيجه مي

افزايش يابد، درصـد افـزايش سـختي ناشـي از فرآينـد      
HEDG بـه مقـدار   رود. اين روند تا رسـيدن  نيز بالا مي
بـا سـختي    19 ةدرصد (كه مربوط به نمون 1/37بيشينه 

و  ردويكرز و ريزساختار مارتنزيتي) ادامـه دا  334 ةاولي
شـدگي سـطحي رو بـه كـاهش     سختپس از آن ميزان

تـوان بـا بـالا    الذكر را ميگذارد. روند صعودي فوق مي
ها توجيـه نمـود. در واقـع بـالا     نمونه ةبودن سختي اولي

هـا سـبب افـزايش تغييرشـكل     نمونه ةي اوليبودن سخت
هـا در  نابجـايي  ةپلاستيك و در نتيجـه افـزايش دانسـيت   

شـدگي  گردد كه اين امر خود به سـخت سطح قطعه مي
شـود. در  تحت تغييرشـكل پلاسـتيك منجـر مـي     ةناحي

با ريزسـاختار مـارتنزيتي    24و  23، 22هاي مورد نمونه
گــراد نتيســا ةدرجــ 25(كــه از كــوئنچ در محــيط آب 

اند) ميزان نيروي كل ثبـت شـده بـراي آن    آمده دست به
است و  19 ةمورد بحث قبلي يعني نمون ةبالاتر از نمون

ــابر آن ــي   بن ــار م ــد انتظ ــه ش ــه گفت ــه ك ــزان چ رود مي
شــدگي ســطحي بــالاتر باشــد چــرا كــه ميــزان  ســخت

تغييرشكل پلاستيك ناشي از فرآيند در آن بالاست. امـا  
اين مورد نه تنها افـزايش نيافتـه    سختي سطح نمونه در

 [15]تـوكلي   بلكه كاهش يافته است. بر طبق مطالعـات 
هـاي  شود كـه تـنش  در توجيه اين پديده چنين بيان مي

زني سبب دليل بار حرارتي حين سنگپسماند كششي به
ها شـده اسـت. درواقـع    كاهش سختي سطح اين نمونه

بـار  دليـل  هاي پسـماند كششـي بـه   توان گفت تنشمي
هـاي پسـماند فشـاري    زني و تـنش حرارتي حين سنگ

ناشي از بار مكـانيكي زيـاد حـين فرآينـد اسـت؛ و در      
كـاري بـالا باشـد،     صورتي كه دماي حاصـل از ماشـين  

هـاي پسـماند فشـاري ايجـاد شـده ناشـي از بـار         تنش
هاي پسماند كششي ايجـاد شـده   مكانيكي، توسط تنش

و سختي نهايي روي  رود ميناشي از بار حرارتي از بين 
هاي فوق اين موضوع در نمونه .يابدها كاهش مينمونه

. مطابق توضيحات فوق، [16 ,1] سخت مشهودتر است
ــه  از آن  24 و 23، 22هــاي جــايي كــه ســختي در نمون

قدري بالاست كه سبب ايجاد دماي بالايي در حـدود   به
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، ملاحظه )4(و جدول  )6(براساس شكل  نينچ هم  
يكسان (كـه سـختي و    ةشود كه در بين هر سه نمونمي

شـدگي   ريزساختار نسبتاً مشابهي دارند) ميـزان سـخت  
 ـهـاي بـا   سـطح پـس از فرآينـد، در نمونـه      ةدازة دانــان

هـاي  مثال، از ميان نمونه عنوان بهتر بيشتر است.  كوچك
و  هسـتند كه داراي ريزسـاختار مشـابهي    21و  20، 19

بيشترين درصـد افـزايش سـختي سـطحي را بـه خـود       
(با رنـگ تيـره) كـه داراي     19 ةاند، نموناختصاص داده

شـدگي   بيشترين ميزان سـخت  ،بندي ريزتري استدانه
كنـد. دليـل   تجربه مي HEDGپس از فرآيند را سطحي 

بـرداري و   اين امر بـالا بـودن نيـروي لازم بـراي بـراده     
ــابراين     ــت. بن ــي از آن اس ــتيك ناش ــكل پلاس تغييرش

زني مواد ريزدانه تغييرشكل پلاستيك و در نتيجـه   سنگ
دنبال  دانه به شدگي بيشتري نسبت به مواد درشتسخت

برينكسـمير   مطالعـات دارد. اين نتيجه مشـابه بـا نتـايج    
  است. [17]

  
مقادير نيروي ثبت شـده   ةبا مقايس  .قطعات نورد شده

مشخص است كه نيروي مـورد   )5و  4(هاي در جدول
بيشـتر از   شـده  هاي نـورد زني در نمونهنياز براي سنگ

هاي مشابه در حالت بـدون نـورد اسـت. روشـن      نمونه
در  شـدگي مـواد  دليل سختاست كه اين نيروي زياد به

اثر عمليات نورد است. اين سطح سـخت شـده سـبب    
ها نابجايي ةافزايش شدت تغييرشكل پلاستيك و دانسيت

و در نتيجه سطح جديد داراي سختي بيشـتري   گردد مي
هاي نورد شده نمونة آسـتمپر  در بين نمونه. [3] شود مي

شـدگي سـطحي را تجربـه    شده بيشترين ميزان سـخت 
شدگي سطحي شد سخت چنين مشاهده كرده است. هم

زنـي در  هاي نورد شـده در حـالتي كـه سـنگ    در نمونه
پذيرد بيشتر از حالتي ها صورت ميجهت موازي با دانه

ها انجام شده زني در جهت عمود بر دانهاست كه سنگ
هاي چه در مورد نمونه رفتاري مشابه با آن در واقعاست.

ز هـاي نـورد شـده ني ـ   معمولي مشاهده شد براي نمونـه 
ــزايش       ــد اف ــه رون ــاوت ك ــن تف ــا اي ــود دارد. ب وج

زنـي مطـابق   شدگي سطحي پس از فرآيند سـنگ  سخت
آستمپر شده بـا سـختي    ة(نمون 13´ ة، تا نمون)7(شكل 

و از آن پـس درصـد افـزايش     ردويكرز) ادامـه دا  331
گـذارد. ايـن موضـوع نشـان     سختي رو به كـاهش مـي  

ي شدگي سـطح دهد كه يك حد بحراني براي سخت مي
ها در ارتباط نمونه ةو با سختي اولي ردها وجود دانمونه

كـه   يابـد  مـي درصـد ادامـه    35است. افزايش سختي تا 
دليل افزايش تغييرشكل پلاسـتيك ناشـي از افـزايش     به

سختي اوليه ماده است، پس از آن افزايش دما در سطح 
  شود. سبب ايجاد تنش پسماند كششي در سطح مي

جـا مطـرح اسـت بررسـي اثـر       ايناما بحثي كه در   
هـاي كشـيده   زني نسبت به راسـتاي دانـه  راستاي سنگ

) و 5شده ناشي از عمليات نورد است. مطابق جـدول ( 
نورد شـده نيـروي مـورد نيـاز      )، در هر نمونه7شكل (

هاي كشيده شـده بيشـتر   زني در راستاي دانهبراي سنگ
زني عمـود بـر راسـتاي    از حالتي است كه جهت سنگ

ها است. علـت ايـن امـر آن اسـت كـه طـول مـرز        انهد
و  اسـت راسـتا بيشـتر    هاي ريزساختار در حالت هم دانه

نياز به نيروي بيشتري براي جدا شدن براده نسـبت بـه   
ها گيري دانهزني عمود بر راستاي جهتحالتي كه سنگ

. همـين افـزايش نيـروي درگيـري     [19 ,18]است، دارد 
تيك و سختي سطح مـاده  سبب افزايش تغييرشكل پلاس

 دسـت  بـه شدگي سطحي شود. بنابراين ميزان سختمي
بنــدي اي كــه جهــتآمــده در ريزســاختار نــورد شــده

زنـي اسـت، بيشـتر    راستا با جهت سنگ هاي آن هم دانه
اشـاره كـرده    [18]در  Lawnاست. اين نتيجه بـا آنچـه   

  مطابقت دارد.
زبـري   ره شد اطلاع از مقاديرطور كه قبلاً اشا همان  

ها ضروري است، چـرا كـه ممكـن    آزمايشحين سطح 
است رسيدن به سطحي بـا سـختي مطلـوب لزومـاً بـه      

چـه از   سطحي با صافي مورد قبول منجـر نگـردد. از آن  
شود بـه جـز   آيد، ملاحظه مي برمي )6و  7(هاي جدول
تـا   19´هاي معمولي و مـوارد  در نمونه 24تا  22موارد 

هـاي فـوق   شده كه جزء نمونـه هاي نورد در نمونه 24´
مقــادير زبــري در  ةشــوند، كليــســخت محســوب مــي



  فولاد ... ةدان ةاثر ريزساختار و انداز ةمطالع    علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك ةنشري
  

104  

دهـد   متعارفي قرار دارند. اين موضوع نشان مي ةمحدود
ها تأثير منفي كه رسيدن به سختي سطح بالاتر در نمونه

  و مخربي روي زبري سطح قطعات نداشته است.
  
  گيرينتيجه

رايط و ش ـ AISI1045هـا روي فـولاد   با انجام آزمـايش 
دسـت  زني ذكر شده در اين مطالعه، نتايج زير بـه سنگ
  آيد:  مي
 HEDGزنـي  شدگي پس از فرآيند سنگميزان سخت -

ــه   ــختي نمون ــاختار و س ــه ريزس ــتگي دارد،  ب ــا بس ه
كه با افزايش سـختي اوليـه تـا حـدي بحرانـي       طوري هب

  يابد. شدگي سطح افزايش و پس از آن كاهش ميسخت
اختار مارتنزيتي حاصل از كـوئنچ در  اي با ريزسنمونه -

زنـي  گراد پس از عمليات سـنگ درجه سانتي 25روغن 
 دهد. شدگي سطحي را از خود نشان ميبيشترين سخت

تر باشد سـختي   ريزساختار كوچك اندازة دانههر چه  -
زنـي مقـدار   دست آمده پس از فرآينـد سـنگ   سطحي به

 بيشتري دارد. 

بينايتي)  -آستمپر شده (با ريزساختار مارتنزيتي ةنمون -
-هاي نورد شـده بيشـترين ميـزان سـخت    در بين نمونه

-زني را تجربـه مـي  شدگي سطحي پس از فرآيند سنگ

  كند.

هاي نورد شـده  بندي دانهزني در راستاي جهتسنگ -
  شود.شدگي سطحي بالاتري ميمنجر به سخت

فت با شناسايي توان نتيجه گرچه ذكر شد مي از آن  
يابي به سطحي با سختي  ريزساختار مناسب براي دست

پذير امكان» تنشزني كمسنگ«بالاتر، رسيدن به شرايط 
هـا تـا   گردد. اين درحالي است كه زبري سطح نمونهمي

قبـولي دارنـد. از طرفـي     قبل از حد بحراني مقادير قابل
ــتحال  ــاختاري و اس ــر ريزس ــيچ تغيي ــازي  ةاگرچــه ه ف

يـك از شـرايط مـورد ارزيـابي      اي در هيچملاحظه قابل
تــوجهي در ســختي  مشـاهده نشــد، امــا تغييــرات قابــل 

سطحي مشاهده گرديد. اين تغييرات ناشي از حرارت و 
وجود آمدن تـنش پسـماند    هكاري شديد سطح و ب خنك

فشاري حاصل از تغييرشكل پلاستيكي شديد و افزايش 
ت. حضـور ايـن   ها در سطح قطعات اسنابجايي ةدانسيت

ــنش پســماند فشــاري در ســطح محصــولات، عمــر   ت
و قابليت كـار آنهـا را در    دهد ميخستگي آنها را بهبود 

ــيط ــد مح ــاميكي و خورن ــاي دين ــراهم  ةه ــيميايي ف ش
ها طي سازد. از طرفي استحكام و سختي سطح نمونه مي

كـه ايـن موضـوع     رود ميبالا  HEDGزني فرآيند سنگ
عنـوان روشـي جـايگزين در    بـه  تواند اين فرآيند را مي

زنـي  ون سـاچمه چ ـ هـم سـازي سـطوح   عمليات سختي
  نمايد.
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   لاستيكي ةزمان پخت در يك قطع ةمحاسب منظور به فرآيند ولكانش اي رايانه سازي شبيه

سينيتك پخت ةبا اصلاح معادل
  

  
  )3(محمد مقيمان    )2(سيد محمد جوادي    )1(محمدرضا عرفانيان

روش  لاستيكي توليد شده به ةزمان پخت يك قطع ةي فرآيند پخت لاستيك و محاسبساز شبيهدر اين مقاله از روش حل عددي براي   چكيده
معادلات سينيتيك زمان پخت با اصلاح مدل سينيتيك پخت است.  ةنوآوري كار حاضر محاسب ترين مهم گيري تزريقي استفاده شده است. قالب

يكي، فراهم گرديده قطعة لاستي عددي فرآيند پخت در يك ساز شبيهفلوئنت، امكان  افزار نرمگنجانده شده و با افزودن آن به  در يك كد جانبي
روش تجربي  زمان پخت به ةمنظور محاسب به. آيند دست مي بهاز آزمايش لاستيك  ، ظرفيت گرمايي ويژه و لزجتخواص سينيتيكي آميزهاست. 

سازگاري خوبي با زمـان پخـت حاصـل از     ،عددي حاصل از حل پخت پرشدن قالب و زمان زمان از نتايج تست استحكام استفاده شده است.
   .دندارنتايج آزمايشگاهي 

  .پخت زمان، گيري تزريقي عددي، ولكانش، قالب يساز شبيه  هاي كليدي واژه
  

Simulation of Rubber Vulcanization for Calculation of the Curing Time 
 with Modification of the Kinetic Model 

 
M.R. Erfanian  S. M. Javadi M. Moghiman 

Abstract  The present work is focused on the computational method for simulation of the rubber 
vulcanization process in injection molding machines. The main innovation of the work is the calculation 
of the curing time in a rubbery part using the modification of curing kinetic model. For solving the curing 
equations, the computer code is developed in “UDF” module of the Fluent. The parameters of curing 
model, specific heat and viscosity of the rubber are obtained from the experiment. In order to evaluate the 
experimental curing time, a mechanical compression test is performed on the  rubbery part at different 
times. Predicted mold filling and curing times are compared with experimental data, which confirmed the 
accuracy and applicability of the method. 
 
Key Words  Numerical Simulation, Vulcanization, Injection Molding, Curing Time. 
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  مقدمه
دليـل خـواص منحصـر بـه فـرد، كـاربرد        ها به لاستيك

ها بر خلاف بيشـتر   اند. لاستيك فراواني در صنعت يافته
بـالايي دارنـد و   خواص اسـتحكامي   هممواد مهندسي، 

ــم از ــد.    ه ــكل مناســب برخوردارن ــر ش ــواص تغيي خ
هـا   و مـدول حجمـي آن   انـد  ها غير قابل تراكملاستيك
. [1] باشـد  تر از مدول يانگ مي بزرگ برابرهزار معمولاً 

علاوه بر اين لاستيك ها نسبت به نفوذ مايعات و گازها 
هاي  ها ارزش دهند. تمامي اين ويژگيمقاومت نشان مي

هـا در صـنايع    ه از لاسـتيك تـوجهي بـراي اسـتفاد    قابل
  .[1]آيد  شمار مي خودرو سازي به

منظـور   الاسـتومرها بـه   گيري تزريقـي قالبفرآيند   
تــرين فرآينــدهاي ســاخت  توليــد انبــوه، يكــي از مهــم

 ة. امروزه ايـن فرآينـد پركـاربردترين شـيو    [2]باشد  مي
اسـت.   در صنايع خودروسـازي  توليد قطعات لاستيكي

تا بتوانـد   شودلاستيك حرارت داده مياين روش به در 
هاي قالب جـاري شـود. سـپس ايـن مـاده      درون حفره

بـه درون يـك قالـب داغ    و  گيـرد  مـي تحت فشار قرار 
و  نـد حفـره قالـب را پـر ك    ةشود تا هم بسته تزريق مي

شكل مورد نظر را به خـود بگيـرد. پـس از طـي زمـان      
ي به پخـت بهينـه، قطعـه از قالـب     ياب دستمشخص و 

جايي كه گرمـايش نـاقص يـا     . از آن[3]شود ارج ميخ
بيش از حد لاستيك سبب كاهش خواص مكـانيكي آن  

يافتن زمان پخـت بهينـه در قطعـات    گردد، بنابراين مي
  .[4]لاستيكي اهميت فراواني دارد 

ي بـه زمـان پخـت    يـاب  دسـت  ةدر حال حاضر نحو  
سـعي و خطـا    ةمبتني بر تجربه و روش پر هزين ـ ،بهينه
ي هـا  زمـان هـاي گونـاگوني در    . آزمـايش [3]باشـد  مي

شـود تـا زمـان    گيري انجـام مـي   مختلف از شروع قالب
گردد. بنابراين استفاده از  مشخصيكي قطعة لاستپخت 
ي بـه  يـاب  دستمنظور يافتن زمان  اي بهي رايانهساز شبيه

  پخت بهينه بسيار مناسب خواهد بود.
ولكـانش  فرآينـد   عـددي  ةهاي اخير مطالعدر سال  

محققـان بسـياري بـوده اسـت. در      ةموضوع مورد علاق

هـاي انجـام گرفتـه، فرآينـد ولكـانش در      اكثر پـژوهش 
 ةقطعــات لاســتيكي بررســي شــده اســت كــه بــه شــيو

اند. در شرايطي كه امروزه يري فشاري توليد شدهگ قالب
يري تزريقي گ قالبروش  خودرو به ةقطعات پيچيد اكثر

  .[2]شوند  توليد مي
يـك   ةبا توسع 2005 در سال [5]يشي و نادري قر  
 ـكامپيوتري،  ةبرنام را سـاده   ةفرآيند پخت در يك نمون

سـينيتيك  بررسي كردند. آنها در اين پـژوهش از مـدل   
بــراي نشــان دادن رفتــار پخــت  ســرور -پخــت كمــال

نتايج بسيار مناسبي  لاستيك استفاده نمودند كه اين مدل
آريلاجـا و   .داددر مقايسه با نتايج آزمايشگاهي ارائه  را

فرآيند پخت را در توليد  2007در سال  [6]همكارانش 
يري تزريقي در يك مدل بسـيار  گ قالب ةقطعات به شيو

ساده و با ضخامت يكنواخت مطالعـه نمودنـد. آنهـا در    
كار را به تواني -غيرنيوتني لزجتي خود مدل ساز شبيه

فرض موجـود در   پيش مدل لزجت رايبض گرفتند و از
يك كه تنها براي نوع خاصي از لاسـت  مولد فلو افزار نرم

رافعي و همكـارانش   .معرفي شده است، استفاده كردند
مدلي جديد بـراي سـينيتيك    ةبا ارائ 2009در سال  [7]

كـه بـه   صـنعتي   ةپخت، فرآيند ولكانش را در يك قطع
 مورد مطالعهيري فشاري توليد شده است، گ قالبروش 

قـــرار دادنـــد. ابهـــيلاش و  عـــددي و آزمايشـــگاهي
انـرژي و   ةبا تلفيق معادل 2009در سال  [8] شهمكاران

مكانيزم شيميايي پخت، به حل عددي فرآيند ولكـانش  
 سـاز و كـاري  در يك ورق باريك با اسـتفاده از مـدل   

)Mechanistic kinetic model( د. پرداختنـــ پخـــت
و قابليت استفاده  اند بسيار پيچيده ساز و كاري هاي مدل

 ش. خور و همكـاران [9]د نعددي را ندار هايدر برنامه
 اي، سـازي رايانـه   با استفاده از شبيه 2009در سال  [10]

يـري تزريقـي را بـدون در نظـر گـرفتن      گ قالـب فرآيند 
ــ ــو بررســي  لاســتيكپخــت  ةمرحل ــد. رامورين و كردن

 ،عددي با استفاده از حل 2010در سال  [3]همكارانش 
لاسـتيك را   ةپخـت آميـز  و گيري تزريقـي   فرآيند قالب

فـرض   از خـواص پـيش   آنهـا نيـز   امـا  ؛نمودنـد  همطالع
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سنجش سختي براي از آزمون   .استحكام آزمون سنجش
سختي قطعـات لاسـتيكي پيچيـده در    استحكام  ةمحاسب
ي مختلــف از شــروع فرآينــد پخــت اســتفاده هــا زمــان
زمـان پخـت در    ةمعيـار محاسـب   ،اين آزمـون  شود. مي

قطعات پيچيده بـا ضـخامت غيريكنواخـت اسـت كـه      
. در [3]امكان آزمايش رئومتري براي آنها وجود نـدارد  

رود مـي  كـه احتمـال   پخـت يي از شروع فرآيند ها زمان
قطعـة   كامل پخـت شـده اسـت،    طور هيكي بقطعة لاست

ــت ــي لاس ــارج م ــب خ ــود و يكي از قال ــتحكامش آن  اس
 اسـتحكام زمـان متنـاظر بـا بـالاترين      شـود. محاسبه مي

مـورد نظـر    ةعنوان زمان پخت قطع ـ گيري شده بهاندازه
از اسـتحكام  شـود. بـراي سـنجش    شناخته و ثبـت مـي  

) توليـد  HT-9711دينـاميكي (  ش خسـتگي ماشين سنج
و ساخت كشـور تـايوان اسـتفاده شـده     هونگتا شركت 

نوبت انجام و تكرارپـذيري آن   سهاست. اين آزمون در 
 )1(تأييد شده است. مشخصات اين آزمايش در جدول 

  درج شده است.
  

  يكيقطعة لاست استحكاممشخصات آزمون سنجش   1جدول 
زمايش دماي آ
)0C( 

فركانس
)Hz(  

دامنه
)mm( 

پيش بار
)dN(  

165  1  1  10  
  

آزمون  درآميزه  ةگرماي ويژ ةمحاسب.  آزمون گرماسنجي
) ساخت DSC-60دستگاه ( ةوسيل به دما ناهم كالريمتري

 ASTMاسـتاندارد  ژاپن و برطبـق   Shimadzuشركت 

E1269-05   ــادهي ــرعت گرمـ ــا سـ ، در 0C/min 10بـ
اي بــه جــرم روي نمونــه 0C180-70دمــايي  ةمحــدود
نوبـت   4شده اسـت. آزمـايش در    انجام mg10تقريبي 

انجام و تكرارپذيري نتايج تأييـد شـد. مقـادير گرمـاي     
  آمده است. )2(ويژه در دماهاي مشخص در جدول 

  
  مقادير گرماي ويژه در دماهاي مختلف  2جدول 

  0C( 153  163 173  183  193دما (
گرماي ويژه 

)J/kg.K(  
1200  1190  1185  1180  1175  

بـراي تعيـين    RPA ةاز سـامان   .آزمون گرانروي سـنجي 
منحني تغييرات گرانـروي لاسـتيك برحسـب سـرعت     

 120استفاده شده است. ايـن آزمـايش در دمـاي     برش
 درجه سلسيوس و شرايط فركـانس رفـت و برگشـتي   

)Frequency sweep( برطبق استاندارد ASTM D6204  
تكرارپذيري آزمايش نيز مـورد تأييـد    .انجام شده است

  قرار گرفت.
  

ها تقريبـاً  لاستيك  .تعيين چگالي و ضريب رسانندگي
ناپذيرند و در حل عـددي، چگـالي آنهـا معمـولاً      تراكم

چگــالي  [5]شــود. براســاس مرجــع ثابــت فــرض مــي
شـود.  در نظـر گرفتـه مـي    kg/m3 1125لاستيك برابـر  

اً يكسـان اسـت و   ها نيز تقريب ـضريب رسانش لاستيك
   شود.بيان مي [14]براساس مرجع 

 معادلات حاكم 

 ةپيچيـد پخـت يـك واكـنش      .سـينيتيك پخـت   ةمعادل
شيميايي است كـه در طـي آن اتصـالات عرضـي بـين      

پخـت   ةدرج ـ .[15]آيـد  وجود مـي  هپليمر ب هايزنجير
پيشرفت واكنش در هر لحظـه اسـت    قدارم ةدهند نشان

شـود.   مـي  نشان داده αو با  رددا 1و  0كه مقداري بين 
 پخـت در هر زمان واكـنش   كه كندپخت بيان مي درجة

هاي مختلـف بـراي   به چه اندازه كامل شده است. مدل
هـا را  اند. ايـن مـدل  توصيف رفتار پخت ماده ارائه شده

هاي ساز و توان به دو گروه اصلي تقسيم نمود: مدلمي
سـاز و  هـاي  . مـدل [6]هاي تجربـي   و مدل [16]كاري 

هاي شيميايي را كه در طي فرآيند پخـت  كاري، واكنش
ها تـوازن  كند. اين مدلدهد، توصيف و مدل ميرخ مي
شـكل روابـط    هاي شيميايي درگير در واكنش را بهگونه

رياضي كه مسير نرخ واكنش را به زمـان پخـت و دمـا    
هـا  كنـد. ايـن مـدل   طور كمي بيان ميكند، بهمرتبط مي

هـاي تجربـي   اي هسـتند. مـدل  پيچيـده  داراي معادلات
طـور   سازي به و در مطالعات شبيه رندتري داشكل ساده
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هـا  . اين مـدل [17]گيرند  گسترده مورد استفاده قرار مي
گيرند و از روابـط   ميجزئيات شيميايي سامانه را ناديده 

برنـد   كار رفته بهـره مـي  اساس نوع واكنش بهتقريبي بر
پخـت   بيـان رفتـار  ي بـراي  زيـاد  تجربي هايمدل .[6]

اند كه تنها برخي از آنهـا بـراي مـدل     لاستيك ارائه شده
 بعدي و ماهيـت گـذرا بـودن فرآينـد مناسـب      هاي سه

 .[18,19] باشند مي

 ةدرج ةدر اينجا از مدل كمال و سرور براي محاسب  
 .[5]پخت استفاده شده است 

  
)2(  n
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1 K(t t )


 

 

. سـت القا زمان ti درجه واكنش و n ،همعادلاين در   
طي ايـن زمـان هـيچ تغييـر شـيميايي در لاسـتيك رخ       

 و تنهــا لاســتيك دســتخوش تغييــر فيزيكــي دهــد نمــي
شـكل   و بهست تابعي از دما زمان. اين شودمي گرمايش

  د:شو مي آرنيوسي بيان
  

)3(  
0

i 0.exp
   
 

T
t t

T
 

كه آن  استواكنش  سرعتثابت  k، )2( ةدر معادل  
  :نيز داراي بيان آرنيوسي است

  
)4(  

0

E
k k exp( )

RT

  

 اند پختسينتيك خواص  Eو  t0 ،T0 ،k0 كه در آن  
 سـرعت ترتيب ثابت زماني، ثابـت دمـايي، ثابـت     كه به

بـا  هـا   ايـن ثابـت   .هسـتند سـازي   واكنش و انرژي فعال
نتــايج رئــومتري توســط  غيرخطــي بــرازشاســتفاده از 

ثابت جهاني گازها   Rشوند.محاسبه مي ،متلب افزار نرم
  دماي مطلق در هر نقطه است. Tو 

كه فرآيند پخـت واكنشـي گرمازاسـت،     علت اين به  
عنـوان منبـع گرمـايي در     بايد گرماي حاصـل از آن بـه  

پخت  ةانرژي در نظر گرفته شود. اگر درج يبقا ةمعادل
)αگـاه نـرخ توليـد     ) بيان شـود، آن 5( ة) براساس معادل

  .[5]) قابل تعريف است 6( ةحرارت برطبق معادل
  

ߙ  )5( = ொ೟ொ∞
  

)6(  ሶܳ = ܳ∞ ቀௗఈௗ௧ ቁ  

گرماي  ∞Qو  tگرماي آزاد شده تا زمان  Qtكه در آن 
  . واكنش است ةكل آزاد شد

طـور عمـده يـك     فرآيند پخت مواد الاستومري بـه   
كـار   سينيتيك پختـي بـه   دماست و بايد مدل همنا فرآيند

هم تأثير تغييرات دما را روي  رود كه هم تأثير زماني و
و حالت پخت در نظـر گيـرد. بـراي دوره القـا      سرعت

شكل زير مـورد اسـتفاده قـرار     به پيشينمدل پيشنهادي 
  :[6] گيرد مي

  

̅ݐ  )7( = ׬ ୢ୲୲౟(்)୲଴   

 ، وابستگي زمـان القـا بـه دمـا     ti (T)رابطه اين در   
كه اين زمـان   شود. زماني مي ) بيان3( ةمعادل كه باست ا

  شود.شود، پخت لاستيك شروع مي 1بعد مساوي  بي
  
  

له عبارتنـد  أمعادلات حاكم بر حل اين مس  .معادلات بقا
حركت، كسـر حجمـي و انـرژي.     ةاز: بقاي جرم، انداز

دليــل رفتــار غيــر نيــوتني لاســتيك از مــدل لزجــت  بــه
 ـ  ةبتواني براي محاس -نيوتني غير  ةتنش برشـي در معادل

شـود. ايـن مـدل كـه     حركـت اسـتفاده مـي    ةبقاي انداز
دهـد  هاي مناسبي براي سيالات پليمري ارائه مي جواب

  شود:صورت زير نوشته مي ، به[20,21] 
  

)8(  ૄ = ઻ሶ)ۯ )۰ି૚܂) ܘܠ܍૙܂ ) 
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 گيري نتيجه

فرآينــد ولكــانش لاســتيك در توليــد در ايــن پــژوهش 
يري تزريقي با هـدف  گ قالبقطعات لاستيكي به روش 

عـددي قـرار گرفتـه     ةزمان پخت مورد مطالع ـ ةمحاسب
خـواص سـينيتيك پخـت، از     ةمنظـور محاسـب  بهاست. 
 ـ      داده  ةهاي آزمايش رئـومتري كـه بـه پخـت يـك نمون

پــردازد، اســتفاده شــده اســت. بــراي آزمايشــگاهي مــي
ــب ــايش  پ ةمحاسـ ــت، از آزمـ ــدل لزجـ ــاي مـ ارامترهـ
 ةسنجي و بـراي تعيـين ظرفيـت گرمـاي ويـژ      گرانروي

لاستيك از آزمـايش گرماسـنجي اسـتفاده شـده اسـت.      
منظور افـزايش   به لاستيك پخت سينيتيك چنين مدل هم

مـدل  مشـخص گرديـد كـه    اسـت.  شده  اصلاح دقت،
 ةدرج ـدو بـراي   هتابع درج ـ يك اصلاح شده با فرض

قطعـة  بـا دقـت بـالاتري زمـان پخـت       واكنش پخـت، 
  بيني كرده است. يكي را پيشلاست

  
   فهرست علائم

A  پذيري در مدل لزجت شاخص تغييرشكل
B  مقدار انحراف از رفتار نيوتني در مدل لزجت

JKg-1K-1(  CP( گرماي ويژه
Jg-1mol-1(  Eسازي واكنش پخت ( انرژي فعال

k   پخت ةمعادل سرعت
k0  پخت ةثابت سرعت معادل

t )J(  Qtگرماي آزاد شده واكنش پخت تا زمان 
∞J(  Q( واكنش پخت ةكل گرماي آزاد شد

°W(  Q( سرعت توليد حرارت
Jmol-1K-1(  R( ثابت جهاني گازها

s(  t( زمان
ti   القا ةدور

t0  القا ةدور ةمعادلثابت زماني در 
K(  T( دما

T0  القا ةدور ةثابت دمايي در معادل
n  واكنش پخت ةدرج
 يعلايم يونان

α  پخت ةدرج
dN.m(  γ0( گشتاور در شروع واكنش پخت

t )dN.m(  γtگشتاور در زمان 
∞dN.m(  γ( واكنش پخت انتهاي گشتاور در

  
 تقدير و تشكر 

گروه صـنعتي پـارت لاسـتيك در     ةاز همكاري صميمان
 گـردد. نتـايج آزمايشـگاهي تقـدير و تشـكر مـي      ةارائ
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  عددي ةشد سادهمدل  و ارائة جدار نازكانرژي هاي  جاذبتخريب خمشي 

  (يادداشت پژوهشي)
   )3(مجيد شهروي   )2(غضنفريمحسن    )1(ييعلا يرحمتاحمد 

 
 ةكردن اثـر ضـرب   كمحلي براي  راه عنوان بهو ريلي در صنايع خودروسازي ويژه  هاي جذب انرژي ضربه در صنايع مختلف به سيستم  چكيده

با  جدار نازكهاي انرژي  جاذبتخريب خمشي  روي رفتار  مقاله بر  اين .اي برخوردار است بردن ايمني از اهميت ويژه وارد به سرنشينان و بالا
تخريـب خمـش جهـت اسـتخراج      مـود متـداول   .استتعادل انرژي كل  در آن شده گرفتهكار  هبتئوري . كند تمركز ميدايروي و مربعي   مقاطع

شـامل   جـدار نـازك   اي هـاي لولـه   سازهمقاومت خمشي  براي منتشرشده نتايجآمده با  دست بهروابط باشد. به همين منظور  مي مد نظرروابط، 
ي  هـا  براي لولـه  شده ساده  هاي مدل ،شده استخراجمقاومت خمشي  ةاستفاده از رابط ادامه با در .اند مقايسه شدهمطالعات آزمايشگاهي و تحليلي 

در زمان محاسبات چشمگير كاهش سازي بحراني،  عنوان يك تكنيك مدل به شده ساده  هاي مدلمزيت اصلي  .گردند مي دايروي و مربعي معرفي
 ـ محـوري  ةسازي ضـرب  شبيهبا  بدين منظور .نتايج نزديك به مدل اصلي است ةبا ارائطراحي  ةدر مراحل اوليرايانه   ـداراي خـم   ةلول  كمـك  اب
رابطه مقاومت نين چ همو  شده سادهدقت مدل اند، تا  مقايسه گرديدهآمده  دست به نتايج ،LS-DYNA غيرخطي  ديناميكي  المان محدودافزار  نرم

  . گرددسنجي  صحت شده خمشي استخراج
  .شده سادهتخريب خمشي، مدل ضربه، ، مربعي-دايروي جاذب انرژي،  هاي كليدي واژه

  
Bending Collapse of Thin Walled Energy Absorber and Presenting Numerical  

Simplified Model 
 

A. Rahmati  M. Ghazanfari   M. Shahravi  
 

Abstract  Impact energy absorption systems in various industries such as automotive and railway have a 
particular importance to minimize the impact on passengers and enhance vehicle safety. This paper 
focuses on the bending collapse behavior of thin-walled energy absorber with circular and square cross 
sections. The theory that is applied is global energy equilibrium and the prevalent bending collapse mode 
for obtaining the relationship is considered. On the same basis, obtained relations are compared with the 
published results for the bending strength of tubular structures which were derived from experimental and 
analytical studies. Subsequently by using the derived bending strength formula, simplified models for 
circular and square tubes is introduced. The main advantage of these simplified models as a critical 
modeling technique is dramatically reducing the time of computer simulation in early design stages with 
the results close to the original model. For this purpose, by axial crash simulation of curved tube by using 
nonlinear dynamic finite element software LS-DYNA, the results are compared to verify the efficiency of 
the proposed simplified model and the accuracy of the derived relationship for tube’s bending strength. 
 
Key Words  Energy absorber, Circular-square, Crash, Bending collapse, Simplified model. 
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  مقدمه
طور گسترده در صـنايع متعـدد    نازك به هاي جدار سازه

عنـوان   ويـژه صـنعت خـودرو و ريلـي بـه      مهندسي بـه 
از جملـه ايـن    .شـوند  هاي انـرژي اسـتفاده مـي    جاذب

ناشـي از   ةتـوان بـه جـذب انـرژي ضـرب      كاربردها مـي 
جـدار نـازك    يهـا  لولـه  حوادث رانندگي اشـاره كـرد.  

خاطر سبكي، ظرفيت جذب انرژي بالا، طول لهيدگي  به
يكي از  عنوان بهبه وزن بالا زياد و نسبت جذب انرژي 

افزوني كاربرد روزهاي جذب انرژي  مدترين سيستمآكار
افـزايش   بـراي  شده انجام مطالعات تاكنون .اند كرده پيدا

در  هـا  آنقابليت اطمينان  و نيايم ،كارايي جذب انرژي
 مورد توجه بسياري از محققـان بـوده  برابر رفتار ضربه 

شـكل   S يك جاذب انرژي اين مقاله نيز بر روي .است
انتهـاي  اي از  شـكل سـاده   عنـوان  بـه تـوان آن را   مي كه

. كند تمركز مي ،خودرو در نظر گرفت جلوي سر شاسي
روابـط بـين    ،تعادل انـرژي روش با استفاده از جا اين در

 نـين چ همنيروها و كاهش طول محوري در فشردگي و 
 ـ شـده  اعمـال ممـان   ةرابط  ةچـرخش در ضـرب    ةو زاوي
مطالعات لازم به ذكر است آمده است.  دست بهشي خم

ــادلات ــي مع ــرح و  رياضــي م قبل ــراي ش ــددي را ب تع
نـازك توسـعه    هـاي جـدار   بيني ارتباط انواع سازه پيش
 گونـه  ينا  ةي رفتار ضرببين اند. اين معادلات در پيش داده

بـر  نيز  تحقيقاين  ةايد .دارندبسياري  اهميتها  از سازه
تواننـد   مـي  مربـوط معادلات كند كه  كيد ميأت اصلاين 

جـدار  هاي  براي سازه شده سادههاي  مدلمعرفي  جهت
بـا   نـين قابليـت جـايگزيني   چ همو  استفاده شوند نازك
 .را دارا هسـتند هـاي ضـربه    هاي دقيـق در تحليـل   مدل

 در زمان تحليـل كاهش  شده سادههاي  مدلمزيت اصلي 
  است. با ارائه نتايج نزديك به مدل اصليرايانه 
جـدار  مشخصات خمشـي تيرهـاي    [1] و دي ليو  
نين چ هم توسعه دادند. را Cكانالي شكل  مقطعبا  نازك
را ي معـادلات  [6-5] ويرزبيكي و همكارانش، [4] ككمن

توسعه دادند كه مقاومـت خمشـي و محـوري تيرهـاي     
نمايـد.   بيني مي را با مقطع قوطي شكل پيش جدار نازك

 جـدار نـازك   يهـاي دايـرو   لولـه  ها، سازه اينعلاوه بر 
 صـنايع گسـترده در   طـور  بههاي مهمي هستند كه  سازه

اســتفاده  وزن ســبكدر طراحــي وســايل  ســازيخودرو
 هاي دايروي جـدار  محوري لوله ةتاكنون ضرب شوند. مي

آزمايشـگاهي و   صـورت  بهو  كامل بررسي طور بهنازك 
  .ندا همناسب شرح داده شد هاي يلي با تئوريتحل

 ضـربة محـوري  رفتار  [7] آبراموويچ و همكارانش  
كه شامل اثر سرعت  دبررسي نمودنهاي دايروي را  لوله

. هسـت هـا   هاي جذب انرژي اين لوله و مشخصه ضربه
 ةكه بر پايگرديد  معادلات مهمي استخراج ها آندر كار 
عـلاوه   آزمايش هستند. با ييدشدهتأهاي عددي و  روش

 زاويـه - پاسخ ممان [8] و همكارانش ، ژنگاين موردبر 
هاي تحليلـي   اي از طريق بررسي هاي لوله سازه براي را

  .ندآورد دست بهو آزمايشگاهي 
 ـمكانيزم تخريب خمشي  ،در اين مقاله   جـدار    ةلول
زاويه -پاسخ ممانآن  ةپاي بر و بررسي شده است نازك

در  است. گرديدهاز طريق روش تعادل انرژي استخراج 
ژنــگ بــراي  بــا نتــايج تحقيــقهــاي ايــن  يافتــه ،ادامــه
مـدل  اسـت  لازم به ذكـر   .ندا مقايسه شدهسنجي  صحت
سازي بحراني اسـت كـه    يك تكنيك مدلنيز   شده ساده
طراحـي بـراي    ةمستقيم در مراحل اولي ـ طور بهتواند  مي

مـورد اسـتفاده   سـازي   شبيه و ي ضربهها تحليلارزيابي 
  .قرار گيرد

باشـد   محدود مـي  ي، يك مدل اجزاشده سادهمدل   
قياس با مـدل   فنر است كه درهاي تير و  كه شامل المان

 ضـمناً . داردنياز  براي تحليل كار و زمان كمتري به دقيق
سازي سريع و  مناسب براي شبيه پاسخ عنوان بهتواند  مي

 اين مـدل در  .[1] شود كارآمد كامپيوتري در نظر گرفته 
 ـ-ممان ةرابطاز  تعـادل  روش آمـده از   دسـت  بـه  ةزاوي

هـاي فنـر    المـان اسـت تـا در آن    اسـتفاده شـده   انرژي
خطـوط  بـراي    ربهرفتـار ض ـ  ود گـرد خطي تعريف  غير

 مقايسـه نتـايج   .[10] شودسازي  شبيهمحوري  پلاستيك
نشـان  و مدل دقيق  شده سادهبين مدل را تطابق مناسبي 

 ـ-ممـان  ةصحت رابط دهد، لذا مي  شـده  اسـتخراج  ةزاوي
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   )4شكل ( 

در طـول   ه 

ሶଵܧ ൌ ሶଶܧߨ଴ܯ ൌ ߨ଴ܯ
ሶଷܧ ൌ ଴ටܯ

  دار نازك

ඨሺ4ܴߨ
ــه : ـود كــ

ض معـادل  
 اسـت. از   
 هاي جدار

راي مقاطع 
ابراين هـر   
، ي معـادل  

ـادل لولـه   

ذب هاي انرژي جد

شـ مشـاهده مـي  
 نصف محيط د

6، ටሺ஠ୖሻమସ ൅ Hଶ
1 خط محوري 

از شـكل مشـ. 
بر 2ط محـوري   

 ـ نيـز   6 ةبـا زاوي
در رو .دنش دار
ه است.دشاده 
شـده عيتوزژي 

 

ሶߙܴߨ ሶ	ߠܴߨ                        

ටሺగோሻమସ ൅ ሶߛଶܪ
جدتخريب لوله  ود

 اندازهش

ሻଶ4ܴ ܴߨ ܴߨ ൅  ଶܪ

ــي ــو ط مــ شــ

عرض a پارامتر. 
 مقطع دايـروي

ه در مورد سازه ]
هاي حل بر خصه

تند. بنـاـم هس ـ 
مربعـي ةه از لول

عرض معـ [8] 

خريب خمشي جاذ

م كـه در شـكل  
برابر با 2و  1ي 

6تـا   3خطـوط  
ن نرخ چرخش

است.) αሶيعني (
خ چرخش خـط

6تـا   3محوري 
چرخش 2و 1ط 

نشان د γሶ ة زاوي
نرخ انر )1( ول
 :برابر است باي 

                 
                  

ߛ                   
  

ودر م وط محوري

چرخش زاويهنرخ   

αሶ  θሶ  
γሶ  

ــتنبا )5(ل  tanاســ ቀఏଶቁ ൌ ഃమ௔ .
ي سطحعي برا

[8]ي در مرجع 

ريافت كه مشخ
ي بسيار شبيه هـ

استفادبا  تواند ي
مطابق مرجع. د

تخ  

ك طور همان 
محوري وطخط

)πRو طول خ (
شود. بنابراين مي

( Hنرخ خمش 
گردد كه نرخ مي

است. خطوط م
نسبت به خطوط
اين چرخش با

مطابق جدو 
خطوط محوري

 
)5(            
)6(             

)7(             

خطو  1جدول 
 خط

 محوري
1خط   

2خط   

 3خط 
6الي   

 
ــكل  ൌاز شــ ுሺଵିୡ୭ୱሺఈሻሻ௔

سطح مقطع مربع
هاي قبلي بررسي

توان د نازك مي
مربعي و دايروي

دايروي مي ةلول
تقريب زده شود
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  اي  حه
M(θ   

 

ان داده
 خـورد
ت بعد

و  tمت
 )2(كل

محوري
انـرژي
 گردد و

 طـور  ـه
ين نرخ

ሶ௜௡௧ܧ ൌ

خ

)
م
ن
م
ا
ن
ا

خ

)
)	

ሻ
س
ب
ن
م
ل
ت

 كانيك

نماي صفح) الف( ي
(θ و ممان P اي ظه

 سازي كامپيوتري
[3] اي نقطه سهش

نشـا )2(شـكل
براز  حاصـل  ه

در قسمت كهست
ط لولـه، ضـخام

گردد. از شـك ي
ين شش خط م
ر حين ضـربه، ا

گ توزيع) 6تا  1
بـنرژي دروني

گردد. بنابراي  مي
   :ا

ൌ ∑ ሶ௜ܧ ൌ଺௜ୀଵ

و محاسباتي در مكا

دايروي ةخريب لول
نيروي لحظ خورده،

 

س د تخريب از شبيه
) خمشب( محوري

كـه در ش طـور  ن
جادشـديا  ةضرب

 ديوار صلب اس
از شعاع متوسط

معرفي مي θاي  ه
شدگي در ا تاكه 

درشود  رض مي
خط محوري ( 

ا، كانيزم متقارن
تقسيم 6تا  1ط 
برابر است با شده

ሶଵܧ ൅ ሶଶܧ ൅ 4

علوم كاربردي و ةي

تخ مكانيزم  2 شكل
نماي برش خ )ب(

دوم  3 شكل
ضربة م )الف(

همان P نيروي 
ه است نيروي ض

نازك با  جدار
عبارتي ا صورت

خمش لحظه ةي
گردد كه هده مي

فرلذا  ،دهد  مي
6 وني در طول

دليل مك نين بهچ
وي بين خطوط

شد جذب انرژي 

ሶଷܧ4 (             

نشري
  

 
ش

 

  
 

شده
لوله
ص به

زاوي
مشا
رخ
درو
چ هم
مسا
كل

  
)4(  
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 طبقتواند  

P ൌ M଴ ൭
ටቀ஠మୖమସ ൅
ܪ ൌ 1.8

تحليلي  سخ
بـا مينـيمم    

. ه استدآم
ضـخامت   
پلاسـتيك   
 )8و  12( 

 θو زاويـه  


0

1.0

P M



 




نيـروي  ـه  
 ـ      ةي از زاوي

خمشي كه 
 ةي از رابط ـ
  .ص گردد

 M Pa 

شده اسـت.  
 Mሺθሻ ةط ـ

ست و ششم، شمارة

مي P يا لحظه 

൭ ஠ୖଶୌ஑ ൅ ஠ଵ.଺ଷ ൅൅ Hଶቁ ቀ ୌଵ.଺ଷୖ஑ቁ
84ܴሺݐ 2ܴ⁄ ሻ଴.

پاسخيك  )12( ة
كـه بـ اسـت ي 
آ دست به H به 

ةـتيك و رابط ـ 
ةكه در محدود
ةگـذاري رابط ـ 

و Pاي  ي لحظـه 

 

1/4
R 1

08
t θ

0.75R 0.51t

         


 


كـ شـود  ده مـي 
ممان خيعني  M خمـش تـابعي

سادگي تواند به ي
و در بازو مشخص

  01.63P R M 

رسم شد )6(ل ك
رابط سـتي كه باي

بيسسال 

نيروي α وچك
  سبه شود:

ቁ൱                

  :[8]ژنگ ي

ହ                 

ة. رابطاستوله 
دايروي ةلول ةشد
نسبت شده ذب

ساس مدل پلاسـ
ك شده دادهوسعه 

گ ه است. با جاي
بين نيروي ةرابط

   

1/4

3/4

1.93

t 1

R θ


  


    

      

مشاهد )11و  13
حـين تخريـب

ሺθሻ سرانجامت. 
مي ،آيد مي ست
نيرو ضرب اصل

 

  

5/4

1/4

0

1
1.76

2R 1.36t

R

t 
  
  

 

 


 

در شك )14( ةط
توان دريافت ك ي

 

كو ةفرض زاوي
زير محاس ةرابط

)11(           

يها يبررسطبق
 
)12(           

ضخامت لو tكه
قسمت تاش براي

جذكردن انرژي 
اين معادله براس

تو )୲ୖ<30لوله (
شكل دادهتغيير

ر )11( ةدر رابط
آيد: مي دست به
 

)13(           

3( ةاز رابط 
در ح Pاي  لحظه
است )θ(خمش

دس به Pاز نيروي 
حابرابر با  )14(

 1/4

3.15

1
Rt

θ


  

 
      

)14(

رابطنمودار   
از اين شكل مي
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د شـده
 θو  αروي و
   شود:

ቀఏଶ  

⟹
 

  
6  

  

α  وθ 
ߛ ൌ ሺఏ
  

)7-4( 

ሶ௜௡௧ܧ ൌܯ଴ߙሶ ൭
بـا  و  )

ف
ر

ط

ك
ب
ك
ا
ل
ت
د
ب

ل
خ
ا
 )

) 

ا

 مجيد شهروي -

محاسبه و تأييد
سطح مقطع دايـر
كوچك زواياي

نوشتهسط تيلور

ఏଶቁ ൌ ഃమ௔ ൌ ுሺଵ
⟹ ߠ ൌ ு௔ ଶߙ ⟹

تا 3طوط محوري

α وθ 

tanሺγሻ ൌ بـه

ఏ ଶ⁄ ሻఈ ൌ ଵଶ ு௔ ߙ
ابــطودر ر )8و

ൌ൭ܴߨ ൅ ଶగఈுଵ.଺ଷ ൅
2( ةدر رابط ـ) 3

-محسن غضنفري 

R 63/1 ،حليلي
سممان اول  دار
كت . براي مقادير
با استفاده از بس 

ଵିୡ୭ୱሺఈሻሻ௔ ൌ ு
⟹ ߙ ൌ ቀ௔ఏு ቁ଴.ହ 

براي خط γچرخش

رابطه بين  5شكل
  

ሺ஑ሻቇ	ሺಐమሻୱ୧୬	ቆ୲ୟ୬ ةبط ـ 
⟹ ߛ ൌ ଵଶ ቀு௔

و 9( ةري رابطــ
  آيد: مي ت

ටቀగమோమସ ൅ ଶܪ
3و  10( ة رابط ـ 

-د رحمتي علايي

عي با روش تح
با اين مقد ت كه
است كسانعي ي

تواند ميزير  ةط

 
ுሺଵି൬ଵିഀమమ ൰ሻ௔

                 

چ ةزاوي  4شكل 

ش

بـا راب γ ةزاوي 
  .شود بط مي

ுఏ௔ ቁ଴.ହ (         

گــذار از جــاي 
دست به )10( ةط

ଶቁ ቀ ுଵ.଺ଷோቁ൱ 1( 

گـذاري ر جاي 

احمد
  

مربع
است
مربع
رابط

)8(  

 
مرتب

  
)9(

 
رابط

)10  

 



 ... جدار نازك

ሻߠሺܯ  .د ൌ4ݐଶܯ଴ ቆ
ଶݐ଴ߪሺبــر  سـتيك   4⁄ ሻ 

نـازك   دار
 باشـد.  مـي 

ــادلا    تعـ
 شـكل يـن  

ي با پاسخ 

شود  ميته 
. در د شـد 

يـك  بـا   ك 
و تخريـب  
ــت  ن درياف
وار صـلب    

دهــد و  ــي
 اين وجود 
ر برخـورد  
ي بر روي 

در  ـابراين 
ع دايـروي  
ا تخريـب  

بـراي   )14
ي بـا ايـن    

نيـز    خـم 
 بة محوري

خريـب  م ت 

ذب هاي انرژي جد

اند شده يسنج ت

ቆെ ସଷ ൅ 2.611
 M0 ممـان پلاس

ሻ  كـه برابـر بـا   
شكل دايروي جد

D  وt=1.5mm م
ــه  ــراي يـ معبـ
ايـانـد. از    شـده  M تطابق مناسبي

  عددي ة
گرفت كار بهساده 

خواهده استفاده 
نـازك جـدار  ة ـ

كند و رخورد مي
ــي [1]  ــوان م ت

بـا ديـون خـم  
محــوري رخ مــ

. باگردد ر نمي
با ديوار راي خم

و تخريب خمشي
شود. بنـ ركز مي
با مقطع راي خم
تا شود ميستفاده 

 ـ  4( ةرچـه معادل
ولـياسـت،   شده
داراي هـاي  لوله

ضربدر  اي خم
مكـانيزم اي، طـه 

خريب خمشي جاذ

صحتشگاهي نيز

17 ቀோ௧ቁଵଵ ଵଶ⁄ ቀ
،)14و  15(ت  
مقطع است ةار

منحني ش ةل لول
D=50mm ،ـده  

ــان زاوي-ي ممـ
رسم )6(شكل 
ሺθሻة رابطت كه 

   
  

شد سادهمدل 
سبراي مدل  )14

هاي ضربه حليل
مدل لولـ پيشرو 
لب برديوار ص 

ــود. از مرجــع
بدو نازك جدار

كنــد، كمــانش م
ب خمشي ظاهر

دار نازك  جدار
ش خواهد شد و
ي پلاستيك متمر

دارنازك  جدار 
تحليل ضربه اس

  ن دهد. 
گراكه  كيد گردد

شتخراج اس خم
لتواند براي  مي 

دار هاي لولهيرا 
نقط  خمش سـه 

تخ  

هاي آزمايش داده

ቀ ଵ√ఏቁቇ    )15( 

در معـادلات 
واحد طول ديوا

مدل ابعاداست.
كار گرفتـه شـ به

ــي ــاي منحنـ هـ
در ش )14و  15(

توان دريافت مي
دارد. [8] ژنگ

4( ةمعادل اكنون
ن براي تحآاز و

هاي سازي شبيه
بهسرعت اوليه 

ــيحاصــل  شـ م
كه تير ج هنگامي

كن  مــيبرخــورد 
تخريب گونه چيه

كه تير  هنگامي
خمشكند دچار 

خطوط محوري
ةمدل لول اينجا

براي تو مربعي 
خمشي را نشان

كأبايستي ت 
بدون خهاي  لوله

نانچ هموجود 
زي ؛استفاده شود

در بدون خمو

124 

 كه چرا
 )7(كل
اديـان  ر

در  ردد،
پيچشي
ك كــه

هـاي   ل
.  

ك

   شــده ج
-ممـان
اي  ولـه

 ـمع     ةادل
تئـوري
 كـه بـا

د

 

و
ا
ب
م
)
م
ژ

ا
و
ش
س
ح
ه
ب
ه
ه
ك
خ
ا
و
خ

ل
و
ا
و

2

3

4

5

ان 
مم

)
تن

نيو
.

)متر

 كانيك

چ، گردد استفاده
شــكنمــايي در  

ر 2ي كمتـر از
كيـد گـرأـتي ت 
فنر پ يساز مدل
جــدار نــازك ةولــ

راي تغيير شـكل
.ر خواهد گرفت

جدار نازكراي لوله

  ورودي خمش
LS-D 

  ي
ــ اســتخراج ةزاوي

م ةرابط ـ ةقايس ـ
هـاي لو ي سازه

حـل تحليلـي (م
اي براسـاس ت ه

ك ج نموده است

0

100

200

300

400

500

0 0/2 0/

و محاسباتي در مكا

راديان 2/0ر از
و بــزرگ )14( 
كـه در زوايـا د 

بايس ودي است.
منظور به )14( 

لو شــده ســادهل 
بر شده سادهمدل

ورد استفاده قرار

بر )زاويه-ممان (14
 

زاويه- ممانمودار
DYNA  افزار نرم ه

 
ياعتبارسنج

ز-ممــان ةرابطــ
دايروي با مق ةول

برا [8]ر مرجع
يـك ح [8] ژنگ
هـاي لولـه سـازه
يك استخراجلاست

4 0/6 0/8 1

)راديان(زاويه

14رابطه 

علوم كاربردي و ةي

ي زواياي بيشتر
ةم رابطــيرســت

شـود خص مـي 
صعو، دار ممان
ةرابط ش بعدي

در مــدل يخطــ
قسمت مد نيتر 
مو، استتيك س

4 ةرابط  6شكل   

نم  7 شكل
به

يــن قســمت ر
براي لو )14 ةط
در منتشرشده ةي
ژنشده است.  د

) براي خمش س
وط محوري پلا

1/2 1/4 1/6

ز

رابطه ژنگ

نشري
  

براي
تبــا 
مشخ
نمو

بخش
رخيغ

مهم
پلاس

   

 

در ا
(رابط
زاوي
دييتأ

15(
خطو
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  عي

 مربعي

ها با يـك  
زمـان  دت  

از هـر دو   
مقايســه  )3

 دينـاميكي    
درصـد  ق،    

ي ضربه و 
مشــاهده ي 
 ـ  ،جـايي  هب
دليـل   بـه )  

تـابعِ   ةرج ـ
بـر   يديي ـ
اي بـين   سه

 مربعـي و  
 در نمـودار 
. مده اسـت 

زان جـذب   
ل سـاده و  

ست و ششم، شمارة

و مربع دايروي طعق

و م دايروي مقاطع 

  
LS-DYN، ه مدل

مـد بر ثانيـه در  
شده حاصليج 

3(و جــدول  )
هد كـه نتـايج

بـا مـدل دقيـق 
جايي، نيروي هجاب
تطــابق خــوبي 

جاپـارامتر  دار  
صـفر)بـه  ديك 

نين با درچ همو 
تأت و اين خود 

مقايسدر ادامه  .
متفاوتو مقطع 

ج مربوط به آن د
آمد) 15و  20 ل
ميـز نيتر شيب 

براي هر دو مدل

بيسسال 

مقمدل دقيق براي  
  

  
براي شده سادهدل 

  
نتايج

NA با هيدروكد

متر 15سرعت 
د. نتانكن ورد مي

10-19(هــاي  ل
د مينشان  )3( 

شده سادهز مدل 
ر پارامترهاي ج

دارنــد و شــده
ه ذكر است مقـد

(نزده مدل دقيق 
هاي تير زياد و 

آمده است ست
باشد مي شده ده

و دقيق براي دو
نتايج .شده است

رژي سازه (شكل
گردد لاحظه مي

ه مقطع مربعي ب

 

 
 8شكل 

 

مد  9 شكل

ب سازي شبيه در
ديوار صلب با س

ثانيه برخو 01/0
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يـا   شـده  جذببا توجه به اهميت انرژي  خودرو شاسي
 .دپـذير  صـورت  صحيحي انتخاب نيروي وارد به سازه
تواند براي مثال در هنگام برخورد  انتخاب نوع مقطع مي

 مهـم مبيل و سرنشـينان بسـيار   خودرو با موانع براي اتو
 و دقيـق  مـدل  بـه  مربوط نتايج ةمقايس با در انتها باشد.
 انحـراف  درصـد  كـه  گـردد  مشاهده مي شده ساده مدل

، نيروي ضـربه و انـرژي   جايي جابهپارامترهاي  در نتايج
 يسـاز  مـدل  از اين تكنيـك  لذا ،است  ناچيز شده جذب

 ارزيــابي بــراي طراحــي ةاوليــ مراحــل در كــه بحرانــي
كـامپيوتري اسـتفاده    سـازي  شـبيه  و ضـربه  هـاي  تحليل

منظـور كـاهش زمـان محاسـبات و      بهتوان  مي ،شود مي
  در منابع بهره برد. ييجو صرفه
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  ها ستون كمانش حرارتي نظري و تجربي پس تحليل 

  (يادداشت پژوهشي)
  

  )2(حميد اختراعي طوسي                  )1(حامد باقريان
  

 هاي تغييرشكلو  ها تنش ،گيرند. تغيير دما زياد مورد استفاده قرار مي ي با اختلاف دماييها در محيطهاي مكانيكي  بسياري از سازه  چكيده
 ةعمد شكلاتعبارتي از تيرها تشكيل شده باشد، يكي از م  مكانيكي از عناصر لاغر يا به ةكند. در مواردي كه ساز اي ايجاد مي ملاحظه  قابل

را  حاكمهاي  تغييرشكلو  همچنان تنش ،افزايش دما پس از وقوع كمانشتداوم . خواهد بودكمانش حرارتي  ةيش دما، وقوع پديدافزا ناشي از
 ةنظري براساسحرارتي ش كمان پس تحليل  معرفي روش ضمن ،كمانش حرارتيپس از آثار  ةدر راستاي مطالعدهد.  مي قرار تأثيرحت ت

ا استفاده از ب ردهتگس عرضيبار در حضور  و افزايش دماي يكنواخت يك تير دوسرمفصل هنگامتحليل  ةشيو كوچك تيرها، تغييرشكل
 تغييرشكلي چون يها روشبا نتايج  ةمقايس توسطبزرگ  تغييرشكلاعتبار نتايج حاصل از روش  د.شو مي معرفيبزرگ  تغييرشكل رويكرد

در اين راستا ضمن معرفي  گردد. ميارزيابي و آزمايش تجربي  )ABAQUS( آباكوسافزار  نرمدر محيط خطي و غيرخطي  سازي مدلكوچك، 
هاي تحليلي و  ساير روش بابزرگ  تغييرشكل ةطبق نظريكمانش  تحليل پس ةنتايج حاصل از مقايس ،ايششده براي انجام آزمطراحي  ساختار

دما بر  تأثيرهاي مختلف و نيز نمودارهاي  روش بهتحت مقادير متفاوت بار نمودارهاي توزيع تغييرمكان عرضي تير . گردد ميتجربي ارائه 
  شود. مياظهار نظر تحليل، مناسب  ةبندي نتايج در مورد شيو جمع پس از. گردد معرفي مي تير ةميان تغييرمكان

 
  .آباكوسافزار  نرم ش اختلاف تربيعي،رو ي،تكمانش حرار پس بزرگ، تغييرشكل  كليدي هاي واژه

  
Theoretical and Experimental Thermal Post Buckling Analysis of Columns 

 
H. Bagheriyan                       H. Ekhteraei Toussi 

 
Abstract  Many of the mechanical structures are employed in high temperature conditions. Any 
variation of temperature may cause considerable side effects such as the creation of thermal stress or 
deformation. When a structure is composed of slender members such as beams or columns, one of the 
main problems concerning the rise of temperature is the incidence of thermal buckling. The continuing 
rise of temperature beyond the onset of thermal buckling level, continually affects the dominant forces 
and deformations. To study the post buckling phenomenon, following the introduction of different small 
deformation methods of thermal buckling analysis, a through large deformation scheme is developed to 
analyze the buckling of a simply supported column. For the case of large deformation analysis the 
validity of the results is evaluated by comparing with the results obtained by using of the small 
deformation theory, the linear and nonlinear simulations of ABAQUS software as well as the 
experimental data. The results characterize the deflection of a beam with uniformly distributed load by 
different solution techniques as well as the effect of temperature on the mid span deflection of a post 
buckled beam. Based on the obtained results, the validity of different methods is evaluated.  
 
Key Words  Large Deformation, Post- Thermal Buckling, Differential Quadrature Method, ABAQUS
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  مقدمه
ناپـذير و   ها اجتناب اعمال بار حرارتي در برخي از سازه

هـا در    باشد. برخي از سـازه  در برخي ديگر تصادفي مي
 هـاي  گـذاري تحـت بار  بـه دفعـات  ، كـاري  ةدورطول 

بـر سـاختار و    حـرارت  تـأثير گيرنـد.   حرارتي قرار مـي 
ــازه ــا عملكــرد س ــاي ي چــون يه فضــاپيماها، راكتوره

نـوع  ي از ايـن  يهـا  نمونـه هاي حرارتي  اي و مبدل هسته
از طرفي ممكن اسـت  . باشند هاي حرارتي مي بارگذاري

اعمال گردد. از   تصادفي به يك سازه طور بهحرارتي  بار
هـا و   سوزي در ساختمان آتش به توان مي نيز اين نمونه

در نظـر  بـدون  . اشاره كـرد صنعتي سيسات شهري و أت
گرفتن اثرات بار حرارتي، طراحي يـك سـازه، كامـل و    

ميـان  مهـم در   ييك دسته از اعضـا  ايمن نخواهد بود.
باشند كه در بسـياري از مـوارد    ها مي ستون-تير ،ها سازه
 را مركـب  ساختاراز تشكيلات يك  بزرگي بخشخود 

-تيـر تـرين آثـار حـرارت در     از مهـم . دهند تشكيل مي
 ـ هـا  ستون  Thermal كمـانش حرارتـي (   ةد، وقـوع پدي

bucklingاي را كـه دچـار    چـه سـازه   باشـد. چنـان   ) مي
كمــانش حرارتــي شــده اســت كماكــان قابــل اســتفاده 

 ةتغيير مكـان در دور  -رفتار دما ةتشخيص دهيم، مطالع
شـود،   مـي  كمانش پسپس از كمانش كه از آن تعبير به 

هـا، خطـوط انتقـال نفـت يـا       حائز اهميت است. ريـل 
هاي دوفلزي از جملـه مـواردي هسـتند كـه      ترموستات

حرارتي در رفتار مكانيكي آنهـا   كمانش پسآثار  ةمطالع
  .داراي اهميت است

هنگــامي كــه بارهــاي اعمــالي روي يــك عضــو،    
ي يهـا  روشكـاربرد  ، نمايـد هاي بزرگ ايجاد  تغييرشكل

 ،طـي هـاي خ  كوچـك يـا روش   تغييرشكل ةنظريمانند 
ها، طراحي  اين تئوري براساسو طراحي  نيستمناسب 
لازم اســت بــراي  حالــت. در ايــن باشــد مــين يمناســب

 تغييرشـكل  ةنظري چون هايي طراحي و تحليل از روش
كمـانش   پس ةبراي مطالع .استفاده نمودارتجاعي بزرگ 

بـزرگ   تغييرشـكل  ةكمك نظري ها به ستون-حرارتي تير
ايـن قبيـل مطالعـات يـك گـام       ةسـابق  اي بيتيرها آشنا

ن الف ـؤجا كـه بررسـي م   تا آنشود.  نخست محسوب مي
 ـ دهد، تاكنون نشان مي در  يتحقيق ـ طـور اختصاصـي   هب

 ةهاي بزرگ بـراي مطالع ـ  تغييرشكل ةكاربرد نظري ةزمين
 تيرها منتشر نشده اسـت. بنـابراين  حرارتي  كمانش پس
مجـزا   طـور  بـه اين پـژوهش   ةبررسي تاريخچ منظور به

تحقيـق در مسـائل كمـانش حرارتـي و مسـائل       ةپيشين
  . شود معرفي ميبزرگ  تغييرشكل

گردنـد،   كه تحت بار فشاري ناپايـدار مـي   هايي تير  
 18ها براي اولين بار در اوايل قرن   عبارت ديگر ستون به

هاي اخيـر   . در سالاولر مورد مطالعه قرار گرفتندتوسط 
جلـب  كمـانش حرارتـي    ةپديد ةمطالعتوجه زيادي به 

توان بـه مـوارد زيـر اشـاره      شده است. از اين نمونه مي
بـه بررسـي    )Rao and Raju( [1,2] اجوررائو و  نمود.

و س وها پرداختند. گ ها و ستون كمانش حرارتي صفحه
ــتمنا ــي در  )Antman and Gauss( [3] ن توصــيف كل

حالت كمانش حرارتي غيرخطي تيـر  هاي  مورد ويژگي
 Li( [4] ئه كردند. لي و ديگراناو صفحات الاستيك ار

et al.(   كمـانش يـك تيـر الاسـتيك بــا دو      پاسـخ پـس
تحـت افـزايش دمـاي غيريكنواخـت را      ،گاه ساده تكيه

 Kocaturk( [5] بررسي نمودند. آكبـاس و كوكـاتورك  
Akbas and(    ه گـا  آناليز غيرخطي يك تيـر بـا دو تكيـه

 hyper(ساده، سـاخته شـده از مـواد هـايپر الاسـتيك      

elastic(  ــزا ــط روش اج  Finite(محــدود  يرا توس

element method (  .ــد ــام دادنـ ــران و  وازانجـ  ديگـ

)Vaz et al.( [6] بيشنرحل پرتو )perturbation(  رفتار
يك تير نـازك بـا دو انتهـاي ثابـت را      ةكمانش اولي پس

  د. دنارائه نمو
دو كميت  ةكمانش حرارتي اغلب مطالعدر تحليل   

گيـرد. در حـالي كـه اغلـب،      در كانون توجه قـرار مـي  
شناخت بار بحراني سازه داراي اهميت است، در برخي 

بـراي طـراح    يكمانش ـ پـس  تغييرشـكل موارد نيز ميزان 
هـاي   تغييرشكلرود  جا كه انتظار مي از آن اهميت دارد.

در تحليـل از  كمانش مقادير بزرگـي داشـته باشـد،     پس
ــوري ــزرگ تغييرشــكل تئ  Large Deformation ( ب

Theory(  ايـن تئـوري اولـين بـار      .استفاده خواهد شـد
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شرايط تعـادل اسـتاتيك بـراي ايـن المـان، دسـته         
  دهد: را نتيجه ميمعادلات زير 

  

)2(  డడ௦ (N sinߠ) – 
డడ௦ (Q cosߠ) = 0  

  

)3(  డడ௦ (ܰ	ܿߠݏ݋) + 
డడ௦ (Q sinθ) + q = 0  

 
)4(  డெడ௦  – Q = 0  

  

 Qنيـروي محـوري،    Nخمشـي،   گشـتاور   Mكه در آن
 Rنسبت كشيدگي سهولت  برايباشد.  نيروي برشي مي

  شود: ميزير تعريف  صورت به
  ܴ	=	 ோ஺ + 1 )5(  

 داريم: تغييرشكل ةبا توجه به هندسلذا 

  
)6(  డ௪డ௦	 = ܴ cosθ   

 

)7(   డ௨డ௦	 = ܴ sinθ    

 ةپوشي از آثار نيروي برشي، رابط چنين با چشم هم  
يعنـي  راستاي تيـر بـا محـور قـائم      ةو زاوي M گشتاور

  .شود بيان ميصورت زير  هب θ ةزاوي
  

M = EI	ୢ஘ୢୱ            Q = EI 
ୢమ஘ୢୱమ )8(    

ــ   ــط  ةاز مقايس ــ،)6و  7(رواب ــك معادل ــه  ةي حاكم
  آيد: مي دست بهزير  صورت به

  

)9( ௗ௨ௗ௦  = 
ௗ௪ௗ௦ tanߠ  

  

 و از θبرحسـب   Q، مقدار )4و  8(از ادغام روابط   
 دسـت  بـه  Nمقـدار   )6و  7(با روابط  )5ابط (ور ادغام
، دو )2و  3(آيد. از قرار دادن اين مقادير در روابـط   مي

  گردد. زير حاصل مي صورت بهديگر  ةحاكم ةمعادل
   

)10(    ቀௗ௨ௗ௦ − sinߠቁ – 
ௗௗ௦ ቀௗమఏௗ௦మ cosߠቁ =0	 ߟ ௗௗ௦  

)11(    ቀௗ௪ௗ௦ − cosߠቁ – 
ௗௗ௦ ቀௗమఏௗ௦మ sinߠቁ + q =0	 ߟ ௗௗ௦   

  
 =كه

஺௅మாூ اين روابطدر . باشد مي ߟ A  ،سطح مقطع تيرL 
ل ح ـدوم سـطح مقطـع اسـت.     گشـتاور  Iطول تيـر و  

 ـ )9-11(زمان معـادلات حاكمـه    هم ا در نظـر گـرفتن   ب
در نقاط   θو u، wمنجر به يافتن  ،موجودشرايط مرزي 

ــر مــي ــد. شــو مختلــف تي حاصــل غيرخطــي و  ةمعادل
 ازيـابي ايـن معادلـه بايـد      غيرهمگن است. براي پاسـخ 

. يـك روش مـوثر و   كمـك گرفـت  هاي عـددي   روش
روش موسوم به اختلاف تربيعي  ،دقت بالا ميزانداراي 

 Diffrentional Quadrature Method: DQM( [5]( يـا 
معرفــي بــه اجمــال در بخــش بعــد ايــن روش  .اســت

  شود. مي
  

  روش اختلاف تربيعي
تربيعي يـك روش بـراي مجزاسـازي و     فروش اختلا

در اين روش، مشـتق   باشد. حل معادلات ديفرانسيل مي
مقـادير تـابع   توسط تركيبي از تابع نسبت به يك متغير 

تعداد  nاگر  گردد. خاص جايگزين مي ةتعدادي نقطدر 
مـورد بررسـي باشـد، طبـق قـانون       ةدر دامن نقاط ويژه

خواه ماننـد   دل يك تابع  Nةمشتق مرتب ،اختلاف تربيعي
f(x) ةدر نقط x=x୧ شـود   زير تقريب زده مـي  صورت به
[15]:  

)12( ௗಿ௙(௫೔)ௗ௫ಿ  =∑ ௡௞ୀଵ(௞ݔ)݂௜௞(ே)ܣ      i=1,…,n  
  

ير دمقـا  مـورد بررسـي   ةفوق، در محدود ةدر معادل   A୧୩	 شود. زير تعيين مي صورت به ،ب وزنييعني ضرا  
  

௜௝ଵܣ)13(  	=	 ∏(௫೔)൫௫೔ି௫ೕ൯∏(௫೔)                     i, j= 1, 2, …,n  and  i≠j  
  

௜௝(ଵ)ܣ௜௜(௞ିଵ)ܣቈ	௜௝(௞)= kܣ )14( −	஺೔ೕ(ೖషభ)௫೔ି௫ೕ ቉                      2 ≤ k ≤ n-1 

  

∑- =௜௜(௠)ܣ)15( ௜௝(௠)௡௝ୀଵ௜ஷ௜ܣ                            m = 1,…,n-1 



 1394رة دو، 

 مطالعـه از  
فـرض  ) 2  

 يكنواخت 
ها  گاه تكيه 

گـردد.   مـي  در  كـه  ܰ
 ܧ  مقطع،

با افـزايش  
تـا   يابـد  ي 
 ةرابط ـق بط

مـاي لازم  
كـه در   ت 
  باشد. ي

  
  محوري

بحرانـي و    
ـا بـيش از      

شـود. در   ي  
ــاوت    متف

ـود. طبـق   
تحـت   تير
سـتون   -ر 

EI
ௗర௪ௗ௫ర  + N 

بـار   Nئم،    
كمـانش   س

 در غيـاب  
تيـر  خيـز    

ست و ششم، شمارة

براي . كوچك
طـابق شـكل (
ت افزايش دماي

موقعيت بودن 
تير م فشاري در

   ൌ 	ܶ∆	ܣ	ߙ	ܧ
سطحܣ	رارتي، 
. بباشد ش دما مي

مـي نيز افـزايش  
طكمانش برسد. 
در چنين تيـري   ∆ ௖ܶ௥	=	 اسـت 2ܮߨ

مي دوم سطح ر

صل تحت اثر بار م

الاتر از دمـاي ب
وي محـوري تـ

ايجـاد مـي نش
ــرد ـا دو رويك

شـ بررسي مي گ
ت خيز ين حالت
 ـ تيـر ة نام معادل

  كند: مي

 N
	ௗమ௪ௗ௫మ  = q

در راسـتاي قـائ
پس حالتدر  .ت ∆ܶ ൒  باشـد،

منحنـي يعنـي  

سال بيس

ك تغييرشكلگاه 
مطكوچـك   كل 
تحت يمفصلسر
ثابت حالت ين

يروي محوري ف
 برابر اسـت بـا
ريب انبساط حر

افزايش 	ܶ∆ي و
وري مورد نظر
زان لازم براي ك

در ،حراني تيرها
ߙ	ܣ	2ܫ2ߨنش برابر

گشتاور Iتير و  ة

نش تير دو سر مفص
  

دما به ميزاني بـا
، افـزايش نيـرو

كما پس شرايط 
ــر   ه  ــز تي ــخي ب
كوچك و بزرگ 
كوچك در اي ل

عادله زير كه با
شود، پيروي م ي

 

  
تيـر د غييرمكـان

بار گسترده است
		ݎܿܶ∆ماني كه
 ـ )21( ةخ معادل

 

مطالعه با ديدگا
تغييرشـكديدگاه 

تير دوس شود مي
. در ايقرار گيرد

موجب ايجاد ني
مقدار اين نيرو

ضر αاين رابطه 
ضريب ارتجاعي
دما، نيروي محو
مقدار آن به ميز

ولر براي بار بحا
كمان وقوعبراي
ةطول اولي Lآن

كمان  2 شكل

با افزايش د 
به پيروي از آن،
نيروي بحراني،
ــدوده ــن مح اي

هاي تغييرشكل
تغييرشكل ةظرين

از مع بار عرضي
شناخته مي [14]

)21 ( 

تغ wكـه در آن  
ب F୷محوري و 

يعني زحرارتي 
پاسخ بار عرضي
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ــكل  ش
 تعيـين

 =൧(௥)ܣൣ

 متغيـر
ــاي  ه ه

Cheb( 

 = ௜ݔ
ଵଶ  

i=2,…   

خـتلاف
ــديل تب

∑    ௡௞ୀଵܣ

௞൯ߠ݊݅ݏ௡௞ୀ∑ൣߟ
௞ߠݏ݋௡௞ୀܿ∑ൣߟ

كـه    آن
ه شـود
فـزايش
چـك و

كوچك
ررسـي

مط
د
م
ق
م
م
ا

ض
د
م
ا
ب
آ

ب
ن
ا
ت
ن
ب
]

)

ك
م
ح
ب

ــي ــد.  م درباش
 زيـر را بـراي

௥ିଵ)ܣ൧ൣ(ଵ)ܣൣ=
بـا )12و  13(
ــان د ــههم ريش

ychev- Lobat

  آيند. مي

ቂ1 − ݏ݋ܿ ቀଶ௜ଶି௡
…, n-1         ݔଵ=

اخت بـه روش
ــر ت صــورت زي

௜௞(ଵ) ܷ௞  = ൫∑௡௞ܣ
∑௜௞(ଵ)൫ܣ ௡௝ୀଵୀଵ൯ܣ −∑ ௜௞(ଵ)௡௞ୀଵܣ
∑௜௞(ଵ)൫ܣ ௡௝ୀଵୀଵ൯ܣ ൅∑ ௜௞(ଵ)௡௞ୀଵܣ

با فـرض كنون
DQM بسـط داده

تيرهاي تحت اف
كوچ تغييرشـكل

   .شود ي

  ش حرارتي
ك تغييرشكلت
برهـا   سـتون  -ر

 ختراعي طوسي

∏(x୧) = ∏ م
بازگشـتي ةرابط

  . نمود
  )൧ ൌ ൣܣ(௥ିଵ)൧
  

روابـطدر   كـه
ــده ــد خص ش ان

tto( لوباتو -ف

دست بهزير   ةط
  ଵ௡ ቁߨ   ቃܮ

௡=Lݔ        0=
  

مشـتقات نمـودن
ــه )9-11(ت  ص ب

௜௞(ଵ)ܣ   ௞ܹ௡௞ୀଵ ൯ ta
௞௝(ଵ)ܣ   ௝ܷ −൫∑ ௞௝(ଶ)௡௝ୀଵܣ ௝ߠ	
௞௝(ଵ)ܣ  ௝ܹ −൫∑ ௞௝(ଶ)௡௝ୀଵܣ ௝ߠ

  

i=2, ا باشد. مي
 ـ Mروش ه ت ب

ش حرارتي در ت
توسـط تئـوري
مي بزرگ معرفي

  
كمانش ةي پديد

و رويكرد متفاو
نش حرارتي تير

حميد اخ -د باقريان

∏ه  ൫x୧ − x୨൯୬୨ୀଵ୨ஷ୧ رتوان  ميريسي 
ع وزن استفاده

൧(ଵ)ܣൣ  )
كاي  ويژه قاطن 

ــي  ــخ 	x୧س مش
اي چبيشف دجمله

از رابطد كه نباش

1( 

با جـايگزين ن 
ــي ــادلاتع ، مع

  گردد: 

1(   anߠ௜
௝൯ܿߠݏ݋௞൧=0 (

௝൯ߠ݊݅ݏ௞൧ ൅q=

n-1,…,در آن، 

 عددي معادلات
د تحليل كمانش

توي يكنواخت 
بري تغير شكل 

سازي مدل
اين بخش با دو

كما ةمسألزرگ 
  شود. 

حامد

ــه ك
ماتر
توابع

)16

 
انديس
چند
ب مي

 )7

 
تربيع
گ مي

 )8

)19  

0 )20(  

كه د
حل
روند
دماي
تئور

در ا
و بز
ش مي



 ها رتي ستون

بـا   غلتكـي  
ت اعمـال   
جـاد آثـار   

خواهـد  ـا   

ـان ايجـاد   
و تغييـر  ي  

ـان دمـا و   
در  زيـر  ة ـ 

تغييرمكـان    

∆s= L α ∆

 ،طول اوليه
دمـاي تيـر    
 غييرشـكل 
 ة از رابط ـ  

سـتفاده از   
دل رياضي 
ف تربيعـي  

ميـان   ةبط ـ
 ،ط كرانـي) 

ول تيـر را   
قـرار دادن    

 ةـول قرين ـ 
ش دمـا را     
رض ناشي 

AB  
ــايج و    ت نت

دو از مـان  

كمانش حرار ي پس

گـاه غ ك تكيـه  
صـورت در ايـن  

و ايج شردگي تير
افـزايش دمـ از 

امكـرد اسـتفاده  
غلتكـيگـاه   كيه

ميـ ةجا كه رابط ـ
صـورت رابطـ ه
ميـان دمـا و تغ 

  رد. 

∆T  

ط Lش طول تير، 
افـزايش د T∆و   

تغشـتن منحنـي   
بـا اسـتفاده تير 

و بـا ا ∆sـدار  
دل را يافت. مد
و روش اختلاف

راب ةان محاسـب 
عنوان يك شرط

تغيير طـو ةحاسب
بـا معـادل قب  

با تغيير طـمرز  
ن مفهـوم افـزايش
ز روي آن عوار

  نمود. لعه

BAQUSفزار 

ــحت ــي ص رس
زم همشده  ي ارائه

ليل نظري و تجربي

يـك) 3( ند شكل
.ان افقي باشـد 

فش موجب افقي 
عوارض ناشي 

مور دل رياضي
تك تغييرمكانان 

ج از آن شته باشد
 ـ  نيـز  هسـاده و ب
ةتوان رابط مي ت

آور دست به را 
  

  

25( s∆ افزايش
ـاط حرارتـي و
ت در اختيار داش

افزايش طولن 
با داشتن مقـ .ت
توان دماي معاد ي

و )2-4( روابط 
 بخش قبل امكا

ع ه(ب يمفصلگاه 
پيروي از آن مح

بدين ترتيـبست. 
تغييرمكاني از 

تـوان ش دمـا مـي
ا كرد ومفصلي 

مطالشكل تير را 
  

اف نرم ةوسيل  به
ــه   ــور برر ب منظ

يج مدل تحليلي

تحل 

گاه تير مانن تكيه
قابليت تغييرمكا

تغييرمكانيك
مشابهكمانشي 

  .بود
مدحال اگر  

ارتباط ميان ميز
داشطول تير را 

ن تغيير طول تير
رس است دست

گاهي افقي تكيه

 )25(

( ةرابطدر  
α ضريب انبسـ

در صورتاست.
ميزانيافتن  ،تير

) ميسر است22(
) مي25( ةمعادل

معرفي شده در
معرفي شده در

گ تكيهتغييرمكان 
شكل تير و به پ

نموده اس فراهم
ناشيتغيير طول 

ناشي از افزايش
ن خيز مجايگزي

دما بر ش تأثير زا

تحليل
ــه ــن مقال در اي

نتاياعتبارسنجي 
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w= δ 
طـول   

 رشـكل
طول  ةب

  ردد.

ݏ ൌ    ׬

       

δ = 
ଶ௅గ  

شخص
 رشـكل
ــي   نحن
 مقالـه
ام ايـن

  
توسط

ــيم  ي كن
ـلي بـا
 دمـاي

تيـر   ت
 كنـد.  ي
دهنـد.   ي

ي از دو

ت
ق
ي
ك
ب

ا
ط
ت
د
ا

) 

ا
ت
)
م
م
م
ت
ش
ف
ت
ن
ج
ا

د
ا

 كانيك

sinቀగ௫௅نوسي ቁ
سـاب افـزايش

تغيير به الگوي
محاسب ةرابطدر

گر ير حاصل مي

׬ ඥ1 ൅ ᇱଶ௅଴ݓ 	d
׬ =     ට1 ൅௅଴

ටߙ	ܶ߂ ൅ (ఈ	௱ଶ
تير را مش ةر ميان

تغييرـر فـرض
ــراي من ــي ب وس

در ايـن. اشـت
ست براي انجـا

تير دو سر مفصل ت
  گاه

ــيفــرض   .گ م
گـاه مفصـ تكيـه

ر اثـر افـزايش
حالت بد. در اين
مـيا نيـرو وارد

 فشار قرار مـي
يكـي ،يرات دما

و محاسباتي در مكا

تابع سين صورت
بـا احتس حالت ن

با توجه ،رارتي
w = δ sinቀగ௫௅ د

زي صورت به تير

     dx            

൅ ቂఋగ௅ 	cos ቀగ௫௅ ቁ
  

  داشت:هيم
  ௱்)మଶ
  

خيز در ةبيشين ر
سازي مبتني بـ ل

ــوي سينو ز الگ
صداق نخواهد د
 پيشنهاد شده اس

  است.  فته
  

 اثر افزايش دماي ت
گ تكيه تغييرمكان

  

بزرگ تغييرشكل
يري توسط دو

. دباشـد  شـده
يا ير افزايش مي

هـا گـاه  به تكيـه
تير را تحت بلاً

يم در غياب تغيي

كاربردي وية علوم 

ص به) 2شكل ( د
هد بود. در اين
ي از انبساط حر

௫ቁبا قرار دادن  
طول ت،  منحني

2(                

2(         ቁቃଶdx

كمك آن خوا به

2( 

قدارم ߜكميت  
در يك مدل كند.

ــتفاده از رگ اس
كمانش تير مص 

شي كه در ادامه
كار رف هبسازي  ل

جايگزيني  3شكل 

تغلعه با ديدگاه 
) تي2( بق شكل

ثابت مهـار ةصل
تيرطول واخت، 

و ب شود مييده 
متقابلاها نيز  گاه ه

كنيم ون فرض مي

نشرية

مانند
خوا
ناشي
تير،
يك

 

)22
  

)23

كه ب

)24

 
ك مي
ــز ب
پس
روش
مدل

ش

مطال
مطاب
فاص
يكنو
خمي
تكيه
اكنو
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ده است. ش
 كند. ص مي

توزيــع  ةنــ
. 

 
  آباكوس ر

 غييرشـكل 
 تـأثير ياب 

دار تحـت  
 حاصل از 
وچـــك و 

 آبـاكوس ر  
ب اطمينـان  
حاصـل از     

تركيبـي   ي     
 متفـاوت ي  

سـرگيردار  
 .شـود   مـي   

خواصي به 
10q=  وN 

ــا  ــري و ب

 

1 

ست و ششم، شمارة

شش به بعد ثابت 
را مشخص بهينه 

يــك نمونـ) 5 (
شود. مي ملاحظه

افزار نرمي بهينه در 

  
تغ اعتبـار روش  

در غي ين منظور
دل تير دوسرگير

بزرگ با نتايج 
كو تغييرشـــكل 

افـزار نرمتوسط 
د، پس از كسب
ـه بيـان نتـايج ح
حـت بارگـذاري

هـاي ه از روش  
يك تير دوس ظور

ر نظـر گرفتـه
 مختلف تير با خ

ــاي  N 00 ره
گيــ ــاوت انــدازه

بار گسترده 
(N/m) 

10000و  100

سال بيس

مش 3000ير از 
تعداد مش 300

شــكل  مطــابق
بهينه ملابندي  ش

 

بندي مش تحليل با 
  

نتايج
به بررسي ابتدا 

شود. براي اي مي
حاصل از تحليل

تغييرشكلوش 
تحليـــل چـــون

تي و غيرخطي 
بعد ةدر مرحل د.
بـه هاي تحليلي 

 سـر مفصـل تح
كي بـا اسـتفاده

بدين منظ . شد
دq ي عرض ـ ةد

در نقاط 	wدي
ــراي بار2ل (  ) ب

هــاي متفــ روش
  شود.  مي

  يردار
  ضريب پواسون

 

3/0 

 

تي ةعمودي ميان
0عدد بنابراين 
حالــت در ايــن

مشدر  تغييرمكان

نمونه  5 شكل

قسمت در اين
بزرگ پرداخته م

تايج حن حرارت،
رو بار گسترده به

چ هـــايي روش
خطي سازي شبيه

گردد مقايسه مي
ي شيوهياز توانا
تيـر دوتحليل 
مكانيك -حرارتي
خواهد پرداخته

تحت بار گسترد
تغييرمكان عمود
ــدول ــرح ج ش

10000q= ــا ر ب
يكديگر مقايسه

 

نيكي تير دوسر گي
 ول الاستيسيته

 (Pa)  

910200 
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ــزار م  اف
سـتفاده
تـي آن

هدايت
(୫ 

K=

طـي و
تحليــل
د مـش
ي ايـن

هـاي   ش
 تعـداد

مـورد  
 مقــدار

در  180
رسـم   )

 
 ي به ازا

رمكـان

ع
ب
د
ت

د
ب
ح
ب
ر
ش
م
ا
ت
ح
پ
ت
ت
ش

ي

  

ص فيزيكي و مكا
مدو  m) طول

1 

ــازي ــرمدر  س ن
المان مـورد اس .

 خـواص حرارت

 [16]  فولاد

(୛୫.°୏ضريب ه

 ويژه

= 2/80  

خط ةتيي الاستيس ـ 
در ارتبــاط بــا ت

يافتن تعـداد ،ت
باشـد. بـراي  مي
تعـداد مـش يزا

افـزايشـه بـا
تعـداد مـش ند

ر ايــن تحقيــق
C°0ش دمــاي

)4شـكل ( ده و

ر مقابل تعداد مش
180  

ست مقادير تغيير
خواص  2 جدول

m )

  مقطع

(m  

10  

 ختراعي طوسي

ــي و ــدلرب س م
.ه استه گرديد

  solid  و اسـت
  مي باشد.

  
خواص حرارتي  1

ظرفيت گرمائي
(

௃୩୥.°୏)

  

C=447 

  

ارتي از تئـوري
ه شــده اســت.

 مسائل با اهميت
دقيق و مناسب
مـاكزيمم بـه از

چـ چنـان . شود ي
تغيير نكن ه شده

در خواهــد بــود.
افــزايش ودي در

آمد دست بهلف

  

تير در ةعمودي ميان
C° افزايش دماي

 

 از نمودار پيداس

(mଶسطح م

 رسي

   

40  

حميد اخ -د باقريان

ــ تجر ونش آزم
ABAQU استفاده
dهـاي   وع المان

) م1بق جدول (

1 جدول
 ضريب انبساط طولي

(
ଵԨ) 
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هــاي خط  روش

چون تحليليي
 ـ  تغيير ة و نظري

نرطي در محيط
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خواهد شد سي

ଶودي وسط تير
  .ه است

نشرية

 
نقـا
تغيير
ــا آب
هما
بودن
روش

 
N 

متفا
نمــ
تغيير
دارا

است
اعما
روش
حاص
حاك
اختلا
نمي
افزاي

روش
نشــ
تغيير

 
بر پ

بزرگ
آباكو
تركي
مشخ
بررس
عمو
شده



 1394رة دو، 

 
 ربي

  
  ΔTيش دما 

تيـر   ة ميان
افــزار   نــرم

گونـه كـه      
تجربـي از   
مـانش در    

باشد.  مي 2
ي و نظري 

داراي  يـل    
سـت. در   ا    

ـراه بـا آن     
خـل قـاب،    

بـروز   ش و 
  رو منحنـي  
روع شـده   
 ،در تحليل
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به سـم C°24ن 
آ أمبديك از ي 
نمودارهاي ةيس
   ار باشد.د
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اين روش تقريبا
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رود. حا  بالا مي

 گرفته نشـود مو
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شكلدو  در. ت
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ـتفاده بـوده اسـ
ي بودن قاب نگ

  .استبوده
تحلي  حاصل از

نم ر تمام موارد
باشـ وستگي مي

نظري بايستي د
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بـزرگ و   تغييرشـكل گرفت. در ابتدا بـه بيـان تئـوري    
ــه  ــن نظري ــاي تحــت   اعتبارســنجي اي ــل تيره در تحلي

ارسـنجي روش  بارگذاري مكـانيكي پرداختـه شـد. اعتب   
بزرگ از طريق  تغييرشكل ةبسط داده شده برمبناي نظري

نتايج كاربرد آن در تحليـل تيـر دوسـر گيـردار      ةمقايس
 هـايي  عرضي با نتايج حاصل از روش ةتحت بار گسترد

كوچك و تحليـل خطـي و غيرخطـي     تغييرشكلچون 
مشـاهده   گونه كـه  انجام گرفت. همان آباكوسافزار  نرم

ميان رويكردهاي مختلـف   گرديد نزديكي نتايج حاصل
بــزرگ و  تغييرشــكلمعتبــر بــودن روش  ةدهنــد نشــان

 افـزار  نـرم حصول دقتي نزديـك بـه تحليـل غيرخطـي     
است كه تحليل غيرخطي  توجه بوده است. قابل آباكوس

بـزرگ   تغييرشـكل مبتنـي بـر ديـدگاه     آباكوسافزار  نرم
از  هـاي تحليلـي   ميان تئـوري باشد كه در  الاستيسيته مي

ــت بيشــتري برخــوردار اســت  ــي دق ــه اول يعن . مرحل
بزرگ تير در بارگـذاري   تغييرشكلاعتبارسنجي تئوري 

اصـلي كـه بررسـي     ةاي بود براي مرحل مكانيكي مقدمه
كمـانش   پـس بزرگ در تحليـل   تغييرشكلاعتبار روش 

گاه  تيري با دو تكيه باشد. بدين منظور رارتي تيرها ميح
عرضي و افزايش دماي  ةتحت بار گسترد ،صلي ثابتمف

هاي بررسـي   يكنواخت مورد تحليل قرار گرفت. روش
كوچك، روش تحليل خطـي و   تغييرشكلشامل روش 
و روش آزمـايش تجربـي    آبـاكوس افـزار   غيرخطي نرم

هــاي مختلــف بــا  . نتــايج حاصــل از روشه اســتدبــو
بزرگ  تغييرشكل  يكديگر مقايسه گرديد تا اعتبار روش

نتـايج   ةهاي حرارتي نيز معلوم گـردد. مقايس ـ  در تحليل
تحليــل  بــزرگ،  تغييرشــكلهــاي  نشــان داد كــه روش

ــاكوسغيرخطــي    كوچــك در تحليــل تغييرشــكلو  آب
باشند.  ميداراي دقت مشابه با يكديگر كمانش حرارتي 

خيـز كمـانش در يـك     ةبـراي محاسـب   شود ميملاحظه 
ــدود ــا   ةمح ــرات دم ــترده از تغيي ــه روش  ،گس اگرچ
تر از دو روش  تر و كوتاه كوچك بسيار ساده تغييرشكل

 آبـاكوس افـزار   تغييرشكل بزرگ و تحليل غيرخطي نرم
در واقع . باشد ولي دقتي مشابه با اين دو روش دارد مي
  هـاي حرارتـي بـاز    تغييرشـكل اين رفتار به مقدار  ةريش
ملاحظـه   )8و  11(كه از نمودارهـاي   طوري هگردد. ب مي

شود حتي در بيشترين دماها ميـزان خيـز تنهـا كسـر      مي
بـا  ناچيزي از طول تير بـوده اسـت. بـه عبـارت ديگـر      

هـا، كمـانش    گـاه  فرض ثابت ماندن فاصله و نوع تكيـه 
ــ حرارتــي كوچــك  تغييرشــكلموجــب  يذاتــطــور  هب

شود. بدين سـبب جـاي تعجـب نخواهـد بـود كـه        مي
ر سـان رفتـا   بـزرگ و كوچـك هـم    تغييرشكلهاي  مدل
  اند.  نموده

 
  فهرست علائم

 A   سطح مقطع

  C  گرماي ويژه 
  E  مدول الاستيسيته 

  I  اينرسي  گشتاور
  K   ضريب رسانش حرارتي 

  L  طول اوليه تير 
  M  خمشي گشتاور

 N  بار محوري 

  Nୡ୰  بار بحراني كمانش
 q   بار گسترده

  Q   نيروي برشي
  	ܴ  نسبت كشيدگي محوري

  s   تير هاييطول ن
  T  دما

  ଴ܶ  اوليهدماي 
   ௖ܶ௥  دماي بحراني كمانش  

  ௘ܶ௤  دماي معادل  
  ௦ܶ  دماي معادل تير 
  u   تغييرمكان افقي

  w   تغييرمكان عمودي
  ௅/ଶݓ  عمودي وسط تير تغييرمكان

  X   فاصله از ابتداي تير در حالت اوليه 
  x   തܺيافته تغييرشكلفاصله از ابتداي تير در حالت 

   α   ضريب انبساط حرارتي 
  αୱ   ضريب انبساط حرارتي فولاد 
 α୵   ضريب انبساط حرارتي چوب 

  δ  تغييرمكان عمودي وسط تير



 ها كمانش حرارتي ستون تحليل نظري و تجربي پس  كاربردي و محاسباتي در مكانيكنشرية علوم 

  

140 

  ∆  عملگر تفاضلي   

   η     بعد ضريب سطح مقطع بي
  زاوية بردار عمود بر سطح مقطع تير و محور عمود 

  θ   پس از تغييرشكل 

زاويه بردار عمود بر سطح مقطع تير و محور عمود 
  θ଴  پيش از تغييرشكل

  κ   انحناي تير 
  ν  ضريب پواسون

  σ   تنش
  

  مراجع
  

1. Raju, K.K. and Rao, G.V., "Thermal post-buckling of thin simply supported orthotropic square 
plate", Computers and Structures, Vol. 12, pp. 149-154, (1989). 

2. Raju, K.K. and Rao, G.V., "Finite element analysis of thermal post-buckling of tapered columns", 
Computers and Structures, Vol. 19(4), pp. 617-620, (1984). 

3. Gauss, R.C. and Antman, S.S., "Large thermal buckling of non-uniform beam and plates", 
International Journal of Solids and Structures, Vol. 20(11), pp. 979–1000, (1984). 

4. Li, S.R., Cheng, C.J. and Zhou, Y.H., "Thermal post-buckling of an elastic beam subjected to a 
transversely non-uniform temperature rising", Applied Mathematics and Mechanics (English 
edition), Vol. 24(5), pp. 514-520, (2003). 

5. Kocatürk, T. and Akbas, S.D., "Post-buckling analysis of a simply supported beam under uniform 
thermal loading", Scientific Research and Essays, Vol. 6(4), pp. 1135-1142, (2011). 

6. Vaz, M.A., Cyrino, J.C.R. and Neves, A.C., "Initial thermo-mechanical post-buckling of beams with 
temperature-dependent physical properties", International Journal of Non-Linear Mechanics, Vol. 
45(3), pp. 256–262, (2010). 

7. Hodges, D.H., "Proper definition of curvature in nonlinear beam kinematics", AIAA Journal, Vol. 
22, pp. 1825-1827, (1984). 

8. Hinnant, H.E. and Hodges, D.H., "Nonlinear analysis of a cantilever beam", AIAA Journal, Vol. 26, 
pp. 1421-1727, (1988). 

9. Monasa, F. and Lewis G. "Large deflections of cantilever beams of nonlinear materials", 
International Journal of Computers and Structures, Vol. 14(5), pp. 357-360, (1981). 

10. Wang, C.Y., "Large deflection of an inclined cantilever with an end load", International Journal of 
Non-Linear Mechanics, Vol. 16(2), pp. 155-164, (1981). 

11. Lewis, G. and Monasa, F., "Large deflection of cantilever beam of non-linear materials of the 
Ludwick type subjected to an end moment", Journal of Non-Linear Mechanics, 17(1), pp. 1-6, 
(1982). 

12. Byoung, K.L., Wilson, J.F. and Oh, S.J., "Elastica of cantilevered beams with variable cross 
sections", International Journal of Non-Linear Mechanics, Vol. 28(5), pp. 579-589, (1993). 

13. Baker, G., "On the large deflection of non-prismatic cantilevers with a finite depth", Computers and 
Structures, Vol. 46(2), pp. 365-370, (1993). 

14. Saha, G. and Banu, S., "Buckling load of a beam-column for different end conditions using multi-
segment integration technique", ARPN Journal of Engineering and Applied Sciences, Vol. 2, pp. 27-
33, (2007). 

15. Hu, Y.J., Yang, J. and Kitipornchai, S., "Pull-in analysis of electrostatically actuated curved micro-
beams with large deformation", Smart Material and Structures, Vol. 19, pp. 1- 9, (2010). 

16. Beer, F.P., Johnston, E.R. and DeWolf, J.T., "Strength of Materials, 3rd Edition", McGraw Hill, 
USA, (2002). 



 

 

 1394دو،  ةسال بيست و ششم، شمار   علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك  ةنشري

  
 ناشي از نابالانسي نيروي ترمزي بر انحراف عرضي كاميونت پارامترهاي هندسي و ديناميكي تأثيرتحليل 

 (يادداشت پژوهشي)
 )3(حسام الدين ارغند     )2(يئوگامين ترقي اس     )1(موسي رضائي

  

  
ثر از تغييرات پارامترهاي ديناميكي كاميونت ناشـي  أي خودروهاي باري در حين ترمزگيري علاوه بر نابالانسي نيروي ترمزي، متايمن  چكيده
بارگذاري كاميونت بر انحراف عرضي آن در حضور  ةپارامترهاي ديناميكي، هندسي و نحو تأثيرحاضر  ةدر مقال باشد. بارگذاري آن مي ةاز نحو

نظر بـا انجـام    براي كاميونت موردبدين منظور برخي از پارامترهاي ديناميكي مورد نياز  رفته است.گ ترمزي مورد مطالعه قرارنابالانسي نيروي 
، اعمـال  كاهش سرعت خـودرو در حـين ترمزگيـري    ةبينان براساس فرض واقع ديناميكي حاصلر معادلات و د آمده دست به هاي تجربي تست

ي عددي، حل شده است. در نتـايج ارائـه شـده اثـر پارامترهـاي دينـاميكي و هندسـي        ها روشا استفاده از . سپس معادلات حاكم بشده است
بارگذاري مطلوب براي به حداقل رساندن مقدار انحراف عرضي در اثر ترمزگيري مورد بحث و  ةگذار بر انحراف عرضي كاميونت و نحوتأثير

زماني حاصل در انحراف عرضي  نيروي ترمزي خطاي تأثيربارگذاري براي كاهش  ةبهين لتدهد كه حا نتايج نشان مي بررسي قرار گرفته است.
  .نزديك باشد به محور جلو خودرو مركز جرمشود كه  مي

 .ديناميكي، ديناميك خودرو و خطاي نيروي ترمزي، انحراف عرضي، پارامترهاي هندسي  كليدي هاي واژه

 
An Investigation on the Effects of Geometric and Dynamic Parameters on the Truck 

Lateral Deviation Due to the Braking Force Imbalance 
 

M. Rezaee  A.Taraghi Osguei   H.A. Arghand 
 

Abstract   Besides the braking force error, the dynamic and geometric parameters of a truck affect its 
safety during the braking process. In this paper, the effect of dynamic and geometric parameters and the 
way of loading on the dynamic behavior of a truck in the presence of the braking force error is studied. 
To this end, some dynamic parameters of the truck have been obtained experimentally and applied to the 
truck governing equations of motion. Then, by using the realistic assumption in which the velocity of the 
truck decreases with a constant rate during the braking process, the governing equations are solved using 
a numerical technique. Finally, the load distribution on the truck as well as the dynamic and geometric 
parameters which affect the truck lateral deviation, are discussed and the results are presented in 
appropriate figures. The results show that the best load distribution for decreasing the effect of braking 
force imbalance on lateral deviation, can be achieved when the mass center approaches the front axis. 

 
Key Words  Brake force error, Lateral deviation, Geometric and dynamic parameters, Vehicle dynamic.
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  مقدمه
صـنعتي   ،امروزه صنعت خودروسازي در نگرش جهاني

شود و هـر روز خـودرويي نـوين بـا      مادر محسوب مي
رقابـت   ةعمد ةشود و زمين كارايي بهتر به بازار ارائه مي

در اين صنعت رعايت نكات ايمني و پارامترهاي كاهش 
  باشد. سوخت و آلودگي محيط زيست مي

در زمينــه  هــاي بســيار بــا اهميــت يكــي از دانــش  
. ايـن علـم مـرتبط بـا     اسـت خودرو، ديناميك خـودرو  

عملكرد كلي خودرو است و در واقع به بررسي و آناليز 
. پـردازد  عنوان يك سيسـتم پويـا مـي    حركت خودرو به

آوري طراحـي   ورد بررسي ديناميك خودرو، فـراهم رها
بهينه در صـنايع خودروسـازي بـراي تـأمين آسـايش و      

  پذيري و پايداري است. ايمني سرنشين، كنترل
تـوان   واكنش ميان خودرو، راننـده و محـيط را مـي     
لـذا   يك سيستم كنترلي مداربسته مـدل كـرد.   صورت به

براي بهبود عملكرد سيسـتم كنترلـي، ابتـدا شـناخت و     
تر رفتار ديناميكي خودرو تحـت   هرچه دقيق سازي مدل
عوامل مختلـف مـوثر در موضـوع مـورد مطالعـه       تأثير

  ت.ضروري اس
مطالعـات  خـودرو،   براي بررسـي سيسـتم كنترلـي     

پارامترهاي انسـاني و محيطـي بـر     تأثيرزيادي در مورد 
ــه اســت  ــورت گرفت ــادفات ص ــودرو [1] روي تص . خ

هـاي زيـادي    شـونده از بخـش   سيسـتم كنتـرل   عنـوان  به
كننـد و از   تشكيل شده است كه با هماهنگي هم كار مي

 ،رمـز و فرمـان  هـاي تعليـق، ت   ها سيسـتم  ميان اين بخش
ــي    ــه م ــت را ديكت ــك حرك ــرد،   دينامي ــد و عملك كنن

ها وابسـته   پذيري و سواري خودرو به اين سيستم فرمان
  است.
 فنربندي شدههاي  سيستم تعليق كه رابط ميان جرم  

اســت در مطالعــات مختلفــي مــورد  فنربنــدي نشــدهو 
. بخـش ديگـر خـودرو    [4-2] بررسي قرار گرفته اسـت 

هاي  است كه با توجه به نيازمنديسيستم ترمزگيري آن 
ــي خــودرو و سرنشــينان آن   خــودرو و ضــرورت ايمن

بـراي  شود. با توجه به اهميت ايـن سيسـتم    طراحي مي

بهبود عملكرد خودرو استفاده از عملگرهـاي هوشـمند   
سيستم ترمز و سيستم فرمان براي بررسـي پايـداري    در

 . برخـي [5]ياو خودرو مورد مطالعه قرار گرفتـه اسـت   
ايرها متمركز است، زيرا ديگر از اين مطالعات بر روي ت

 سايربه غير از نيروهاي گرانشي و پساي آيروديناميكي، 
 سـطح نيروهاي وارد به خـودرو از سـوي تايرهـا و در    

 ـگرد تماس تاير و جاده اعمال مـي  . بخشـي از  [7 ,6] دن
ي از ترمزهـاي  مطالعات نيـز بـر طراحـي انـواع جديـد     

رفتـار خـودرو   علاوه،  هب .[9 ,8]اند  دهپيشرفته متمركز ش
در شــرايط ترمزگيــري و توقــف اضــطراري نيــز مــورد 

هـاي جديـد،    در سيسـتم . [10]بررسي قرار گرفته است 
گيـرد   جداگانه انجام مي صورت بهكنترل روي هر چرخ 

زيرا ممكـن   .شودتا نيروي لازم براي ترمزگيري فراهم 
ي هر يـك از  است به دلايل مختلف در سيستم ترمزگير

ايجاد شود. در اين راسـتا مطالعـه روي   اختلال  ها چرخ
رفتار دينـاميكي خـودرو در شـرايطي كـه هـر يـك از       

قابليت ترمزگيري را از دسـت بدهنـد صـورت     ها چرخ
امكـان ايجـاد نابالانسـي     . علاوه بر آن[11]گرفته است 

نيروهــاي ترمــزي بســيار زيــاد اســت و بــراي طراحــي 
جديد بررسي اين پديده مـورد نيـاز   هاي كنترلي  سيستم
  . [13 ,12] است
پايداري ديناميكي خودرو همـواره يكـي از مـوارد      

و يكي از پارامترهـاي   [15 ,14] مورد مطالعه بوده است
گذار بر روي آن نابالانسي نيروي ترمزي يا خطـاي  تأثير

باشد كـه بـه    ترمزگيري مي فرآيندنيروي ترمزي در طي 
ي طرفين محور خـودرو  ها چرخ اختلاف نيروي ترمزي

ترين عوامل ايجـاد آن عبارتنـد از:    شود و مهم اطلاق مي
خطاي ناشي از عملگرهـاي ترمـز و خطاهـاي ابعـادي     
قطعات ترمز، وجود هر گونـه اخـتلاف در پارامترهـاي    
سيستم تعليق و ناميزاني فرمـان و اخـتلاف در ضـريب    

 توانـد  اصطكاك تايرهاي طرفين محور كه علت آن مـي 
  باشد. جادهفرسودگي تايرها و ناهمگني سطح 

ترين تحقيقات صورت گرفته در ايـن   يكي از عمده  
كـه بـه    باشـد  مـي  [16]الكساندر هـاك   زمينه مطالعات
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خطاي نيـروي ترمـزي بـر روي ديناميـك      تأثيربررسي 
اعمـال فـرض   خودرو پرداخته است. در اين مطالعه بـا  

ت سـرعت در  نظـر كـردن از تغييـرا    صرفكننده و  ساده
ترمزگيري معادلات دينـاميكي اسـتخراج و    فرآيندحين 

 ، رضائي و همكاراندر تكميل اين مدل حل شده است.
 فرآينداين  ،تر بينانه با در نظر گرفتن فرضيات واقع ]17[

  اند. را مورد تحليل قرار داده
 ةكـه بارگـذاري كاميونـت و نحـو     با توجه بـه ايـن    

و  داردرامترهاي ديناميكي آن بر پا مهمي تأثيرتوزيع بار 
ــي    ــت در ط ــي كاميون ــراف عرض ــزان انح ــد مي  فرآين

ثر از پارامترهاي دينـاميكي و هندسـي آن   أمتترمزگيري 
با اعمال تئوري اصـلاح  در پژوهش حاضر باشد لذا  مي
] براي يك 17[ رضايي و همكارانكه توسط هاك  ةشد

 ،خودروي باري (كاميونت آذرخش) ارائـه شـده اسـت   
 ةپارامترهاي مختلف هندسـي و دينـاميكي و نحـو    تأثير

ــر انحــراف  ــذاري ب عرضــي خــودرو در حضــور   بارگ
  است.مورد بررسي قرار گرفته  نابالانسي نيروي ترمزي

سـه   توزيع آن با تغييـر  و بارگذاري كاميونت ةنحو  
پارامتر جرم، ممان اينرسي جرمي و محل مركز جرم بار 

در تحقيـق   كه ردگذا بر انحراف عرضي خوردرو اثر مي
 صـورت  بـه هر كدام از مـوارد اخيـر    تأثيرميزان حاضر، 

منظـور   ضمناً به .جداگانه مورد بررسي قرار گرفته است
] و كمك به خواننـده،  17عدم نياز به مراجعه به مرجع [

خلاصـه   صورت بهترمزگيري  فرآيندمعادلات ديناميكي 
 شود. در بخش ذيل ارائه مي

  
  ميك ترمزگيريبر دينا معادلات حاكم

نابالانسـي نيـروي ترمـزي بـر روي      تـأثير  ةبراي مطالع
انحراف عرضي كاميونت حين ترمزگيـري مـدلي بـا دو    
درجه آزادي در نظر گرفته شده و معادلات حركـت آن  

، و انحـراف عرضـي   t)(گيري، سمت ةبر حسب زاوي
  .، استخراج شده استtY)(خودرو، 

نيـروي ترمـزي    )1(در مدل ارائـه شـده در شـكل      
ي طرفين محور جلو، برابر در نظر گرفتـه شـده   ها چرخ

در  كـه  وجـود دارد: اول آن است. اين فرض به دو دليل 
ي جلــو از هــا چــرخهــاي ترمــز هيبريــدي در  سيســتم

ــدروليكي و در   ــاي هي ــرخعملگره ــا چ ــب از ه ي عق
چنين حالتي  كنند و در عملگرهاي الكتريكي استفاده مي

خطـــاي ترمزهـــاي الكتريكـــي بيشـــتر از ترمزهـــاي 
نابالانسـي نيروهـاي    تـأثير  كه آن هيدروليكي است. دوم

ي جلو عمدتاً وابسته به نـوع خـودرو و   ها چرخترمزي 
  .[16]ورودي فرمان است  ةزاوي

  

  
  مدل ديناميكي كاميونت حين ترمزگيري   1شكل 

 

انين نيـوتن  قـو  و اسـتفاده از  )1(با توجه به شـكل    
  توان معادلات حركت را به شكل زير نوشت: مي

  

  الف)-1(
y yf yr yma F F F   

  

zz  ب)-1( yf yr zI F a F b M   

  

ــالا   ــادلات ب ــرم خــودرو،  mدر مع ــان  zzIج مم
ي مركز شتاب جانب yaاينرسي خودرو حول محور ياو، 

محورهاي جلو و  ةترتيب فاصل به bو aجرم خودرو، 
عــرض خــودرو  wtعقــب از مركــز جــرم خــودرو و 

ترتيب نيروهاي جانبي وارد بر  به yrFوyfFباشد.  مي
يونت در محورهاي جلـو و عقـب هسـتند.    تايرهاي كام

zM گشتاور اغتشاشي وyF     نيـروي اغتشاشـي جـانبي
تواند ناشي از نيروي عرضي بـاد، نيروهـاي    است كه مي
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آيروديناميكي و يا شرايط جاده باشـد.   xF   نابالانسـي
يروي ترمزي است كه ناشي از نيروي ترمزي يا خطاي ن
ي محور عقب خودرو ها چرخاختلاف نيروهاي ترمزي 

  باشد. مي
مطابق مدل ارائه شده براي تـاير، نيروهـاي جـانبي      

  .[18]لغزش تاير است  ةمتناسب با زاوي
 

  
  الف)-2(

 

  ب) -2(

y
yf f f f

x

y
yr r r r

x

v a
F c c

v
v b

F c c
v

  
       

 
 

  

 

  

ــالا،    ــادلات ب ــه rcو  fcدر مع ــب ب ــانگر  ترتي بي
 fضرايب سفتي جانبي تايرهاي جلو و عقب است. 

ــه rو  ــب ب ــاي    ترتي ــانبي تايره ــزش ج ــاي لغ زواي
ي ها چرخفرمان  ةزاوي محورهاي جلو و عقب است. 

هاي جانبي و طـولي   سرعت ترتيب به xvو  yvجلو و 
مركز جـرم خـودرو در دسـتگاه مختصـات متصـل بـه       

  باشد.  خودرو مي
سينماتيكي زيـر بـراي شـتاب     ةاز طرف ديگر رابط  

  جانبي مركز جرم خودرو برقرار است:
  

)3(  
y y xa v v   

  

  ) داريم:1( ةدر معادل )2و  3(لات با قرار دادن معاد  
 

  الف)-4(
yxyxy Fdbvavvav 111211 )()(  

 
 

xyx  ب) -4( Mdbvavva 222221 )()(  

 
، xvكـه سـرعت طـولي خـودرو،     با توجه بـه ايـن    

يابـد،   متناسب با شتاب ترمزگيري خـودرو كـاهش مـي   
  بنابراين:

  

)5(  
0x x xv v a t  

  ) ضــرايب معــادلات 5( ةرفتن رابطــبــا در نظــر گــ  
  آيد: مي دست بهزير  صورت بهب) -4الف و -4(

  
  
  
  
)6(  

0

0

0

0

0

f r
11 x

x x

f r
12 x x x

x x

f r
21 x

zz x x

2 2
f r

22 x
x x

C Ca (v )
m(v a t)

C a C ba (v ) (v a t)
m(v a t)

C a C ba (v )
I (v a t)

C a C ba (v )
m(v a t)

 


   


 


 


f f
1 2

zz

1 2
zz

C aCb ; b
m I
1 1d ; d
m I

 

 

 

  
) 4كـه ضـرايب دسـتگاه معـادلات (     با توجه به اين  

حل تحليلي و دقيق براي  ةارائباشند،  توابعي از زمان مي
ادلات فــوق بــا رو معــ . از ايــناي نيســت كــار ســاده آن

ــتفاده از  ــا روشاس ــددي حــل شــده و ســرعت  ه ي ع
  شوند.  استخراج مي yvو سرعت جانبي  اي  زاويه
 ـ با استخراج سرعت زاويـه    گيـري   سـمت  ةاي، زاوي

  زير قابل محاسبه است: ةخودرو از معادل
  

)7(   
t

dt
0

)()(  
  

ــا داشــتن  چنــين مهــ   ــوان  مــي و  xv  ،yvب ت
سرعت طولي و عرضي خـودرو در دسـتگاه مختصـات    

  زير استخراج كرد: صورت بهمرجع ثابت را 
  

  الف) -8(
x x yV v cos v sin     

y  ب) -8( x yV v sin v cos  

  

گيري  ت طولي و جانبي خودرو نيز با انتگرالموقعي  
هاي متناظر بيان شـده در دسـتگاه مختصـات     از سرعت

  آيد: مي دست بهمرجع ثابت 
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t  الف) -9(
x

0
X(t) V ( )d   

 
t  ب) -9(

y
0

Y(t) V ( )d  
  

بــدين ترتيــب انحــراف عرضــي خــودرو از مســير   
 دســت بـه وي نابالانسـي ترمـز   ، در اثـر نيـر  Yمسـتقيم 

  آيد. مي
  

حل  تعيين تجربي پارامترهاي ديناميكي خودرو و
  عددي معادلات

آوردن  دسـت  بـه مناسـب و   سـازي  مـدل پس از انجـام  
معادلات حاكم بر سيستم ديناميكي، حل ايـن معـادلات   

انجام شده است. مقادير  4 ةكوتاي مرتب-با روش رونگ
دي، مربوط به كاميونت پارامترهاي مورد نياز در حل عد

   باشد. آذرخش با بار كامل مي
تمـام   ازاي  بـه براي حـل معـادلات در ايـن بخـش       
و اثـر   استفاده شـده هاي مورد نياز، مقادير عددي  كميت

تغييرات شتاب مورد بررسي قرار گرفته است. برخي از 
و برخي ديگر  هاي تجربي با انجام آزمايش ها اين كميت

 ي جانبي تايرهاي جلو و عقب، ازجمله ضرايب سفت از
  آمـده  دسـت  بـه هـاي سـازنده    از شركت طريق استعلام

  .است
در تعيين ممـان اينرسـي جرمـي خـودرو از روش       

تعليق دو سيمه استفاده شـده اسـت. بـراي انجـام ايـن      
تست كه در شـركت خودروسـازان ديزلـي آذربايجـان     

بازوهـايي در قسـمت جلـوي     ةانجام گرديد نياز به تعبي

خودرو و در امتداد شاسي بود كه قطعات مذكور تهيه و 
به شاسي خودرو متصل شـد و پـس از تعليـق خـودرو     

اي خودرو حـول   ) پريود نوسانات زاويه2مطابق شكل (
گيري شد و بـراي افـزايش دقـت، ايـن      محور ياو اندازه

آزمايش چنـد بـار تكـرار گرديـد و از ميـانگين نتـايج       
جرمي خودرو محاسبه شد. دست آمده، ممان اينرسي  به

هاي ديگري نيز براي تعيين خواص اينرسـي   البته روش
ــود دارد   ــودرو وج ــاميكي و  [19]خ ــاي دين . پارامتره

  ) ارائه شده است.1هندسي مورد نياز در جدول (
  

  
  روش  تعيين تجربي ممان اينرسي جرمي خودرو به  2شكل 

  تعليق دو سيمه
  

 روي مـورد خـود تنظيمات لازم بـر روي   چنين هم  
هاي تجربي مطابق با فرضيات صورت  در تست استفاده

  .گرفته براي حل معادلات اعمال شد
 ـ گذاري و بررسي اثر فـرض واقـع   براي صحه    ةبينان

هاي انحـراف   كاهش سرعت در حين ترمزگيري، منحني
هاي مختلف در  اي كاميونت براي شتاب عرضي و زاويه

  ه شده است.] ارائ17زماني محدود در مرجع [ هباز

  

 پارامترهاي ديناميكي و هندسي كاميونت  1جدول 

ضريب سفتي تايرهاي   ممان اينرسي  جرم  پارامتر
 جلو

  ضريب سفتي 
  تايرهاي عقب

مركز جرم از  ةفاصل
  محور جلو

مركز جرم  ةفاصل
  از محور عقب

  m (kg) Izz(kg.m2) Cf (N/Rad) Cr (N/Rad)  a (m)  b (m)  نماد (واحد)
  1/1  2/2  68755  63025  10265  6000  مقدار
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و  [16]ط هـاك  با استفاده از تئوري ارائه شده توس  
 فرآينـد ثابت بودن سـرعت در طـي    ةكنند ساده با فرض

آوردن مقدار انحراف عرضي  دست بهترمزگيري، امكان 
كه با در نظـر   توقف وجود ندارد. چرا ةخودرو در لحظ

هد شـد و  گرفتن اين فرض، خودرو هرگز متوقف نخوا
نتـايج   كنـد.  نهايت ادامه پيـدا مـي   انحراف عرضي تا بي

بينانـه   هاي پيشين و نتايج حاصل از مـدل واقـع   پژوهش
 ـ ،ارائه شـده   صـورت  بـه ديگـر از نويسـندگان    ةدر مقال

و صـحت مـدل بـه اثبـات      اسـت  تر مقايسه شـده  كامل
  ]. 17[ رسيده است

ي با در نظر گـرفتن پارامترهـا   حاضر مقاله ةدر ادام  
ديناميكي و هندسـي حالـت بـارگيري كامـل كاميونـت      

تغييرات هـر يـك از    تأثيرحالت پايه،  عنوان بهآذرخش 
اين پارامترها شامل جرم، ممان اينرسي جرمي، موقعيت 

خـودرو و   ةمركز جرم، سفتي جانبي تايرها، سرعت اولي
انحـراف عرضـي كاميونـت مـورد      برگشتاور نابالانسي 
  گيرد. بررسي قرار مي

  
  بارگذاري ةنحو تأثيربررسي 
بارگذاري، پارامترهـاي مـؤثر در    ةبراساس مقدار و نحو

ب) از جملـه  -4الـف و  -4ضرايب معادلات حركـت ( 
جرم، ممان اينرسي جرمي حول محور ياو و محل مركز 

تـوان سـه حالـت     كننـد. از ايـن رو مـي    جرم تغيير مـي 
بارگيري خودرو شامل بار كامل، نصف بار و بدون بـار  

هـا بـار    را در نظر گرفت كه در هر يـك از ايـن حالـت   
يكنواخت و در كل اتاقـك بـارگيري توزيـع     صورت به

يـك از ايـن    معـادلات بـراي هـر    شده است. ضـرايب 
اي مربـوط در شـكل   ه ـ ها محاسبه شده و منحني حالت

هاي اين شـكل بـا    منحني براساسارائه شده است.  )3(
يابـد. ولـي از    افزايش بار، انحراف عرضي افـزايش مـي  

جايي كه هر سه پارامتر جرم، ممان اينرسي جرمـي و   آن
 تـأثير كنند، به بررسي  زمان تغيير مي محل مركز جرم هم

يك از اين پارامترها با ثابت فرض كردن دو پـارامتر   هر

  پردازيم. ديگر مي
  

  
  ازاي سه نوع انحراف عرضي خودرو به  3شكل 

  رمزگيريثانية اول ت 4بارگذاري مختلف در  
  

  
  تغيير جرم ازاي منحني انحراف عرضي خودرو به  4شكل 

  و محل مركز جرم و ثابت نگه داشتن ممان اينرسي جرمي 
  

متمركـز   صـورت  بـه اگر بار در مركز جرم و   .اثر جرم
اعمال شود، ممان اينرسي جرمي خـودرو حـول محـور    
ياو تغيير نخواهد كرد. لذا با در نظر داشتن اين فرض و 

ازاي سـه   ال آن تغييرات انحراف عرضي خودرو بـه اعم
مجـاز بـراي بـارگيري خـودرو و      ةجرم متفاوت در باز

داشتن ممان اينرسي و مركز جـرم يكسـان در هـر سـه     
حالت مورد بررسي قرار گرفته اسـت كـه نتـايج آن در    

  نشان داده شده است. )4(شكل 
دهـد، افـزايش جـرم     چنانچه اين نتايج نشـان مـي    

ــاهش ــين   موجــب ك ــودرو در ح انحــراف عرضــي خ
شـود. زيـرا مقاومـت خـودرو در برابـر       ترمزگيري مـي 

افـزايش جـرم، بيشـتر     ةواسط افزايش انحراف عرضي به
  شده است. 
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توزيـع بـار در اتاقـك بـار     .  اثر ممان اينرسي جرمـي 
اي  گونـه  هاي مختلـف بـه   توان در حالت كاميونت را مي

حل مركز جـرم  تغيير داد كه ضمن ثابت ماندن جرم و م
خودرو، ممان اينرسي جرمي حول محور ياو تغيير كند. 

 ةبا در نظر گرفتن تغييرات ممان اينرسي جرمـي در بـاز  
تـوان   مورد قبول و ثابت فرض كردن ساير پارامترها مي

انحراف عرضي كاميونت را بررسي كرد. نتـايج مربـوط   
به دو حالت متفاوت كه با تغييـرات قابـل توجـه ممـان     

رسـم   )5(آمده است، در شـكل   دست بهي جرمي اينرس
  اند. شده

  

  
  منحني انحراف عرضي خودرو در برابر تغيير ممان   5شكل 

  اينرسي جرمي و ثابت نگه داشتن جرم و محل مركز جرم
  

  
ازاي تغيير  منحني تغييرات انحراف عرضي خودرو به  6شكل 

  موقعيت مركز جرم و ثابت نگه داشتن
  جرم و ممان اينرسي جرمي 

  

شـود، تغييـرات    ملاحظه مـي  )5(چنانچه در شكل   
 ةتوجه در ممان اينرسي جرمـي در اثـر تغييـر نحـو     قابل

عرضي دار انحراف توزيع بار باعث كاهش جزئي در مق
  خودرو شده است.

توزيع بـار بـر    ةبا تغيير نحو  .يي مركز جرمجا جابهاثر 
هاي مختلفـي را در   لتتوان حا روي اتاقك كاميونت مي

نظر گرفت كه ضمن ثابت ماندن جرم و ممـان اينرسـي   
جرمي خودرو حول محور ياو، مركز جرم خودرو تغيير 

بـين دو محـور كاميونـت آذرخـش مـورد       ةكند. فاصـل 
مركـز جـرم    ةمتر است. اثر تغييـرات فاصـل   3/3آزمون 

پارامترهـا   ، در حالي كه سـاير aخودرو از محور جلو،
ثابت فرض شده است مورد بررسي قرار گرفتـه اسـت.   

چهار حالت متفـاوت از توزيـع بارگـذاري و     )6(شكل 
  دهد.  يي مركز جرم را نشان ميجا جابه
دهـد كـه    نشـان مـي   )6(نتايج ارائه شده در شـكل    

مركز جرم از محور جلو اثر شـديدي بـر    ةافزايش فاصل
دليل اين افـزايش   افزايش انحراف عرضي خودرو دارد.

 ـ جا جابهقابل توجه، اثر   ةيي مركز جرم در افـزايش زاوي
  لغزش تايرهاي محور جلوي كاميونت است. 

اثر پارامترهايي كه با افـزايش بـار    ةبررسي جداگان  
يي مركز جرم به جا جابهدهد كه  مي كنند، نشان  تغيير مي

هـاي   سمت محور عقب خودرو اثر غالب را در منحنـي 
اي كـه ضـمن    گونـه  دارد، بـه  )3(ده در شـكل  ارائه ش ـ

افزايش جرم و ممان اينرسي جرمي در اثر افزايش بـار،  
  انحراف عرضي كاميونت افزايش يافته است.

  
  سفتي جانبي تايرها تأثيربررسي 

در اثر تغييرات شرايط محيطي مانند دما، رطوبـت و بـا   
شرايط سطح جاده و باد  چنين همتوجه به نوع تايرها و 

توانـد تغييـر    ها، ضريب سفتي جانبي تايرها مي ستيكلا
كند. سفتي تايرها در جهت مورد مطالعه كاملاً غيرخطي 

تغيير ضرايب سفتي جـانبي   تأثيراست، لذا براي بررسي 
تـوان تغييراتـي در    تايرها در انحراف عرضي خودرو مي

% را براي ضرايب سـفتي در نظـر گرفـت. در    20حدود 
راف عرضي خودرو در برابر زمان منحني انح )7(شكل 

درصـدي ضـريب سـفتي جـانبي      ±20ي تغييرات ازا به
تايرهاي محور جلو رسم شده و با مقـدار مبنـا مقايسـه    

  شده است. 
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ي ازا بهخودرو  منحني تغييرات زماني انحراف عرضي  7شكل 

ضريب سفتي جانبي تايرهاي جلو نسبت به مقدار  ±20تغييرات %
مبنا (

fC 63025 N Rad(  
  

  
ي ازا بهمنحني تغييرات زماني انحراف عرضي خودرو   8شكل 

ضريب سفتي تايرهاي عقب نسبت به مقدار مبنا  ±20تغييرات %
)rC 68755N Rad(  

  

گـردد كـه بـا     مشـاهده مـي   )7(با توجه بـه شـكل     
يابـد، كـه    انحراف عرضي افزايش جزئي مي fCافزايش 

ب) -4الــف و -4دليــل آن تغييــر ضــرايب معــادلات (
توان منحني تغييرات زمـاني   باشد. به طريق مشابه مي مي

درصدي  ±20انحراف عرضي خودرو در برابر تغييرات 
در ضريب سفتي تايرهـاي محـور عقـب را رسـم كـرد      

  ).8(شكل 
با افزايش ضريب سـفتي جـانبي تايرهـاي عقـب،       

ت اصـلي تغييـرات   يابد. عل ـ انحراف عرضي كاهش مي
زياد منحني مربوط به تايرهاي محور عقب، تعداد بيشتر 
تايرهاي محور عقب نسبت بـه تعـداد تايرهـاي محـور     
جلو در كاميونت است. با بررسي ضرايب ارائه شده در 

 تـأثير  rCو  fCشود كه افزايش  ) مشاهده مي2روابط (
الـف و  -4معـادلات (  21aو  12aضرايب  متفاوتي روي

هاي ارائه شده  ب) دارد كه دليل تفاوت رفتار منحني-4
  است. )7و  8(هاي  در شكل

ات ضـرايب سـفتي جـانبي    تأثيربراي بررسي بهتر   
تـوان مطـابق بـا     تايرها در انحراف عرضي خـودرو مـي  

، بـا ثابـت نگـه داشـتن     شرايط ممكـن بـراي كاميونـت   
fنسبت rC / C     ضريب سـفتي جـانبي تايرهـاي محـور ،

  .)9(شكل  % تغيير داد20عقب را 
  

  
ي ازا بهمنحني تغييرات زماني انحراف عرضي خودرو   9شكل 

ضريب سفتي تايرهاي عقب و ثابت نگه داشتن   ±20تغييرات %
f نسبت rC / C   

  

 تـأثير گـردد كـه    مشاهده مـي  )9(ه شكل با توجه ب  
زمان مقدار سفتي جـانبي تايرهـاي محورهـاي     تغيير هم

شود. زيرا  جلو و عقب باعث كاهش انحراف عرضي مي
نيـز   )7و  8(هاي رسـم شـده در شـكل     چنانچه منحني

دهند، اثر تغييرات ضريب سفتي تايرهاي عقب  نشان مي
  لبه دارد.بر اثر تغييرات ضريب سفتي تايرهاي جلو غ

  
  سرعت اوليه تأثيربررسي 

پارامتر ديگر ظاهر شده در معادلات حركت كه بر روي 
اي و عرضــي خــودرو اثرگــذار اســت،  انحــراف زاويــه

  ترمزگيري است.  فرآيندسرعت طولي خودرو در شروع 
منحني تغييرات انحراف عرضـي نسـبت بـه زمـان       
 )10(ي سه مقدار متفاوت سرعت اوليـه در شـكل   ازا به

رسم شده است. افزايش قابل توجه انحراف عرضـي در  
اثر افزايش سرعت اوليه در ايـن شـكل قابـل مشـاهده     

  .باشد مي
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ي ازا بهمنحني تغييرات انحراف عرضي نسبت به زمان   10شكل 

  هاي اوليه متفاوت سرعت
  

 
  منحني تغييرات انحراف عرضي كاميونت در برابر  11شكل 

  ي دو حالت با ازا بهلحظة توقف تغييرات سرعت اوليه در  
  در نظر گرفتن شتاب و بدون در نظر گرفتن شتاب

  

سرعت طولي خـودرو بـر روي مقـدار سـرعت و       
 ةگذار است، كه ايـن اثـر در درج ـ  تأثيرانحراف عرضي 

شود و ثانياً در  طور مستقيم در اين رابطه ديده مي اول به
)، پـارامتر سـرعت طـولي در    4حل دستگاه معـادلات ( 

  اي اثرگذار است. مقدار سرعت و انحراف زاويه
ميـزان انحـراف عرضـي كاميونـت در      )11(شـكل    
خـودرو را نشـان    ةتوقف در برابـر سـرعت اولي ـ   ةلحظ
 ي شـــتابازا بـــهمنحنـــي رســـم شـــده دهـــد.  مـــي

2
xa 2.25m s   ــكل ــان )11(در ش ــد نش ــدار  ةدهن مق

توقـف، در برابـر    ةانحراف عرضـي كاميونـت در لحظ ـ  
آن اسـت. در منحنـي دوم ايـن     ةغييرات سـرعت اولي ـ ت

xaي شتاب ازا بهشكل كه  0  رسم شده است، با توجه
به ثابت ماندن سرعت خودرو در صورت عـدم وجـود   

معني  توقف بي ةانحراف عرضي در لحظ ةشتاب، محاسب
انجـام مقايسـه بـين ايـن دو حالـت و       بـراي است. لذا 

ي هر سـرعت،  ازا بهانحراف عرضي  اثر شتاب، ةمشاهد
متناظر با توقف خـودرو بـا همـان سـرعت و      ةدر لحظ
225.2شتاب  smax  .رسم شده است  

دو منحنـي رسـم شـده در ايـن شـكل اثـر        ةمقايس  
دهـد و   گير شتاب در انحراف عرضي را نشان مـي  چشم

 ـ گردد كه نتايج ارائـه شـده بـر    مشاهده مي مـدل و   ةپاي
، بـراي تحليـل   [16]در مرجع  پيشين  ژوهشفرضيات پ

انحراف عرضي ناشي از وجود خطـاي نيـروي ترمـزي    
  قابل قبول نيست.

  
اثر گشتاور نابالانسي ناشي از خطاي نيروي 

  ترمزي
خطاي نيروي ترمزي تايرهاي طرفين خـودرو گشـتاور   

 كند، كه در دستگاه معادلات را ايجاد مي zMنابالانسي 
باعـث تغييـر    zMلـذا تغييـرات   ) ظاهر شده اسـت.  4(

گردد. منحني تغييرات  مقدار انحراف عرضي خودرو مي
گشتاور نابالانسي متفـاوت در   4ي ازا بهانحراف عرضي 

نتايج ارائه شـده در شـكل   رسم شده است.  )12(شكل 
ي ازا بــهافــزايش انحــراف عرضــي  ةنشــان دهنــد )12(

مقدار خطاي نيروي ترمزي و در نتيجه گشتاور افزايش 
  نابالانسي متناظر با آن است. 
  

  
منحني تغييرات انحراف عرضي كاميونت در برابر زمان   12شكل 

 گشتاور نابالانسي متفاوت 4ي ازا به
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  گيري نتيجه
در پژوهش حاضـر رفتـار دينـاميكي خـودرو در حـين      

بـين   خطاي نيروي ترمـزي  در حضورترمزگيري  فرآيند
تايرهاي طرفين محور عقب مورد بررسـي قـرار گرفتـه    

پارامترهـاي مـورد نيـاز بـراي حـل      است. بدين منظور 
 وتجربـي اسـتخراج    هـاي  آزمـايش معادلات از طريـق  

 ي عددي حل شدهها روشبا استفاده از  معادلات حاكم
  . است
پارامترهاي هندسـي و دينـاميكي    تأثيردر اين مقاله   
روي انحراف عرضـي بررسـي شـده     جداگانه بر طور به

دهـد كـه    ها نشان مي و نتايج حاصل از اين تحليلاست 
كاهش سرعت در حين ترمزگيري اثر قابل تـوجهي بـر   

ي كـه افـزايش شـتاب    طـور  بهانحراف عرضي آن دارد. 
ترمزگيــري موجــب كــاهش انحــراف عرضــي خــودرو 

 تـوان از تئـوري ارائـه شـده توسـط      گردد. لـذا نمـي   مي
فرض ثابـت بـودن سـرعت در حـين      اك بالكساندر ها

براي برآورد انحـراف عرضـي خـودرو     [16]ترمزگيري 
  استفاده كرد. 

كاميونت، سه پارامتر جـرم، ممـان   بارگذاري  ةنحو  
اينرسي جرمي و موقعيت مركز جرم را كه در معـادلات  

دهد. بررسـي   قرار مي تأثيرتحت  شوند ميحركت ظاهر 
دهد كـه افـزايش هـر     مي اين سه پارامتر نشان ةجداگان

يك از پارامترهاي جرم و ممان اينرسـي جرمـي باعـث    
يي جـا  جابـه كه  شود، حال آن كاهش انحراف عرضي مي

مركز جرم بـه سـمت محـور عقـب كاميونـت موجـب       
ــزايش  ــي اف ــي م ــراف عرض ــرد انح ــذاري گ د. در بارگ

يي جـا  جابـه يكنواخت بر روي اتاقك بار كاميونت، اثـر  
جرم و ممان اينرسي جرمي غالب مركز جرم بر افزايش 

است و نهايتاً موجب افزايش انحراف عرضي كاميونـت  
  گردد.  مي

 ةآمـده، بهتـرين نحـو    دسـت  بـه با توجه بـه نتـايج     
بارگذاري براي كاهش انحراف عرضي ناشي از خطـاي  
نيروي ترمزي زماني است كه مركـز جـرم بـار تـا حـد      

  امكان به محور جلو نزديك باشد. 
جانبي تايرها نيز كه در معادلات حركـت   ضرايب سفتي

 تـأثير اند بـر روي انحـراف عرضـي خـودرو      ظاهر شده
اي كه افزايش سـفتي جـانبي تايرهـاي     گذارند. به گونه

شـود، در   جلو موجب افزايش اندك انحراف عرضي مي
صورتي كه افزايش ضريب سفتي تايرهاي محور عقـب  

دهــد. چنانچــه ســفتي  انحــراف عرضــي را كــاهش مــي
زمان و متناسب بـا هـم تغييـر     تايرهاي جلو و عقب هم

كند، اثر تغييرات سفتي تايرهـاي عقـب غالـب بـوده و     
زمان سفتي تايرها موجـب كـاهش انحـراف     افزايش هم

  گردد. عرضي خودرو مي
ترمزگيـري   فرآينـد خودرو در شروع  ةسرعت اولي  

ي كه هرچه طور بهنيز بر انحراف عرضي اثر گذار است. 
يه در آغـاز ترمزگيـري بيشـتر باشـد، مقـدار      سرعت اول

هاي تجربـي   شود. آزمايش انحراف عرضي نيز بيشتر مي
گيري انحراف عرضـي خـودرو بـا سـرعت      براي اندازه

تطابق نتايج تجربي با نتـايج   ةدهند مشخص، نشان ةاولي
تئوري حاصل از تحليل مدل ارائه شـده اسـت. تحليـل    

 ةري و لحظ ـتئوري انحـراف عرضـي در پايـان ترمزگي ـ   
زيـرا   ؛پذير نيست هاي پيشين امكان تحليل ةتوقف بر پاي

مطابق با فرض صورت گرفته براي حل تحليلي مسـأله  
نظر شده است و لذا در ايـن حالـت    از اثر شتاب صرف

 ـ   شود. حـال آن  گاه متوقف نمي خودرو هيچ  ةكـه بـر پاي
شده در اين مقاله و حل عددي صـورت   استفادهفرض 
توقـف   ةمقدار انحراف عرضي در لحظ ـ ةمحاسب ،گرفته
هـاي تجربـي    پذير است و نتايج آن با نتايج تست امكان

   كند. مطابقت مي
افزايش خطـاي نيـروي ترمـزي نيـز كـه گشـتاور         

كند باعث افزايش انحراف عرضي  نابالانسي را ايجاد مي
  شود.  خودرو مي

  
  سپاسگزاريتشكر و 

از شــركت داننــد  لازم مــيبــر خــود نويســندگان مقالــه 
فـراهم آوردن   سـبب  بـه خودروسازان ديزلي آذربايجان 

تجربـي تشـكر و قـدرداني     هـاي  آزمـايش شرايط انجام 
  نمايند.



 1394دو،  ةسال بيست و ششم، شمار    حسام الدين ارغند -يئامين ترقي اسگو -يئموسي رضا

 

151 

  مراجع
 

1. Farmer, C.M. and Lund, A.K., "Rollover risk of cars and light trucks after accounting for driver and 
environmental factors" Accident Analysis and Prevention, 34, pp. 163-173,( 2002). 

2. Hac, A., "Rollover Stability Index Including Effects of Suspension Design", SAE World Congress, 

Detroit, Michigan, March 4-7, (2002). 
3. Takano, S., Nagai, M., Taniguchi, T. and Hatano, T., "Study on vehicle dynamics model for 

improving roll stability", JASE Review, 24, pp. 149-156, (2003).  
4. Zheng, X., Wu, J. and Zhou, Y., "Numerical analysis on dynamic control of five-degree-of-freedom 

Maglev Vehicle Moving on Flexible Guideways", Journal of Sound and Vibration, 235, pp. 43-61, 
(2000). 

5.  Poussot-Vassal, C., Sename, O., Dugard L. and Savaresi, S. M., “Vehicle dynamic 
stability improvements through gain-scheduled steering and braking control”, Vehicle 
System Dynamics: International Journal of Vehicle Mechanics and Mobility, 49 (10) , pp. 
1597-1621, (2011). 

6. Zebala, J., Ciepka, P., Reza, A. and Janczur, R., "Influence of rubber compound and tread pattern of 
retreated tires on vehicle active safety", Forensic Science International 167, pp. 173-180, (2007). 

7. Onoa, E., Asanoa, K., Sugaia, M., Itob, S., Yamamotob, M., Sawadac, M. and Yasuid, Y., 
"Estimation of automotive tire force characteristics using wheel velocity", Control Engineering 

Practice, 11, pp. 1361-1370, (2003). 
8. Andrew, H., Gosline, C. and Hayward, V., "Eddy Current Brakes for Haptic Interfaces: Design, 

Identification and Control", ASME Transactions on mechatronics, 13(6), (2008). 
9. Choi, S.B., "Antilock Brake System With a Continuous Wheel Slip Control to Maximize the 

Braking Performance and the Ride Quality", IEEE Transactions on Control Systems Technology, 
16(5), (2008). 

10. Kudarauskas, N., “Analysis of emergency braking of a vehicle”, Vehicle System Dynamics: 

International Journal of Vehicle Mechanics and Mobility, 22(3), pp. 154-159, (2007). 
11. Lukoseviciene O. and Sokolovskij, E., “Movement of the vehicle being braked when some wheels 

are incapable of braking or have lost touch with the road surface”, Vehicle System Dynamics: 

International Journal of Vehicle Mechanics and Mobility, 21(1), pp. 8-11, (2006). 
12. Xiang, W., Richardson, P., C., Zhao, C. and Mohammad, S., "Automobile Brake-by-Wire Control 

System Design and Analysis", IEEE Transactions on Vehicular Technology, 57(1), (2008). 
13. Eslamian, M., Mirzaei, M. and Alizade, G., "Enhancement of Vehicle Lateral Stability by Non-

linear Optimal Control of Yaw Dynamics", Mech. & Aerospace Eng. J., 2(3), (2007). 
14. Anwar, S., "Predictive Yaw Stability Control of a Brake-By-Wire Equipped Vehicle via Eddy 

Current Braking", American Control Conference, New York City, USA, July 11-13 (2007).,  
15. Schiebahn, M., Zegelaar, P.W., Lakehal-Ayat M. and Hofmann, O., “The yaw torque influence of 

active systems and smart actuators for coordinated vehicle dynamics controls”, Vehicle System 

Dynamics: International Journal of Vehicle Mechanics and Mobility, 48(11), pp. 1269-1284, 
(2010). 

16. Hac, A., "Effects of Brake Actuator Error on Vehicle Dynamics and Stability", SAE World 

Congress, Detroit, Michigan, April 11-14, (2005). 



 پارامترهاي هندسي و ديناميكي كاميونت ... تأثيرتحليل   علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك ةنشري

  

152 

تجربي خطاي نيروي ترمزي بر ميزان  تئوري و ةمطالع«، محمد، ، بافندگان، امينالدين، ترقي اسگوئي حسامارغند،وسي، مرضائي،  .17
  .)1390(يك،  ةعلوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك، سال بيست و سوم، شمار ةنشري »انحراف عرضي خودرو

18. Wong, J.Y., "Theory of Ground Vehicles", Third Edition, John Wiley & Sons, (2001). 
19. Rozyn M. and Zhang, N., “A method for estimation of vehicle inertial parameters”, Vehicle System 

Dynamics: I. J. of Vehicle Mechanics and Mobility, 48(5), pp. 547-565, (2010). 



Journal of
 

 

 
Dyna

New M
of An

Kh. Far

1- Introd
In many r
a source w
fluctuatio
efficiency
i.e. the an
is determ
design is
torque. T
only at a
torque. F
input ang
some sys
an unste
engines, i
input sha
agricultur
for drivi
tractor P
provides 
implemen
exactly 5
based on
speed bec
the PTO 
lower PT
reduces t
moving p
agricultur

The ai
mechanis
of a rotar
and also i
a suitable
agricultur

 
2- Struc
Velocity 
The mech
based on
force and
angular v
and plan
mechanis

               
1 M.Sc., D
University o
2 Professor
University o
3 Assistant
Engineering
* Correspon

f Applied and C

amics Mode
Mechanism
ngular Vel

raji Mahyari1, 
A.

duction 
rotary system
with unsteady
ons in the sys
y. The rotary
ngular velocity

mined by thei
s based on a 
Therefore, ma
a nominal an
For example, 
gular velocity
stems that obt
eady source 
it is hard to k
aft constant. 
ral machineri
ng and oper
ower Take-O

a rotation
nts, and its 
540 or 1000 
n ASABE S2
comes less or
rotational spe

TO angular ve
the efficiency
parts and crea
ral products in
im of this r
sm for automa
ry axis and to
its modeling. 
e coupling be
ral machinerie

cture of th
Control 
hanism of ang
n the relation
d the angular 
velocity contr
netary gear s
sm of angular 

                      
Department of A
of Tehran, Karaj,
, Department of 
of Tehran, Karaj,
t Proffessor, De
g, University of T
nding auther, Em

Computational S

eling and A
m for Autom

ocity of a R
 

A. Jafari2*, S
. Hajiahmad3 

 

s, input powe
y angular velo
tem output an

y power has 
y and torque, 
ir product. G

specified an
aximum effici
ngular velocit

in wind and
y is almost un
tain their requ
such as inte

keep the angul
Moreover, 

ies obtain the
rating their c

Off (PTO). Tr
nal motion 

angular vel
rpm at nomi

207.12 standa
r greater than 
eed will be ch
elocity than th
y of the mach
ates  problems
n the machine
research is t
atic control of
o present its 
The mechanis
etween tracto
es and their im

he Mechanis

gular velocity
nship between
velocity (F =

rol system (f
set concepts 
velocity contr

                       
Agricultural Ma
, Iran 
f Agricultural Ma
, Iran 
epartment of Ag
Tehran, Karaj, Ira

mail Address: jafar

Sciences in Mec

Analysis as 
matic Contr
Rotary Axis

. S. Mohtaseb

r is supplied f
city which ca
nd changes in
two compone
and rotary po
enerally, syst

ngular velocity
iency is achie
ty or a speci
d hydro turbi
nsteady. Also
uired power f
ernal combus
lar velocity of
systems such
e required po
components f
ractor PTO s
for agricult

ocity should
nal engine sp
rd. If the en
the nominal r

hanged. Highe
he standard va
hine, damages
s such as stick
e. 
to introduce 
f angular velo
dynamic anal
sm can be use

or PTO shaft 
mplementation

sm of Angu

y control desig
n the centrif

= mrω2). The 
fly-ball gover

are utilized 
rol design. 

achinery Enginee

achinery Enginee

gricultural Mach
an 
rya@ut.ac.ir 

chanics, Vol. 26

a 
rol 
s 

bi2,  

from 
auses 
n the 
ents, 
ower 
tems 
y or 
eved 
ified 
ines, 
o, in 
from 
stion 
f the 
h as 
ower 
from 
shaft 
tural 

d be 
peed 

ngine 
rate, 
er or 
alues 
s the 
king 

the 
ocity 
lysis 
ed as 

and 
n. 

ular 

gn is 
fugal 
first 

rnor) 
for 

ering, 

ering, 

hinery 

As 
sim
hea
are 
han
mec
han

T
plac
thro
plan
carr
carr
sun
in T

P
sch
plan
pull
add
and

 

Figu
 

Ta

Nu
1,2

3,2

4

5,2

6,2

7

8

9,1

 
  

Fig

6 ,No. 2, 2015.

seen in Figu
milar sets of p
avy and light 

linked togeth
nging pulleys 
chanism by a

ng. 
These two sets
ced in series
ough a fixed
netary gear se
rier follows i
rier is a drive

n gear. The pa
Table.1. 
Planetary gea
ematically sh
netary gears,
leys, and ro

dition to the o
d output shafts

ure 1. Exploded 

able 1. Numbers 
a

umber Part Name
2 Input shaft &

the first set

23 Planetary ge
second set 
Coaxial pull
planetary ge
set 

21 Short toothe

22 Belt strength

Outer heavy
pulleys 
Inner heavy 
pulleys 

19 Carrier 

gure 2. Schemati
set, (b

ure 1., the sy
lanetary gear 
weight hangi

her by a belt. I
is connected

a spring that 

s of planetary 
 and are con

d common ri
et, the sun ge
it. However, 
er and the po
arts shown in 

ar sets of 
own in Figure
, heavy and
llers have a 

orbital motion
s rotate in the 

view and parts 

and parts descri
ccordance with F

 Nu
& sun gear in  12

ear in the first &  13

ey with 
ar in the first 

 14

d belt  11

hener  17
y hanging  18

hanging  20

 24

c diagram of (a)
b) the first plane

ystem consis
r trains and tw
ing pulleys. T
In addition, e
d to the cent

causes the p

y gear trains  h
nnected to e
ing gear. In 
ear is a drive
in the secon

ower is issued
Figure 1. are 

the mechan
re 2. In the m
d lightweight
a rotational m
n. Meanwhile,
same directio

numbers of the 

iption of the mec
Figure 1. 

Number Part Name
2 Roller 

3 Inner light w
hanging pul

4 Outer light 
hanging pul

1,15 Holder spri
& light wei
pulleys 

7 Ring gear 

8 Long toothe

0 Coaxial pul
planetary ge
second set 

4,25 Output shaf
in the secon

) the second plan
etary gear set 

ts of two 
wo sets of 
These sets 
ach of the 
ter of the 
pulleys to 

have been 
each other 

the first 
er and the 
nd set, the 
d from the 

described 

nism are 
mechanism, 

t hanging 
motion in 
, the input 

on. 

 
mechanism 

chanism in 

e 

weight 
lleys 
weight 
lleys 

ng of heavy 
ght hanging 

ed belt 

lley with 
ear in the 

ft & sun gear 
nd set 

 
netary gear 



Kh. Faraji Mahyari, A. Jafari, S.S. Mohtasebi and A. Hajiahmad 
 

 

 
By increasing the angular velocity of the input 

shaft, the angular velocity of planetary gears and the 
carriers increases. Then, the heavy hanging pulleys 
(Parts 7 and 8 in Figure 1.) move away from the 
rotation center of the mechanism (By overcoming the 
spring’s and force pushing them toward the center of 
rotation). Therefore, the lightweight hanging pulleys 
(Parts 13 and 14 in Figure 1.) will come closer to the 
rotation center of the mechanism influenced by their 
springs tension. On the contrary, by decreasing the 
angular velocity of the input shaft, planetary gears 
and heavy hanging pulleys will decrease their 
rotational motion; and also, they will force the 
carriers to reduce their angular velocity. 
Consequently, by reducing the centrifugal force, 
heavy hanging pulleys come closer to the rotation 
center of the mechanism influenced by their spring 
tension. Therefore, lightweight hanging pulleys will 
move away from the rotation center of the 
mechanism by overcoming their spring’s force.  
 
3- Analysis of the Mechanism and Its Results 
Kinematics is a branch of dynamics which is often 
mentioned as geometric description. In order to 
extract the equations and perform kinematics 
analysis, the mechanism of angular velocity control 
is studied in four main sections:  
 The first planetary gear set located at the input of 
the mechanism (Parts 2, 3 and 9 in Figure 1.) It is 
nonholomonic. 
 The second planetary gear set located at the output 
of the mechanism (Parts 19, 23 and 24 in Figure 1.) 
that includes a holonomic constraint. 
 The carriers  
 The intermediate section consisting of hanging 
pulleys set, their holder springs and long toothed belt. 
This section includes a holonomic constraint. 

In the intermediate section, differential algebraic 
equations (DAEs) represent holonomic constraint in 
this mechanism. These equations were modeled in 
MATLAB software, version 7.10.0 assuming steady 
state conditions.  and  are dropped from equations. 

Combining the holonomic and nonholonomic 
constraints models, the transmission ratio (or train 
value) of the mechanism was modeled. In order to 
reduce the error in this model, the iteration method 
was used. 

According to investigations on the effects of 
various parameters and considering the desired 
angular velocity equal to 56 Rads-1 (approximately 
540 rpm, equal to the tractor PTO speed), the 
optimum values for the design parameters of this 
mechanism of angular velocity control were 
extracted. The input power of the mechanism is 
considered to be 30 kW (40 hp). The modeling 
results of the error percentage of the system based on 
optimum values are shown in Figure 3. As it is 
shown in this Figure, although the input shaft angular 
velocity has variations, the proposed mechanism 

controls the angular velocity of the output shaft 
acceptably. At angular velocity of 38 to 84 Rads-1 
(0.68 to 1.5 times of the desired angular velocity), the 
output angular velocity is controlled very well and 
the error of the output angular velocity is less than 
10%. 
 

 
Figure 3. The modeling results of error percentage of input 

and output shafts of angular velocity 
 
4- Conclusions 
In this research, using the unique characteristics of 
planetary gear sets, a new mechanism for automatic 
control of angular velocity of a rotary axis was 
investigated. This mechanism can regulate input 
angular velocity on constant value. The dynamic 
equations of the mechanism were extracted and 
constraint type i.e. holonomic or nonholonomic was 
recognized. These modeled equations were 
differential algebraic equations with an index of 
three. The modeling results showed that this 
mechanism has a good performance for the angular 
velocity close to the desired value and has the 
capability which can be utilized as a suitable 
coupling between tractor PTO shaft and agricultural 
machinery.  
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determined by setting the determinant of the 
coefficient matrix to zero. 
 
3-Conclusion 
In the present article, an analytical method has been 
developed for the buckling analysis of functionally 
graded rectangular plates with surface bonded 
piezoelectric layers. Based on the classical plate theory 
(CPT), the stability and equilibrium equations have 
been derived. Coupled stability equations have been 
decoupled using some analytical functions. The critical 
buckling loads for the Levy type of mechanical 
boundary conditions and closed and open circuit 
electrical boundary conditions have been presented. 
From the numerical results, the following conclusions 
can be made: 
 At a constant overall thickness of piezoelectric 

coupled plate, an increase in the piezoelectric 
layer thickness leads to an increase in the critical 
buckling load. 

 Increasing the thickness of piezoelectric layers 
increases the critical buckling load regardless of 
mechanical boundary conditions, loading 
conditions and open and closed circuit conditions. 

 In all mechanical boundary conditions, changing 
the open circuit condition to the closed one 
reduces the critical buckling loads. 

 The smallest critical buckling load belongs to a 
plate under biaxial compression and tension 
loading, and the largest value belongs to a plate 
under biaxial compression loading. 

 Under similar loading type and boundary 
conditions, the smallest and the largest values of 
the critical buckling loads belong to PZT-5A and 
PZT-6B, respectively. 
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1-Introduction 
In the laser Forming (LF) process, a laser beam which 
scans with a specific velocity is irradiated on the 
metal sheet surface. Due to a steep temperature 
gradient across the sheet thickness, thermal stresses 
are induced and this leads to a plastic deformation in 
the heated region. When the laser passes, the sheet 
temperature cools down and a permanent bending 
angle is produced. Repetition of laser scans increases 
the final bending angle. 

Metal foam sheets are a new class of materials 
which are important because of their appropriate 
physical and mechanical properties such as low 
density, and simultaneously, high stiffness an also, 
good thermal properties. This material is used in 
lightweight structures and in energy absorbing 
applications. Metal foams, especially aluminium 
foams, are utilized in automotive and aerospace 
industries.  

In the current article, closed-cell aluminium foams, 
which cannot be formed by any conventional 
mechanical forming approaches, are formed by the 
irradiation of a laser beam through the laser forming 
process. Moreover, the effects of three parameters 
including laser power, scan velocity and the number 
of scan passes is investigated. The method of Analysis 
of Variance (ANOVA) is used to determine the 
effects of the mentioned parameters on the final 
bending angle of closed-cell aluminium foam sheets. 
Also, Response Surface Methodology (RSM) of 
design of experiments is applied to limit the number 
of experimentations. Finally, twenty laser forming 
tests are carried out and an equation is derived to 
predict the final bending angle as a function of the 
input parameters. 
 
2- Process Theory 
The mechanisms of the LF process are determined 
based on the induced temperature distribution. This 
temperature distribution depends on process 
parameters such as laser power, beam diameter, etc. 
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Three different LF processes are Temperature 
Gradient Mechanism (TGM), Buckling Mechanism 
(BM), and Upsetting Mechanism (UM). The 
temperature gradient mechanism is the most common 
mechanism used in LF applications. (Fig. 1). Because 
of a relatively rapid heating of the sheet surface by a 
laser beam and slow thermal conduction to the lower 
layers (especially in thicker sheets), a large 
temperature gradient develops in the thickness 
direction of the sheet. At the beginning of the process, 
the sheet experiences a bending away from the laser 
beam which is called counterbending (Fig. 1 (a)). 
Further heating causes a decrease of mechanical 
strength in the heated zone. When thermal strains 
reach the maximum elastic strains, further thermal 
expansion converts into the plastic compressive 
strains. This is because free thermal expansion of the 
heated zone is limited by the surrounding zone. In the 
cooling process, upper layers contract and also endure 
a localized shortening due to the compressive stresses 
(Fig. 1 (b)). This result in a permanent bending angle 
toward the laser beam. The final bending angle 
depends on the selection of process parameters. 
 

 
 

Fig. 1. Temperature gradient mechanism 
 
3- Experimental Approach 
Laser forming tests were carried out by a pulsed CO2 
laser, Bystronic Model, with the maximum mean laser 
power of 3kW. Foam sheets are cut with a wire-cut 
machine with dimensions of 100×50×5 [mm]. The 
mean cell sizes of the foam pores are 1mm and the 
average relative density of foam sheets are 0.4. The 
mean cell size measurement is done by image 
processing. A Fixture was designed for the 
cantilevered clamping of the sheets. One of the 
complexities of the laser forming on the aluminium 
sheets is its small absorption coefficient which limits 
the formation of temperature gradients across the 
sheet thickness. In order to increase the laser 
absorption coefficient of aluminium foams, the sheet 
was coated with a graphite spray. After the LF 
process, the bending angle of the foam sheets is 
measured with a universal bevel protractor with the 
accuracy of ±5’. Final experimental bent sample of 
aluminium foam sheet is illustrated in Fig. 2 in order 
to show the bending angle. 
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