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  برآورد خطا در تحليل ايزوژئومتريك و  بهبود حل برايي تنش گرا همنقاط فوق  تأثيربررسي 
  مسائل متقارن محوري

  )2(بهروز حسني                     )1(گنجعلياحمد 

  
استفاده از خاصيت نقاط  ةبر پاي مسائل تنش مسطح،  در روش ايزوژئومتريك برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش يها روشيكي از   چكيده

استفاده از اين  تأثيراين روش در تحليل ايزوژئومتريك مسائل با تقارن محوري و بررسي  ةبه توسعدر اين مقاله . بوده است گوسي گرا همفوق 
آمده از اين پژوهش كارايي مناسب اين نقاط بهينه  دست بهنتايج  بهبود حل و برآورد خطاي آن پرداخته شده است. براي گرا همنقاط فوق 

  دهند. نشان مي محوري به روش ايزوژئومتريكمسائل متقارن  تحليل تنش را در بهبود حل و برآورد خطاي
  .تحليل ايزوژئومتريك، مسائل متقارن محوري، برآورد خطا، بازيافت تنش هاي كليدي  واژه

  
  

Effect of Superconvergent Stress Points for Solution Improvement and Error Estimation 
of Isogeometric Analysis of Axisymmetric Problems 

A. Ganjali B. Hassani  

Abstract  A method for error estimation of isogeometric analysis of plane stress problems which is the 
based on stress recovery and using the super convergent properties of the Gauss points, has been already 
introduced. This paper is devoted to the development of the method and study of the effects of these 
supercovergent points on the solution improvement and error estimation of axisymmetric problems by the 
isogeometric analysis method. It is concluded that by using these optimal points for stress recovery and 
error estimation by isogeometric analysis a considerable improvement is attained. 
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  مقدمه
هاي شناخت و ارزيابي صحيح  تحليل سازه از اولين گام

رود. اين تحليـل در نهايـت    شمار مي ل مهندسي بهئمسا
شود كه در حالت  مي منجر به حل معادلات ديفرانسيلي

كلي داراي پيچيـدگي بسـيار زيـادي اسـت و تنهـا بـا       
باشـد. در   ي عـددي قابـل حـل مـي    ها روشاستفاده از 

اند  ي مختلف عددي توسعه يافتهها روشهاي اخير  دهه
ي تفاضل ها روشتوان به  مي ها كه از جمله مهمترين آن

ــته   ــدود و دس ــزاي مح ــدود، روش اج ــا روشمح ي ه
از ميان ايـن   ي بدون مش اشاره كرد.ها روشموسوم به 

روشي قدرتمند  عنوان به، روش اجزاي محدود ها روش
در بسياري از علوم مهندسـي شـناخته شـده و توسـعه     

شـكل   1960تـا   1950 ةيافته است. ايـن روش در ده ـ 
ــا ــروزه ب ــوب  گرفــت و ام ــا و كــاهش عي ــام آن ب ادغ

ي تفاضـل محـدود و بـدون مـش بسـياري از      ها روش
ــع   مشــكلات دانشــمندان مكانيــك محاســباتي را مرتف

رغم اين پيشرفت قابـل ملاحظـه،    اما علي ساخته است.
كه كامل و بدون نقـص   افتي يروش توان يهنوز هم نم

بـه   تـوان  ينـواقص و مشـكلات م ـ   ني. از جمله اباشد
 ةهندســ يل دارائســاضــعف در توليــد دقيــق شــكل م

مسائل بـا تغييـرات    قيدق يساز مدلپيچيده، ضعف در 
مكرر شبكه  ليدشديد در خواص مصالح و نيز نياز به تو

ها در برخي مسائل، نظير مسائلي كه در چارچوب  المان
سـازي شـكل    شوند و يا مسائل بهينـه  لاگرانژي حل مي
  سازه، اشاره نمود.

گيـري روش اجـزاي    يك دهه پس از شـكل  تقريباً  
 ةدليل توسع هو ب 1980تا  1970ي ها سالمحدود و بين 

 يسـاز  مـدل هاي چشمگيري در علـم   پيشرفت ها، رايانه
  (Computer Aided Design)رايانـه  كمـك  بـه هندسـه  

تحليـل مسـائل مهندسـي     واضح است كهشكل گرفت. 
ــن    ــتفاده از اي ــتوار اســت و اس ــه اس ــاي هندس ــر مبن ب

كمك شاياني به تحليل مهندسي در  تواند مي ها پيشرفت
 ـ  زمـاني   دليـل عـدم هـم    هرفع نقايص خود نمايد، امـا ب

ي طراحــي هــا روشو اجــزاي محــدود  پيــدايش روش
تحليـل مهندسـي و    بـين  ايـن اتصـال   ،رايانـه  كمـك  به

   وجود نيامد. بهرايانه  كمك بهطراحي 
 كمـك  بهطراحي هاي  ورود تكنيك ،براي اولين بار  

 توسـط كيگـان و   2004 تـا  1998 يهـا  سـال  دررايانه 

؛ كـه در  [3-1] صورت پـذيرفت و همكارانشان هوليگ 
، محـدود  اجزاي در مورد استفاده شكل توابع جاي به آن
 2005 سـال  دراستفاده شده بـود.   اسپلاين پايه توابع از

هـاي  اسـپلاين  -بـي  (نربـز   توابـع  از استفاده با ايده اين
-Non-Uniform Rational B)نسـبي غيـر يكنواخـت)    

Splines (NURBS))  اسـپلاين  توابـع  توسـعه  از كـه 

 يافت تكامل شو همكاران آيند توسط هيوز مي دست به

در ايـن   .[4] گرفـت  نـام  ايزوژئومتريك تحليل روش و
روش ضمن استفاده از خواص توابـع پايـه اسـپلاين و    

هـا، سـطوح و احجـام،     نربز در تعريـف دقيـق منحنـي   
هـا   توابع شكل در روش اجـزاي محـدود، از آن  همانند 
 شـود.  سازي هـم اسـتفاده مـي    يابي و تقريب درون براي
ــه ــاي روش ايزوژئومتريــكاز طــور خلاصــه  ب در  مزاي

ي مـوارد تـوان بـه    مي ي عدديها روشمقايسه با ديگر 
، دقت قابل تر دقيق يساز مدلامكان  اشاره كرد از جمله

بنـدي   نياز به شبكه ملاحظه در اقناع شريط مرزي، عدم
مجدد در مسائلي كه مدل هندسي در حين حـل دچـار   

دسـتگاه   ةبـل ملاحظـه انـداز   شـود، كـاهش قا   تغيير مي
پـذيري و سـادگي در مسـائل بهبـود      ، انعطافمعادلات

شبكه و قابليت استفاده از اين روش در حـل معـادلات   
باشند  مي ي متغيرها خود تابع ديفرانسيلي كه ضرائب آن

[5].   
در چند سال اخير، روش ايزوژئومتريك به سرعت   

ديناميك سـيالات، مكانيـك    مانندهاي مختلفي  در زمينه
ها و يا الكترومغنـاطيس توسـعه داده شـده اسـت.      سازه
در اين زمينه يك كتاب به چاپ رسيده اسـت   چنين هم

  .[6] توان به آن مراجعه كرد بيشتر مي ةكه براي مطالع
شـمار   هاي عددي بـه  ليلخطا بخش جدانشدني تح  
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در قابليـت   پژوهشگرانرود و همواره باعث نگراني  مي
ي هـا  روشاعتماد نتـايج بـوده اسـت. در حالـت كلـي      

ي بازيافــت تــنش هــا روشبــرآورد خطــا در دو دســتة 
. [7] گيرنـد  اي قرار مي ي باقيماندهها روش(گراديان) و 

استفاده از روش بازيافت تنش در تحليل ايزژئومتريـك  
)Stress Recovery in Isogeometric analysis(SRI) (

اولين بار توسط حسني و همكاران مورد اسـتفاده قـرار   
برگرفته از خاصيت فوق  SRI. اساس روش [5] گرفت

در  .گيري گوسي اسـت  يي تنش در نقاط انتگرالگرا هم
براي  ي گوسيگرا همفوق  با استفاده از نقاطاين روش 

يـك   در حالت تنش و كـرنش مسـطح،   تنش مؤلفههر 
بـرآورد   بـراي شـود كـه    سطح بهبود يافته تشـكيل مـي  

 .[5] گيـرد  مـي  خطاي ايزوژئومتريك مورد استفاده قرار
اين روش در بازيافت تـنش و   ةدر تحقيق حاضر توسع

شـود.   مـي  برآورد خطاي مسائل متقارن محوري دنبـال 
وسـي  ي گگرا همنقاط فوق  تأثيربررسي ميزان  چنين هم

مســائل متقــارن  ةدر تشــكيل ســطح تــنش بهبــود يافتــ
 رود. مـي  شـمار  به پژوهشاز ديگر اهداف اين  محوري

و تحليل دو مثـال نمونـه بـا     يساز مدلبه بدين منظور 
پرداختـه  شرايط تقارن محـوري و داراي حـل تحليلـي    

بلند جدار ضخيم تحت فشار داخلي و  ةلول. شده است
تحت بـار متمركـز در   اي شكل  دايره ةخارجي و صفح

باشـند. بـا    مـي  مركز، دو مثال حل شده در اين پژوهش
توجه به تشابه توزيع نرم خطاي دقيق و تقريبي و بهبود 

ــت م ــهةدق ــاي  لف ــل   ه ــه ح ــب ب ــافتي نس ــنش بازي ت
 ايزوژئومتريك براي دو مثال حل شده در اين پـژوهش، 

توان بيان نمود كه نقـاط گوسـي در تحليـل مسـائل      مي
يـي مناسـبي   گرا همري نيز از خاصيت فوق متقارن محو

نتـايج  بهبود  برايها  توان از آن مي باشند و برخوردار مي
و بـرآورد   مسائل متقارن محوري ايزوژئومتريك تحليل

  خطاي آن استفاده نمود.
  

  اسپلاين و نربز - بي
طور خلاصه و در حد نيـاز بـه معرفـي     در اين بخش به

ربــز پرداختــه اســپلاين و ن -هــا و ســطوح بــي منحنــي
 [9 ,8]شود. براي آشنايي بيشتر، مراجعه بـه مراجـع    مي

 شود. پيشنهاد مي

  شــوند.  هــا ســاخته مــي اســپلاين -نربزهــا از بــي  
 هــا در يــك فضــاي پــارامتري (ناحيــه) اســپلاين  -بــي

)Patch( ــي ــف م ــة   تعري ــذكور دامن ــواحي م ــوند. ن ش
كننـد.   ي شده را به چندين زيردامنه تقسيم مـي ساز مدل
در فضـاي پـارامتري    )Knot Vector( بردار گرهـي  يك
زير تشكيل  صورت بهبعدي از يك سري مختصات  يك
  .[9] شود مي
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0V V

B DεdV B Dε dV

B σ dV R bdV R t d 0 .


 

   

 
  

 

  

) خواهيم 20از معادلة ( گذاري  از طرفي با جاي  
  داشت:

  
)30( T T T

0 0V V V

T T T
0V V

B DBPdV B Dε dV B σ dV

B σ dV R bdV R t d 0 .


 

   

  
  

  

  

) را بـا فـرض عـدم    30رابطـة ( توان  در نهايت مي  
) 31رابطـة (  صورت بههاي اوليه  ها و كرنشوجود تنش

  نوشت.
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)31( KU F 
  

 Uمـاتريس ضـرايب (مـاتريس سـختي)،     Kكه در آن
 F(مختصـة سـوم نقـاط كنترلـي) و      مسـأله مجهولات 

باشــند كــه  دامنــه مــينيروهــاي خــارجي وارد بــر زيــر
  شوند: صورت زير تعريف مي به
  
)32( T

V
K B DBdv  

)33( T T

V
F R bdV R t d


    

  
انتگرال ماتريس سختي در مسائل متقـارن   ةمحاسب  

پـذير   محوري با استفاده از المـان حجمـي نربـز امكـان    
است كه از دوران يك المان سطحي نربز حـول محـور   

يـك حلقـه بـا سـطح      صورت بهشود و  تقارن ايجاد مي
تـوان انتگـرال    باشد. بنـابراين مـي   مقطع چهارضلعي مي

زير  صورت بهنربز  ةدامنماتريس سختي را براي هر زير
  نوشت:

  
)34( T

patch V
K B DBr drdzd    

  

بايستي توجه داشت كه جزء حجـم در مختصـات     
ــتوانه ــهاي اس ــورت ب dv ص r drdzd ــي ــد.  م باش

با توجه با اين نكته كه مسائل متقارن محـوري   چنين هم
 صورت بهتوان اين انتگرال را  باشند، مي مي مستقل از 

  دوبعدي زير تبديل كرد:
  

)35( T
patch V

K 2 B DBr drdz   
  

 ةشـود بـراي محاسـب    طـور كـه ملاحظـه مـي    همان  
هسـت   Bمـاتريس   ةماتريس سختي احتياج به محاسب

Rمشتق  ةكه در آن نياز به محاسب

r




Rو  

z




باشـد.   مي 
هر سـه تـوابعي از مختصـات     zو R ،rجا كه از آن

باشـند، بـراي    مـي  و  فضاي پارامتري نربـز يعنـي   
  كنيم. اين مشتقات ژاكوبين زير را تعريف مي ةمحاسب

  

)36( 1

r z

r z

 

 

  
   
  

   

J 

  

  با اين تعريف داريم:
  

)37( 1
1

RR

r J
R R

z



  
              

       

 

  

Rكه در آن 


Rو  


اي مشتقات جزئـي توابـع پايـه    
 ةكـه هم ـ بـا توجـه بـه ايـن     چنـين  هـم باشـند.   نربز مي

پارامترهــاي انتگــرال مــاتريس ســختي در دســتگاه     
مختصــات فضــاي پــارامتري نربــز بيــان شــده اســت،  

انتگرال سـختي اسـتفاده از    ةترين راه براي محاسب ساده
باشد. اين عمل باعث ايجاد  همين دستگاه مختصات مي

ــوبين  1detژاك J ــاتريس ســختي  ةدر رابطــ انتگــرال م
  شود. مي

  

)38(     
1

1 1 T
patch 0 0

1

drdz det J d d

K 2 B , DB ,

r det J d d

  

      

 
  

  

 گوستوان از روش  انتگرال فوق مي ةبراي محاسب  
شـده   نقاطي از پيش تعيين گوس. نقاط [7]استفاده كرد 

هـاي مختلـف پايـه محـل و وزن      هستند كه براي المان
هاي چهارضلعي ايـن   ها محاسبه شده است. در المان آن

 )Serendipity(سـرنديپيتي  نقاط در دستگاه مختصـات  
كه بتـوانيم از  بنابراين براي اين .[7]مشخص شده است 

نگاشـت   شده بهره ببريم، بايستي از يـك  اين نقاط ارائه
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  وشت:

patchK  

 گـوس ش    

patchK 2 

در  sو  rت  
 .  

ژئومتريـك     
ي عـددي  
ل از مـورد    

در شكل  .
ط بـه آن و   
مـان نربـز     
شود حداقل 
كل مرتبـه  
 تعـداد در     

  ست.

، شمارهششمت و 

ها نو ديپيتي المان

1 1 T

1 1
2 B r

r de
 

 

سـختي بـه روش
  


m n

T

j 1 i 1

2 B r

r det J

 



گوس در جهـت
باشد  گوس مي

ر تحليـل ايزوژ
گيري انتگرال راي

به توابـع شـكل
[10] شتر است

رامتري مربـوط
عـددي يـك الم
شو ه مشاهده مي

براي توابع شك س
اشـد كـه ايـن
 در هر جهت اس

  

سال بيست 

 مختصات سرند
  

  
1 2

r,s DB r,s

et J det J drds

  

گرال مـاتريس س
شود. محاسبه مي

  

  

1 2 i j

,s DB r,s

J det J w . w

  

 n تعداد نقاط گ
.iw w وزن نقاط

ر اسـت كـه در
برقاط مورد نياز 

با توجه به مرتب 
جزاي محدود بيش
كي و فضاي پا

گيري ع  انتگرال
طور كه ت. همان

گوسگيري  گرال
با ت سه نقطه مي
حدود دو نقطه

  شده است

 

زير در دستگاه

)42(  

و در نهايت انتگ
زير م صورت به

)43(  

و mكه در آن 
jwهر المان و 

لازم به ذكر 
حداقل تعداد نق

گوسبه روش 
مشابه آن در اج

فضاي فيزيك )3(
فضاي چنين هم

ترسيم شده است
انتگرتعداد نقاط 

دو در هر جهت
روش اجزاي مح

) patchتشكيل ش (
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ت نقـاط
م را بـه

منتقـل  

1

2
1

2

 

 
 

ـاط در
تصـات
شت در

زيـر   ت

2J  

r

s





 

 


  

نهايي  ل

ز

)

و
ب

)

ك
ه

ح
ب
م
)
ه
ت
ت
د
ر

  

 

ي كه از يك ناحيه

اشت مختصات
r, s   المـانi اُم

ه نربـز , 

 

 

i 1 i

i 1 i

r

s





    

   

ي مختصات نقـ
هـاي مخت مؤلفه

باشد. اين نگاش ي
صـورت بـه وبين

r r

s s

  
    
  
   

 1

1

2

0

i i  



شكلختي را به

لف) فضاي فيزيكي

 ز حسني

اي كه اين نگا نه
گاه سرنديپيتي

نرمـال زيردامنـه
 . 

  

 

 

i 1 i

i 1 i





    

    

 

r,ق  s هاي مؤلفه
, المان و  م

زيردامنه نربز مي
ـث ايجـاد ژاكـو

  

, d d d  

  

  



, 0

1
,

2

r

s



 

 

 


ماتريس سخ ةبط

ال

بهروز - د گنجعلي

گون فاده كنيم؛ به
ه شده در دستگ
تگاه مختصات ن

).39رابطة كند (

3( 

در روابط فوق 
تگاه سرنديپيتي
دستگاه نرمال ز

گيـري باعـث گرال
  شود:

4( 2det J drds

  در آن

4( 
1i i  

توان راب راين مي

احمد

  
استف
ارائه
دست
ك مي

)39

 
دست
در د
انتگر
ش مي

)40

كه د

)41

  

بنابر



  براي بهبود...

  

نقـاط  ـداد  
 ق هسـتند  

نه تنش بـا  
ي و سـطح      
ك در نقـاط     
ش حـداقل   

طح بهبـود   
 بـه توابـع    

rr

zz

rz

*

*

*

*

*

σ

σ
σ

σ

σ





 




 

 تعريــف )
ـا پـارامتر   
مختصـات  
 تعيين اين 
ـين مقـدار       
نش بهبـود    
ـراي ايـن    

 صـورت  ـه 

rrF(P )  

گراي تنش ب وق هم

  ري

حداقل تعـبر  را
منطبـق ر ضـلعي  

ترلي سطح بهينه
ن سـطح فرضـي
 ايزوژئومتريـك
سـتفاده از روش

  شود.
سـطتـوان   ميي، 

با توجـه ش را
  ظر گرفت:

T
rr

T
zz

T

T
rz

R P

R P

R P

R P
 

  
  
    
  
  

 

15و  16(ابــط 
شود، تنهـ ده مي

، متـنش  مؤلفـه  
باشد. براي  مي

ـتلاف تـنش بـ
ئومتريـك و تـنش

كنـيم. بـ مم مـي   
بـ تـنش  ةمؤلف 

K
T
l rr rr

l 1

(R P -σ )



رسي تأثير نقاط فوق

ب) فضاي پارامتر
 متريك

گر همقاط فوق
چهـار المانياز 

ختصات نقاط كنت
اصله بـين ايـن

آمـده از حـل 
ي هر ناحيه با ا
ش ت محاسبه مي

 متقارن محوري
تنشهاي  مؤلفهز 

زير در نظ صورت
  

  

مطــابق روا Rو 
طور كه مشاهد ن

هر تعيين سطح
)Pرلي (بردار

وع مربعـات اخـ
ز تحليل ايزوژئ
ط گـوس مينـيم

F( براي هر را
  كنيم: ي

  

2)

برر  

 در روش ايزوژئوم

اين نق محوري
مورد ني گوسي
. مخت)3(شكل 

مينيمم كردن فا
دسـت  بهتنش 

هاي گوس المان
مجموع مربعات

در مسائل  
يافته هر يك از

ص بهشكل نربز 

)44(  

و Pكــه در آن 
همانشوند.  مي

ت برايمجهول 
نقاط كنتر سوم

مقادير، مجمـوع
آمده ا دست به

يافته را در نقاط
(Pمنظور تابع

زير تعريف مي
)45(  
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 (m

گيري گوستگرال
  

رن

مولفـة
ر نظـر
توابـع
جايي)

د كـه
در ـد.
هـر   

 بـراي 
نترلـي
نترلـي

آمـده  
ريـك
 يافتـه
نترلـي
 يافتـه
 تـنش
 نقـاط

يـي  گرا
قريـب
بـالاتر

 گـرا  م
 شـده
تقـارن

 كانيك

  
minimum integrati

 )گوس گيري
انت نقاط3شكل

در مسائل متقار

افته براي هـر م
سطح فرضي در
بـا اسـتفاده از ت
ج ه مجهول (جاب

[5.  
خواهـد آمـد ت

خص شـده باشـ
z و rمختصات

مجهـول ةؤلف ـ
نقطه كن سوم ةف

نقـاط كن سـوم 
دسـت  بـه ديـد

حليل ايزوژئومتر
ح تـنش بهبـود
ختصات نقاط كن
ح تـنش بهبـود

هـا  كـه در آن
ـبت بـه سـاير

گ هـم  ةط مرتب ـ  
داري كـه از تقر

رود، ب انتظار مي
هـم نقاط فـوق

و مطـرح بـارل  
مسـائل متيـك

محاسباتي در مكاو 

ion points for two o

در( فضاي انتگرال

 برآورد خطا د
محوري 

ن تنش بهبود يا
يك س صورت به 

ن سطح فرضي ب
اي تخمين تابع

[5 آيد مي دست

دسـ بـه ز زماني
ترلـي آن مشـخ

با تعريف موري
مؤط كاربر، تنهـا
مؤلف يافتة تنش،

اسبه مختصات
تـنش جد سطح

ش قبلي كه از تح
ت، به يك سـطح

مخ ةس محاسب
آوردن سـطح ت 

ت نقاطي اسـت
حليل تقريبي نسـ

در ايـن نقـا .رد
يك مرتبه از مقد
به حل تقريبي ا
ل به اين نقاط،
ولين بار توسـط
ليل ايزوژئومتري

يه علوم كاربردي و

order shape functi

ج) المان ماد

تشريح روش ب

ين روش، ميدا
بش در هر ناحيه 

شود. اين فته مي
ل نربزي كه برا

د بهاند،  فاده شده
يك سطح نربز 

تصات نقاط كنتر
ئل متقارن محو
ه كنترلي توسط
ن سطح بهبود
باشد. نحوه محا
حوي است كه س
ت به سطح تنش

آمده است ست
اسا شود. يل مي

دسـت بهر نتيجه 
رفته از خاصيت

ز تحآمده ا ست
دارت بيشـتري   

ديان يك تابع، ي
 شكل مربوط ب
ت. به همين دليل

شود كه او ه مي
در تحل .[11] ت

نشريه

  

ion  )  

ت

در ا
تنش
گرفت
شكل
استف

 
مخت
مسا
نقطه
تعيين
ب مي
نح به

نسبت
دس به

تبدي
و در
برگر
دس به

دقـت
گراد
تابع
است
گفته
است
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)46(  K
T 2

zz l zz zz
l 1

F(P ) (R P -σ )


 

)47(  K
T 2
l

l 1

F(P ) (R P -σ )  


 

)48(  K
T 2

rz l rz rz
l 1

F(P ) (R P -σ )


 
  

آمـده از تحليـل    دست بهتنش  ةمؤلف σ كه در آن  
تعداد نقاط گوس موجـود در هـر    K ايزوژئومتريك و

 F(P)گيـري از تـابع   نهايت با مشتق در باشد. ناحيه مي
و مسـاوي صـفر    Pمجهول بـردار  هاي  نسبت به مؤلفه

بهبود  تنش ةقرار دادن آن مختصات نقاط كنترلي صفح
طـور مثـال    بـه  آيد. مي دست به ها مؤلفههر يك از  يافته

*تنش بهبود يافته ةمؤلفبراي 

rr
σ :خواهيم داشت  

  
)49(  1rr

rr rr rr rr
i, j

F(P )
0 AP B P A B

P
     


 

  
  كه در آن:

  
K K

T
i i rr i rr

i 1 i 1

A R R ; B R .σ
 

    
  

هــر يــك از  بــا داشــتن مختصــات نقــاط كنترلــي  
 دسـت  بـه ، سـطح مربـوط بـه آن نيـز     تـنش هاي  مؤلفه
گونه كه در ادامه خواهيم ديد، اين ميـدان   آيد. همان مي

آمده از روش  دست بهمؤلفه تنش نسبت به سطح تنش 
توانـد   رو مـي  باشد و از ايـن  تر مي ايزوژئومتريك دقيق

خطـا بـراي تحليـل     ةبـالقو  ةننـد ز يك تخمين عنوان به
 ةننـد ز كار رود. روش كار اين تخمين ايزوژئومتريك به

خطا بدين صورت است كه با در نظر گرفتن اخـتلاف  
آمـده از   دست بهبين سطح تنش بازيافتي و سطح تنش 

تقريبي  صورت بهزوژئومتريك براي هر المان، تحليل اي
تعيين ميزان خطاي موجود در آن  برايبه يك معياري 

  المان دست پيدا كرد.

  نرم خطاي انرژي
استفاده از معيارهاي مختلفي براي تعيـين ميـزان خطـا    

تـرين معيارهـاي بيـان     متداول است. يكـي از معـروف  
خطا، معيار خطاي انـرژي اسـت. طبـق تعريـف، نـرم      

زير  صورت بهخطاي انرژي دقيق تنش براي يك المان 
  :[7] شود بيان مي

  

)50(  
1

2
T 1e (σ σ) D (σ σ) d



 
    
 
 

  

تـنش   σمقدار دقيق بردار تـنش،   σدر اين رابطه  
مـاتريس الاستيسـيته و    Dآمده از حل تقريبي،  دست به
 كـه در حالـت    باشد. با توجه به اين دامنه المان مي

كلي، جز در مواردي خاص كه حل تئـوري بعضـي از   
در  مسألهباشد، حل دقيق  مسائل الاستيسيته موجود مي

دقيـق   جاي اسـتفاده از ميـزان   باشد، لذا به دسترس نمي
نرم خطـاي   ةمحاسب برايآن  ةتنش از ميزان بهبود يافت

صـورت نـرم خطـاي     شـود. در ايـن   انرژي استفاده مي
  شود: زير تعريف مي صورت بهانرژي تقريبي 

  

)51(  
1

2
* 1 *( ) ( )Te e d



 
     

 
 σ σ D σ σ 

  

آمـده   دست بهتنش  σتنش بازيافتي و  σ*كه در اينجا
باشـد. در نهايـت مجمـوع     از تحليل ايزوژئومتريك مي

ها، نرم خطاي انرژي كل دامنـه   نرم خطاي انرژي المان
  دهد. را تشكيل مي

 ةننـد ز ررسي كـارايي ايـن تخمـين   ب برايدر ادامه   
خطا در برآورد خطاي تحليـل ايزوژئومتريـك مسـائل    

نـرم خطـاي    ةمقايس ـو  يسـاز  مدلبه  متقارن محوري
 ةو نحــوانـرژي تقريبــي و نـرم خطــاي انـرژي دقيــق    

ــرايهــاي  مؤلفــه تغييــرات ــه  مســألهدو  تــنش ب نمون
باشـند، پرداختـه    مـي  داراي حل تحليليالاستيسيته كه 

  شده است.



  براي بهبود...

بـه روش   
لي استفاده 
 كنترلـي و    
زي اعمـال    

  ست.

  
خيم تحت 

خطاي  ةند
ـكل نربـز   
 ةجه با مرتب

ري عددي 
هاي گرهي 

0,

0.

0.


  


  

ةمؤلف ـش  
هبود يافتـه  

شـود   مـي  
ي بـا حـل   

گراي تنش ب وق هم

مسـأله ـل ايـن   
نقطه كنترل 40و 

ختصـات نقـاط
شـرايط مـرزاه 

شان داده شده اس

جدارضخ ةلولرزي 
  و خارجي

ننز ارايي تخمين
توابع شـ از 13]
با توج چنين هم

گير انتگرال براي
برداره ده است.

  باشند. ر مي

0   
,0,0.053,0.105,0

368,0.421,0.47

684,0.737,0.78

كانتور تـنش مونه،
متريك و حل به
ور كه مشـاهده 
ته تشابه بيشتري

   ريك دارد.

رسي تأثير نقاط فوق

ي و تحليـلساز ل
 از يك ناحيه و

مخ )5( شـكل  
همرا ها به ري آن

كنترلي مربوط نش
  

  

كنترلي و شرايط مر
فشار داخلي و
  
ش بهتري از كا
[وجه به مرجع 

ه ده شده است.
بگوسي  ةه نقط

نش استفاده شد
 زير صورت به

  

0,0,1,1

0.158,0.210,0.2

746,0.526,0.579

89,0.842,0.895,0

  

نم عنوان به، )6(
 دقيق، ايزوژئوم
طو ه است. همان

 تنش بهبود يافت
 حل ايزوژئومتر

برر  

مدلبراي   
ايزوژئومتريك
شده است. در
ترتيب نامگذار
شده به نقاط ك

ك  5 شكل نقاط

نمايش براي  
پيشنهادي با تو

دو استفا ةمرتب
تابع شكل از نه

تن ةو نقاط بهين
ودر جهات

263,0.316,

9,0.632,

0.947,1,1






در شكل  
r براي حل

نشان داده شده
نحوه تغييرات
دقيق نسبت به

  

90 

 و

ي سـاز
لــي و
توسط
داختـه

  
  جي

تقـارن
 بلنـد

 مسـأله

1 4,r 

ـي آن
 

r  

  

z  

 كانيك

ت فشار داخلي

س مـدل شده از  ه
ــت فشــار داخل
ت ،قارن محوري

هاي آن پرد نش

شار داخلي و خارجي

شـتن شـرايط ت
z   دليـل بـه نيـز
  شود. مي ه
متحليل ايـن  ر

2 16, 20r P 

 به حـل تحليلـ
.[12] شده است

2 2
1 2 2

2 2
2 1

r r p p

r r




2 2
1 2 2

2 2
2 1

r r p p

r r






  2r    

محاسباتي در مكاو 

رضخيم تحت
 خارجي

بيان نتايج گرفته
تحــارضــخيم جد
در شرايط تق و

ك و بازيابي تن
   

ارضخيم تحت فش
  

عـلاوه بـر داش ه 
ر جهت محـور

در نظر گرفتهفر
كار برده شده د

  اشند:
  

20, 10,P E 
  

با توجه مسأله 
ارائه ش )54-52

  
 2

1 1 1
2 2

2

1 r p

r r






 2
1 1 1

2 2
2

1p r p

r r


2 2
1 1 2 2

2 2
2 1

2
r p r p

r r
 



يه علوم كاربردي و

بلند جدار ةلول

اين قسمت به ب
بلنــد ج ةلولــك 

رجي يكنواخت
ليل ايزوژئومتريك

).4شود (شكل 

جدا ةلول  4 شكل

مسـألهاين در  
وري، كرنش در
ن طول لوله صف

ك پارامترهاي به 
با مي زير صورت

52 10 , 0  

هاي دقيق اين ش
4(روابط  صورت

5(  
2

2 2
2

1

r p

r




5(  
2

1 2 2
2 2

1

r p

r




5(  , 0zr 

نشريه

  
ل
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يــك
خار
تحلي
ش مي
  

 
محو
بودن

 
ص به

0.3
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)52
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  ومتريك ئحل ايزوژ الف)

  

  
  ب) حل دقيق

  

  
  ج) حل بهبود يافته

  
   لولة جدارضخيم rةمؤلفكانتور تنش   6 شكل

  

  
  الف) نرم خطاي دقيق

  

  
  ب) نرم خطاي تقريبي

  

  لولة جدارضخيم توزيع نرم خطاي انرژي  7 شكل
  

) نحوة توزيع نرم خطاي انرژي دقيق 7در شكل (  

و نرم خطاي انـرژي تقريبـي نشـان داده شـده اسـت.      
 توزيـع نحـوة   شود، تشابه در طور كه مشاهده مي همان

در ايـن   نرم خطاي تقريبي نسبت به نرم خطاي دقيـق 
ــال، ــان مث ــبه  ةنش ــارايي مناســب محاس ــاي  ك ــر خط گ

 براي برآورد خطاي مسائل متقارن محـوري  پيشنهادي
منظور مقايسـة ديگـري از نحـوة تغييـرات      به باشد. مي

تنش دقيق با حـل ايزوژئومتريـك و بهبـود يافتـه، بـه      
ــه    ــنش در مســير افقــي ب ــرات ت ترســيم نمــودار تغيي

) پرداخته شده است كه در شكل r,0.5هاي ( مختصات
  شود. ) مشاهده مي8(
  

  
  rتنش ةمؤلفالف) 

  

  
  تنش مؤلفهب) 

  
  zتنش مؤلفه) ج

  تنش هاي  مؤلفهنمودار تغييرات   8 شكل
  Z=0.5در مسير  لولة جدارضخيم

R

Z

4 4.5 5 5.5 6
0

0.5

1
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S
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R

S
t
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S
z
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  براي بهبود...

هـاي خطـا   
بررسـي   ل، 

يـن نكتـه   
 بـه سـاير    
ي مناسـب  
زيـع خطـا      
 بـه نتـايج     
ظـر باشـد،     
ـب باشـد    
حلي شـبكه  

بـه روش   
 لي استفاده

كنترلـي در  
نشـان   هـا  

  
  اي تحت  ه

بـع شـكل   
گيـري   ـرال 

تفاده شـده   
 صـورت  ـه 

 

   

ي انـرژي    

گراي تنش ب وق هم

هـ ننـده ز تخمـين  
اين مثـال ةارائز 

شد. با توجه به ا
 زيادي نسـبت

نندة خطايز مين
مـايش ايـن توز
شبكه بـا توجـه
 خطـا مـورد نظ
ي آرايشـي مناسـ
حله به بهبود محل

  ي كند.
مسـأله ـل ايـن   

كنترل ةنقط 145 
كختصات نقـاط  

آنمال شده بـه  

دايره ةصفح  مرزي
  در مركز

تواب از نيز مسأله
انتگـر بـراي ـي  

اسـتف هر ناحيـه  
بـ  و  هات

0,0,0.25  
0,0,0.05,0.11,

0.37,0.42,0.47

0.74,0.79,0.84







وزيع نـرم خطـا

رسي تأثير نقاط فوق

رسي كـارايي ت
وند؛ اما هدف از

باش خطا مي ةنند
خطاي r=0كين 
، لذا يك تخمرد

سبي قادر بـه نم
رتي كه بهبود ش

زنندة ز تخمين
خطايي كه داراي
ه را در هر مرح
ك ترك راهنمايي

ي و تحليـلساز ل
 از دو ناحيه و

مخ )10( شكل 
رايط مرزي اعم

  ت.
  

ط كنترلي و شرايط
د بار متمركز

  

مل قبل، در اين 
گوسـ ةو نه نقط 

تنش در ة بهين
جه ي گرهي در

 
  

5, 0.5,0.75,1,1

,0.16,0.21,0.26,

7,0.53,0.58,0.63

4,0.89,0.95,1,1

   

نحوة تو  )11( 

برر  

بر برايخوبي 
رو شمار نمي به

نز رفتار تخمين
در نقاط تككه 

وجود دارنقاط 
بايد به طور نس
باشد. در صور

آمده ا دست به
نندة خز تخمين

تواند برنامه مي
در اطراف نوك

مدلبراي   
ايزوژئومتريك
شده است. در
شر هر ناحيه و

داده شده است

نقاط  10شكل 

مشابه مثال  
دو ةنربز مرتب

عددي و نقاط
بردارهاي است.

 باشند. زير مي

1
,0.32,

3,0.68,







در شكل  
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 داختـه
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 كانيك
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سمت به آن پرد
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هب ـمفصلي در ل

9(شكل  باشد ي

 بار متمركز در مرك

كار برده رهاي به
  باشند: مي ر
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مش )55و  54(
داراي r=0در 
مسائ معمولاً كه

اي آلـودگي، مس

محاسباتي در مكاو 

شكل تحت اي ه
ي كه در اين قس

ةيـك صـفح   ي
هاي گاه  و تكيه

تقارن محوري م
  

شكل تحت اي هداير
  

پارامتر، )9(كل
زير صورت به له

  

10, 1P E 
  

فبا  مسألهق اين
rchhoff plate 

  .[14] ه است
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4r

P
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og 1
R

r
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ه در معـادلات
مسألهليلي اين

م به ذكر است
ت بالا بودن خطا

يه علوم كاربردي و

هداير ةصفح
ديگري ةنمون ةل

يساز مدلشود، 
در مركز Pركز 

 تحت شرايط تق

د ةصفح  9شكل 

با توجه به شك 
مسألتحليل اين 

1000, 0.3 

هاي دقيق تنش 
model( هفش

ارائه شده )5-54

5(  ) log
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شود، پاسخ تحل

باشد. لازم ن مي
علت تكين، به ة

نشريه

  

مسأ
ش مي

متمر
آن،

 
در ت

3

 
كيرش

)56
  

)54

)55

)56

 
ش مي

تكين
ةنقط



  1393يك، ، شماره ششمسال بيست و     بهروز حسني - احمد گنجعلي
  

93 

دقيق و نرم خطاي انرژي تقريبي نشان داده شده است. 
شود، در توزيـع نـرم خطـاي     طور كه مشاهده مي همان

نسـبت بـه سـاير نقـاط      r=0تقريبي نيز ميزان خطا در 
رفتـار   ةدهنـد  بيشتر نشان داده شـده اسـت كـه نشـان    

  باشد. مي خطا ةزنند تخمينمناسب 
  

  خطاي دقيقالف) نرم  
  

  
  ب) نرم خطاي تقريبي

  اي دايره ةصفح توزيع نرم خطاي انرژي  11 شكل
  

  
  rتنش ةمؤلفالف) 

  
  تنش ةمؤلفب) 

  تنش هاي  مؤلفهنمودار تغييرات   12 شكل
  Z=0.25در مسير  اي دايره ةصفح

  

 
  rتنش ةمؤلفالف) 

  

  
  تنش ةمؤلفب) 

  
  zتنش ةمؤلفج) 

  تنش هاي  مؤلفهنمودار تغييرات   13 شكل
  R=0.5در مسير  اي صفحه دايره

  

 ةنحـو  ةمقايس ـ منظور به) 12و  13(هاي  در شكل  
تغييرات تنش دقيـق بـا حـل ايزوژئومتريـك و بهبـود      
يافته، به ترسيم نمودار تغييرات تنش در مسير افقي بـه  

) پرداختـه  z,0.5) و عمـودي ( r,0.25هـاي (  مختصات
لازم به ذكر است كه به علت تغييرات زياد  .شده است

به بعد  r=0.3نمودارها از  r=0حل تحليلي در نزديكي 
  اند. ترسيم شده
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  گيري جهنتي
در بـرآورد خطـاي    SRIروش  ةدر اين مقاله به توسع

 تـأثير محـوري و  تحليل ايزوژئومتريك مسائل متقارن 
در تشكيل سطح تـنش بهبـود يافتـه     گرا همنقاط فوق 

پرداخته شد. با توجـه بـه تشـابه توزيـع نـرم خطـاي       
تقريبي و نرم خطاي دقيق در مسائل حل شده در ايـن  

هـاي   مؤلفـه هـاي   نزديكي نمـودار  چنين همپژوهش و 
هـاي   مؤلفـه نسـبت بـه   به حل دقيق، تنش بهبود يافته 

توان بيان نمـود   مي در اين مسائل، تنش ايزوژئومتريك
ي تنش در تحليل ايزوژئومتريـك  گرا همكه نقاط فوق 

 مسائل متقارن محوري نيز از كارايي مناسبي برخوردار
اه حلـي سـاده و   ر عنـوان  بهتوان از آنها  مي باشند و مي

 دست بهبرآورد خطا و بهبود ميدان تنش  برايمهندسي 
ــل مســائل ــده از تحلي ــارن محــوري آم ــه روش  متق ب

  ايزوژئومتريك نام برد.
  

  فهرست علائم
 

   بردار گرهي در فضاي پارامتري
H  گرهي در فضاي پارامتريبردار 
 N

i,0
 iاسپلاين از درجه صفر -اي بي امين تابع پايه 

 N
i,p

 iاسپلاين از درجه - اي بي امين تابع پايهP  
 C   اسپلاين و يا نربز-بي ةمنحني مربوط به توابع پاي

 ,S   
اسپلاين و-بيةسطح تعريف شده توسط توابع پاي

 يا نربز

 , ,i jR     اي نربز اي نسبي قطعه توابع پايه

  
û نربز ةهر نقطه داخل زير دامن تغييرمكانبردار 

R نسبي نربزاي  هماتريس توابع پاي  
P ماتريس ستوني مختصات نقاط كنترلي سطح نربز  
ε بردار كرنش در مسائل متقارن محوري 

L عملگر ديفرانسيل در مسائل متقارن محوري 

B ماتريس كرنش واحد در مسائل متقارن محوري 

σ بردار تنش در مسائل متقارن محوري 

D 
ماتريس خواص ارتجاعي مصالح در مسائل متقـارن  

 محوري

u مجازي تغييرمكانبردار  
ε بردار كرنش مجازي 

K مسأله ةماتريس ضرايب (سختي) مربوط به كل دامن 

F دامنهنيروهاي خارجي وارد بر زير  
patchK   ـ   ةماتريس ضرايب (سختي) مربوط بـه هـر زيردامن

 نربز 

1J    ــات از ــديل مختص ــوبين تب ــاتريس ژاك  zو rم
(فضاي پارامتري  و) به مسأله(فضاي فيزيكي 

  نربز)
2J     ــاتريس ژاكــوبين تبــديل مختصــات از  وم

(فضـاي پـارامتري    sو   r(فضاي پارامتري نربز) به
  گيري) انتگرال

*σ  بردار تنش بهبود يافته در مسائل متقارن محوري  

e   انرژي دقيقنرم خطاي  

e  نرم خطاي انرژي تقريبي  

P   مجهول نقاط كنترلي نربز تنش ةمؤلفبردار  
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