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 برنولي - تئوري اولربا استفاده از  دو طرفه ةشوند باريك تير هدفمند دوارتحليل ارتعاشات آزاد 

  تبديل ديفرانسيلي و روش
  

  )2(سمانه دشتي                               )1(فرزاد ابراهيمي
  

بررسي شده است. تحليل ارتعاشات تيـر بـا اسـتفاده از تئـوري      دو طرفه شوندة باريكهدفمند دوار  ارتعاشات آزاد تير در اين مقاله  چكيده
معـادلات حـاكم بـا     .كنـد تواني تغييـر مـي   استاي ضخامت آن با استفاده از تابعدر رشود خواص تير فرض مي .برنولي انجام شده است -اولر

اثـر ضـرايب   آمـده و   دسـت  بـه هاي طبيعي تير با اسـتفاده از روش تبـديل ديفرانسـيلي    فركانس است. استخراج شدهاستفاده از اصل هميلتون 
 مورد بررسي قرار گرفتـه اسـت.   حجمي بر فركانس طبيعي تيرشاخص جزء  و شعاع هاببعد سرعت دوراني، هاي بيترندگي، پارامشو باريك

شـده   انجـام  ةمقايس ـ كارهاي گذشته مقايسه شده اسـت. با نتايج  سنجي، راي صحتب ارائه شده و شكلنتايج حاصل در قالب چندين جدول و 
بـا اسـتفاده از   ساخته شده از مواد هدفمنـد   طرفهدو  شوندة باريكدوار  برنولي -اولر هاي طبيعي تيركانسفركه ست اواقعيت اين  ةدهند نشان

شوندگي  سرعت دوراني، ضريب باريك هايپارامتردهد نتايج حاصل نشان ميعلاوه  به شود.حاصل ميبا دقت بالايي روش تبديل ديفرانسيلي 
نيـز  شوندگي عرضي  پارامتر شعاع هاب و ضريب باريك اثر .دندار هاتيرگونه  ايناثر مهمي بر فركانس طبيعي  شاخص جزء حجميو  ارتفاعي

  باشد.پوشي مي قابل چشم
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Free Vibration Analysis of Functionally Graded Rotating Double Tapered Beam by using 
Euler-bernoulli Beam Theory and Differential Transform Method 

  
F. Ebrahimi   S. Dashti 

  
Abstract  In this study, the free vibration analysis of a functionally graded rotating double tapered beam 
is performed. The analysis is based on Euler-Bernoulli beam theory. The Material properties of the beam 
vary continuously in the thickness direction according to the power-law function. The governing 
differential equation of motion is derived using the Hamilton’s principle. Natural frequencies are 
obtained using differential transformation (DTM) technique. The effects of the taper ratios, 
nondimensional rotational speed, nondimensional hub radius and material volume fraction index on the 
natural frequencies are discussed. Numerical results are tabulated in several tables and figures. To verify 
the present analysis, the results of this study are compared with the available results from the existing 
literature. It is shown that the natural frequencies of a functionally graded rotating double tapered Euler-
Bernoulli beam can be obtained with high accuracy by using DTM. It was observed that nondimensional 
rotational speed, height taper ratio and power-law exponent significantly affect the natural frequency. 
The effects of hub radius and breadth taper ratio on the natural frequencies are negligible. 
 
Key Words Free vibration, Functionally Graded material, Differential Transform Method, Tapered 
Euler- Bernoulli beam. 
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  مقدمه
كاربرد  ،توجه علت مزاياي قابل به ايلايههاي كامپوزيت

 .و فضايي دارنـد مكانيكي هاي عمراني وسيعي در سازه
شود سبب مي هاي مختلفمجزا بودن لايهوجود با اين 

ها شاهد تغييـرات ناگهـاني در   سطح تماس اين لايهدر 
ايجـاد   پيامـدهاي نـامطلوب آن هماننـد    و خواص مواد

نقصـان  اين  براي مقابله با. باشيم هايا جدايي لايهترك 
ــته ــتدس ــا اي از كامپوزي ــام ه ــه ن ــد«ب ــواد هدفمن  »م

(Functionally graded materials) اسـتفاه قـرار    مورد
 مواد هدفمند بـراي اولـين بـار در سـال     ةايد .گيرندمي

هـاي   سـازه در اين مـواد يـا    مطرح شد. در ژاپن 1984
مكـان   نسـبت بـه   خواص ماده ساخته شده از اين مواد،

را كه كل سازه خواص مطلـوب   كندمي تغيير صورتي به
 صـورت  بـه نـوع متـداول مـواد هدفمنـد     . داشته باشـد 

 .باشـد  كامپوزيتي از فلـز در ماتريسـي از سـراميك مـي    
 يناســازگار اًيف ظــاهرتوانــد وظــااي مــيچنــين مــاده

حرارتـي و خـوردگي بسـيار بـالاي      ون مقاومـت چ هم
 و قابليـت  سـفتي  ،ها از يـك سـو و اسـتحكام   ميكسرا

بدون ايجـاد   را ديگركاري بالاي فلزات از سوي  ماشين
جـا دارا  يـك  صـورت  بـه و يا تمركز تـنش   نايكنواختي

غييرات پيوسته مواد و خـواص  در مواد هدفمند، ت باشد.
 جهت يا در تمامي جهات باشد امـا  تواند در يكآن مي
بـراي سـادگي تغييـرات در يـك جهـت معـين        معمولاً

 ديگر معمـولاً  ةر از يك ماده به مادگذا شود. فرض مي
دليـل   بـه  .شـود فاده از يك سري تـواني بيـان مـي   با است
هـاي  بخـش  در واد هدفمنـد د چنـين خواصـي م ـ  وجو
دفاع،  هوايي، ون صنايع فضايي،چ همناگون مهندسي گو

 در اًاخير و اندكار رفته ها بهو ساخت اتومبيل بيوپزشكي
 ايگداخت هسـته  هاييندآفر درمورد استفاده  ابزارهاي
 .انـد شـده كـار گرفتـه    نيز بهاي هسته يهاراكتور همانند

تحليـل   اخير، ةمواد در ده اين استفاده از ةدليل توسع به
مـواد  سـاخته شـده از    هـاي ديناميكي سازه استاتيكي و

گرفتـه   قرار گراناز پژوهش بسياري مورد توجه هدفمند
هدفمنـد   مـواد در مـورد   ژوهشپ ةبررسي پيشين .است

يـن  هاي انجام شده در اوهشپژدهد كه بيشتر نشان مي
قيقـات  ها اسـت و تح صفحات و پوسته زمينه مربوط به

مــواد  ايــن شــده از هــاي ســاختهتير ةكمتــري در زمينــ
 را تهيس ـيالاست لي ـتحل [1] اسنيكر. گرفته است صورت

ساخته شده از مواد هدفمنـد   يبرنول -اولر يهاريت يبرا
با فـرض   دندار قرار يكياستات يكه در معرض بار عرض

 يينمـا  صـورت  بـه  ري ـضخامت ت در انگيمدول  كه نيا
تحليــل  [2] سيمســك .آورد دســت بــه كنــديمــ رييــتغ

را تحت توزيع بار يكنواخت  هاي هدفمنداستاتيكي تير
ايـن بررسـي    ايشـان در  .آورد دسـت  بـه با روش ريتـز  

 صـورت  بـه تغييرات خواص مواد را در ضـخامت تيـر   
ــواني د ــن  ت ــأثير اي ــت و ت ــر گرف ــراتر نظ  در را تغيي

 [3] ايادقدو و تسـكين  .جايي و تنش تير نشان داد بهجا
هدفمنـد   ارتعاشات آزاد يك تير سـاخته شـده از مـواد   

برنولي  -اولر را با استفاده از تئوري گاه ساده داراي تكيه
مراتـب بـالا بررسـي    تغييرشـكل برشـي   هـاي  تئوري و

در ايـن مطالعـه تغييـرات مـدول يانـگ را در       و ندكرد
و  ندگرفت نمايي و تواني در نظر صورت بهير ضخامت ت

هاي مربوط به اين تير را بـا  فركانس طبيعي و شكل مد
 [4] سيمسـك  .ندآورد دست بهمتفاوت  غريضرايب لا

ارتعاشات غيرخطي تير تيموشنكو ساخته شده از مـواد  
د قرار دار هارمونيكهدفمند را كه تحت اثر بار محرك 

خواص مـواد را  و در اين مطالعه تغييرات . اكرد بررسي
گرفـت و اثـر    تواني در نظـر  صورت بهضخامت تير  در
جـرم   مواد، سرعت خواص تغيير ،بزرگ هاي جايي هجاب

 ـكانس تحريـك را روي جا فر و متحرك  ،جـايي تيـر   هب
 [5]نـين  چ هـم ايشـان   .ممان خمشي و تنش آن آزمـود 

ي هدفمنـد را بـا اسـتفاده از    تيرهـا  ةاولي ـ هايانسفرك
 و همكـاران  سـينا  .آورد دست بههاي مراتب بالا تئوري

ساخته شـده از  هاي ارتعاشات آزاد تير براي تحليل [6]
از يك تئوري جديد كه بـا تئـوري سـنتي     مواد هدفمند

اول) متفـاوت   ةتيرها (تئوري تغييرشـكل برشـي مرتب ـ  
حركـت را  معادلات حاكم بر  ها آن ند.است استفاده كرد
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و اثـر شـرايط    كردنداستفاده اصل هميلتون استخراج با 
مرزي، جزء حجمي و تغييرشكل برشي را بر فركـانس  

يك رويكـرد جديـد    [7] لي .نددنموطبيعي تير بررسي 
سي رفتـار اسـتاتيكي و دينـاميكي تيرهـاي     ررا براي بر

منـد  ساخته شده از مواد هدفبرنولي و تيموشنكو  -اولر
هـاي  ويژگـي  [8] كوكـاترك و  سيمسـك كـرد.  معرفي 

را  برنـولي هدفمنـد   -اجباري تير اولر ارتعاشات آزاد و
تحت بارگذاري هارمونيكي متحرك مورد بررسي قـرار  

از روش المان محـدود   [9]و همكاران  الشربگي. ندداد
هـاي سـاخته   ارتعاشات آزاد تير تعيين مشخصات براي

) Axially FG beams( محـوري  شده از مـواد هدفمنـد  
حل تحليلي يك تير يك  [10] و يو زونگ .استفاده كرد
ساخته شده از مواد هدفمنـد را بـا تغييـرات     سرگيردار

ــوري     ــر تئ ــي ب ــاده مبن ــواص م ــع خ ــواه در توزي دلخ
دانشـمهر و   اًاخيـر  .ندآورد دست بهدوبعدي  ةالاستيسيت
ساخته شـده  برنولي  -ارتعاشات تير اولر [11] همكاران

بارگذاري عرضي قرار دارد كه تحت را از مواد هدفمند 
رفتار استاتيكي  [12] و همكاران كادولي بررسي كردند.

هاي ساخته شده از مـواد هدفمنـد را بـا اسـتفاده از     تير
بــالا و روش اجــزاي  برشــي مرتبــه تغييرشــكلتئــوري 

مطالعـات پيشـين روي    ند.محدود مورد مطالعه قرار داد
غيرمنشـوري  تيرهـاي   .يكپارچه صورت گرفت تيرهاي

ــه ــايي، مقاومــت و    ب ــل محاســن خــود از نظــر زيب دلي
اي فراوانـي در  ه ـسـازي وزن سـازه داراي كاربرد   هينهب

ندگي بـر فركـانس   شـو  باريـك اثـر   .باشـند  مهندسي مي
ه طبيعي تير در مطالعات زير مورد بررسـي قـرار گرفت ـ  

  :است
ندگي را بـر فركـانس   شـو  باريـك اثـر   [13] بازونه  

زنـگ و   دوار بررسي كرد. ةشوند باريكطبيعي تيرهاي 
) Tapered( شونده باريكهاي ارتعاشات ميله [14] برت

 كردنـد. ديفرانسيلي بررسي از روش تبديل  را با استفاده
ارتعاشات آزاد و تحليل پايداري  [15]شهبا و همكاران 

 هدفمند دتيموشنكو ساخته شده از موا ةشوند باريك تير
را تحـت شـرايط    با تغيير خواص در راستاي محـوري 

كلاسيك با استفاده از روش المان مرزي كلاسيك و غير
ــهمحــدود  ــدآورد دســت ب ــه و همكــاران .ن  [16] بازون
دوار را  ةشـوند  باريـك  يهاي تيرهاي تيموشنكوويژگي

هونـگ   كردند.ز روش المان محدود بررسي با استفاده ا
ساخته  يتيموشنكو ارتعاشات آزاد تير [17] و همكاران

ــد   ــواد هدفمن ــده از م ــع   ش ــطح مقط ــا س ــوري ب مح
  .را مورد مطالعه قرار دادند غيريكنواخت

 Differential transform( روش تبديل ديفرانسيلي  

method (ني بر بسط سـري تيلـور اسـت   تكه روشي مب 
هاي رياضـياتي كارآمـد در حـل معـادلات     يكي از ابزار
 1986درســال ابتــدا  ايــن روش باشــد.مــيديفرانســيل 
در مسائل مهندسي مطرح شد و بـراي   [18]توسط زوو 

خطـي و غيرخطـي در تحليـل     ةلي ـمقدار او سائلحل م
اسـتفاده از ايـن روش    .رفـت  كار بههاي الكتريكي مدار

براي تحليل ارتعاشات تيرها در تحقيقات زير مشـاهده  
  .شد

تحليـــل در  راوش ايـــن ر [19] دنـــگو مليـــك   
بررسي  .بردند كار به برنولي-تعاشات آزاد تيرهاي اولرار

همانند  دوار ةشوند باريكهاي ديناميكي تيرهاي ويژگي
هـاي  طراحـي  اي درطبيعي اهميـت ويـژه  هاي فركانس

و  هـاي هليكـوپتر  ، پـره هاي دوارمهندسي شامل ماشين
در نتيجه تحليل تيرهـاي   ،بازوهاي مكانيكي ربات دارد

 دوار مورد توجه زيادي قرار گرفته اسـت.  ةشوند باريك
 دواربعـد تيـر    بـي فركـانس طبيعـي    [20] ازدميرو كايـا 

ــك ــونده باري ــر ش ــولي -اول ــديل   برن ــا روش تب را ب
 [21] كايـا و ازگومـوس  . آوردنـد  دسـت  بهديفرانسيلي 

 ةشـوند  باريـك رخان چ يارتعاشات آزاد تير تيموشنكو
مـورد بررسـي    رانسـيلي تبديل ديف روش را با دو طرفه

با سطح آزاد تيرهاي  ارتعاشات [22] بانرژي .قرار دادند
 تحـت نيـروي  را  شـونده  باريـك مقطع يكنواخت و نيز 

 بـا اسـتفاده از روش مـاتريس سـفتي    و گريز از مركـز  
ــرد  ــه ك ــار .مطالع ــهباو نژاد عط ــديل روش  [23] ش تب

 -اولـر  هـاي آزاد تير ارتعاشات را در تحليلديفرانسيلي 
 پـايون و سـمپايو  . بردند كار بهمنشوري دوار غير برنولي
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هاي ديناميكي تيرهاي چرخان ساخته شده ويژگي [24]
 راجاسـكران  و شـهبا  .از مواد هدفمند را بررسي كردند

برنـولي   -ارتعاشات آزاد و پايداري تيرهـاي اولـر   [25]
در آنهـا  كه را  ساخته شده از مواد هدفمند ةشوند باريك

بـا   ،باشدراستاي محور تير مير د مواد خواص تغييرات
هـاي  در سـال  .تحليـل كردنـد  تبديل ديفرانسيلي  روش

داور ارتعاشـــات آزاد تيـــر  [26] راجاســـكراناخيـــر 
نـد محـوري را   ساخته شده از مـواد هدفم  ةشوند باريك

روش تبــديل   تيموشــنكو وبــا اســتفاده از تئــوري   
ــن روش و نشــان داد كــرد ديفرانســيلي بررســي  در اي

روشـي   شـونده  باريـك تحليل ارتعاشـات آزاد تيرهـاي   
پاســخ  [27] ســادونگ و همكــاران باشــد.مــد مــيآكار

كـه از مـواد   را ارتعاشي تيرهاي داراي قيـود الاسـتيكي   
سطح مقطع اند و در شده هدفمند با توزيع تواني ساخته

باشـند بـا اسـتفاده از روش تبـديل     خود داراي پله مـي 
ــهديفرانســيلي  ــد. دســت ب ــان و  آوردن  [28] گــاننگوي

خته شده از مواد سا ةشوند باريكتير خمشي  تغييرشكل
باشــد و انتهــا مــيبارگــذاري در كــه داراي را هدفمنــد 

 راستاي ضخامت تيـر توسـط  تغييرات خواص مواد در 
 [29] نگويـان اآوردند.  دست به ،شودتابع تواني بيان مي

از سـاخته شـده    ةشـوند  باريكگيردار ر س پاسخ تير يك
تفاده با اس ـجايي بزرگ  همحوري را به جابمواد هدفمند 

و اثـر ضـرايب    آورد دسـت  بـه از روش المان محـدود  
لاغري را بر پاسخ تير بررسـي   ندگي و نسبتشو باريك

تيرهاي  ارتعاشات آزد [30] چاكراورتيو  پرادهان كرد.
ــر ــولي و تيموشــنكو -اول  ســاخته شــده از مــواد يبرن

ريتـز بررسـي    –بـا اسـتفاده از روش ريلـي    را هدفمند
 تغييرشـكل هـاي  اثر تئوري [31] نين ايشانچ هم .كردند

ه از روش برشي را بر فركـانس طبيعـي تيـر بـا اسـتفاد     
  ريتز بررسي كردند. -ريلي
ليل د به شونده باريكتيرهاي كه ذكر شد گونه  همان  

 سازي وزن سازه ون زيبايي و بهينهچ همداشتن محاسني 
هاي فراواني در كاربرد داشتن استحكام مناسبهمراه با 

هـاي تـوربين   هاي مكانيكي و عمراني همانند پـره سازه

گـاهي در صـنعت    .دارندهواپيماها باد، پروانه كشتي و 
گونـاگون  هـاي  قسـمت شويم كـه  با مواردي مواجه مي
متفـاوتي را تحمـل كننـد     و شرايط سازه بايد بارگذاري
سازه بايـد سـهم بـالايي از شـوك      از براي مثال بخشي

گونه مـوارد اسـتفاده از    در اين .را تحمل نمايد حرارتي
دوار  ةشـوند  باريـك  يهـا مواد هدفمند در طراحي تيـر 

تيرهاي  ةميندر ز كه با توجه به اين. بسيار سودمند است
ــد ــوري هدفمن ــده داراي   غيرمنش ــام ش ــات انج مطالع

هدفمنـد  اخير روي تيرهاي  ةمطالع، باشدميمحدوديت 
 -و با استفاده از تئوري اولـر  دوطرفه ةشوند باريكدوار 
معادلات حـاكم بـا اسـتفاده از     انجام شده است. برنولي

در مقـالات پيشـين    .آمده اسـت  دست بهاصل هميلتون 
تحليلـي   هاياز روشارتعاشات آزاد تيرها ليل تحبراي 

بـه هنگـام   در ايـن ميـان    و عددي استفاده شده اسـت. 
ون روش المـان محـدود   چ ـ هـم هـايي  استفاده از روش

بر اين در  علاوه .باشيمسازي سيستم مي گسستهنيازمند 
هاي تقريبي همانند روش ريتـز و گلـركين   اعمال روش
هاي ويـژه  هاي ويژه و تابعتوان تمامي مقدارگاهي نمي

روش سنتي حل مسائل توسـط سـري   را محاسبه كرد. 
باشـد و زمـان    مـي  مند محاسبات نمـادين نياز نيز تيلور

علاوه بر ايـن   .كندزيادي را براي حل مسائل صرف مي
ل معادلات مرتبه بالا با استفاده از ايـن روش دشـوار   ح
 كار بهمقاله در اين  كهش تبديل ديفرانسيلي رو .باشدمي

نـي بـر سـري    تمبتحليلـي   روشي نيمه گرفته شده است،
تمامي مشكلات ذكر بر  است توانستهكه  باشدتيلور مي

و  سـازي خطياين روش بدون نياز به  .شده غلبه نمايد
اعمـال   به معـادلات ديفرانسـيل جزئـي    سازيگسسسته

اي از معادلات جبري تبديل شود و آن را به مجموعهمي
حجم محاسـبات را تـا حـد زيـادي     اين روش  .كندمي

گرايـي   و پاسخ را با دقت و سرعت هـم  دهد ميكاهش 
بـا اسـتفاده از ايـن     بـدين ترتيـب   آورد.مي دست بهالا ب

 دسـت  بـه  تير مـورد بررسـي   هاي طبيعيفركانسروش 
 شعاع هابون چ هممختلفي  هايپارامتراثر  آمده است.

γسرعت دوراني ، η،  عرضي و  ندگيشو باريكضرايب
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 ةمنطبق بـر صـفح   xمختصات راستگرد كارتزين محور 
در جهت ضخامت تير و مـوازي بـا    zتير، محور  مياني

در  yباشـد) و محـور   (منطبق بـر آن نمـي   محور دوران
اسـت. مطـابق ايـن     شـده جهت عرض در نظر گرفتـه  

بـا اسـتفاده از    جنبشي و انرژي كـرنش انرژي فرضيات 
براساس محاسبه است.  قابل [32] فرض هدگس و داول

در  ௭௭ߝو  ௬௬ߝ بـر ௫௫ߝ	دليـل غالـب بـودن     به ،اين فرض
نظـر   صرف ௭௭ߝو  ௬௬ߝهاي انرژي كرنش از ترم ةمحاسب

دليـل ناديـده گـرفتن اثـر بـرش در       علاوه به بهشود. مي
 صرف نظر نيز هاي برشيكرنشبرنولي از  -تئوري اولر

زيـر   صـورت  بـه كـرنش   انرژي شود و بدين ترتيبمي
  شود:محاسبه مي

  

)5(  
U=׬ ଵଶ  A W''2dx+׬ 1

2
 F(x)W'2dx

L

0

L

0
 

  

جايي عرضي تير، جابه ةدهندنشان wدر اين رابطه   
نيـز   F(x)و  xديفرانسـيل بـر حسـب     گرنشان 'علامت 

در  باشد.تير مي ةاز پاي x ةنيروي گريز از مركز در فاصل
اسـت و  صلبيت خمشي تيـر   ةدهندنشان A) 5معادله (

  شودزير تعريف مي صورت به
  

A = ׬ E(z)zଶ୅ dA )6(  
  

 محاسـبه قابـل  زير  صورت بهنيروي گريز از مركز   
  .است

  

)7(  F(x) = නBΩଶ(R + x)dx୐
୶  

زيـر   صـورت  بـه تيك تيـر  بدين ترتيب انرژي سـين   
  .شودمي محاسبه

)8(  T=׬ 1

2
B Ẇ2dx

L

0
 

  

ــ   ــالا ةدر رابط ــال B  ب ــر اينرســي نرم اســت و تي
  .شوندتعريف مي زير صورت به

B = ׬ ρ(z)୅ dA )9(  

 

 :داريم از اصل هميلتون استفادهبا   
 

)10(  δ׬ (T − U)dt୲ଶ୲ଵ  =0 
  

ــن رابطــه    ــاد  δدر اي ــراتنم ــي تغيي ــا  باشــد.م ب
ــادلات   ــذاري معـ ــ در )5و  8(جايگـ ) و 10( ةمعادلـ

  .آيدمي دست بهعادله حاكم بر تير م از آن گيري انتگرال
  

)11( B∂ଶw∂tଶ + ∂ଶ∂xଶ ቆA∂ଶw∂xଶ ቇ − ∂∂x ൬F∂w∂x൰= Pw 
  

  pw    و در  اسـت نيروي اعمالي در واحد طـول تيـر
قـرار  چـون ارتعاشـات آزاد مـورد بررسـي     مطالعه اين 
شـرايط   شـود. مقدار آن صفر در نظر گرفته مي گيرد مي

برنــولي  -اســتفاده در تحليــل تيــر اولــر مــورد مــرزي
  زير است. صورت بهگيردار سر يك

  
)12(  	x = 0	,w = ∂w∂x = 0	 
)13(  x = L		, ∂ଶw∂xଶ = ∂ଷw∂xଷ = 0 

  

 wبا فـرض نوسـان هـارمونيكي سـاده بـراي تيـر         
  .شودزير نوشته مي صورت به
  
)14(  w(x, t) = wഥ(x)e୧ன୲ 
  

 ة) به معادل11( ة) در رابط14( ةگذاري رابط يبا جا  
  .زير خواهيم رسيد

  

)15( −ωଶB	wഥ + dଶdxଶ (A dଶwഥdxଶ ) − ddx ൬F dwഥdx൰= 0 
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 .و پارامترهـاي بـي بعـد    شـونده  باريكمعادلات تير 
، b(x)، عـرض  h(x)معادلات كلي براي تغييرات ارتفاع 

 صورت بهكه  I(x)سطح  و ممان اينرسي A(x)مساحت 
زيـر   صـورت  بـه كنـد  خطي بين دو صـفحه تغييـر مـي   

  .باشد مي
  

b(x)  الف)-16( = b଴ ቀ1 − α xLቁ୫ 

h(x)  ب)-16( = h଴ ቀ1 − β xLቁୱ 
A(x)  الف)-17( = A଴ ቀ1 − α xLቁ୫ ቀ1 − β xLቁୱ 
I୷(x)  ب)-17( = I୷଴ ቀ1 − α xLቁ୫ ቀ1 − β xLቁଷୱ 

  

و ندگي عرضـي  شو باريكضريب 	α	در روابط بالا  
β  باشد. مقاديرميندگي ارتفاعي شو باريكضريب m  و
s  ندگي تير بستگي دارد در ايـن مقالـه   شو باريكبه نوع

در  s=1و  m=1ندگي خطـي  شو باريك نبراي مدل كرد
مقـادير را در   0()زيـر نـويس   نظر گرفتـه شـده اسـت.    

  :دهد بدين ترتيبابتداي تير نشان مي
  

)18(  A଴ = b଴h଴
)19(  I୷଴ = b଴h଴ଷ12  

  

با مراجع موجود از نتايج مقاله حاضر  ةبراي مقايس  
شـوند  زير تعريـف مـي   صورت بهبعد كه پارامترهاي بي

  كنيم.استفاده مي
 

)20(  γ = ୐ୖ , ξ = ୶୐ , w෥ = ୛തതത୐ , ηଶ = ୆୐రஐమ୅ ,μଶ = ୆୐రனమ୅
  

 ξ شـعاع هـاب،  بعـد  پـارامتر بـي   ߛ بـالا  ةدر رابط  
سـرعت دورانـي    بعدبي پارامتر η ،بعد فاصله پارامتر بي

 پـارامتر  μو  عرضـي  تغييرشـكل بعـد  بيپارامتر  w෥تير، 
گـذاري   فركـانس طبيعـي تيـر هسـتند. بـا جـاي       بعدبي

) نيروي گريز از مركـز  6( ةدر معادل )16-20معادلات (
  د.آيمي دست بهزير  صورت به

)21( 

F(ξ) = BΩଶLଶ ቂ஑ஒସ + γ − ଵଶ (αγ + βγ −1) −	ଵଷ (α + β − αβγ) − ξγ +ஞమଶ (αγ + βγ − 1) + ஞయଷ (α + β −αβγ) − ஞరସ αβቃ					  
  

) در 21( ةبعد و معادلگذاري پارامترهاي بي با جاي  
  .آيدمي دست بهبعد زير  حركت بي ة) معادل15( ةمعادل

  

)22( 

ୢమୢஞమ ቂ(1 − αξ)(1 − βξ)ଷ ୢమ୵෥ୢஞమ ቃ −μଶ(1 − αξ)(1 − βξ)w෥ −ηଶ ୢୢஞ ቄቂ஑ஒସ (1 − ξସ) + γ(1 − ξ) +	ଵଶ (1 − αγ − βγ)(1 − ξଶ) +ଵଷ (−α − β + 	αβγ)(1 − ξଷ)ቃ ୢ୵෥ୢஞ ቅ = 0  
  

سبب مزايـاي   به  .يروش تبديل ديفرانسيلگيري كار به
بـا اسـتفاده از    براي روش تبديل ديفرانسـيلي ذكر شده 

معادلات  آمده است، )1( جدولدر  كه اصول اين روش
حاكم و شـرايط مـرزي را بـه يـك دسـتگاه جبـري از       

 نـيم. كترتيب زير حل مـي  و به دهيم ميمعادلات كاهش 
زيـر   ةرابط ـ صـورت  بـه  y(x)تـابع   يتبـديل ديفرانسـيل  

  .[33] شودميتعريف 
 Y[k] = 	 ଵ୩! ቂ ୢౡୢ୶ౡ y(x)ቃ୶ୀ଴  )23(  
  

زير  صورت بهنيز   Y[k]معكوس يتبديل ديفرانسيل  
  .شودتعريف مي

  y(x) = ∑ x୩Y[k]ஶ୬ାଵ   )24(  
  
تـابع  Y[k]  وتـابع اصـلي   y(x)  كه در روابط بـالا   
  ) داريم:23 و 24( است. با استفاده از روابط يافته تبديل

  y(x) = 	∑ ୶ౡ୩! ቂ ୢౡୢ୶ౡ y(x)ቃ୶ୀ଴ஶ୩ୀ଴   )25(
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  روابط اساسي روش تبديل ديفرانسيلي   1جدول 
 [33] مطابق مرجع

y(x) يافتهتبديلتابع  تابع اصلي = λφ(ݔ) Y[k] = λΦ[k]

 y x φ( ) ( ) x θ x

 
Y[k] = Φ[݇] ±  [݇]߆

y(x) = dφdx  Y[k] = (k + 1)Φ[݇ + 1] y(x) = dଶφdxଶ  Y[k] (k 1)(k 2)Φ[ 2]   k  

 y x φ( ) ( ) x θ x  
0

Y[k] Φ [ ]


 
k

l

l Θ k l 

y(x) =  ௠ݔ

1
Y[k] δ[k m]

0 0


    

      k m

       k

 
  

اين است كه مفهوم تبـديل   ةدهند ) نشان25( ةرابط  
ديفرانسيلي از بسط سري تيلور استخراج شده است. در 

روابط اصلي روش تبديل ديفرانسيلي آمـده   )1(جدول 
 ةتبديل ديفرانسيلي معادل )1( با استفاده از جدول است.

  زير است. صورت به )22(
  

)26( 

ቂ஑ஒସ (k + 1)(k − 2)ηଶ − αβμଶቃW[k − 2] +ቂଵଷ (−α − β + αβγ)ηଶ(k − 1)(k + 1) +(α + β)μଶቃW[k − 1] + ቂαβଷ(k −1)k		(k + 1)(k + 2) + ଵଶ (−αγ − βγ +1)k(k + 1)ηଶ − μଶቃW[k] + [−βଶ(3α +β)(k + 	2)(k + 1)ଶk +(k + 1)ଶγηଶ]	W[k + 1] + ቄ3β	(α +β)(k + 1)ଶ(k + 2)ଶ +	ηଶ(k + 1)(k +2) ቂଵଶ (−1 + αγ + βγ) +	ଵଷ (α + β −βαγ) − ቀଵସ αβ + γቁቃቅW[k + 2] −[(k + 	1)(k + 2)ଶ(k + 3)(α + 3β)]W[k +3] + (k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)W[k +4] = 0
  

هسـتند.  W(ξ)  ةيافت فرم تبديل W(k)در روابط بالا   
تبـديل ديفرانسـيلي شـرايط     )2( با اسـتفاده از جـدول  

آيـد. لازم بـه ذكـر    مي دست بهزير  صورت بهمرزي هم 
طبـق   )2( در جـدول  يافته تبديلاست كه شرايط مرزي 

 x=0اصول روش تبديل ديفرانسيلي شرايط مرزي براي 
 ـ  بـا اسـتفاده از    x=1) و بـراي  23( ةبا اسـتفاده از معادل

  آمده است. دست به) 25( ةمعادل
  

)27(  ξ = 0			,       W[0]=W[1]=0 

)28(  ξ = 1			,					 ∑ k(k − 1)W[k]ஶ୩ୀଶ =0;		∑ k(k − 1)(k − 	2)ஶ୩ୀଷ W[k] = 0  
  

روابط اساسي تبديل ديفرانسيلي شرايط مرزي مطابق   2جدول 
 [33] مرجع

X=0  X=1 

ي 
مرز

ط 
شراي

لي
اص

  

ي 
مرز

ط 
شراي

ديل
تب

 
فته
يا

ي   
مرز

ط 
شراي

لي
اص

زي  
 مر

يط
شرا

  
ديل

تب
 

فته
يا

  

f(0)=0  F[0]=0  f(1)=0  ෍ܨ[݇] = 0ஶ
௞ୀ଴  

ݔ݂݀݀ (0) = 0F[1]=0  
ݔ݂݀݀	 (1)= 0 

෍݇ܨ[݇] = 0ஶ
௞ୀ଴  

݀ଶ݂݀ݔଶ (0)= 0 
F[2]=0  

݀ଶ݂݀ݔଶ (1)= 0 
෍݇(݇ − ஶ[݇]ܨ(1
௞ୀ଴= 0 

݀ଷ݂݀ݔଷ (0)= 0 
F[3]=0  

݀ଷ݂݀ݔଷ (1)= 0 
෍݇(݇ − 1)(݇ஶ
௞ୀ଴− [݇]ܨ(2 = 0 

  
 W(ξ) ةيافت ـ تبـديل فرم  W[k]) 26-28روابط (در   
بـراي   W[k]) مقادير26( ةباشد و با استفاده از معادلمي
...5  ،4  = kدر واقـع بـا جايگـذاري     .آيـد مـي  دست به

 توانيم مقـادير ) مي26( ةدر رابط kمقادير مختلف براي 
W[k]  ر براي مثـال بـا فـرض مقـادي     .آوريم دست بهرا

5/0=n ،0=γ ،5=L/h ،4=η  مقاديرW[k] زير  صورت به
  محاسبه است. قابل

  W[2] = cଵ W[3] = cଶ 

W[4]=
ଶௗమଷ − ସఈௗమଽ + ఈௗయଶ − ସఉௗమଽ + ଷఉௗయଶ − ఉమௗమଶ −ఈఉௗమ଺  
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ترتيـب برابـر    را به W[3]و W[2]	 در معادلات بالا  
بـه همـين ترتيـب     .كنـيم فرض مي c2 , c1ثابت  مقادير

 محاسبه اسـت.  قابل c2و  c1برحسب  W[k]ساير مقادير
ــاديرســپس  ــادلات  دررا  W[k] مق ــرايمع ــرزيش    ط م

اي بـه  كنيم بدين ترتيب معادلهجايگزين مي) 27 و 28(
  . شودفرم زير حاصل مي

 

)29( M୨ଵ(୬)cଵ + M୨ଶ(୬)cଶ = 0 , j = 1,2,3, n 

معـادل   ωهايي برحسـب  ايچند جمله ௝ଵ(௡)ܯو௝ଶ(௡)ܯ				  
 صـورت  بـه ) 29( ةام هستند. فرم ماتريسي معادل n ترم
  است. زير

 

)30(  ൥Mଵଵ(୬) Mଵଶ(୬)Mଶଵ(୬) Mଶଶ(୬)൩ ቄcଵcଶቅ= 0 
  

هاي طبيعي مقادير ويژه و در واقع فركانس بنابراين  
  :آيدمي دست بهزير  ةاستفاده از رابط تير با

 

)31(  อMଵଵ(୬) Mଵଶ(୬)Mଶଵ(୬) Mଶଶ(୬)อ = 0 
  

߱مقـادير  ،)31( با حل معادلـه    = ௜߱(௡)  دسـت  بـه 
كـه   باشـد ام ميiفركانس طبيعي  ةدهند نشانكه  دنآي مي

. تعداد تكرار بـا توجـه بـه    آيدمي دست بهام n در تكرار
  شود.مشخص مي ε و مقدارزير  ةرابط

  
)32 (หω୧(୬) − ω୧(୬ିଵ)ห < ߝ

  

آمده  دست به ߱مقدار بدين ترتيب كه اگر اختلاف   
باشـد، از  دو تكـرار مـي   ةدهنـد  كه نشان kدر دو مقدار 

عنـوان فركـانس    به ߱تر باشد آن مقدار  كوچك εمقدار 
نظر در ε=0001/0در اين مقاله شود. طبيعي انتخاب مي

  دهـد دقـت محاسـبات   گرفته شده است كه نشـان مـي  
هاي مقادير فركانس بدين ترتيب باشد.مي رقم اعشار 4

و بـا   MATLABافـزار   ه از نـرم طبيعي تيـر بـا اسـتفاد   
  .تآمده اس دست بهيفرانسيلي لگوريتم تبديل درعايت ا

  نتايج تحليل
ــش   ــن بخ ــردر اي ــف،   اث ــاي مختل ــرايب پارامتره ض

ــك ــو باري ــي βو  α ندگيش ــزء حجم ــاخص ج ، n ، ش
هـاي  فركـانس  بـر  γ و شـعاع هـاب   η سرعت دوراني

آمـده در قالـب    دسـت  بهنتايج  طبيعي تير بررسي شده،
نشان داده شـده اسـت و بـراي     شكلو چندين جدول 

حاصـل از ايـن بررسـي بـا      يجسنجي نتايج، نتـا  صحت
 دسـت  بـه ود مقايسه شده و تطبيق خـوبي  مقالات موج
آلومينـا  ي از آلومينيـوم و  تيـر مـورد بررس ـ   آمده اسـت. 

سـطح بـالايي سـراميك خـالص و      .ساخته شده اسـت 
در خـواص آن  و  باشـد سطح پـاييني فلـز خـالص مـي    

طبق مدل تواني تغيير  ) و بر z(محور راستاي عرض تير
مـورد بررسـي در    تيـر مشخصات مواد سازنده  .كندمي

ارائـه شـده    )3و  4(در جدول هـاي شـماره    اين مقاله
  است.

  
 خواص مواد سازنده 3جدول 

 )Al2O3( آلومينا  )Al( آلومينيوم  واحد  خواص

E  GPa  70  380  ૉ Kg/m3  2702  3960  
ν  -  3/0  3/0  

  
  [31]خواص مواد مطابق مرجع  4جدول

  )Al2O3آلومينا(  )Alآلومينيوم(  واحد  خواص
E GPa  70  380  ૉ 
 

Kg/m3 2700  3800  

ν  -  23/0  23/0  

  
آوردن فركانس طبيعي  دست بهپس از  اين مقاله در  

 .شـود زير استفاده مي ةاز رابطبعد كردن آن  تير براي بي
  .باشد بعد مي فركانس طبيعي بي λزير  ةدر رابط

  

)33(  λ = 	ωLଶh ඨρ୫E୫ 
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روش تبـديل ديفرانسـيلي   گرايي  هم )5(در جدول   
كـه   بعد اول تا چهارم تير در حالتيهاي بابراي فركانس

2/0=α ،2/0=β ،0=n ،0=γ ،6=η ،5=L/h ــي ــد مـ باشـ
نسبت طـول  L/h  آمده است. لازم به ذكر است ضريب

گرايي فركانس طبيعي دوم در  هم باشد.به ارتفاع تير مي
 )5(نيز بررسي شده است. با توجه به جدول  )2( شكل

ــرار   ــي اول در تك ــانس طبيع ــانس دوم در  36فرك فرك
گـرا   هـم  39فركانس سوم و چهارم در تكرار  38تكرار 

مشـهود   )2( شـكل و  )5(شـود. از بررسـي جـدول    مي
است كه براي تحليل ارتعاشات تيرهـاي هدفمنـد دوار   

روش تبديل ديفرانسيلي روشي كارآمـد و   شونده باريك
باشد، علاوه بـر ايـن بـا    گرايي بالا مي داراي سرعت هم
گرايـي بـه    هاي انجام شده سرعت هـم توجه به بررسي

ندگي و سرعت دورانـي تيـر وابسـته    شو باريكضرايب 
  يابد.و با افزايش اين پارامترها كاهش مي است

  
  بعد اول تا چهارم تير دوار هاي باگرايي فركانس بررسي هم  5جدول 

)2/0=α ،2/0=β ،0=n ،0=γ ،6=η ،5=L/h(  

k ߱1 ߱2 ߱3 ߱4 

24 5998/6874 7876/23222 2142/55548 - 

25 4851/6874 2867/23221 7564/55549 - 

26 4681/6874  1657/23221 1146/55550 - 

27 4841/6874  4762/23221 8367/55549 - 

28 5119/6874  7984/23221 5248/55549 - 

29 5299/6874  0059/23222 3230/55549 - 

30 5388/6874  1067/23222 2171/55549 -  
31 5422/6874  1430/23222 1742/55549 4525/103786 

32 5429/6874  1497/23222 1624/55549 4381/103788 

33 5427/6874  1467/23222 1622/55549 1917/103788  
34 5424/6874  1427/23222  1646/55549 0964/103788  
35 5422/6874  1340/23222  1667/55549 1207/103788 

36 5420/6874  1386/23222  1679/55549  1304/103788 

37 5420/6874  1381/23222  1684/55549  1318/103788 

38 5420/6874  1379/23222  1686/55549  1324/103788 

39 5420/6874  1379/23222  1687/55549  1327/103788 



  1394يك، ه 

يردار مدرج 
  

 تلاف

(%)  
04/0 

8/0 

59/3 

6/0 

سـوم تيـر     
ه از تئوري 

1=n ،0=γ 
ــرايب      ض

 )3و  4(ي  
 )8(جـدول   

ي عرضـي  
 توجـه بـه    

فركـانس  ، 
حـالتي كـه     

 افـزايش  %
 α=2/0كـه  
% 49/9ـي  

ـن نتيجـه     
ل افـزايش   
قايســه بــا 

ــر β( ي ) اث
نس دوم و  

فـزايش  ي ا
ندگي شـو  ك

 رونـد در     
 αفـزايش  

طبيعـي   س  
 6/0بـه   0 

، شمارهو هفتمست 

سر گي بعد تير يك ي
 ،0=η ،20=L/h(

 مرجع
[31] 

اخت
)

 9525/1  4
 8171/1  8
 6644/1  9

 -  6

بعـد اول تـا سي  
دوار با استفاده 
، L/h=5، ߟ=2 

ــي از ب مختلف
هـاي شـكل و  )8

هـاي جـي داده 
ندگيشو باريكب 

دهيم بـا ش مي
تر باشد، كوچك

راي مثـال در ح
%6/22شاهد  0/

كـ حالتي د و در
د فركانس طبيعـ

الـف) مؤيـد ايـ 
نس طبيعـي اول

) در مقα( ضــي
ــاعيو ندگي ارتف

. فركـانيـر دارد   
عرضيندگي شو

باريكش ضريب 
ي بررسـي ايـن

اف با β=4/0 كه 
يش در فركـانس

  4/0=α  وβ از

سال بيست 

فركانس طبيعي بي 
،α ،0=β=0 دوار (

قاله 
 اضر

 مرجع
[5] 

95/1 95248/1
83/1 81714/1
72/1 66265/1

02/1 01449/1

  

هـاي بـيركانس
ةدو طرف ةشوند

در حـالتي كـه   
ــب ــب تركي حس

8( در جـدول  
از بررسـ سـت.  

ضريبماني كه 
را افزايش)  ߚو  

تر بايد از يك ك
بـريابد. يش مي

6به  0از  αش 
عي خواهيم بود

ابديافزايش مي 
-3( شـكل . ـد 

در فركان بر آن 
ندگي عرضشــو ك

شــو باريــكب 
ـانس طبيعـي تي

ش باريك ضريب 
مقابل با افزايش

بـراي .دن ـابي مي
 سوم در حالتي

افـزا% 37/3 هد
كـه در حـالتي

 

 

ةمقايس  7جدول 
تابعي

n 
مق
حا

0 534
2/0 322
5/0 247

فلز 
 كامل

214

تغييرات فر 
ش باريكهدفمند 

برنـولي د -اولر
ــي ــد، برحم باش

ندگيشو باريك
بررسي شـده اس
مشهود است زم

	αو ارتفاعي (
كه اين پارامت اين

افزاي طبيعي اول
2/0=β با افزايش
فركانس طبيع در
6/0به 0از  β و

ابـيافزايش مـي 
هباشد. علاو مي

باريــكضــريب 
ــزايش ضــريب اف
بيشتري بر فركـ

با افزايشسوم
د اما در منابيمي

كاهش ارتفاعي
فركانس طبيعي

شاه 6/0به  0از
و دم بود خواهي
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 ةشوند ك

ـده بـا
 دو بـا  

دهنـده  
 . اسـت
 ص مواد

  شود.ي

  ).لاف

پـس از
 ة رابط ـ

ω
λ   

تفاده از
) 33( ة

ر دوار

 

ه
ا
م
ب
ب
م
و
ا
ط

د
و
ا
م
ض
ا
ب
س
م
ا
ف
ا
خ

باريكعي دوم تير
 

آمـ دسـت  بـه ج
نسـيلييل ديفرا

نشـان )6و  7(
ـالات موجـود

خواص )6( دول
ر نظر گرفته مي

درصد	اختلا =
پـ )6(در جدول

 را با استفاده از

2
1

h/2

h/2

IωL

h Ed


با اسـت )7(دول
بعدكننـد بـي  ةط

گيرداسر  د تير يك
،100=L/h(  

اختلاف (%)

61/1  

 ه دشتي

گرايي فركانس طبيع
دوار ةدو طرف

  

مقايسه نتـايج  .ج
تبـدي تحليلي مه

هـاي  ر جـدول
ن تحقيق با مقـ

در جد [31]جع
زير در صورت به

  

100 ൈ ቚمرجع	اله
ضر

د [31]با مرجع
نس طبيعي آن

.  
  

h/2

1
h/2

,   I ρd
dz 

 

  

جام شده در جد
و رابط )3(دول

  
بعد كانس طبيعي بي

 0=α ،0=β ،0=η

 [31]مرجع 

977/0  

سمانه -د ابراهيمي
  

بررسي همگ  2 كل

گذاري نتايج حه
نيم فاده از روش

در [31 , 5] جـع 
اينقبول  اق قابل

ي مقايسه با مرج
به د اختلافصر

)
ቚ	مقاله	حاضر−مقا
	مقاله	حاض

براي مقايسه با 
آمدن فركان ست
كنيم.بعد مي  بي

3(  
dz

هاي انجمقايسه 
ص مواد در جد

  ام شده است.

فرك ةمقايس  6دول 
)3/0=n،

  مقاله حاضر

993/0  

فرزاد

شك

صح
استف
مرج
انطبا
براي
و در

 
دس به
زير

)34

 
خوا
انجا

جد
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 ابـد. يكاهش مي% 1/28 ابد فركانس طبيعييافزايش مي
مشـهود اسـت   نيـز  ) جب و  -3ي (هـا شكل از بررسي

ــيت  ــانس دوم حساسـ ــريب   فركـ ــه ضـ ــوم بـ و سـ
ندگي ارتفـاعي بيشـتر اسـت. بررسـي كلـي      شـو  باريك
هـاي  دهد در فركانس) نشان ميج-الف -3هاي ( شكل

ندگي عرضي اثر چنـداني  شو باريكبالاتر تغيير ضريب 
بر فركانس طبيعي نخواهد داشت و به تعبير ديگـر اثـر   

 هاي بالا قابل چشم پوشي است.انساين پارامتر در فرك
آن است كه تغييرات ضـريب   ةدهند نيز نشان )4( شكل
هـاي بـالاتر اثـر    ندگي ارتفـاعي در فركـانس  شو باريك

. پارامترهـاي  بيشتري بر فركانس طبيعي خواهد داشـت 
گذارند، پارامترهاي ديگري كه بر فركانس طبيعي اثر مي

ــي ( ــرعت دوران ــي ( ηس ــزء حجم ــاخص ج  )n) و ش
  باشند. مي

  
  

  )L/h ،1=n ،0=γ=5، ߟ=2بعد اول تا سوم تير (هاي بيندگي بر فركانسشو باريكبررسي اثر ضرايب   8جدول 

β  α 

  01/02/03/04/0  5/06/0  

0 

 29/9213 29/6772 29/4920 29/3443 29/2220 29/1179 29/0274 3ߣ 11/4070 11/1860 11/0108 10/8660 10/7429 10/6360 10/5415 2ߣ 2/3717 2/2579 2/1668 2/0918 2/0289 1/9751 1/9285 1ߣ

1/0  

 28/6351 28/3982 28/2179 28/0737 27/9540 27/8519 27/7629 3ߣ 11/0559 10/8423 10/6729 10/5331 10/4143 10/3111 10/2199 2ߣ 2/3922 2/2781 2/1868 2/1117 2/0486 1/9947 1/9480 1ߣ

2/0  

 27/3154 27/0859 26/9108 26/7702 26/6532 26/5532 26/4658 3ߣ 10/6950 10/4888 10/3254 10/1907 10/0762 9/9768 9/8890 2ߣ 2/4159 2/3016 2/2101 2/1348 2/0715 2/0174 1/9705 1ߣ

3/0  
 25/9565 25/7347 25/5649 25/4282 25/3141 25/2163 25/1308 3ߣ 10/3230 10/1243 9/9671 9/8374 9/7273 9/6318 9/5474 2ߣ 2/4439 2/3293 2/2375 2/1619 2/0985 2/0442 1/9971 1ߣ

4/0  

 24/5507 24/3370 24/1728 24/0402 23/9292 23/8339 23/7503 3ߣ 9/9385 9/7475 9/5965 9/4721 9/3664 9/2748 9/1939 2ߣ 2/4775 2/3625 2/2704 2/1946 2/1308 2/0763 2/0289 1ߣ

5/0  

 23/0878 22/8826 22/7243 22/5961 22/4885 22/3958 22/3144 3ߣ 9/5400 9/3568 9/2121 9/0930 8/9919 8/9043 8/8269 2ߣ 2/5190 2/4036 2/3111 2/2348 2/1707 2/1158 2/0681 1ߣ

6/0  

 21/5532 21/3570 21/2050 21/0815 20/9776 20/8879 20/8090 3ߣ 9/1261 8/9509 8/8127 8/6989 8/6025 8/5189 8/4452 2ߣ 2/5717 2/4557 2/3627 2/2860 2/2214 2/1660 2/1179 1ߣ
  



  1394يك، ه 

تغييـر   ةحـو 
اين  غييرات

=β ،0=γ ،
كـه بـا    يـن  
تيـر   ةسـيت    

 سفتي تيـر  
هد كـاهش      
يب تقريبـاً     
ن فركانس 
و كمتـرين  

) n=∞ـل (     
با افـزايش  

يابد دليل ي
 مركـز بـا      
حساسـيت  
ت دورانـي      
ش سـرعت    
ــانس اول 

يابنـد.   مـي  
بعد راني بي

  د.
ه تغييـرات    
ت سـرعت     
يـن رونـد      

 )11(دول  
ر فركـانس      

 )8(مـودار      
يابد و  مي

ز مركـز بـا   
رو بـا هـر   
سب است، 
س طبيعـي      
 در حالتي 
كـانس اول   

، شمارهو هفتمست 

نحـ )5و  6(اي  
ارم برحسب تغي

α ،1/0=1/0ه ( 
ت. با توجه بـه اي
ي مـدول الاستيس
بيت خمشي و 
ن پـارامتر شـاه

منـد بـا شـيبدف  
بيشترين )5( كل

) وn=0راميك (    
الـت فلـز كامـل

دهد بنشان مي 
ي تير افزايش مي
ـروي گريـز از

دهنده ح نشان )6
غييـرات سـرعت

نيز بـا افـزايش 
ــه  فركـ n=1ي ك

% افـزايش م11/
ش سرعت دور
يابد) افزايش مي

نشـان دهنـده )
ـر اثـر تغييـرات
شـهود اسـت اي
صادق است. جـد
اع هـاب را بـر
ـا توجـه بـه نم
ع هاب افزايش
 نيروي گريز از
 آنجا كه اين نير
ت دوراني متناس
پـارامتر فركـانس
شت. براي مثال
ش پيدا كنـد، فرك

سال بيست 

هـا شكلو  )9( 
بعد اول تا چهاي

ــه ــالتي كـ ر حـ
 داده شده است
ص جـزء حجمـي

بع آن صلبتو به 
 با افـزايش ايـن
 طبيعـي تيـر هد

شك بود. مطابق 
 بـه حالـت سـر
 مربـوط بـه حا

شكل اين، اين
 فركانس طبيعي
ناسب بـودن نيـ

6( شكل است. 
تـر بـه تغ ـايين  

)9(ه به جدول 
درحــالي 10ــه 

/8نس چهـارم  
كر شد با افزايش

)λبعد ( بيعي بي
)7(و نمودار  )1

) بـωبعـد (  بـا  باشـد. مش) ميߗ
بعد نيز صهاي با

ثر پـارامتر شـعاع
دهـد. بـشان مي

 با افزايش شعاع
 ارتباط مستقيم

باشد. ازمياب 
ع هاب و سرعت
زمـان ايـن دو پ
يري خواهد داش

افزايش 1به  0 

 

 

در جدول 
هاي بيفركانس

ــارامتر در دو پـ
10=L/hنشان (

افزايش شاخص
يابد وكاهش مي
يابد،كاهش مي

تمامي فركانس
يكسان خواهيم
طبيعي مربـوط
فركانس طبيعي
است. علاوه بر
سرعت دوراني
اين تغييرات متن
سرعت دوراني

هـاي پـفركانس
باشد با توجه مي

ــي از  ــ 0دوران ب
% و فركا6/207

گونه كه ذ همان
)ηفركانس طب (
10(جدول  

فركانس طبيعي
ߗبعد (دوراني با
هپارامتردرمورد 

اث )8(و نمودار 
بعد نشطبيعي بي

فركانس طبيعي
اين امر به دليل
پارامتر شعاع ها
دو پارامتر شعاع
با افزايش هم ز
گيافزايش چشم

از γو  η=4كه
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  هاي س
،0=γ(  

  
 بر
 

ف
د

ا
ك
ك
ت
ي
ط
ف
ا
س
ا
س
ف
م
د
6
ه
)

ف
د
د
و
ط
ف
ا
پ
د
ب
ا
ك

ندگي بر فركانسو
،L/h ،1=n=5، ߟ=

ندگي ارتفاعيشو ك
 تير هدفمند دوار

=γ،2/0=α  

 ه دشتي

  

ش باريكر ضرايب
2ر هدفمند دوار (

  

باريك اثر ضرايب
بعد اول تا سوم بي
 ،5=L/h ،1=n ،0=

  

سمانه -د ابراهيمي
  

بررسي اثر  3 شكل
سوم تيربعد اول تا 

بررسي  4شكل 
هاي ب فركانس
،ߟ=2(

فرزاد

ش
ببي
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 6به  2از  ηهم زمان يابد اما با افزايش % افزايش مي16
% افــزايش 3/663فركــانس طبيعــي اول  1بــه  0از  γو 
) بر R(بعد نيز اثر شعاع هاب با )12(يابد. در جدول مي

بعـد نشـان داده شـده اسـت. نتـايج      فركانس طبيعي بـا 
بعد آمده نشان دهنده افزايش فركانس طبيعي با دست به

  باشد.با افزايش شعاع هاب بابعد مي
  

  ) بر فركانس طبيعي تير هدفمند دوار n( ) و شاخص جزء حجميߟ( بررسي اثر افزايش سرعت دوراني  9جدول 
)1/0=α ،1/0=β ،0=γ ،10=L/h(  

n η 

  0 2 4 6 8 10 

0 

 71/6524 69/0450 66/9374 65/3850 64/4335 64/1128 4ߣ 39.9132 37/5490 35/5904 34/1158 33/1967 32/8841 3ߣ 18/3094 16/3194 14/5798 13/1953 12/2898 11/9729 2ߣ 6/2790 5/1999 4/1497 3/1700 2/3775 2/0410 1ߣ

2/0  

 67/2049 64/7593 62/7825 61/3265 60/4340 60/1332 4ߣ 37/4358 35/2183 33/3813 31/9982 31/1361 30/8429 3ߣ 17/1729 15/3065 13/6748 12/3762 11/5270 11/2297 2ߣ 5/8893 4/8771 3/8921 2/9733 2/2299 1/9143 1ߣ

5/0  

 63/2630 60/9609 59/1001 57/7295 56/8893 56/6062 4ߣ 35/2400 33/1526 31/4233 30/1214 29/3099 29/0339 3ߣ 16/1657 14/4087 12/8727 11/6503 10/8509 10/5711 2ߣ 5/5438 4/5911 3/6638 2/7989 2/0991 1/8021 1ߣ

1 

 60/1161 57/9285 56/1602 54/8578 54/0594 53/7903 4ߣ 33/4870 31/5034 29/8602 28/6230 27/8519 27/5896 3ߣ 15/3615 13/6919 12/2324 11/0708 10/3111 10/0452 2ߣ 5/2680 4/3627 3/4816 2/6597 1/9947 1/7124 1ߣ

2 

 57/6657 55/5672 53/8710 52/6217 51/8559 51/5978 4ߣ 32/1221 30/2193 28/6431 27/4563 26/7166 26/4650 3ߣ 14/7354 13/1338 11/7338 10/6195 9/8908 9/6358 2ߣ 5/0533 4/1849 3/3396 2/5512 1/9134 1/6426 1ߣ

5 

 53/9794 52/0151 50/4274 49/2579 48/5410 48/2994 4ߣ 30/0687 28/2876 26/8121 25/7012 25/0087 24/7733 3ߣ 13/7934 12/2943 10/9837 9/9407 9/2585 9/0198 2ߣ 4/7303 3/9174 3/1262 2/3882 1/7911 1/5376 1ߣ

10 

 49/8286 48/0154 46/5497 45/4702 44/8084 44/5854 4ߣ 27/7565 26/1124 24/7503 23/7249 23/0857 22/8683 3ߣ 12/7327 11/3489 10/1391 9/1763 8/5466 8/3262 2ߣ  3665/4 3/6161 2/8858 2/2045 1/6533 1/4194 1ߣ

50 
 23/0001 21/6377 20/5091 19/6593 19/1297 18/9496 3ߣ 10/5509 9/4041 8/4016 7/6038 7/0820 6/8994 2ߣ 3/6183 2/9965 2/3913 1/8267 1/3700 1/1762 1ߣ



، شمارهو هفتمست   1394يك، ه 

41/28
3/454
10/07
21/96
39/42
3/283
9/573
20/87
37/46

  س 

 

سال بيست 

39/7874 899 

2/8610 47 

8/9791 740 

20/6597 605 

37/9890 36 

2/7190 32 

8/5333 39 

19/6341 703 

36/1032 666 

  
) بر فركانسnجمي (

1=L/h(  

  
   اول تا چهارم 

/0=n(  

 ) ωطبيعي بابعد (

  ߱1 ߱2 ߱3 

 

 

338/5729 

2/2832 

8/0219 

19/5821 

336/8294 

2/1698 

7/6237 

18/6100 

335/0011 

و شاخص جزء حج
α ،1/0=β ،0=γ ،0

) بر فركانسηي (
0=γ ،10=L/h ،5

) بر فركانس طߗ (
=n ،2/0=γ(  

  ߗ = 200
3979/3053  

0291/16197  
4478/43209  

65 

37/137/6783 

1/31/7442 

6/77/2601 

18/218/7707 

35/435/9753 

1/21/6576 

6/46/8997 

17/317/8389 

33/634/1894 

  

) وηرعت دوراني (
α=1/0فمند دوار (

  

يش سرعت دوراني
) 1/0=α ،1/0=β،

  
بعدرعت دوراني با

/0=α ،2/0=β  ،1=
 ߗ =400
8923/3083  

4131/16224  
3296/43236  

36/94521300 

1/12303081 

6/58767619 

18/09302650 

35/27534517 

1/0672432 

6/2606263 

17/19493583 

33/52416918 

سي اثر افزايش سر
بعد اول تير هدفبي

بررسي اثر افزا  6
تير هدفمند دوار

بررسي اثر سر  10
)3 /

 ߗ =600
0269/3134  

9518/16269  
0927/43281  

 ه دشتي

 2 4ߣ

100 

 3 4ߣ 0 3ߣ 2ߣ 1ߣ

فلز 
 كامل

 1 4ߣ 9 3ߣ 2ߣ 1ߣ

بررس  5شكل 

شكل

جدول 

سمانه -د ابراهيمي
  
فرزاد



تير هدفمند دوازاد   ... وار باريك

  وار 

  ر 

1 
2/0785

9/5678

25/3334

48/8834

3/1773

11/0460

26/9356

50/5888

4201/4

1336/13

3886/29

2909/53

تحليل ارتعاشات آز

  

بعد تير هدفمند دو

عد تير هدفمند دوا

8/0  
2/0243  

9/5068 8 

25/2689 4 

48/8152 4 

3/0364 3 

10/8345 0 

26/6940 6 

50/3260 8 

1943/4   

7348/12  6 

8949/28  6 

7332/52  9 

ت  

 

ب فركانس طبيعي با
=n ،2/0=γ(  

كانس طبيعي بي بع
β ،10=L/h(  ઻

6/0  
1/9687 

9/4453 

225/2041 

448/7468 

2/884 

110/6185 

226/4499 

450/0615 

9552/3  

13221/12  

23911/28  

51683/52  
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) برߗبعد (وراني با
/0=α ،2/0=β  ،1=

  
هاب بي بعد بر فرك

=n ،1/0=α ،1/0=β

04/0  
1/81/9113 

9/39/3835 

25/25/1392 

48/48/6783 

2/52/7321 

10/10/3978 

25/26/2031 

49/49/7954 

3/43/7001 

11/11/8940 

27/27/8764 

51/51/5958 

  

 كانيك

سي اثر سرعت دو
)3 /

بررسي اثر شعاع ه
)5=

02/0  
1/7918522 

9/2583212 

25/00/0741 

48/54/6097 

2/3885661 

9/940/1720 

25/70/9536 

49/25/5275 

3/1264255 

10/98/4485 

26/81/3503 

50/42/0156 

و محاسباتي در مكا

برر  7 شكل

 11دول ج

  ߟ
  

2

 10 4ߣ 87 3ߣ 85 2ߣ 11 1ߣ

4

 79 4ߣ 12 3ߣ 07 2ߣ 82 1ߣ

6

 74 4ߣ 21 3ߣ 37 2ߣ 62 1ߣ

علوم كاربردي و ةي
  

 ߟ

 

2 

4 

6 

نشري



  1394يك، ه 

شــود و ــي
 ضـــريب  
 اســت. در 

ندگي شو ك
شـود و  ـي  

ضـي سـبب   
حساسـيت   
ــريب   ت ض

ـاي بـالاتر   

س طبيعـي    
خص جـزء       
و خــواص 

س طبيعـي  

ش فركـانس     

، شمارهو هفتمست 

   دوار

 طبيعــي اول مــ
ــه تغييـــرات بـ

تــري حســاس
باريكش ضريب 

كانس طبيعـي مـ
ندگي عرضـشـو 

خواهد شـد و ح
ــرات ــه تغيي ت ب

هـ در فركـانس  

حجمـي فركـانس
ـر مقـدار شـاخ
ل الاستيســيته و

  تغيير داد.

ش فركانس افزاي
  بر آن ندارد.

باعـث افـزايش

سال بيست 

  
  دفمند دوار

) ωتير هدفمند (

  ߱1 ߱2 ߱3 

زايش فركــانس
 اول نســـبت ب

ندگي عرضــيــو
ي بالاتر افزايش
سبب كاهش فركا

ش باريـك ضـريب  
خ ركانس طبيعي

ــي ــبت طبيع نس
دگي ارتفـاعي

  ت.
شاخص جزء ح

يابـد. بـا تغييـي 
تــوان مــدول مــي

 تير هدفمند را
عاع هاب باعث
 اثر محسوسي
رعت دورانـي ب

 

 

انس طبيعي تير هد

بعدكانس طبيعي با
1=n ،2=η(  

5= R 

3634/6526  

5976/19928  
9808/45685  

افــزســبب 
ــانس فركـ
شــ باريــك
هايفركانس

ارتفاعي س
افزايش ض
افزايش فر

ــ انسفرك
ندشو باريك

بيشتر است
 با افزايش ش

كاهش مـي
حجمــي م
ارتعاشاتي

  شعافزايش
شود امامي

 افزايش سر
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شعاع هاب بر فركا
  

) بر فركRبعد (ب با
3 /0=α ،3/0=β  ،1

  

10= R 
1501/8506  

1147/23160  
9170/49546  

  

 -ي اولر
 ةشـوند
د و بـا

 دسـت  
 ،η نـي
و  βو 
نيـز   تير

گذشـته
نتـايج   

ــا د و ب
اشـات
ز مـواد

تفـاعي







بررسي اثر ش  8 كل

رسي اثر شعاع هاب
 )3

15= R 
7272/10092  

1138/25974  
4731/53093  

  
نسيلي و تئوري

ش باريـك ي تيـر
اسـتفاده شـدمند

بـهي طبيعي آن
، سـرعت دوران

α و ارتفـاعي

هاي طبيعي تس
ـايج كارهـاي گ

.دسـت آمـد   بـه
  باشد.ر مي

ــد ــي كارآم روش
ي تحليـل ارتعا
سـاخته شـده از

گي عرضي و ارت

 ه دشتي

شك

برر  12جدول 

گيري نتيجه
ش تبديل ديفرا
ي رفتار ارتعاشي
ده از مواد هدفم

هايفركانس ،ش
،γ شعاع هاب ي
عرضـي ندگيو 

بر فركانس nمي
 حاصـل بـا نتـ

بقبـولي   قابـل  ق
موارد زير ةدهند 

ــيلي ر  ديفرانس
گرايـي بـالا بـرا

س ةشـوند  باريك
 شد.

ندگشو باريكب 

سمانه -د ابراهيمي
  

ين مقاله از روش
ولي براي بررسي

ه شدساخت طرفه
اين روش فاده از

هايپارامتراثر  .
شـو باريكايب 

خص جزء حجم
سي شد. نتـايج
يسه شد و تطابق

د آمده نشان ست
ــديل  روش تب

گر سرعت هـم 
بتيرهاي دوار 
باشهدفمند مي

افزايش ضريب 

فرزاد

در ا
برنو
دوط
استف
.دآم

ضر
شاخ
بررس
مقاي
دس به



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هـاي طبيعـي   شود و حساسيت فركـانس طبيعي مي
تر به تغييرات پارامتر سرعت دورانـي بيشـتر    پايين
هاب زمان شعاع  باشد. علاوه بر اين افزايش هممي

گيـري بـر فركـانس    و سرعت دورانـي اثـر چشـم   
 طبيعي دارد.
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