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  گذر از صوت و مافوق صوت پذير تراكمعددي مستقيم جريان لزج  سازي شبيه

  انرژي جنبشي حفظ مقداربا استفاده از طرح 
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 ـ  پذير تراكماستوكس -حاضر به بررسي حل عددي معادلات ناوير ةمقال  چكيده روش حجـم محـدود بـا     ةدر حالت ناپايا و دوبعدي بـر پاي
گذر  پذير تراكم) براي حل ميدان جريان Kinetic Energy Preserving (KEP)(انرژي جنبشي  طرح حفظ مقدارلذا پردازد. طرحي جديد مي

حتي در  ،بدون نياز به جملات اتلاف مصنوعيعدد رينولدز)  ةهاي خيلي ريز (تعداد مش از مرتبهصوت خارجي روي شبكاز صوت و مافوق 
گردد. لازم به ذكر است كه حل ميدان جريان با طرح مورد نظر در اين محدوده از سرعت، براي اولين بار معرفي مي اي ضربهمحل وقوع امواج 

 Direct Numerical(عـددي مسـتقيم    سـازي  شـبيه و حذف اثرات اتلافـي،   KEPاساس طرح شود. لذا با انفصال معادلات حاكم برارائه مي

Simulationتخت و جريان گذر از صوت  ةآمده از اين حل، براي جريان مافوق صوت روي صفح دست بهگردد. نتايج  پذير مي ) جريان امكان
، اي ضـربه قادر است بدون هيچ اتلاف مصنوعي حتي در نواحي بـا امـواج    KEPدهد كه روش روي ايرفويل در اعداد رينولدز پايين نشان مي
هـاي آشـفته (بـدون نيـاز بـه      عددي مسـتقيم جريـان   سازي شبيه منظور به KEPتوان از روش حلي پايدار و غيرنوساني ارائه دهد. بنابراين مي

  آشفتگي) بهره برد. ةسازي پديدگونه مدل هيچ
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Direct Numerical Simulation of Supersonic and Transonic Compressible Viscous Flow 
by Kinetic Energy Preserving Scheme  

 
S. Abbasi-Mood     S.M. Malek-Jafarian 

 
Abstract  Present paper investigates the numerical solution of two-dimensional unsteady compressible 
Navier-Stokes equations by a new scheme based on the finite volume method. Kinetic Energy Preserving 
(KEP) scheme is introduced for solving the supersonic and Transonic external compressible flow field on 
very fine grids (with a number of cells of the order of the Reynolds number) without artificial dissipation 
terms even in place of shock waves. It should be noted that the solution of flow field with this scheme in 
this range of speed, is presented for the first time. By discretization of the governing equations based on 
KEP scheme and elimination of dissipative effects, the Direct Numerical Simulation (DNS) of the flow is 
possible. The results of this solution for supersonic flow over flat plate and Transonic flow over the airfoil 
at low Reynolds numbers show that the KEP method can be presented stable and non-oscillatory solution 
by no artificial dissipation even in areas with shock waves. Therefore, the KEP method can be used for 
DNS of turbulent flows (without a modeling the turbulence phenomena itself). 
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  مقدمه
امروزه در اكثر صـنايع نيـاز بـه حـل عـددي معـادلات       

محســوب امــري عــادي  پــذير تــراكماســتوكس -نــاوير
و ) Parabolic( سـهموي ماهيـت  اما به علـت   ؛شود مي

غيرخطي اين معـادلات، حـل آنهـا در صـورت وجـود      
توانـد   هاي محل تماس ميناپيوستگييا  اي ضربهامواج 

گسسته باشد. حـل مسـائلي بـا ايـن نقـاط ناپيوسـتگي       
يا حلي ضعيف باشد  نباشد) Unique( ممكن است يكتا

لازم  پـذير  تـراكم جريان  سازي شبيه. از طرفي براي [1]
بقاي جرم، مومنتوم و انرژي ارضا شوند. شرط است كه 

همـراه بـا امـواج     پـذير  تراكمهاي در برخورد با جريان
 ت انفصال معـادلات در شـكل بقـايي آن   ، اهمياي ضربه

 )Lax( لكـس  ةطوري كه بر طبق نظري شود؛ بهبيشتر مي
كـه حـل    بـراي تضـمين ايـن    )Wendroff( و وندورف

 Shock( اي ضـربه مـوج   وقـوع عددي شرايط درسـت  

Jump Conditions( سـت كـه   ا بيني كند، كـافي  را پيش
بـه   شان منفصـل گردنـد. البتـه    معادلات در شكل بقايي

 ريزتـر شـدن  شرطي كه حل عددي در حالت حدي بـا  
  .[2]همگرا شود  ،شبكه
يكي از راهبردهـاي ديناميـك سـيالات محاسـباتي       

يـا تسـهيل در پايـداري     اي ضـربه براي تسـخير امـواج   
، اضـافه كـردن جمـلات اتـلاف     پذير تراكمهاي جريان

) به معـادلات  Artificial Dissipation Termمصنوعي (
اما اگـر اضـافه كـردن لزجـت مصـنوعي،       ؛حاكم است

و دقيقاً به جايي كه نياز اسـت   ودطور كامل كنترل نش به
 )Dampening( تواند باعـث ميرايـي   محدود نگردد، مي

اتي شـود. در ايـن صـورت بعضـي     محاسب ةدر كل دامن
هـاي جريـان آشـفته،     هاي جريان از قبيل گردابه ويژگي

. [3]، كاملاً حـذف گـردد   سازي شبيه ةتواند به واسطمي
 را بـه  مصـنوعي  اتـلاف  كمتـرين ميـزان   كه لذا طرحي

 قابـل  بقـا،  قـوانين  برقراري نظر از اضافه كند، معادلات

  دهد. ارائه بهتري نتايج تواند و مي است اعتمادتر
ن بر اين نظرند كه اگر يـك طـرح   ابرخي از محقق  

 انفصالي طوري ساخته شود كه بتواند برآورد درستي از
گـاه حـداقل بايـد     يك نوع انرژي كل را ارائه دهـد، آن 

) بدون نيـاز بـه لزجـت    Smoothي هموار (ها حلبراي 
تـوان از طرحـي    . بنابراين مـي [2]مصنوعي پايدار باشد 

كـه كمتـرين ميـزان اتـلاف      استفاده كرد كه در عين اين
و چـه در   اي ضـربه مصنوعي را (چه در حوالي امـواج  

كنـد،   نواحي هموار ميدان جريان) به معادلات اضافه مي
انـرژي جنبشـي داشـته     حفـظ مقـدار  برآورد درستي از 

هـاي سـيال   باشد. انرژي جنبشي كميتي مهم در جريـان 
رود. در  لزجـت فيزيكـي از بـين مـي     ةوسيل است كه به

جريان آشفته، انرژي جنبشي تزريق شـده بـه سـيال در    
هـاي   صورت آبشـاري بـه مقيـاس    بههاي بزرگ  مقياس

شود.  لزجت نابود مي ةوسيل كوچك منتقل و سرانجام به
 حفظرو براي يك طرح عددي مطلوب است كه  از اين
-انــرژي جنبشــي ســازگار بــا معــادلات نــاوير مقــدار

. هـر چنـد   [1]طور مطمـئن ارائـه دهـد     استوكس را به
ــدوديت (  ــال مح ــي،  Boundاعم ــرژي جنبش ) روي ان

تضـمين   پـذير  تـراكم را در حل يك جريان محدوديتي 
هـاي   كند؛ اما در جايي كه آبشار انرژي بين مقيـاس نمي

 حفـظ ها وجـود دارد، ارزيـابي صـحيح     مختلف گردابه
لازم و  ،آشـفتگي  سـازي  شبيهانرژي جنبشي براي دقت 

  .[2]كننده است  تعيين
در روش حجم محدود، شارهاي لزج و غيرلزج در   

از شبكه بايـد محاسـبه شـود. در     امتداد وجه هر سلول
تـوان برخـي خـواص معـادلات      اين شارها مي ةمحاسب
انرژي جنبشـي را  حفظ مقدار استوكس از جمله -ناوير

) Jamesonدر نظر گرفت. بـر ايـن اسـاس جيمسـون (    
قـانون   طرح حجم محدودي ارائه كرده است كه دقيقـاً 

. [2]كنـد   كلي انرژي جنبشـي را ارضـا مـي    مقدار حفظ
) نشان KEPانرژي جنبشي جيمسون (مقدار  حفظطرح 
 بقـايي دهد كه شارهاي فصـل مشـترك يـك طـرح      مي
تواند طوري ساخته  ) ميSemi-Discreteمنفصل (-نيمه

انفصالي انرژي جنبشـي كـل حاصـل از     ةشود كه معادل
 ـ انـرژي جنبشـي كـل     ةاين روش، دقيقاً متناظر با معادل
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بـراي   KEPباشد. ويژگي اصلي ايـن شـارها در طـرح    
 ةمحاسـب  ةمقدار انرژي جنبشـي، در نحـو   حفظتسخير 

محاسـبه در طـرح    ةشار مومنتوم نهفته است. اين نحـو 
KEP جـايي از  شود تا جمـلات شـار جابـه   موجب مي
 KEPانرژي جنبشي حذف شود. در واقع طـرح   ةمعادل

ها) و شارهاي غيرلزج  براي ارزيابي شارهاي لزج (تنش
هـا از ميـانگين    سـلول  جـايي) در فصـل مشـترك   (جابه

ز هـر جفـت سـلول    حسابي مقـادير هركميـت در مرك ـ  
 حفـظ ، KEPكنـد. از طرفـي طـرح     مجاور استفاده مـي 

محاسباتي  ةكلي انرژي جنبشي را در سرتاسر دامن مقدار
كند.  علاوه بر بقاي جرم، مومنتوم و انرژي كل حفظ مي

هاي هموار انرژي جنبشي در جريان مقدار حفظرعايت 
هـايي كـه داراي ناپيوسـتگي (امـواج      جريان نينچ همو 

كافي پايـداري بـراي انجـام     ة) هستند، به اندازاي ضربه
    كند. محاسبات فراهم مي

توانسته اسـت كـه    KEPدر تجربيات عددي طرح   
انبساط  ة، ناپيوستگي محل تماس و ناحياي ضربهامواج 

را با موفقيـت بـدون اضـافه كـردن هـيچ نـوع اتـلاف        
 ةبـه انـداز   اي شبكهكند؛ به شرطي كه از  مصنوعي حل

عدد رينولدز اسـتفاده   ةكافي ريز با تعداد نقاطي از مرتب
عـددي   سـازي  شبيه. اين طرح، اولين بار براي [2]شود 

 ـ  لزج يك پذير تراكممستقيم جريان   ةبعـدي در يـك لول
. در ادامه آلانيو [2]كار برده شد  به اي ضربهداراي امواج 

)Allaneau از ايـــن طـــرح بـــراي  [3]) و جيمســـون
لـزج   پـذير  تـراكم عـددي مسـتقيم جريـان     سـازي  شبيه

 ـ  اسـتفاده   اي ضـربه داراي امـواج   ةدوبعدي در يـك لول
ــو و جيمســون  ــد. آلاني ــراي  KEPطــرح  [4]كردن را ب

 پـذير  تـراكم عددي مستقيم دوبعدي جريـان   سازي شبيه
زير صوت لزج با عـدد رينولـدز پـايين روي ايرفويـل     

مجدداً توسط آلانيـو و   KEPكار بردند. طرح  ساني بهنو
به روش گالركين ناپيوسته با مراتب بالاتر  [5]جيمسون 

داراي  ةبعدي در يك لول تعميم يافت و براي تحليل يك
  استفاده شد. اي ضربهامواج 

حـل   منظـور  بـه در پژوهش حاضر براي اولين بـار    
و گـذر از صـوت    پـذير  تـراكم عددي مسـتقيم جريـان   

هاي خيلي ريز بـدون   مافوق صوت خارجي روي شبكه
نياز به جملات اتلاف مصنوعي (حتي در محـل وقـوع   

استفاده شده است. بدين  KEP) از طرح اي ضربهامواج 
-منظور ابتدا شارهاي لـزج و غيرلـزج معـادلات نـاوير    

در امتداد وجه هر سلول از  پذير تراكماستوكس ناپاياي 
شـود. در مـورد    محاسبه مـي  KEPمطابق با طرح  شبكه

) Shuي شـو ( ا هحلپيشروي زماني حل، از روش سه مر
هاي شبكه كه مرتبط با  ترين گام زماني سلول با كوچك

) است، استفاده خواهد شـد. سـپس   CFLعدد كورانت (
 ةنتايج تحليل دوبعدي جريان مافوق صوت روي صفح

تخت و جريان گذر از صوت روي ايرفويـل در اعـداد   
  گردد. ز پايين ارائه ميرينولد

  
  انرژي جنبشي در حالت كلي مقدار حفظطرح 

 پـذير  تراكمبراي جريان لزج  KEPدر اين قسمت طرح 
صـورت   بعدي بسط خواهد يافت. ميدان سرعت بـه  سه u୧ شود كـه از بـالانويس    فرض ميi    بـراي نشـان دادن

گـردد. بنـابراين معـادلات     جهت مختصات استفاده مـي 
و نوشـتار ماتريسـي    بقـايي ر شـكل  اسـتوكس د -ناوير
  صورت زير بيان شود: تواند به مي

  ∂W∂t + ∂∂x୧ F୧(W) = 0 )1( 
  

  كه در آن بردارهاي حالت و شار برابرند با:
  

W = ێێۏ
ۍێ ρρuଵρuଶρuଷρE ۑۑے

,  ېۑ F୧ =
ێێۏ
ۍێێ ρu୧ρu୧uଵ − τ୧ଵ + pδ୧ଵρu୧uଶ − τ୧ଶ + pδ୧ଶρu୧uଷ − τ୧ଷ + pδ୧ଷρu୧H − u୨τ୧୨ − q୨ ۑۑے

  )2( ېۑۑ

  
Eفشـار و   pچگالي،  ρدر اين رابطه    = e + ଵଶ u୧ଶ 

انرژي كل مخصوص (بر واحد جرم) است كه مجمـوع  
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بسـته Sୠ୧دار  ت

مساحت وجموع
آيد؛ يعني مي ست

 

୮) 7( ةدر رابط
احت اســكالر و

منفصل-دود نيمه
به شكل ز oلي

 

18  

 H 
 τ୧୨ ـت
  

τ୧୨
q୨
،μ 

Kژي = 
، tن

∂K∂t
لات
 آن
 ـظ

∂∂t

dV 
 در
وع
دان
 بـه

تعريف
استو
كن مي

شك

 
ةشبك
بقاي
شوند

صو به
مركز
كنترل
با وج
اس pجهت
مرزي
جهت
مجم
دس به

)7(

 
مســا
محد
داخل

 ك

چنـين هـم شد.
اسـ ୮ر جريـان

هاي لزج  تنش
شوند: ر بيان مي

= μ ቆ∂u୧∂x୨ + ∂∂= −k ∂T∂x୨ 
ــ حــرارت، ةرج

اگر انـرژ  است.
= ت ρ u୧మ 2⁄   

سـبت بـه زمـان

K = ∂∂t ቆρ u୧మ2 ቇ
ظيـر، از معـادلا

گيري ازنتگرال
حفـ فضا، قانون

  آيد: مي ت

න KdVୈ = 

− න ቈu୨ ቆpபୈ

d  ،المان سطحV
 مـرزي اسـت.

شـامل هـيچ نـو
در اين ميـد اي 

بنا قرار نيست.

حاسباتي در مكانيك

ଵଶشي u୧ଶ با مي
كار E و صوص

ام دارد. تانسور
نيز به شكل زير 

  ∂u୨∂x୧ቇ − 23 μ ∂u୩∂x୩
  

ــر، در T كرونك
هدايت حرارتي

صــورت بــهحجــم
نس Kگيـري از  ق 
  شود:ي

  ቇ = u୧ ∂∂t (ρu୧)
  

هاي زمـاني نظق
) و ا5( ةر رابط

) درDفرضي (
دست به جنبشي
  

+ ρ u୧మ2 ቇ − u୧
+ න ቆp ∂u୨∂x୨ୈ

  

dAود بر سطح، ∂D كـل سـطح
D كـه ميـدان
ضربهگر امواج

) ديگر برق6( ةط

وم كاربردي و محا

و جنبش eدروني 
 انرژي كل مخص
ي مخصوص نا

q୨اي حرارتي 
୩୩ δ୧୨ 

ك δ୧୨ آن  ــاي دلت
ه kمولكولي و 

ي بــر واحــد حج
 شود؛ با مشـتق

) استخراج مي5(

) − u୧మ2 ∂ρ∂t 
جايگزيني مشتق
ي و مومنتوم در
ك ميدان ثابت ف
لي براي انرژي

୧τ୧୨ nሬԦ୨dA 

− τ୧୨ ∂u୧∂x୨ቇ dV
بردار عمو nሬԦ୨ن 

Dحجم سلول و 
شـودرض مـي 
باشد. اگگي نمي

داشته باشد؛ رابط

علو ةنشري
  

انرژي د
مجموع

كه انتالپي
و شارها

)3(  

)4(  

ــه در ك
لزجت م
جنبشــي
تعريف
( ةمعادل

)5(  

با ج  
پيوستگي
روي يك

كل مقدار

)6(  

كه در آ
المان ح
اينجا فر
ناپيوستگ
وجود د
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Vol୭ dW୭dt +  F୭୮୧ S୭୮୧୮ = 0 )8(  

ــ   اســـت.  oحجـــم ســـلول  Vol୭) 8( ةدر معادلـ
  بردارهاي حالت و شار نيز برابرند با:

  

W୭ = ێێۏ
ۍێ ρ୭ρ୭u୭ଵρ୭u୭ଶρ୭u୭ଷρ୭E୭ۑۑے

 ,  ېۑ
F୭୮୧ =

ێێۏ
ێێێ
ۍ (ρu୧)୭୮(ρu୧uଵ)୭୮ + (pδ୧ଵ − τ୧ଵ)୭୮(ρu୧uଶ)୭୮ + (pδ୧ଶ − τ୧ଶ)୭୮(ρu୧uଷ)୭୮ + (pδ୧ଷ − τ୧ଷ)୭୮(ρu୧H)୭୮ + (u୨τ୧୨ + q୨)୭୮ ۑۑے

ۑۑۑ
  ې

)9(  

  

Fୠ୧ ةبايد سهم اضاف bدر گره مرزي     Sୠ୧  نيز در نظر
 صورت به Fୠ୧جا بردار شار مرزي  گرفته شود كه در اين

  شود: زير ارزيابي مي
  Fୠ୧ = F୧(Wୠ) )10(  
  

 F୭୮୧با تعيين شرايط كافي براي المـان  توان حال مي  
كـرد و شـكل انفصـالي     مقدار انرژي جنبشي را حفـظ 

آورد؛ اين شـرايط، اسـاس طـرح     دست به) را 6( ةرابط
. [2]دهد  ) را ارائه ميKEPانرژي جنبشي ( مقدار حفظ

جـايي (غيرلـزج) و    ترتيب شارهاي جابه بنابراين اگر به
 ةرابط ـ F୭୮୧هاي داخلي كه در المـان   شارهاي لزج وجه

  ) وجود دارد، به شكل زير محاسبه شود:9(
  

(ρu୧u୨)୭୮ = 12 (ρu୧)୭୮(u୮୨ + u୭୨ ) )11(  

(pδ୧୨ − τ୧୨)୭୮ = 12 (pδ୧୨ − τ୧୨)୭+ 12 (pδ୧୨ − τ୧୨)୮ 
)12(  

  

اگر شارهاي مذكور در مرزهاي ميـدان   چنين همو   
 زير محاسبه گردند: صورت به

  (ρu୧)ୠ = ρୠuୠ୧  
)13(  (ρu୧u୨)ୠ = ρୠuୠ୧ uୠ୨  (pδ୧୨ − τ୧୨)ୠ = pୠδ୧୨ − τୠ୧୨ 

  

 حفـظ )، شـكل انفصـالي قـانون    8گاه تقريـب (  آن  
زيـر نتيجـه    صورت به) را 6كلي انرژي جنبشي ( مقدار
  دهد: مي

   vol୭ dK୭dt୭ = 

−  Sୠ୨ ൭uୠ୨ ൭pୠ + ρୠ uୠ୧మ2 ൱ − uୠ୧ τୠ୧୨൱ୠ+  p୭  u୭୧ + u୮୧2 S୭୮୧୮୭−  τ୭୧୨  u୭୧ + u୮୧2 S୭୮୧୮୭

)14(  

  

هـاي   بايد توجه داشت كه در روابط فوق زيرنويس   o و p محل گره داخلـي،   ةدهندنشانb    نشـانگر محـل
محل وجه داخلي است. لذا در شرايط  opگره مرزي و 

ابتدا مجهولات سرعت، فشار و ، KEPطرح  )12و  11(
شده سپس بـا گـرفتن يـك     تنش در محل گره محاسبه

شـود؛ امـا در    ميانگين حسابي به محل وجه منتقـل مـي  
دليل قرار گرفتن گره بر روي وجه  ) به13مورد شرايط (

و  نيســتمــرزي نيــازي بــه گــرفتن ميــانگين حســابي 
 ةطور مستقيم مقدار گره مرزي براي محاسـب  درنتيجه به

  گردد. شار لحاظ مي
) كمـي  11رط (جايي در ش شار جابه ةمحاسب ةنحو  

 ـ  آورد؛ چـرا كـه بـراي شــار     وجـود مـي   هآزادي عمـل ب
شرط خاصـي تعيـين نشـده اسـت.      ୭୮(ρu୧)پيوستگي 

بـين   gبنابراين اگر ميانگين حسابي يـك كميـت ماننـد    



  1395يك،  ة، شمارو هشتمسال بيست     علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك ةنشري
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gത୭୮ صـورت  بـه  pو  oهاي  سلول = ൫g୭ + g୮൯ در  ⁄2
  نظر گرفته شود، شار پيوستگي برابر است با:

  (ρu୧)୭୮ = ρത୭୮uത୭୮୧ or ρuതതതనሶ୭୮ )15(  
) 11جايي از شـرط (  شار جابهة براي محاسب سپس  

شـار   ةشود. از ايـن آزادي عمـل در محاسـب    استفاده مي
 مقدارهايي كه خواصي غير از  توان براي ايجاد طرح مي

طور مشـابه   به كنند، بهره برد. انرژي جنبشي را حفظ مي
شــار انــرژي  ةتــوان بــراي محاســب ) مــي11بــا شــرط ( (ρu୧H)୭୮ به شكل زير عمل كرد:  

  (ρu୧H)୭୮ = (ρu୧)୭୮Hഥ୭୮ )16(  
  

)، شـرايط  9( ةداخلي رابط ـ شارهايدر نهايت اگر   
) را ارضـا  13و شارهاي مرزي آن شـرايط (  )12و  11(

شده و طرح موسوم به  مقدار انرژي جنبشي حفظكنند، 
KEP آيد.مي دست به  

  
  پذير تراكمتحليل دوبعدي جريان لزج 

اسـتوكس  -در تحليـل عـددي معـادلات نـاوير     معمولاً
هـاي   ، جملات شار غيرلـزج در محـل وجـه   پذير تراكم

شبكه با طرح تفاضل مركزي منفصل شـده و شـارهاي   
طـور مسـتقيم    كمك روابط تفاضل محدود به لزج نيز به

دليل وجود امواج  شوند. اما به در محل وجه محاسبه مي
عـددي مـذكور   ي ها حل، پذير تراكمدر جريان  اي ضربه

هـاي اتـلاف مصـنوعي هماننـد     نيازمند استفاده از طرح
) Scalar Dissipation Schemeطـرح اتلافـي اسـكالر (   

بيني بهتر نواحي با تغييـرات شـديد هسـتند؛    براي پيش
بـدون وجـود يـك طـرح      هـا  حلي كه اين نوع طور به

شـوند. امـا    هاي ريز هم واگرا مي اتلافي، حتي در شبكه
 KEPهدف آن است كه براسـاس طـرح   در كار حاضر 

روش حجم محدود براي معـادلات   ةحلي عددي بر پاي
ارائـه شـود تـا عـلاوه بـر       پـذير  تـراكم استوكس -ناوير

همگرايي حل با دقت بيشتر، ديگر نياز به اضافه كـردن  
  اتلاف مصنوعي نباشد.

در  پـذير  تـراكم براي حل ميدان جريان  KEPطرح   
هاي خيلي ريـز بـدون نيـاز بـه جمـلات اتـلاف       شبكه

توسـعه   اي ضـربه مصنوعي حتي در محل وقـوع مـوج   
عددي مستقيم  سازي شبيهي كه براي طور بهيافته است؛ 

)DNS ةمحاسـب  ةباشـد. ايـن طـرح نحـو     ) مناسب مـي 
چـه شـرح داده    شارهاي لزج و غيرلزج را مطابق بـا آن 

معـادلات   دهد. لذا در اين پـژوهش ابتـدا   شد، تغيير مي
بـا تقريـب حجـم     پـذير  تراكمدوبعدي حاكم بر جريان 

) 11شوند؛ سپس با اعمـال شـرايط (   محدود منفصل مي
شارهاي عددي، ضـمن   ةدر محاسب KEP) طرح 13تا (

 دست بهحذف جملات اتلاف مصنوعي، يك كد عددي 
براي اولين بـار جهـت    KEPآيد. در ادامه نيز از كد  مي

خارجي مافوق صوت روي  تحليل دوبعدي جريان لزج
تخت و گذر از صوت روي ايرفويـل در اعـداد    ةصفح

رينولدز پايين استفاده شـده و اثـرات حـذف جمـلات     
لازم به توضيح اسـت   گردد. اتلاف مصنوعي بررسي مي

كه در حل مستقيم جريـان، بـا افـزايش عـدد رينولـدز      
يابد. اين امر علاوه بـر   تعداد نقاط شبكه نيز افزايش مي

افـزاري بـا    يش محاسبات عددي، ملزومات سـخت افزا
دليل عـدم پرهيـز از    طلبد. لذا به سرعت بيشتر را نيز مي

محاسبات طولاني و عدم دسترسي به سخت افزارهـاي  
با سرعت بالا، در كـار حاضـر سـعي شـده اسـت كـه       

  رينولدز پايين باشد.اعداد محاسبات محدود به 
  

در فرآيندهاي حل عددي بهتر اسـت    .معادلات حاكم
شـده براسـاس    معادلات حاكم، تعريـف  بعد بياز شكل 
 بعد بيهاي جريان آزاد استفاده شود. لذا معادلات كميت

 دسـت  بهزير  صورت بهدر دوبعد  پذير تراكمجريان لزج 
  آيند:   مي
  ∂W∂t∗ + ∂∂x∗ F(W) + ∂∂y∗ G(W) = 1Reஶ ൭ ∂∂x∗ R(W) + ∂∂y∗ S(W)൱ )17(  
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  ) بردارهاي حالت و شار عبارتند از:17( ةدر معادل  
  

W = ൦ ρ∗ρ∗u∗ρ∗v∗ρ∗E∗൪ , 
F(W) = ێێۏ

ۍ ρ∗u∗ρ∗u∗ଶ + p∗ρ∗u∗v∗(ρ∗E∗ + p∗)u∗ۑۑے
   ,  ې

G(W) = ێێۏ
ۍ ρ∗v∗ρ∗v∗u∗ρ∗v∗ଶ + p∗(ρ∗E∗ + p∗)v∗ۑۑے

 ,  ې
R(W) = ێێۏ

ۍ 0τ୶୶∗τ୶୷∗τ୶୶∗ u∗ + τ୷୶∗ v∗ + q୶∗ ۑۑے
   ,  ې

S(W) = ێێۏ
ۍ 0τ୷୶∗τ୷୷∗τ ୷୷∗ v∗ + τ୶୷∗ u∗ + q୷∗ ۑۑے

 ې

)18(  

  

هـاي  مؤلفـه ترتيـب   بـه  yو  xلازم به ذكر است كه   
نيـز   vو  uافقي و عمودي دستگاه مختصات كـارتزين،  

  شود.هاي سرعت متناظر با آنها محسوب ميمؤلفه
  

بـا    .KEPاستخراج شارهاي عددي براسـاس طـرح   
دلخـواه   ة) روي يـك شـبك  17( بعـد  بـي  ةانفصال معادل

 pهاي مجاور ، گرهo هاي حجم كنترلي دوبعدي با گره
ــا تقريــب ( opو محــل وجــوه  ، شــارهاي )8مطــابق ب

جايي غيرلزج در محل هـر وجـه از طريـق طـرح      جابه
KEP طـور  بـه ميانگين حسـابي هـر كميـت     صورت به 

  عنوان مثال: د؛ بهنگرد جداگانه، محاسبه مي
  

ێێۏ
ۍ ρ∗u∗ρ∗u∗ଶ + p∗ρ∗u∗v∗(ρ∗E∗ + p∗)u∗ۑۑے

ې
୭୮

= ێێۏ
ۍێ ρത୭୮ ∗  uത୭୮∗ρത୭୮∗ uത୭୮∗ ଶ + pത୭୮ ∗ρത୭୮ ∗  uത୭୮∗  vത୭୮ ∗ρത୭୮∗  uത୭୮∗  Hഥ୭୮ ∗ ۑۑے

  )19( ېۑ

  
كـه   بـا توجـه بـه ايـن     انـرژي  ةجملات شار معادل   H∗ = E∗ + ୮∗∗ براساس طـرح  ندمحاسبه شده ا .KEP ،

تـوان   هاي لزج نيـز مـي   در مورد شارهاي ناشي از تنش
  مشابه عمل كرد؛ براي مثال: طور به

  

ێێۏ
ۍ 0τ୶୶∗τ୶୷∗τ୶୶∗ u∗ + τ୷୶∗ v∗ + q୶∗ ۑۑے

ې
୭୮

= 

ێێۏ 
ۍێ 0τത୶୶ ∗ ୭୮τത୶୷ ∗ ୭୮τത୶୶ ∗ ୭୮ uത୭୮∗ + τത୷୶∗ ୭୮ uത୭୮∗ + qത୶∗ ୭୮ۑۑے

  )20( ېۑ

  

براي پيشـروي زمـاني    KEPدر طرح   .زماني پيشروي
. [2]ي شو پيشـنهاد شـده اسـت    ا هحلحل، روش سه مر
) در دوبعد با سطح سـلولي  8منفصل (-اگر تقريب نيمه A୭:به شكل زير در نظر گرفته شود ،  

  A୭ ∆W୭∆t + F୭୮(W) = 0 )21(  
  

W୭∆  كه در آن: = W୭୬ାଵ − W୭୬ , F୭୮(W) =  F୭୮୧  S୭୮୧୮   

  

) 21منفصــل (-روش شــو براســاس تقريــب نيمــه  
  شود:زير بيان مي صورت به

  W୭ = W୭୬ W୭ଵ = W୭ − αଵ ∆tA୭ F୭୮(W) W୭ଶ = 34 W୭ + 14 W୭ଵ − αଶ ∆tA୭ F୭୮(Wଵ) W୭ଷ = 13 W୭ + 23 W୭ଶ − αଷ ∆tA୭ F୭୮(Wଶ) W୭୬ାଵ = W୭ଷ 
)22(  

  
  كه ضرايب هر مرحله برابر است با:

ଵߙ   = 1  , ଶߙ   = 14  , ଷߙ   = 23   
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جريـان    
و عـدد      
مـرزي   
ت اين 
 ابق بـا 

ر است 
 صريح 

عـرض    
ر شـده  
رزهاي 
شـرايط    
 تمـام    

يك، ة، شمار هشتم

ودن هيچ نـوع ج
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تخت ةروي صفح
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16/288

يـن مرحلـه، ج
دد مـاخ بـالا و
خت با شـرط م

شود. مشخصات ي
 اين شرايط مطا

لازم به ذكر. سه)
روش ،[7]جع 

ل بـا طـول و ع
كنواخت اختيار
 است كه در مر
هـاي جريـان ش
 مـرز خروجـي

هسال بيست   و

بدون اضافه نمو
موفقيت حل كند
كافي ريز بـا تعـ
»ن استفاده شود.

شود تا ادعـا مي
ررسي قرار گيرد

باشد كه مشخ ي
) آمده1 جدول (

  
= ص سيال هوا در دما ಮܞ܋ಮܘ܋

) ஶܘ܋  (۹.ܓ۸

4/1  1006  

  
صات جريان آزاد ر

ஶ܉ۻ܀ = ஶ܋ஶ܃  

4  
  

در اي.  تخـت  ة
صـوت آرام (عـد

تخ ةي يك صفح
ر نظر گرفته مي

است؛) آمده 2
منظور مقايس  (به
رفته در مرج كار
  شد.
يك مستطيل ان،

يك كاملاً اي شبكه
تي بدين صور

راي تمام متغيره
و در گـردد  مي

اط ناگهاني را ب
ف مصنوعي با م

ك ةبه انداز اي كه
 رينولدز جريان
در ادامه سعي

هايي مورد بر ون
 پژوهش، هوا مي

كلوين در 288

خواص  1جدول  ܛܕ)ஶ܋  ஶ ಮಮܚ۾(

/340  72/0  

مشخص  2جدول 

ஶ܍܀ = ૉஶ܃ஶૄۺஶ
1000  

ةون اول: صفح
مافوق ص پذير م

لدز پايين) روي
باتيك (عايق) در
ان در جدول (

باشد مي [7] جع
ك بهروش عددي 

باش كورمك مي-
حل جريا ةدامن
شبا  8/0و  1 عد

ت. شرايط مرزي
دي و بالايي، بر
مان آزاد اعمال 
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حـل محاسـ ةك  
حـ ةحـوز تمـام

خواه همانند شـك
 شود: ر بيان مي

t = Ao ൈ CFLλොx + λොy
[6هستند  yو  xين شــعاع ضــم

  دوبعدي ةشبك

  ج
حل عددي مستق

روي صـفحـزج
K   شـو ارائـه مـي

ت نياز يا عدم نيـ
ي پايـداري حـل
 شد. جيمسون

[2]:  
K توانسـته اسـ

 تمـاس و نـواح

حاسباتي در مكانيك
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كترين آن براي ت
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t∆ زماني مجاز 
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ارائه و
د به، نتايج بخش
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جملات اتلاف مص

پ اي ضربه موج 
ادعا ك KEPرح 

هاي عد ر آزمون
، ناپيوستاي ضربه

علو ةنشري
  

گام زمان
دقت زم
كوچكتر
با عدد ك
گام زمان

گردد مي
انتخاب

) گام2(
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تسخير
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ــز  و ري

با هم  
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شـده   
KE را 

 روش 
تـلاف   
ـزايش   
ز بـين   

  ب). -

سيدمجيد ملك ج -

رود  انتظار مـي 
شبكه بيشتر شود

د بـه فشار ثابـت  
درشــت و ةــبك 
)180ൈ200(و 
درشت با ح ةبك
همگرانوساني  

ــري طــرح  EPت

م عددي (مانند
بـدون ات )[7]ع  
بـا افـ شوند. مي
تقريبـاً ازآمده  ت
-3(شكل  آيد ي

  

 

Reஶ =(  

-صالح عباسي مود

آيد. بنابراين  مي
 افزايش نقاط ش
توزيع خطوط فش
ــ ذكور در دو ش

و )50ൈ60(قاط 
زيع فشار در شب

به حلي نوعي،
ــف). ــن  ل برتاي
مرسومهاي طرح

رفته در مرجـع 
 شرايطي واگرا م

دست به ت فشار
مي دست بهسبي 

1000Reஶ  )؛ =

  Maஶ =    ،1000

 ب

ص 

م دست بهتري  ق
با KEPج طرح 

) ت3در شكل (
ــذ ــرح م ده از ط
تيب با تعداد نقا

اند. توزسه شده
لات اتلاف مصن
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4Maஶت ( =    ،0
  )180ൈ200( ةك

=η )4 حسب متغير
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رعت وجـود دار
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ت جريان در انتهاي

 الف

 ...جريان لزج

شوند. ش يابي مي 
هاي سر ي مؤلفه

 روي صـفحه ا
شود. در حل مي
براي پ 5/0انت

مه نتايج حل ع

طور كه همان  .ه
ف جملات اتـلا
ددي مسـتقيم م
 كردن شبكه (به
 رينولـدز جريـ

توزيع خ  3شكل 

سرعت بعد بيوفيل

ي عددي مستقيم ج

ي ي جريان برون
وي صفحه براي
چگالي و فشـار
لايي جايگزين م
ني با عدد كورا

شود. در ادام  مي
  ه خواهد شد.

يش نقاط شبكه
KE دليل حذ به

ت، براي حل عد
با ريزيي ها حل

عـدد ة از مرتب ـ

پرو  4شكل 

سازي شبيه
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مقدار چ
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 بعـد  بـي ) پروفيـل سـرعت   4شـكل (   .پروفيل سرعت
تخـت   ةجريان مافوق صوت آرام را در انتهـاي صـفح  

صـورت زيـر)    (تعريف شده به η بعد بيبرحسب متغير 
η  دهد. نشان مي = yx ඥRe୶ )24(  

  

  كه در آن:
  Re୶ = ρஶUஶxμஶ   
  

پـايين بـودن عـدد رينولـدز،      دليل بهدر اين حالت   
و پروفيل سرعت شيب ملايمـي دارد.   استجريان آرام 

15η(تقريباً در محل  اي ضربه ةلاي ةبا رسيدن به لب = ،(
اخـتلاف فشـار طـرفين ايـن لايـه، در پروفيـل        دليل به

آيـد.   وجـود مـي   به (شكستگي) سرعت افزايش ناگهاني
است  اي ضربهبين سطح و موج  اي ناحيه، اي ضربه ةلاي

شـدن سـرعت   صـفر  بالا بودن عـدد مـاخ و    دليل بهكه 
) 4شود. در شكل ( جريان در ابتداي صفحه، تشكيل مي

بـا حـل    KEPآمـده از طـرح    دسـت  بهپروفيل سرعت 
مقايسه شـده اسـت. مطابقـت خيلـي      [7]عددي مرجع 

شود كـه   باشد. مشاهده مي مشهود مي خوب نتايج كاملاً
ذف جملات اتلاف مصنوعي) هيچ نوساني (ناشي از ح

  در پروفيل سرعت وجود ندارد.
  

جريـان   بعد بي فشار) تغييرات 5شكل (  .پروفيل فشار
در انتهاي  η بعد بيرا برحسب متغير  مافوق صوت آرام

شود كـه فشـار    مشاهده مي دهد. نشان مي تخت ةصفح
از روي سـطح تـا    اي ضـربه  ةتشكيل لاي دليل به جريان
ايــن لايــه  ةلبــبرابــر فشــار جريــان آزاد در  5/2 تقريبــاً

)15η افزايش و به سرعت با خروج از آن تا فشـار   )=
) پروفيــل 5در شــكل (يابــد.  جريــان آزاد كــاهش مــي

بـا   بدون اتـلاف مصـنوعي   KEPآمده از طرح  دست به
حـل حاضـر    ؛مقايسه شده است [7]حل عددي مرجع 

نوسان، همخـواني  ، فارغ از هر گونه با دقت قابل قبولي
  دهد. مناسبي با نتايج عددي مرجع مذكور ارائه مي

  

  
فشار جريان در انتهاي صفحه تخت  بعد بيپروفيل   5شكل 

η )4Maஶ برحسب متغير =    ،1000Reஶ =(  
  

 KEPطـرح    .وابستگي طرح به شبكه و عدد رينولدز
ها را حل كند كه  تواند بدون اتلاف ناپيوستگي زماني مي

عدد رينولدز جريـان باشـد؛    ةنقاط شبكه، از مرتبتعداد 
زمان بـا افـزايش عـدد رينولـدز، نقـاط       ي كه همطور به

. در [2]شبكه هم متناسب با تواني از آن افـزايش يابـد   
) نيـز  Reୡاين زمينه از تعريف عـدد رينولـدز سـلولي (   

  توان كمك گرفت: مي
  Reୡ = ρ୭V୭ ඥVol୭యμ୭   )25(  
  

براي داشتن يك حـل عـددي    شبكهلذا تعداد نقاط   
اي باشد  بايد به اندازه KEPپايدار و غيرنوساني با طرح 

. در [4]واحـد شـود    ةكه عدد رينولدز سـلولي از مرتب ـ 
 اسـت.  oسرعت كلي جريان در سـلول   V୭) 25( ةرابط

در جريان مافوق صوت آرام با شرايطي كـه در جـدول   
بـدون   KEP، نتايج تقريباً خوبي با طرح است ) آمده2(

1000Reஶاتــلاف حاصــل شــد. در ايــن حالــت ( = ،(
ــبكه   ــ  12000ش ــاً از مرتب ــه تقريب ــه دارد ك  Reళఱ ةنقط

  باشد. مي

P/Pinf
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  جعفريان

ـان در  
ت حـل  
. نتايج 

M ([8] 
 پــذير م

قايســه  

جريـان    
 بعد بي 

 ةشـبك     
ت. اين 
ـادلات  
 دســت

اي در  
ز سطح 
شـبكه  
 شـود.    
 همـان   
رهـاي    
ش روي     
رقـرار    
يـل از     

د مـاخ    
 كردن 
) ൈ250 ة شبك

شـاهده   
شـي از      
ـط بـه   
شـان از     
 عـدم    

ب)، -7
، [1] د

سيدمجيد ملك ج -

د؛ شرايط جريـ
اهش محاسبات

شود.  فرض مي
Mittalل (ج ميتـا  

تــراكمســتوكس 
ــدار) مق دود پاي

جـا معـادلات ج
ل وتر ايرفويل،

ويـل بـا يـك ش
وشيده شده است
 طريق حل معـا

ــهايرفويــل  ة د ب
دايره صورت به 

كافي از ةه انداز
كاملاً درون ش ي

رسـتي اعمـال
محاسـباتي ه ةن ـ

ز آن، كـل متغير
ط عـدم لغـزش
رعت جريـان بر
ي سـطح ايرفوي

  شود.

) توزيـع عـدد7
KE بدون اضافه

ازاي دو نتايج به
120ൈمتوسـط ( 

الـف) مش-7ل ( 
ول ايرفويـل ناش

متوسـ ةـا شـبك  
ه اسـت كـه نش
هـاي ديگـر در
7كه در شـكل ( 

تأييد ذاتي مورد 

-صالح عباسي مود

گرد  استفاده مي
كا منظور بهست. 

ز جريان پايين
 حالت با نتـايج

اس-دلات نــاوير
ي المــان محــد

ج ست كه در اين
ريان آزاد و طول
ريـان روي ايرفو
ق بر هندسه، پو

O-m كه از است
Pة) روي هندســ

طراف ايرفويل
 اين مرز بايد به

اي ضربهتا امواج 
در ط مـرزي بـه  

رز ورودي دامنـ
 و در خـروج از

شـوند. شـرط ـي 
هاي سـر مؤلفه 

ر و چگـالي روي
ش يابي مي ح برون

7شكل (  .شبكه
EPصل از طرح 

دهد. ن نشان مي
م ة) و شبك500

ست. در شـكل
عـدد مـاخ حـو
ف مصنوعي، بـ

همگرا شـدهني 
ه نسبت به طرح
زايش نقاط شبك

اتلافات ةغلب ل

ص 

تخت دارد، ةح
) آمده اس3ول (

ي، عدد رينولد
در اين KEPح

ل عــددي معــاد
هــا ســاس روش

  شود.
لازم به ذكر اس
ساس شرايط جر
شوند. ميدان جر

نطبقيكنواخت م
meshكه از نوع 

Poissonســون (

يد. مرز بالايي ا
شود.  گرفته مي

ويل دور باشد ت
و شرايط بگيرند

يط جريان در مر
يط جريان آزاد

يابي مـ ان برون
ح ايرفويل براي

ار فشـارت. مقـد 
هاي بالاي سطح

افزايش نقاط ش
ل ايرفويل، حاص
ف مصنوعي را

300ൈ0ي ريز (
م مقايسه شده ا
شود كه توزيع ع

ف جملات اتلاف
نوسانهر چند  ي

KEPي طرح 

با افزرايي دارد. 
دليل بهانات حل 
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ش مي

حذف
حلي
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نوسا

لولي را در حالـ
دد رينولدز سلو

حد) متغير اسـت
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K ) ،انرژي جنبشي بر واحد حجمJ/mଷ(  L ) ،طول مشخصهm(  Ma عدد ) ،بعد بيماخ(  p ) ،فشارPa(  Pr ) ،بعد بيعدد پرانتل(  

q୨  ݆شار هدايت حرارتي در جهت دلخواه ،
)W/mଶ(  Re) ،بعد بيعدد رينولدز(  Reୡ ) ،بعد بيعدد رينولدز سلولي(  S بردار مساحت هر وجه از سلول شبكه  t ) ،زمانs(  T) ،درجه حرارتK(  

u୧ ݅سرعت جريان در جهت دلخواه  ةمؤلف ،
)m/s(  Uஶ ) ،سرعت جريان آزادm/s(  

u, v 
هاي افقي و عمودي سرعت در دستگاه  مؤلفه

   jمكان در جهت دلخواه  ةمؤلف x୨  بردار متغيرهاي جريان mଷ(  Wحجم يك سلول از شبكه، m/s(  Vol )سرعت كلي جريان محلي، ( V  مختصات كارتزين

x, y 
عمودي در دستگاه مختصات جهات افقي و 

  كارتزين
  

  علائم يوناني

α୬ كوتا، -ضريب هر مرحله در روش رانگ ݊ = 1,2, …  γ بعد بيحرارتي، ( ةنسبت گرماهاي ويژ(  δ୧୨ تابع دلتاي كرونكر  ηمتغير تشابهي در لايه) ،بعد بيمرزي(  λشعاع ) ،بعد بيضمني ماتريس ژاكوبين شار(  μ ) ،لزجت طبيعي سيالkg/m. s(  ρ ) ،چگاليkg/mଷ(  τ୧୨ تانسور تنش) ،هاي لزجPa(  
  

  بعديسه ةدر شبك oمحل وجه، قبل گره  o  poهاي مجاور محل گره p  بعديسه ةدر شبك oمحل وجه، بعد گره op  بعديسه ةمحل گره در شبكo  محل گره مرزي در شبكه b  شرايط جريان آزاد ∞  ها زيرنويس

x, y 
و عمودي در دستگاه مختصات  جهات افقي

  كارتزين
  

,i  شده بعد بيمتغير  ∗  ميانگين حسابي يك متغير جريان بين دو گره̅  ها بالانويس jجهات دستگاه مختصات كارتزين  
  

  
  مراجع

  
1. Chandrashekar, P., "Kinetic energy preserving and entropy stable finite volume schemes for 

compressible Euler and Navier-Stokes equations", TIFR Center for Applicable Mathematics, 

Bangalore, India, (2012). 

2. Jameson, A., "Formulation of kinetic energy preserving conservative schemes for gas dynamics and 

direct numerical simulation of one-dimensional viscous compressible flow in a shock tube using 



  1395يك،  ة، شمارو هشتمسال بيست     علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك ةنشري
  

30  

entropy and kinetic energy preserving schemes", Aerospace Computing Laboratory, Report ACL 

2007–2, Stanford University, (2007). 

3. Allaneau, Y., Jameson, A., "Direct numerical simulations of a two dimensional viscous flow in a 

shock tube using a kinetic energy preserving schemes", 19th AIAA Computational Fluid Dynamics 

Conference, AIAA 2009-3797, San Antonio, Texas, June 22-25, (2009). 

4. Allaneau, Y., Jameson, A., "Direct numerical simulations of plunging airfoils", 48th AIAA 

Aerospace Sciences Meeting Including the New Horizons Forum and Aerospace Exposition, AIAA 

2010-728, Orlando, Florida, January 4-7, (2010). 

5. Allaneau, Y., Jameson, A., "Kinetic energy conserving discontinuous galerkin scheme", 49th AIAA 

Aerospace Sciences Meeting including the New Horizons Forum and Aerospace Exposition, AIAA 

2011-198, Orlando, Florida, January 4-7 , (2011). 

6. Swanson, R.C., Turkel, E., "On central difference and upwind scheme", J. Comp. Phys., 101, pp. 

297- 306, (1992). 

7. Anderson, J.D., "Computational Fluid Dynamics the Basics with Applications", McGraw-Hill, New 

York, (1995). 

8. Mittal, S., "Finite element computation of unsteady viscous compressible flows", Journal of 

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, No. 157, pp. 157-175, (1998). 
 


