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  اي با استفاده از توابع گرين بار حلقوي تحليل نيم فضاي ايزوتروپ جانبي تحت اثر صفحه صلب دايره
  

 )2(قادي مرتضي اسكندري    )1(بهرستاقي عزيزاالله اردشير

  
اي بـا   صـلب دايـره   ي جانبي اسـت كـه تحـت اثـر صـفحه     ) ايزوتروپ(سان  فضا با رفتار هم  تحليل يك نيم ،اصلي اين مقاله هدف  چكيده

 -نـواكي  -ابتدا با مجزاسازي معادلات تعـادل بـا اسـتفاده از توابـع پتانسـيل هـو       ،بدين منظور. فضا قرار دارد تغييرمكان دلخواه روي سطح نيم
براي بار با توزيع رينگي بـا امتـداد    اي آمده با استفاده از سري فوريه و تبديل هنكل در دستگاه مختصات استوانه دست لخنيسكي، معادلات به

پس از آن با اعمال نيرو بـا توزيـع   . آيند دست مي ههاي محيط به عنوان توابع گرين تغييرمكان و تنش ب ها و تنش دلخواه حل شده و تغييرمكان
ها تحت اثـر تغييرمكـان    كه هدف تعيين تنش بسته به اين .شود متفاوت، تغييرمكان زير بار تعيين مي هاي ل در حلقهمجهو ي حلقوي و با دامنه

نيـرو بـا توزيـع     ي هلب اعمال شده و دامن ـص ي هفضا در تماس با صفح قائم، افقي و يا چرخشي صلب باشد، شرايط هر يك به تغييرمكان نيم
سـان بـر نتـايج موجـود      محيط هـم  ي هشود كه نتايج به دست آمده براي حالت ساد نشان داده مي. شود ميهاي متفاوت تعيين  حلقوي در حلقه

سـاني متفـاوت ارائـه شـده و      جانبي با نـاهم  سان هم ي ها، نتايج براي چند نوع ماده ساني بر تحليل به منظور نشان دادن اثر ناهم. باشد منطبق مي
  .شوند مقايسه مي

  

  .يم فضا، ايزوتروپ جانبي، توابع گرين، ديسك صلب، بار حلقوين  كليدي هاي واژه

  

Analysis of Transversely Isotropic Half-Spaces under the Effect of a Rigid Circular Plate 
Using  Ring Load Green’s Functions 

 

A. Ardeshir-Behrestaghi   M. Eskandari-Ghadi 
 
 

Abstract  The main goal for this research is to analyze a transversely isotropic half-space under the 
effect of a circular rigid disc attached on the surface of the domain. To do so, the potential method is used 
to uncouple the Navier’s equilibrium partial differential equations. Utilizing Hu-Nowakii-Lekhnitskii 
potential functions and both Fourier series and Hankel transform, the displacements and stresses Green’s 
functions are determined for a surface ring load in a cylindrical coordinate system attached to the 
domain. Then, the effect of circular rigid disc is seen by applying some ring loads of unknown amplitudes, 
depends on the direction of displacement of the disc, which may be vertical, horizontal or rocking 
displacement. The amplitudes of the different ring loads are determined by satisfying the displacement 
boundary conditions. It is shown that the results are identical to the existing ones for the isotropic case. 
To assess the effect of anisotropy, the results are numerically evaluated for different transversely 
isotropic materials and compared. 
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  مقدمه
هـاي   هـا و حركـت   ها تحت اثر تغييرمكـان  تحليل محيط

هاست كه ذهن محققـان مكانيـك    مدت ،صفحات صلب
مهندســي، تئــوري ارتجــاعي و رياضــيات كــاربردي را  

هـاي   از طرفي بررسـي محـيط  . [6-1]رده است اشغال ك
شايد اولين بررسـي يـك   . ناپذير است  سان اجتناب ناهم
سان تحت اثر نيروي سطحي مربـوط بـه    فضاي ناهم نيم

ــل  ــد [7]ميش ــيط . باش ــي مح ــايج بررس ــت   نت ــا تح ه
توانـد در   هاي صفحات صلب مي ها و حركت تغييرمكان

حليـل  شكل دادن فلـزات در مهندسـي مكانيـك و در ت   
هاي زير شالوده در مهندسي عمـران   ها و تغييرمكان تنش

همـواره تمـاس نيرويـي يـك     . مورد استفاده قرار گيـرد 
هـاي   در لبـه  ،صلب بـا يـك محـيط ارتجـاعي     ي صفحه

ايجـاد رفتـار   صلب و محيط ارتجـاعي   ي هتماس صفح
ايــن موضــوع بــه علــت . نمايــد مــي) Singular( تكــين

مهندسـان و بـه    ي قـه مقاومت محدود اجسام مـورد علا 
محققان رياضيات  ي علت مشكلات تحليلي مورد علاقه

جــايي كــه  از آن. [8 ,6 ,5 ,1] كــاربردي بــوده اســت
معادلات تعادل در تئوري ارتجاعي، معادلات ديفرانسيل 

باشـند، بـه منظـور حـل      با مشتقات جزيي و درگير مـي 
ها نياز به مجزاسازي ايـن   تحليلي و بررسي دقيق جواب

يكي از ابزارهاي قوي و كـاربردي در  . باشد دلات ميمعا
توابـع  . باشـد  اين زمينـه اسـتفاده از توابـع پتانسـيل مـي     

پتانسيل متعددي بـراي جداسـازي معـادلات تعـادل در     
تـوان   اند كه از آن ميان مـي  سان ارائه شده هاي هم محيط

به توابع پتانسيل لامه، لاو، بوسينسك، نوبر و پـاپكويچ،  
 [10]و تابع پتانسيل اسكندري قادي و پك  ]9[گالركين 
قـادر بـه حـل     ،برخي از اين توابـع پتانسـيل  . اشاره كرد

بـه  . مسائل اسـتاتيكي تئـوري ارتجـاعي نيسـتند     ي ههم
تابع پتانسيل لاو كه به تابع كرنشـي لاو نيـز    ،عنوان مثال

تواند مسائلي را حل نمايـد كـه در آن    مشهور است، مي
u curle 0  جا  در اين. استuبردار تغييرمكـان و   ؛

eتوابع پتانسيلي كه قـادر  . باشد يك امتداد دلخواه مي ؛
مسائل باشند را توابع پتانسيل كامل گويند  ي به حل همه

و در مقابل توابع پتانسيلي كه برخـي از مسـائل را حـل    
تـابع  . شـوند  د، توابع پتانسـيل ناكامـل ناميـده مـي    نماين

كامـل   ي كرنشي لاو با اندك اصلاح بـه يـك مجموعـه   
از توابع پتانسيل كامـل ارائـه شـده    . [11] شود تبديل مي

تـوان بـه توابـع     ان جـانبي مـي  س ـ هـاي هـم   براي محيط
، ونگ و ونگ ]13[لخنيتسكي  -نواكي -هو،  [12]اليوت

توابع اليـوت و  . اشاره كرد [15]و اسكندري قادي ] 14[
لخنيتسكي براي حل معادلات تعـادل  -نواكي -توابع هو

و توابع اسكندري قادي براي حل معـادلات حركـت در   
  . گيرد سان جانبي مورد استفاده قرار مي هاي هم محيط

حل دقيق اثـر تغييرمكـان صـفحات صـلب روي       
  انجامـد  فضاها به حل معادلات انتگرالي دوگانـه مـي   نيم

معمولاً براي حل معادلات انتگرالي، با اسـتفاده از   .[2,6]
تبديلات انتگرالي اين معـادلات بـه معـادلات انتگرالـي     

قابل حل ديگـر   ي و يا هر معادله [16]فردهلم نوع دوم 
به علت مشكلات مربـوط بـه معـادلات    . شود تبديل مي

يك راه حل كارا، دقيق و آسـان   ي ارائه ،انتگرالي دوگانه
جـا يـك    در اين .ره مورد توجه محققين بوده استهموا

راه حل ساده ودقيق جايگزين معادلات انتگرالي دوگانـه   
 -در ايـن مقالـه توابـع هـو    . شـود  آمدهاي آن مـي  و پس
و سـادگي   [14]لخنيتسكي به علت كامل بـودن   -نواكي

معـادلات ديفرانسـيل بـا    . گيـرد  مورد استفاده قـرار مـي  
ابـع پتانسـيل در دسـتگاه    مشتقات جزئـي حـاكم بـر تو   

اي با استفاده از سري فوريه در امتـداد   مختصات استوانه
محيطي و تبديل هنكل در امتداد شـعاعي بـه معـادلات    
ديفرانسيل معمولي در امتداد قـائم تبـديل شـده و حـل     

ضرايب ثابت براي شرايط بار حلقـوي تعيـين   . شوند مي
اس جايي كه توزيـع تـنش در محـل تم ـ    از آن. شوند مي

فضا نامشخص است، تنش تماسي را  صفحه صلب با نيم
 ي  هبه صورت تنش حلقوي بـا پهنـاي محـدود بـا دامن ـ    
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مشخص نوشته و با برقراري شرايط تغييرمكـان صـفحه   
بـدين  . شـود  هاي رينگي تعيـين مـي   تنش ي صلب، دامنه

توزيع تـنش تماسـي تعيـين شـده و نشـان داده       ،ترتيب
ها نتايج به سـرعت بـه     لقهشود كه با افزايش تعداد ح مي

بـه منظـور بررسـي    . شـود  گرا مـي  سمت نتايج دقيق هم
سـان جـانبي    هاي هـم  اثرات ناهمساني نتايج براي محيط

. شـوند  هاي متفاوت ارائه شده و مقايسه مي ساني با ناهم
هـاي   تحليل شـالوده  ،هاي نتايج اين مقاله يكي از استفاده

  .باشد مي سان جانبي هاي هم صلب متكي بر محيط
  

  ها معادلات حاكم و حل آن
سـان جـانبي طـوري در نظـر گرفتـه       فضاي هـم  يك نيم

آن عمـود بـر   ) سـاني  هـم (شود كه محور ايزوتروپي  مي
اي  دسـتگاه مختصـات اسـتوانه   . فضا باشد سطح آزاد نيم

(o : r, , z) شود كه در آن امتداد  طوري قرار داده ميz 
تعريـف   z>0فضـا بـا    ني بوده و نـيم سا موازي محور هم

معادلات تعادل بر حسب تغييرمكان، براي حـالتي  . شود
 ذيـل كه نيروهاي حجمي وجود نداشته باشد به صورت 

    :شود نوشته مي
2 2

11 12
11 2 2 2 2

2 2
11 12

44 2 2

2

11 13 442

2 2
11 12

112 2 2 2

2 2
11 12

44 2 2

11 2

A Au 1 u u 1 u
A ( )

r r 2r r r

A Au 1 v 1 v
A ( )

2 r rz r

1 v w
2A (A A ) 0,

r zr

A A v 1 v v 1 v
( ) A

2 r rr r r

A Av 1 u 1 u
A ( )

2 r rz r

1 u
2A

r

  
   

 
  

  
  

 
  

  

   
   

 
  

  
  




2

13 44

2 2 2

33 442 2 2 2

2 2

13 44 13 44

1 w
(A A ) 0,

r z

w w 1 w 1 w
A A ( )

r rz r r

u 1 u 1 v
(A A )( ) (A A ) 0.

r z r z r z


  



   
   

  
  

    
     

)1( 

wدر اين رابطه  ,v,u هاي بـردار تغييرمكـان بـه     مؤلفه
ــدا  ــب در امت ,zدهاي ترتي , r  ــوده و ــرايب  ijAب ض

را بـه تانسـور    ijباشند كه تانسـور تـنش    ارتجاعي مي
  :سازد مربوط مي ijكرنش 

  
rr 11 rr 12 13 zz

12 rr 11 13 zz

zz 13 rr 13 33 zz

rz 44 rz z 44 z r 66 r

A A A ,

A A A ,

A A A ,

2A , 2A , 2A ,



 



   

      

      

      

        
  

)2(  
66كه در آن  11 12A (A A ) 2   وij (i, j r, , z)   

 ijAضرايب ارتجاعي . باشد هاي تانسور كرنش مي  مؤلفه
  :[13] شوند به صورت زير تعريف مي

  

2

11 13
2 2

33 44 66
2

E
E(1 ) EEA , A ,

E E
(1 )(1 2 ) 1 2

E E

E(1 ) E
A , A , A .

E 2(1 )1 2
E

  
 

    


   

 

 

)3(  
ــه   ــگ در   ؛ E، )3( ي در رابط ــدول يان ــرف م مع
 ـ ؛Eايزوتروپي،  ي صفحه گ عمـود بـر   معرف مدول يان
معــرف ضــريب پواســون در  ؛ايزوتروپــي،  ي صــفحه
يعني جمع شدگي در يـك امتـداد   (ايزوتروپي  ي صفحه

امتداد ايزوتروپي به علت كشش در  ي هدلخواه در صفح
 ؛، )در صـفحة ايزوتروپـي   عمود بر اين امتداد مجدداً
ايزوتروپـي   ي ود بـر صـفحه  معرف ضريب پواسون عم ـ

ايزوتروپـي بـه علـت     ي جمع شدگي عمود بر صـفحه (
 ؛، )ايزوتروپـي  ي كشش در امتداد دلخـواه در صـفحه  

معـرف   ؛ايزوتروپي و ي معرف مدول برشي در صفحه
ايزوتروپـي   ي مدول برشي در صفحات عمود بر صـفحه 

ضـرايب  ) ايزوتـروپ (سـان   مـواد هـم   بـراي . باشـد  مي
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  :شوند تعريف مي ذيلبه صورت  ijAارتجاعي 
  

11 33
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)4( 

معـرف مـدول برشـي و     ؛ ،فوق ي كه در رابطه  
باشد معرف ضريب پواسون مي ؛.  

ــادل     ــادلات تع ــادلات  ) 1(مع ــتگاه مع ــك دس ي
بـه منظـور   . باشند ديفرانسيل درگير با مشتقات جزيي مي

كـه   و  Fمجزا سازي اين معادلات از تـابع پتانسـيل   
باشـند، اسـتفاده    لخنيتسكي مي -نواكي -همان توابع هو

حسـب توابـع   هاي بـردار تغييرمكـان بـر     لفهوم. شود مي
اي و در  در دستگاه مختصـات اسـتوانه   و  Fپتانسيل 

  :[14] شوند نوشته مي ذيلحالت استاتيكي به صورت 
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)6(  
، )1(ت تعـادل  در معـادلا ) 5(روابط  با قرار دادن  

ديفرانسيل كاملاً مستقل از هم و حـاكم بـر    ي دو معادله
  :آيند درمي ذيلبه صورت  و  Fتوابع پتانسيل 

  
F r z r         

2 2 2
1 2 0( , , ) 0, ( , , z) 0,  

)7( 

  :كه در آن

i r

i

i
s z




   


2
2 2

2 2

1
. ( 0, 1, 2) 

)8(  
sو    A A2

0 66 ــاي  . /44 ــلاوه پارامترهـ ــه عـ بـ
2 2
2 1s و s هستند ذيل ي هاي معادله ريشه:  

  
4 2 2

33 44 13 13 44 11 33

11 44

A A s (A 2A A A A )s

A A 0.

   


  

)9(  
  1s  2وs امــا  ،تواننــد اعــداد مخــتلط باشــند مــي

   .[13]توانند اعداد موهومي خالص باشند  نمي
و  Fتوان توابـع   ، مي)7(به منظور حل معادلات   

  را  نسبت به سري . به صورت سري فوريه نوشت 
  :[5]هستند ذيل فوريه مختلط اين توابع به صورت

  
im

m
m

im
m

m

F(r, , z) F (r, z)e ,

(r, , z) (r, z)e ,











 

   




   

)10(  
ام سـري فوريـه    mضرايب  ؛mو mFكه در آن  
  :[5] هستند و  Fتوابع 

  
   2 im

m m 0
1

F , (r, z) F, (r, , z) e d .
2

       


 )11(  

  
) 7(در معادلات ) 11(و ) 10(با قرار دادن روابط   

  :شوند نوشته مي ذيلاين معادلات به صورت 
  

m m mF r z    
2 2
1 2 ( , ) 0,       

 

m m r z  2
0 ( , ) 0,   

)12(  
  

iكه در آن براي    (0, 1, 2):  
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)13                   (2 2 2
2
im 2 2 2 2

i

1 m 1
.

r rr r s z

  
    

 
  

  

با توجه به هندسه و شرايط مرزي مسـئله بسـيار     
نسبت به  ام mباشد كه از تبديل هنكل مرتبه  مناسب مي

  :[5] اده شوداستف ذيلبه شرح  rامتداد شعاعي 
  

 m m
m m 0 m m mF , ( ,z) F , (r,z) r J ( r)dr,        

)14(  

  :ها عبارتند از ن  و تبديل معكوس هنكل آ
  

  m m
m m 0 m m mF , (r,z) F , ( ,z) J ( r) d ,            

)15(  
 mتـابع بسـل نـوع اول از مرتبـه      ؛mJكه در آن   

) 12(در معـادلات  ) 14( ي با قـرار دادن رابطـه  . باشد مي
  :يندآ درمي ذيلاين معادلات به صورت 

  
)1-16(                          m

m m mF z    
 

2 2
1 2 ( , ) 0  

)2-16(                                 m
m m z   2

0 ( , ) 0,  
  :كه در آن

  

)17  (       im id s dz i   2 2 2 2 2( ) . (0, 1, 2)   
ــادلات    ــك  ) 16-2(و ) 16-1(مع ــب ي ــه ترتي ب
 ي مرتبه چهارم و يك معادله ديفرانسيل معمولي ي معادله

. باشـند  ديفرانسيل معمولي مرتبه دوم با ضرايب ثابت مي
  :باشند مي ذيل به صورت) 16(جواب معادلات 

  

                 
z zm

m m m

zm
m m

F z A e B e

z C e

 



    

   

1 2

3

( , ) ( ) ( ) ,

( , ) ( ) ,

  

)18( 
  

  :كه در آن
  
)19                (    s s s        1 1 2 2 3 0, , .    
  
ه نيـروي  شـود ك ـ  فـرض مـي   ،)1(مطابق شـكل     

استاتيكي دلخواه به شدت  f r,θ, r  0روي رينگπ  در
z 0 تعريـف   ذيـل گـردد كـه بـه صـورت     اعمال مي

  :شود مي

  
  
  

z

xy

eF

z

xy
eF

e
e

e




  
  

  rسان جانبي تحت نيرو با توزيع حلقوي مؤثر بر حلقه به شعاع فضاي هم نيم  1شكل 
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h v

h h v z

f (r, , r ) f (r, , r ) f (r, , r )

(r r ) (r r )
e e ,

2 r 2 r

    

   
 

 
F F

 

 )الف -20(

  :و در آن
                       h h h

v v z

f (r, , r ) (1 2 r) (r r ) e ,

f (r, , r ) (1 2 r) (r r )e ,

    

    

F

F
  

  )ب -20(

)21(                h r 0 0e e cos( ) e sin( ).     

  

zبر اين اساس شرايط مرزي در   0 عبارتند از:  
  

 

rz

z 0

zz

rz

z 0

zz

(r, , r , z 0) P(r, , r ),

(r, , r , z 0) Q(r, , r ), , (r, , r )

(r, , r , z 0) R(r, , r ),

(r, , r , z 0) 0,

(r, , r , z 0) 0, . (r, , r )

(r, , r , z 0) 0,





      


      
      

    


     
    

 

)22(  

z)نهايـــت دور  در بـــي   )   يـــا(r ) 
هاي تانسور تنش و بردار تغييرمكـان صـفر    مؤلفه ي كليه

ــتند ــط . هسـ ، )22(در روابـ P r, , r ، Q r, , r  و
 R r, , r هاي بـردار بارگـذاري    فهلؤًم f r, , r   بـه

  :باشند به طوري كه مي zو  r ،ترتيب در امتدادهاي 
  

h 0

h 0

v

(r r )
P(r, , r ) cos( ),

2 r
(r r )

Q(r, , r ) sin( ),
2 r

(r r )
R(r, , r ) .

2 r

 
  


 

   


 
 



F

F

F

  

)23(  
بايـد در  ) 22(شرايط مرزي داده شده در روابـط    

گزينـي   تـا بـا جـاي    فوريه نوشـته شـوند   -فضاي هنكل
تابع 3ها، بتوان  در آن) 18(معادلات 

m
A،

m
B و

m
C  را

هـا بـه    هـا و تـنش   بدين منظور تغييرمكان. دست آورد هب
mبا هم تركيب شده تا بر حسب توابع  ذيلصورت 

mF  و
m
m شوند نوشته:  

m
m 1 m 1 mm
m m 3 m

m
m 1 m 1 mm
m m 3 m

2
m 2 m
m 1 m2

dF
u iv i ,

dz

dF
u iv i ,

dz

w (1 )[ ]F ,
z

 

 

     

     


    



  

)24(  
m-1كه در آن   

mu  وm+1
mu   به ترتيب تبديل هنكـل

mو muتـابع   m+1 و مرتبه m-1مرتبه  1
mv   ،m 1

mv    بـه
mو mvابع ت m+1و  m-1ترتيب تبديل هنكل مرتبه 

mw ،
m
m وm

mF تبديل هنكل مرتبه  ،به ترتيبm توابعmw ،
m وmFتوابع پتانسـيل   -چنين روابط تنش هم. باشند مي

  :آيد در مي ذيلفوريه به صورت  -فصاي هنكلدر 
 

   

   

 

2
m 1 m 1 2 m
zrm z m 44 3 2 1 m2

m
m

44

2
m 1 m 1 2 m
zrm z m 44 3 2 1 m2

m
m

44

2
m 2 2 m
zzm 3 13 33 1 33 2 m2

d
i A 1 F

dz

d
A i ,

dz

d
i A 1 F

dz

d
A i ,

dz

d d
A A 1 A F ,

dz dz

 


 


 
             

  




 
            

  




 
          

  

 

 

 

 

m m mm m
rrm 11 12

2
2 2 m

3 11 13 1 13 2 m2

m m mm m
m 11 12

2
2 2 m

3 12 13 1 13 2 m2

m m mm m
r m 11 12

11

u v
A A ( ) i m( )

r r

d d
A A (1 ) A F ,

dz dz

u v
A A ( ) i m( )

r r

d d
A A (1 ) A F ,

dz dz

v u
A A ( ) i m( )

r r

A





     
 

 
         

  

     
 

 
         

  

     
 


  2 m12

m
A

,
2

 

 

)25(  
mكه در آن    1

zrm
 ،m 1

z m

  تبديل هنكل مرتبـه  ... و

m 1 ،m 1 ضرايب ... وm هاي  لفهؤام سري فوريه م
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در فضـاي  ) 22(از تبديل روابـط  . باشند تانسور تنش مي
  :دست آورد هتوان ب فوريه مي –هنكل

m 1 m 1 m 1 m 1
zrm z m m m

m 1 m 1 m 1 m 1
zrm z m m m

m m
zzm m

i P iQ ,

i P iQ ,

R ,

   


   


    

    

 

  

)26(  
  :توان نوشت مي) 25(و ) 26(و از تركيب روابط 

  

44 1 m 44 2 m 44 m3 m
m 1 m 1
m m

44 1 m 44 2 m 44 m3 m
m 1 m 1
m m

m
33 1 m 2 m m

A A A B i A C

P iQ ,

A A A B i A C

P iQ ,

A [ A B ] R ,

 

 

       
 

       
 

   

  

)27(  
  :كه در آن

2 2
i 3 2 i 1

2 213
i i 3 3 i i

33

( ) (1 ),

( ) . i (1,2)

       


         

 

)28(  
توابــع ) 27( ي رابطــهاز حــل دســتگاه معــادلات   

    :آيند دست ميه ب Cmو  mA ،mBمجهول 
2 m

m m m 2
44 33

1 m
m m m 1

44 33

m m
m

3 44

Z1
A (X Y ) ,

I 2A A

Z1
B (X Y ) ,

I 2A A

i(X Y )
C ,

2 A

 
       

 
       






 

)29(  
  : كه در آن

  

m 1 m 1 m 1 m 1
m m m m m m

m
m m 2 1 1 2

X P ( ) iQ ( ), Y P ( ) iQ ( ),

Z R ( ), I( ) .

          

       

 

)30(  
و ) 24(در روابـط  ) 29(گـذاري روابـط    با جـاي   

فوريـه   -، توابع تغييرمكان و تنش در فضاي هنكل)25(
  :آيند ه دست ميب

m m m m
m 1 2

44 33

m 1 m 1 m m
m m 1

44

m m m
2 3

44 33

m 1 m 1 m m
m m 1

44

m m m
2 3

44 33

X Y Z
w ( , z) ( , z) ,

2A A

X Y
u iv ( , z)

2A
X Y Z

( , z) ( , z) ,
2A A

X Y
u iv ( , z)

2A
X Y Z

( , z) ( , z) ,
2A A

 

 


    


    


    


    


    

 

)31(  
m 1 m m
zzm 33 13 1

44

2 m
33 13 3

33

m 1 m 1 1 m m
zr m z m 44 1

44

2 m m
44

44

3 m
44 2

33

d X Y
A A

dz 2A

d Z
A A ,

dz A

d X Y
i A

dz 2A

d X Y
A

dz 2A

d Z
A ,

dz A

 


            
         

              
         

      
   

  

m 1 m 1 1 m m
zr m z m 44 1

44

2 m m
44

44

3 m
44 2

33

m
m m m
rr m 66

1 m m
13 11 1

44

2 m
13 11 3

d X Y
i A

dz 2A

d X Y
A

dz 2A

d Z
A ,

dz A

u v
2A im

r r

d X Y
A A

dz 2A

d Z
A A

dz A

 


               
         

      
   

     
 

          

     33

m
m m m

m 66

1 m m
13 12 1

44

2 m
13 12 3

33

m
m m m m m
r m 66 66 2

44

,

u v
2A im

r r

d X Y
A A

dz 2A

d Z
A A ,

dz A

v u X Y
2A im iA .

r r 2A





 
 
 

     
 

          
         

          
   

)32(  
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ــط فــوق     1،2 ،3،1پارامترهــاي ،در رواب
1هـايي كـه    ها براي حالت و مشتقات آن 2و 2s s  و

1 2s s انـد  الف داده شده ي متفاوت بوده و در ضميمه .
عبارتند mZو mX،mYدر حالت بارگذاري رينگي توابع
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
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)34(  
  

  تحليل تحت اثر شالوده صلب
 ي هسان جـانبي تحـت شـالود    فضاي هم براي تحليل نيم

فضاي مـورد نظـر تحـت     ، نيمaاي به شعاع صلب دايره
N  تشــد رينگــي متفــاوت هــر يــك بــا    فشــار 

i(i = 1, 2,3, , N) , p  ــه ــر حلق ــؤثر ب ــعاع  م ــه ش اي ب
aو پهناي ثابت irمركزي  / N به طـوري   ؛گيرد قرار مي

باشد كه تحت فشار حلقوي  هايي مي تعداد حلقه ؛Nكه 
  ).)2(شكل (ند قرار دار
تغييرمكان هر نقطه از محـيط بـا    ،در اين صورت  

,M(rمختصات  , z) برابر:  
)35                                (

N

i

i 1

W(M) W (M),


  

iWبــه طــوري كــه  ؛باشــد مــي   (M)  تغييرمكــان
اي بـه   مؤثر بر حلقـه  ipعلت فشار حلقوي  به Mنقطه

aو به پهناي  irشعاع  / N  جـايي كـه    از آن. اسـتip 
iWباشد، ثابت مي (M)  34(و ) 31(با استفاده از روابط (

  : رابر است باب

i

i

i i i
n

i 2 0 0
33m 0

i i

W (M) p W (M)

1
p ( , z) J ( r ) J ( r)d d r ,

2 A

m a(i 1) N , n a i N.



 

 
     
  

  

     

)36(  
  

z

p1 p2
p3

pN

1 2 3 N

a

r

1 2 3 N

y

x

a
  

سان جانبي تحت فشار با توزيع حلقوي  فضاي هم نيم  2شكل 
aحلقه هر يك به پهناي Nمؤثر بر / N  

  
اي مـورد مطالعـه    دايـره  ي جايي كه شـالوده  از آن  

نقاط محـيط در محـل    ي كليهباشد، تغييرمكان  صلب مي
اگر اين مقدار ثابت را با . باشد تماس با شالوده ثابت مي

W    نشان دهيم، آنگاه با مساوي قـرار دادن تغييرمكـان
N   ــه iنقط iA (r r , , z 0)    ــا ــه Wب ــه  N، ب معادل

مجهــول  N ،هــا حــل آنكــه بــا   بــه طــوري ؛رســيم مــي
i(i = 1, 2,3, , N) , p  بـا در اختيـار   . شـوند  تعيين مـي

ها، توزيع تغييرمكان و تـنش در هـر نقطـه از    ipداشتن 
تـوان توزيـع فشـار     از اين ميان مـي . محيط معلوم است

چنـين بـا    هـم . تماسي شالوده و محيط را نيز تعيين نمود
بودن شالوده، با تعيين نيروي كل تماسي توجه به صلب 

  :ذيل ي از رابطه
a N

i
v i i

ii 10

p
F 2 r p(r)dr 2 r r .

2 r

 
     

 
  )37(  

از ) )3(شـكل  (بعد فنر متمركز معـادل خـاك    سختي بي
  :ي رابطه
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)38(                                     v
vv

W 66

F
K ,

a A



 

66aعبارت . شود تعيين مي A  جهـت  ) 38( ي در رابطـه
چنـين   هـم .  بعد شدن مقدار سختي اضافه شده است بي

معادل خـاك بـا اسـتفاده از رابطـه      ي سختي فنر گسترده
2

v vvk K a  بـه طريـق مشـابه، بـا      .آيد دست مي هب
هاي افقي و چرخشي، كـه   فرض عدم ارتباط تغييرشكل

ناميـده   relaxedدر ادبيات ايـن موضـوع بـه نـام رفتـار      
تـوان سـختي فنـر متمركـز و گسـترده       ، مـي [2] شود مي

هاي افقي و چرخشي را نيز تعيين  معادل براي تغييرمكان
، U(M)گزينـي  تـوان بـا جـاي    براي اين منظور مي .كرد

iU (M)،iU (M) ،u ،hF  وhhK بــراي  :بــه ترتيــب
W(M)،iW (M)،iW (M)،w،vF وvvK ابـــط در رو

شـود كـه   توجـه  . معـادل رسـيد   hhK، به )38(تا ) 35(
iU (M)    بــه ) 31(  3و ) 31( 2بــا اســتفاده از روابــط

  :آيد دست ميه ب ذيلصورت 
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)39(   
به همين ترتيب براي حركت چرخشي تغييرمكان   

Rبرابر  iAقاط قائم در ن ia r بـه طـوري    ؛باشـد  مي
  .حداكثر تغييرمكان به علت چرخش است Rكه

  

z

r

a a

K vv

K hh

Fv

Fh

  
فضا براي  نمايش شكل شماتيك فنرهاي معادل نيم  3شكل 

 aاي به شعاع  صلب دايره ي صفحه

  نتايج عددي
هـاي قبلـي    يج به دست آمده در بخشنتا ،در اين بخش

بـرآورد عـددي   .  شـوند  به صورت عـددي بـرآورد مـي   
هاي قبلي نياز بـه دقـت    هاي ارائه شده در بخش انتگرال

ها بـا توجـه بـه     چرا كه برآورد اين انتگرال ؛خاصي دارد
بـه   ؛وجود توابع بسل و رفتار نوساني آن آسـان نيسـت  

با دقـت  بوده و بايد ها محدود ن  حد بالاي انتگرال ،علاوه
نـوع مـاده    5براي بـرآورد عـددي،   . مناسب تعيين شود

در اين جـدول  . شود در نظر گرفته مي )1(مطابق جدول 
و  25/0اول ايزوتـروپ بـا ضـرايب پواسـون      ي ماده دو
. باشـند  بوده و مابقي با رفتار ايزوتروپ جانبي مي 33/0

در ايــن  33/0ايزوتــروپ بــا ضــرايب پواســون  ي مــاده
در نظـر   [8] كه لوكو و ميتـا  استاي  دول، همان مادهج

بعد فنـر   مطابق تحقيقات لوكو و ميتا سختي بي. اند گرفته
تحـت   IIشـماره   ي فضا متشـكل از مـاده   قائم معادل نيم

 ي ماده. [8]باشد  مي  00/6اي برابر  صلب دايره ي شالوده
استفاده شـده   [1]در تحقيقات پك و اشلاك  I ي شماره
فضـا متشـكل از    بعد فنر قائم معادل نيم سختي بي. است
اي برابـر   تحـت شـالوده صـلب دايـره     I ي شماره ي ماده
هـا   در اين مقالـه بـا تغييـر تعـداد المـان     . باشد مي 33/5

بعد فنر قائم در هر مورد به دسـت آمـده و از    سختي بي
بعد  سختي بي. شود هاي مناسب تعيين مي آن تعداد المان
با ت آمده از روش ارائه شده در اين مقاله فنر قائم به دس

بـراي    60و  50، 40، 30، 20، 10هاي معـادل   تعداد المان
ليسـت   )2(در جـدول   به دست آمـده و  I ي شماره ي ماده

المـان   10بـراي   ،شود طور كه مشاهده مي ن هما. شده است
 ميزان خطاي نسبي vv(exact) vv(num) vv(exact)K K / K 

المـان، ايـن خطـا برابـر      60ي درصـد و بـرا   49/1برابر 
 60محاسبات بـا   ي كليه ،در ادامه. درصد است 0018/0

تغييرمكـان قـائم سـطح     ،)4(شكل . شود المان انجام مي
. دهــد افقــي نشــان مــي ي فضــا را برحســب فاصــله نــيم
شرايط مرزي تغييرمكاني  ،شود طور كه مشاهده مي همان
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0 ي در فاصله r a   از . طور كامل ارضا شده استبه
 ي بـراي همـه   wجايي كه شرايط مرزي تغييرمكان  آن

در ايـن شـكل    ها تمام تغييرمكان  .يكسان است ،حالات
كه اگر بـه عمـق محـيط     حال آن ؛اند روي هم قرار گرفته

ايـن   ،شـود  ديـده مـي   )5(طور كه در شكل  برويم، همان
دهـد كـه    نتايج نشان مـي . باشند فاوت ميها مت تغييرمكان

، Iكمي متفاوت از مواد  IIتغييرمكان در عمق براي ماده 
IV  وV اما نتايج براي ماده  ؛باشد ميIII   كاملاً متفـاوت

در مـواد   Eتفاوت ضـريب   ،دليل اين امر. از بقيه است
 ـ   هم. باشد متفاوت مي ه دليـل  چنين تنش قـائم درعمـق ب

بسيار متفاوت از مواد ديگر بـوده و   IIIمشابه براي ماده 
شـكل  (كنـد   فرق مي Vو  I ،IVكمي با مواد  IIدر ماده 

طـور كـه    ، همـان ))7(شـكل  (تنش قائم در سطح ). )6(
ديسك با تغييرات سـريع بـوده و    ي رود در لبه انتظار مي

ايـن تـنش    ،رويـم  هر چه به طـرف مركـز ديسـك مـي    
جايي كه تنش قائم در هـر مـاده    از آن. گردد هموارتر مي

هـا   منحنـي  ي با نيروي كل خود نرماليزه شده است، كليه
 )8(اند، حال آنكه مطابق شكل  روي يكديگر قرار گرفته

بدون نرمال كردن رسم شوند، كاملاً متفاوت  ها اگر تنش
تغييـرات تغييرمكـان    )10(و  )9(هـاي   شـكل . باشند مي

  .دهد بر حسب عمق نشان مي افقي و تنش برشي را
سـختي فنرهـاي قـائم و     ،با توجه به مطالب فوق  
دست آمده و در جدول   المان در هر مورد به 60افقي با 

بعد فنر  نتايج مربوط به سختي بي. اند نشان داده شده )3(
قائم با دقت بسيار خوب بر نتايج تحليلي پك و اشلاك  

باشد و نتايج مربوط  منطبق مي [8] و نيز لوكو و ميتا [1]
  .باشند نتايج جديد مي Vو  III ،IVبه محيط 

  
  

  مشخصات مكانيكي مصالح انتخابي  1جدول 
  

  E ماده
(N/mm2) 

E 
(N/mm2)  

G 
(N/mm2) 

G 
(N/mm2) 

 

I ( سان هم ) 50000 50000 20000 20000 0.25 0.25 

II ( سان هم ) 53333 53333 20000 20000   

III ( سان جانبي هم ) 50000 150000 20000 20000 0.25 0.25 

IV ( سان جانبي هم ) 100000 50000 40000 20000 0.25 0.25 

V ( سان جانبي هم ) 150000 50000 60000  20000 0.25 0.25 

  
  

   Iشماره  ي و نتايج عددي اين مطالعه براي ماده  [1]سختي قائم ناشي از نتايج تحليلي پك و اشلاك  ي مقايسه  2جدول 

  

)% اختلاف  ex ac t )K ( n u m )K  ها تعداد المان   

1.49 5.33 5.2503  10 

0.66 5.33  5.2947 20 

0.24 5.33  5.3170 30 

0.11 5.33  5.3240 40  

0.0318 5.33  5.3283  50 

0.0018 5.33 5.3299 60 
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  افقي ي تغييرات تغيير مكان قائم نسبي بر حسب فاصله 4شكل 
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 تغييرات تغيير مكان قائم نسبي بر حسب عمق  5شكل 
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 تغييرات تنش قائم بر حسب عمق  6شكل 
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 افقي ي تغييرات تنش قائم نرمال شده بر حسب فاصله 7شكل 
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 افقي ي تغييرات تنش قائم بر حسب فاصله 8كل ش
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 تغييرات تغيير مكان افقي نسبي بر حسب عمق  9 شكل
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 تغييرات تنش افقي بر حسب عمق  10شكل 

 
 

  هاي متفاوت بعد فنرهاي قائم و افقي در محيط سختي بي  3جدول 
 

  

  

  

  

  

  

  
  گيري نتيجه

فضاي ايزوتروپ جـانبي تحـت    در اين مقاله يك نيمدر 
اثر بار حلقـوي دلخـواه در سـطح قـرار گرفتـه و از آن      

يرمكان و تنش براي بار حلقوي به دست توابع گرين تغي
بدين منظور معادلات حاكم بر مسأله به وسيله .  اند آمده

نواكي مجزاسازي شـده و  -هو-توابع پتانسيل لخنيتسكي
معادلات حاكم بر توابع پتانسيل به كمك سري فوريه و 

قضـيه تبـديل    اسـتفاده از   اند و با تبديل هنكل حل شده
رت انتگرالهاي يـك بعـدي   معكوس هنكل نتايج به صو

به طور واضح با ميل شعاع بار حلقوي به .  اند شدهارائه 
بـا  . صفر توابع گرين براي بار متمركز نتيجه خواهند شد

استفاده از توابع گرين بدست آمده، سختي فنرهاي افقي 
و قائم ناشي از قرارگيري يـك شـالوده صـلب بـر روي     

شـكل   نظـر بـه صـورت تحليلـي بـه      فضـاي مـورد   نيم
هاي يك بعدي ارائه شده و به منظور ارائه نتـايج   انتگرال

هـاي حلقـوي بـا فشـار ثابـت       عددي با استفاده از المان
نشان داده شده است كه با اختيار . اند برآورد عددي شده

هـاي   تعداد محدودي المان با فشار ثابت نتايج در محيط
ر د. شود ايزوتروپ به سرعت به نتايج تحليلي همگرا مي

ــراي   نهايــت ســختي بــي بعــد فنرهــاي افقــي و قــائم ب
جـانبي نيـز بـرآورد شـده و بـه        هـاي ايزوتـروپ   محيط

 .اند صورت جدول ارائه شده

ها تعداد المان  
h hK  vvK  ماده 

60  4.56012  5.32990  I 

60 4.78812  5.99614 II 

60 4.64967  9.48866 III 

60 3.34287  3.00696 V  

60 2.77957  2.17662  IV 
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  الفي  ضميمه
  

1ارامترهاي پ 3 2 1, , ,   2و 1تي كه ها براي حال مشتقات آن و 2s s است:  
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