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  ياتفاق يبا خواص مواد و بارگذار ريت ي شانهيانداحتمال  ليتحل
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وابسته به  ياتفاق يكياستات يبارگذارتحت  ياتفاقمواد  يها يژگيوتحت خمش با  ريت ليتحل يبرا يتميالگورحاضر،  ي مقالهدر   دهيچك
كه خواص مواد  شود يماست سبب  ديتولساخت و  فرآينداز سطوح مختلف  يناشخواص مواد كه بودن  يتفاقا. تمكان ارائه شده اس

و متعاقباً پاسخ را تحت  باشد مي ياتفاق زين يا سازه يسفت سيماتربودن خواص مواد،  ياتفاق ليبه دل. باشندداشته  يتفاقا مختلف يساختارها
دارند كه در  ياتفاق يتيماه... و مايهواپخودرو، بال  ايمختلف مانند اجز يها سازهاز  ياريبسوارد بر  يبارها گريد يسواز . دهد يمقرار  ريتأث
بالا، همراه  نانياطم تيقابلمتعارف با  يها روش ي هيبر پا يا سازه يطراح؛ لذا گردند يمفرض  نيمعبه صورت  يا سازهمعمول  يها ليتحل
 ياتفاق يبارگذاربا فرض خواص مواد و  ريت يبرا ييجا هجاب اريمعبر اساس  يريپذ رييتغمقاله، پاسخ  نياشده در  طبق روش ارائه. باشد ينم

 ي محاسبه يبرا يروشلازم به  راتييتغمذكور با انجام  تميالگور چنين هم. قرار گرفته است يبررسمورد  يعدد يها مثالمحاسبه شده و توسط 
عدم  طيشرادر  ريت نانياطم تيقابلمربوط،  يها مثالدر  يريكارگ بهگسترش داده شده و پس از  ،تنش اريمعبر اساس  ريت يريپذرييتغپاسخ 
  .مجاز محاسبه شده است ييجا هجاب اريمع، بر اساس يبارگذارخواص مواد و  تيقطع

، يهمبستگخود  ، تابعيفيط يچگال، تابع ياتفاق يكياستات يبارگذار ،ياتفاق، خواص مواد ريتخمش  يكياستات ليتحل  هاي كليدي واژه
   .پاسخ يريرپذييتغ
  
  

Reliability Analysis of Beams with both Random Material Properties and Random 
 Loading Conditions 
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Abstract  In the present paper, an algorithm is presented for reliability analysis of beams with random 

material properties under static spatially random loads. The randomness may be due to the employed 

manufacturing process that leads to components with slightly different microstructures. Since the 

material properties are random, the stiffness matrices and subsequently, the response will be of random 

natures. On the other hand, majority of the service loads of some structures, e.g. airplanes, vehicles, and 

machining equipments are random. Therefore, special techniques should be utilized. In the present paper, 

variability of the response is determined and discussed through various examples. The proposed 

algorithm is extended to include a stress-based analysis. Finally, reliability of the beam is evaluated in 

the treated examples. 

Key Words  Static analysis of beams, random material properties, power spectral density, correlation, 

variability of the response. 
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 مقدمه

سـازه   يطراحاستفاده از روش المان محدود در امروزه 
روش  كيبه عنوان  يجهانبه صورت ، نيماش يو اجزا

كـه تـاكنون    ييهـا  لي ـتحل. شده است رفتهيپذاستاندارد 
با خواص مـواد   ييها سازه يرواساساً بر  اند شدهانجام 

؛ اند بوده نيمع يبارگذار طيشراو  يهندس يپارامترهاو 
خواص مـواد   ريمقاد، يا سازهمعمول  يها ليتحلدر لذا 

و  يچگـال پواسـون،   بيضـر ، تهيس ـيالاست بيضرمانند 
 نيمع ـو سـاده معمـولاً    يتيكامپوز يساختارهادر  رهيغ

خواص مواد  يذات تيقطععدم  ليبه دل. شوند يمفرض 
 دي ـتولسـاخت و   فرآينـد از سـطوح مختلـف    يناشكه 

 ـ تـوان  ينمخواص را  نيا قيدق ريمقاداست،  دسـت  ه ب
به . اند يتصادفبه صورت  عتاًيطبآورد، لذا خواص مواد 

جـرم و   سيمـاتر بـودن خـواص مـواد،     يتصـادف  ليدل
 اتيخصوصبودن  ريمتغ. اند يتصادف زين يا سازه يسخت
در بردارها  يآمار راتييتغسبب  يسختجرم و  سيماتر
  .دهند يمقرار  ريتأثو متعاقباً پاسخ را تحت  شوند مي

 يهـا  يبارگـذار تحـت   يهـا  سـازه  گريد يسواز   
را  نيمع ـوابسته به زمان با ساختار المان محدود  ياتفاق
مــواد و  اتيخصوصــ. انجــام داد يآســانبــه  تــوان يمــ

 فـا يا هـا  ليتحل نيادر  يمهم اريبسسازه نقش  ي هندسه
 اتيخصوص نيا ريمقاددر  يرييتغ، هر نيبنابرا. كنند يم

در . دهد يم رييتغپاسخ سازه را  يا ملاحظهقابل  به طور
 ـ و يهندس ـ اتيخصوص زين يعمل يها ليتحل يبرخ  اي

سـازه، بـا    يط ـيمح راتيي ـتغ ليبه دلمواد،  اتيخصوص
  .كنند يم رييتغزمان 
 يبارگـذار تحـت   يهـا  بـار سـازه   عيتوز چنين هم  
 ،بـه عنـوان مثـال   . نامعلوم است يعيتوزعملاً  يكياستات
 يدارا يريبـارگ در هـر   لريتر يكف كيوارد بر  يبارها
 لي ـتحل؛ لذا است گريداز دفعات  يمتفاوت يمكان عيتوز
 ـتوزبـا در نظـر گـرفتن     يكياستات يها سازه  يروي ـن عي
است كه تا كنون در مراجع  تياهم يدارا ياتفاق يمكان

  .به آن پرداخته نشده است

كه  يا سازه ستميسبه عنوان هر  ياتفاق ستميس كي  
 يپارامترهــا ايــدر خــواص مــواد  تيــقطععــدم  يدارا

 ـتعراسـت،   يبارگذار طيشرا اي يهندس . شـود  يم ـ في
خـواص   يمكانبودن  يتصادف ريتأث يتصادف يها ليتحل

 ـ يهندس ـ يپارامترهامواد،  را در  يبارگـذار  طيشـرا  اي
 يسـاختار  )Response variability( يريرپـذ ييتغپاسخ 
 سـتم يس يريرپـذ ييتغپاسـخ   لي ـتحل. رنـد يگ يم در نظر

پاسـخ   ياحتمـال مشخصات  يابيارزعبارتست از  ياتفاق
 يآمـار  يهـا  يژگ ـيوبـا در نظـر گـرفتن     ها ستميس نيا

  .ياتفاق يبارگذار اي ياتفاقمواد  اتيخصوص
مـواد   اتيخصوص رندهيدربرگروش المان محدود   

در سـه   ياتفـاق  يهـا  يبارگذار اي يهندس يپارامترهاو 
بـوده   نامحقق ـاز  ياريبس ـگذشته مـورد توجـه    ي دهه
 در نظرا ب Awruch [1]و  Araujo 1994سال در . است

ــرفتن  ــتغگ ــاني راتيي ــاق مك ــواد و   ياتف ــواص م خ
 ياتفـاق المـان محـدود    لي ـتحل، ياتفـاق  يهـا  يبارگذار
 ميمسـتق  كارلو مونتروش  ها آن. را انجام دادند ها سازه

ــبو  ــاز هيش ــت يس ــارلو مون ــتفاده از بســط   ك ــا اس را ب
Neumann  يخط ـمسـائل   يبـرا  لـور يت يسـر و بسط 

  .كردند سهيمقا كياستات
 ليــتحل Kiureghian [2]و Igusa  1988ســال در   
 ياتفاق يپارامترهابا  يا سازه يها ستميس نانياطم تيقابل
بر حسب زمان  ياتفاق كيتحرتحت  ،را با زمان رينامتغ

، جرم يسفتمانند  ستميس اتيخصوص ها آن. انجام دادند
 ري ـمتغدر نظر گرفتند و بـه صـورت    ياتفاقرا  ميراييو 

سـپس بـا اسـتفاده از روش    . مدل كردند وستهيپ ياتفاق
اول و دوم، احتمــال  ي مرتبــه نــانياطم تيــقابل ليــتحل

  . زدند نيتخمفراتر از حد مجاز را  يبحرانپاسخ 
ارائـه   يا مقالـه  Iwan [3]و  Jensen 1992سال در   
 ـكه در آن  دادند  يهـا  سـتم يس لي ـتحل يبـرا روش  كي
 ـتحرتحـت   يقطع ـريغ يپارامترهابا  يخط  ياتفـاق  كي
وارد توسط  يروينروش، تابع  نيادر . شده بود يبررس

زمـان   بر حسب يگوس )White noise( ديسف زينو كي
 ي حصـول معادلـه   يبـرا  يروش ـسـپس  . مدل شده بود
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 ـكووار سيمـاتر  يبرا ياتفاق ييفضاحالت  پاسـخ   انسي
 ي معادلـه  يريگ پس از آن با انتگرال. رائه كردندا ستميس

ــكووار ــذييتغدر زمــان پاســخ  انسي را محاســبه  يريرپ
  . كردند
در دو مقالـه   Wen [4,5] و Cheng 1994سال در   

 يخرپـا  يهـا  سـازه  نـان ياطم تي ـقابل ليتحل يبررسبه 
 ياتفـاق  يبارگـذار تحت  ياتفاق يپارامترهابا  يرخطيغ

را بـه   ياتفـاق  يروي ـناول  ي در مقالـه  هـا  آن. پرداختند
 يپارامترهـا مـدل كردنـد و    يگوس ـ ديسف زينوصورت 

 ـ ياتفـاق  يهـا  دانيمرا به صورت  ستميس  يرهـا يمتغ اي
 يروي ـنخـود   ي در مطالعـه  هـا  آن. مـدل كردنـد   ياتفاق
را وابسته بـه   ياتفاقرا وابسته به زمان و خواص  ياتفاق

  . مكان فرض كردند
 يابيــارز يبــراروش  كيــدوم  ي در مقالــه هــا آن  
ارائـه   ييسـاختارها  نيچن ـ يبراكارآمد  نانياطم تيقابل

 عيسراز روش انتگرال  افتهي اصلاح ي نسخه كي. كردند
، در 1987سـال  در  Chen [6]و  Wenشده توسط  ارائه

شـده توسـط    مرتبـه دوم ارائـه   يمجـانب ارتباط با روش 
Breitung [7]  ــرا، 1989ســال در ــتحل يب احتمــال  لي

 درقابــل كــاربرد  يشــنهاديپروش . شــدارائــه  يخرابــ
مشـروط داده   يخراباست كه در آن احتمالات  يمسائل
 ـطرمثال از  يبرا ستميس يترهاپارامشده  ارتعاشـات   قي
  . موجود باشد يتجرب يها روش گريد اي ياتفاق
 كيالاسـت  يها قابخرپاها و  مانند يا سازه ياجزا  
توسـط   ياتفـاق  تهيس ـيالاستبا مـدول   يياعضا، با يخط

Deodatis [8]  نيــادر . شــدند مطالعــه 1988ســال در 
 ـدر  ياتفـاق  سـتم يس يبـرا  يريرپذييتغراستا پاسخ   كي

 نيادر  يو چنين هم. شد يابيارز يدساختار قاب دوبع
، تشـابه  يريرپـذ ييتغكرد كه توابـع پاسـخ    حيتشرمقاله 

 يتئـور شـده در   اسـتفاده  يفركانسبه تابع پاسخ  ياديز
بـا   Deodatis [9]راستا  نيادر . دارند ياتفاقارتعاشات 
 ـ مكـاني  يوابستگخود،  قاتيتحق ي نهيزمگسترش   نيب

. گرفـت  در نظـر مختلف را  يها المان ياتفاق يها دانيم

مقالــه توســط   يتعــداد، قيــتحقاز  نــهيزم نيــادر 
Shinozuka  وDeodatis  چـاپ   [13-10]افراد  گريدو

 يبارهاتحت  ياتفاق يها سازه يريرپذييتغشد و پاسخ 
، 2003سـال  در . شـد  يبررس ـ به دقـت  نيمع يكياستات

Singh  وZheng [14]، ارائـه دادنـد كـه در آن     يا مقاله
بكارگرفته شده در مرجع  ليتحل ريمس يساز ضمن ساده

  .پرداخته شده بود يمتنوع يها مثال ليتحل، به [9]
 ـابا توجه بـه مـرور مقـالات ذكرشـده،        جـه ينت ني

تنها اثر خواص مـواد   نيشيپ يكارهاحاصل شد كه در 
بـه صـورت مجـزا در نظـر      ياتفـاق  يبارگذار اي ياتفاق

اثـر خـواص مـواد     زي ـنمقالات  يبرخگرفته شده و در 
در ) يكيناميد(برحسب زمان  ياتفاق يبارگذارو  ياتفاق

 طيشراتحت  ريت ليتحلنظر گرفته شده است و تاكنون 
 طيشـرا وابسـته بـه مكـان بـا هـر دو       ياتفاق يبارگذار

بر حسب مكان  ياتفاق يبارگذارو  ياتفاقخواص مواد 
  . انجام نشده است

 ـارز يبراروش  كي، يكنون ي در مقاله   پاسـخ   يابي
 ها قاب، خرپاها و رهايت يبرا ياتفاق ستميس يريرپذييتغ

 يبارگـذار تحـت   ياتفـاق  تهيسيالاست بيضر طيشرادر 
 ري ـتارائه شده است، كه بر اسـاس آن   ياتفاق يكياستات

بـه  اسـت  فـرض شـده    ياتفـاق  يمكان يبارگذارتحت 
متفـاوت   يگوس عيتوز يدارا ريتكه هر نقطه از  ينحو

پاسـخ   ي رونـد محاسـبه  . صـفر باشـد   نيانگيمبا مقدار 
 ـنظراز گسـترش   ياتفـاق  ستميس يريرپذييتغ تـابع   ي هي

شده در مراجـع   يمعرف ياتفاق ستميس يريرپذييتغپاسخ 
محاسـبه   يبـرا  يروشسپس . شده است اقتباس [9,14]
 ـ يبـرا تنش  انسيكووار ارائـه و در   اي ـدنبـار در   نياول

 ـادر . شـده اسـت   يبررس ريت نانياطم تيقابل تينها  ني
اسـتفاده شـده    ري ـت ليتحل يبرا يبرنول يتئور، از نهيزم

و  يخط ـعبارتنـد از رفتـار    لي ـتحل يهـا  فـرض . است
 يپوواسون، فرض بقـا  بيضرمواد، صفربودن  يا سازه
 طيشـرا  يبرقـرار  و )يا سازه ييرايمبودن  صفر( يانرژ
  .يكياستات ليتحل
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   يدارا ريتدستگاه معادلات حاكم بر 
  يخواص مواد اتفاق

 را يآزادبا شش درجـه   گره ي نقطهدو  يدارا ريتالمان 
  .ميريگ يمدر نظر ) 1(ل مطابق شك

  

  
  يتيهرمالمان   1 شكل

  

ــل      ــتفاده از اص ــا اس ــرژب ــ يان ــهيكم ليپتانس  ،ن
محاســبه  Fيالمــان يرويــنو  Kيســفت يهــا سيمــاتر

اعمال خـواص   برايحال ). وستيپبه شرح (، شوند يم
به  ريت ي تهيسيالاستمدول كه  ميكن يم، فرض ياتفاقمواد 

 ـز ي در طول المان مطـابق بـا رابطـه    ياتفاقصورت   ري
  . كند رييتغ
  

Eሺୣሻሺxሻ ൌ E
ሺୣሻሾ1  f ሺୣሻሺxሻሿ     )1(  

  
fو تهيس ـيالاستمدول  نيانگيممقدار  Eكه ሺୣሻሺxሻ داني ـم 

از اثـر دادن  . صفر اسـت  نيانگيمگن با مقدار  هم ياتفاق
ــه ــدود  ) 1( ي رابط ــان مح ــادلات الم ــدر مع  كيكلاس

  :شود يماصل ح ريزبه صورت  يسفت يكل سيماتر
  

Kሺୣሻ ൌ K
ሺୣሻ  Xୣ. ∆K

ሺୣሻ  Xୣଵ. ∆Kଵ
ሺୣሻ 

Xୣଶ. ∆Kଶ
ሺୣሻ )2(  

  

) 3( ي بـه فـرم رابطـه    ياتفـاق  يرهـا يمتغ ܺكه در آن 
 2و  1و  0 ي مرتبـه  يگشـتاورها كه در واقـع   باشند يم
  . هستند fሺxሻ ياتفاق دانيم
  

Xୣ୧ ൌ  x୧ିଵf ሺୣሻ
Lሺሻ


ሺxሻdx    i ൌ 1,2,3e ൌ

1,2, … , Nୣ )3(  

 يها سيماترسپس . باشد يم ها المانتعداد  Nୣكه در آن
تحـت   كيالاست ي سازه يروين يبردارهاالمان و  يسفت
، بعـد از اعمـال   در پايـان و  شـوند  يم ـ بي ـترك يبررس
 ميرس ـ يم ريز يآشنا اريبسمناسب به فرم  يمرز طيشرا

تعادل در دسـتگاه مختصـات مرجـع     ي كه همان معادله
  .باشد يم
  

ሾKሿሼUሽ ൌ ሼFሽ )4(  
  

است، پاسخ آن  ياتفاق يرتجا كه خواص مواد  از آن  
جهـت حصـول   ؛ لـذا  اسـت  ياتفاق يزن ينمع يبارهابه 
 ياضـي ر ياتعمل ،[10]مرجع ق ، مطابيرت يزخ يانسوار

  .انجام گرفته است يرزبه صورت مشروح 
 نيانگيم ريمقادكه  شود يممشاهده ) 3( ي هاز معادل  
. دبرابر صـفرن  X෩ୣ୧شده با نشان داده Xୣ୧ياتفاق يرهايمتغ

 ـوار براي بـه دسـت آوردن    يروي ـندر اثـر   زي ـخ انسي
حـول  را  Uتـابع   لـور يتمرتبه اول بسط  بيتقر ،ياتفاق
  :ميريگ يمدر نظر  Xୣ୧ياتفاق يرهايمتغ نيانگيم ريمقاد

  
U ؆ U  ∑ ∑ ൫Xୣ୧ െ X෩ୣ୧൯ ቂ

பU

பX
ቃ
E

N
୧ୀଵ

N
ୣୀଵ  )5(   

  
ቂبـه عبـارت   يابيدسـت  براي  

பU

பX
ቃ
E

) 4( ي از رابطـه  
 ሼFሽ بـردار  جـا كـه   از آن. ميريگ يممشتق  Xୣ୧ نسبت به

لـذا مشـتق آن نسـبت بـه      ،اسـت  نيمع ـ يروهاينبردار 
 ميخــواه نيبنــابرا. صــفر اســت Xୣ୧ ياتفــاق يرهــايمتغ

  :داشت
  

ቂ
பK

பX
ቃ
E
ሼUሽ  ሾKሿ ቂ

பU

பX
ቃ
E
ൌ 0 )6(  

  
ــه       ــه ب ــا توج ــال ب ــاح ــه ني ــه در ك  )2( ي رابط

ቂ
பK

பX
ቃ
E
ൌ ∆K୧

ሺୣሻ در مقدار  )6( ي رابطه ي و با محاسبه
  :داشت ميخواه Xୣ୧ياتفاق يرهايمتغ نيانگيم
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ቂ
பU

பX
ቃ
E
ൌ െK

ିଵ ∆Kୣ୧
ሺୣሻU )7(  

  
 سيماترو  ييجا هجاببردار  بيترتبه  Kو U كه در آن

 سيماترحال  ،باشند يم نيمع مواددر اثر خواص  يسفت
  :ميده يم ليتشكرا  زيخ انسيكووار

ԖሾUሿ ൌ U )8(  

 
CovሾU, Uሿ ൌ ԖሾሺU െ UሻሺU െ UሻTሿ ൌ 

   K
ିଵ ∆Kୣ୧

ሺୣሻUU
T∆Kୣ୧

ሺୣሻT
N

୧మୀଵ

N

୧భୀଵ

N

ୣమୀଵ

N

ୣభୀଵ

ሺK
ିଵ ሻT 

. Ԗ൛Xୣభ୧భXୣమ୧మൟ )9(  
  

ي  رابطهشده در  مشاهده Ԗ൛Xୣభ୧భXୣమ୧మൟ يآمار ديام  
  :نوشت ريزبه صورت  توان يمرا ) 9(

Ԗ൛Xୣభ୧భXୣమ୧మൟ ൌ 
 

න න ξଵ
୧భିଵ

Lሺమሻ


ξଶ
୧మିଵԖൣf ሺୣభሻሺξଵሻf

ሺୣమሻሺξଶሻ൧
Lሺభሻ


dξଵdξଶ 

)10(  
مشـابه   fሺxሻ ياتفـاق  داني ـمگـرفتن   نظر حال با در  
 يآمــار ديــام ي محاســبه بــراي، هــا المــانهمــه  يبــرا

 2و  1 يهـا  المـان ) 10( ي ظاهرشده در انتگرال معادلـه 
در نظـر  ) 2( را مطـابق شـكل   ري ـتمدل المـان محـدود   

  .ميريگ يم
  

 
 

 و دو كي يها المان يمكانارتباط  شينما  2 شكل

 
 

در  بي ـترتبه  ξଶو  ξଵ )2(ل توجه شود كه در شك  
 ሺeଶሻو ሺeଵሻ يهـــا المـــان يبـــرا يمحلـــمختصـــات 

ــدازه ــگ ان ــده يري ــد ش ــال در، ان ــه يح در  xୣమ و xୣభك
بـا اسـتفاده از   . انـد  شـده  يري ـگ مختصات مرجع انـدازه 

  :ميدار يبستگ هممفهوم تابع خود
  

Ԗൣf ሺୣభሻሺξଵሻf
ሺୣమሻሺξଶሻ൧ ൌ Ԗൣf൫xୣభ  ξଵ൯f൫xୣమ  ξଶ൯൧ 

 
R൫xୣమ  ξଶ െ xୣభ െ ξଵ൯ ൌ R൫Δୣభୣమ  ξଶ െ ξଵ൯ 
 )11(  

  

Rሺξሻ يبسـتگ  همخود تابع )Autocorrelation function( 
 ـز ي است كه از رابطـه  fሺxሻ ياتفاق دانيم  ـ ري دسـت    هب
  :ديآ يم
  

Rሺξሻ ൌ  Sሺkሻ
ஶ
ିஶ e୧୩ஞdk )12(  

  
 )Spectral density( يفيط يچگالتابع  Sሺkሻكه در آن

و  12( از اعمال روابـط . است fሺxሻ ياتفاق دانيم يروين
  :شود يمحاصل  ريز يآمار ديام )10( ي در رابطه) 11

 
Ԗ൛Xୣభ୧భXୣమ୧మൟ 

 

ൌ න Sሺkሻ
ஶ

ିஶ
න ξଵ

୧భିଵ
Lሺభሻ


eି୧୩ஞభdξଵ 

 

.  ξଶ
୧మିଵLሺమሻ

 e୧୩ஞమdξଶe
୧୩భమdk )13(  

  

 ي در رابطـه ) 10( ي رابطـه  گـذاري  جـاي سپس از   
 يقطـر  يشـده از اجـزا   ليتشـك  U انسيوار، بردار )9(

  :شود يمحاصل  ريزبه صورت  U انسيكووار سيماتر
  

VarሾUሿ ൌ  Sሺkሻ
ஶ
ିஶ VEሺkሻdk )14(  

 

  :كه در آن
VEሺkሻ 
 

ൌ   diag൫K
ିଵ ∆Kୣ୧

ሺୣሻU൯
N

୧మୀଵ

N

୧భసభ

N

ୣమୀଵ

. K
ିଵ ∆Kୣ୧

ሺୣሻU

N

ୣభୀଵ

 

. න ξଵ
୧భିଵ

Lሺభሻ


e୧୩ஞభdξଵ . න ξଶ

୧మିଵ
Lሺమሻ


e୧୩ஞమdξଶe

୧୩భమ  

 )15(  
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 يقطر سيماتر كي ي دهنده نشان» diagሺሻ« عبارت  
 ليتشـك آن از بردار داخل پرانتز  يقطر ياست كه اجزا

شـده در   بردار محاسبه ي نشان دهنده E سياند. اند شده
 ـابا توجه به . باشد يم ياتفاق يبارگذاراثر  تـابع   كـه   ني
 VarሾUሿ اسـت،  kاز  يقيحقزوج و  يتابع يفيط يچگال

بـه صـورت    تـوان  يمرا ) 14( ي از رابطهبه دست آمده 
 .نوشت ريز

VarሾUሿ ൌ න Sሺkሻ
ஶ

ିஶ
VEሺkሻdk

ൌ 2න Sሺkሻ
ஶ


VEሺkሻdk 

 )16(  
  

 يخاص ـاز شـكل   يتابع U انسيواربردار ، نيبنابرا  
 بـردار  اجزايتعداد . خواهد بود Sሺkሻيفيط يچگالاز 

VEሺkሻ  سـازه اسـت و    يآزادبرابر با تعداد كل درجات
مرتبـه اول تـابع    بيتقرمفسر  VEሺkሻ هر جزء از بردار

متناظر آن در سازه  يآزاد ي در درجه يريرپذييتغپاسخ 
  :توان نوشت مي VEሺkሻبردار  يبرا، نيبنابرا. است

  

VEሺkሻ ൌ ቂหVଵEሺkሻห
ଶ
หVଶ

Eሺkሻห
ଶ
….  หVNౚ

E ሺkሻห
ଶ
ቃ
T
 

 )17(  
  

ســـازه  يآزادتعـــداد كـــل درجـــات  Nୢدر آن كـــه 
หV୧و

Eሺkሻห
ଶ يريرپـذ ييتغتابع پاسخ  اول ي مرتبه بيتقر 
جا كـه تـابع    از آن. سازه است يآزاد ي درجه نيام iدر 
 ـاحتمال متوسط مجذور  يچگال بـا   ياتفـاق  فرآينـد  كي

 يمنف ـ ريغ، زوج و يقيحقتابع  كيصفر  نيانگيممقدار 
 روي ـن يفيط يچگالهر شكل  يبرااز فركانس آن است، 

Sሺkሻ در نظر گرفت توان يمرا  ريز ي رابطه:  
  

E ቀf ሺୣሻሺxሻቁ
ଶ
൨ ൌ න Sሺkሻ

ஶ

ିஶ
dk ൌ 2න Sሺkሻ

ஶ


dk 

ൌ σ
ଶ  )18(  

كـه   fሺxሻ ياتفـاق  داني ـماستاندارد  اريمعانحراف  σكه
اســت،  تهيســيالاستمــدول  يريرپــذييتغ بيضــرهمــان 

نشان  توان يم) 16( ي حال با استفاده از معادله. باشد يم

گـره   ييجا هجاب نيام i انسيوارمقدار  نيتر بيشداد كه 
 ـزدر فرم  حاصـل   Sሺkሻ يروي ـن يف ـيط يچگـال از  ري

  .[9] شود يم
  

Sሺkሻ ൌ
ଵ

ଶ
  . σ

ଶ  . δሺk െ k୧
)ሻ )19כ  

 

 ـد يدلتاابع ت  δሺሻكه  k୧اسـت و   راكي
 يمـوج شـماره   כ

หV୧ مقدار نيتر بيشآن  يازااست كه به 
Eሺkሻห

ଶ   حاصـل
  .شود يم

 Sሺkሻ يف ـيط يچگـال هر فرم تـابع   يبرا نيبنابرا  
  :برابر است با انسيوار يبالاحد 

  
Varሾuiሿ  σff

2  . หVi
Eሺki

ሻหכ
2
i ൌ 1,2, … ,Nd )20(  

 

  :نوشت توان يماستاندارد  اريمعبر حسب انحراف  اي
  

Stdሾuiሿ  σff .  หVi
Eሺki

ሻหiכ ൌ 1,2, … ,Nd )21(  
 

گرفـت كـه حـد     جـه ينت توان يم) 21( ي از معادله  
 نيام ـiمربـوط بـه     COVሾu୧ሿ يريرپذييتغ بيضر يبالا

شـماره   يازاصفر بـه   ريغ يآمار ديامگره با  ييجا جابه
  : است ريزمختلف به صورت  يها موج

  
COVሾu୧ሺkሻሿ ൌ

Stdሾu୧ሿ
|Ԗሼu୧ሽ|

 

ൌ σ .
หV
Eሺ୩ሻห

|ሼ୳ሽ|
i ൌ 1,2, … , Nୢ )22(    

  
بـه   انسيكووار يبالاحد  چنين همفوق را  ي رابطه  

 مكـاني  يريرپـذ ييتغ يبـرا كـه   نامند يم زين واحد شده
 يف ـيط يچگالشده با تابع  فيتوص ي گسترده يبارگذار

 ي شده در معادلـه  ظاهر k، به هر مقدار شماره موج ليذ
  .باشد يم) 22(
  

Sff൫k෨൯ ൌ
1

2
  . σff

2  . δ൫k෨ െ k൯ )23(  
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  محاسبات تميالگور
 ريمس ـشده،  انيبپاسخ بر طبق روابط  يابي به دست براي
ابتدا با اسـتفاده  . در دو مرحله انجام گرفته است ليتحل

 ،Mapleافزار شده توسط نرم  از كد المان محدود نوشته
 نيمع ـ يبارگـذار با خواص مـواد و هندسـه و    ريت كي

K يهـا  سيمـاتر و  شـود  مـي  ليتحل
ିଵ   وU   محاسـبه

 ـا گـذاري  جـاي سپس، از  .گردند يم در  هـا  سيمـاتر  ني
در . شــود يمــمحاســبه  VEሺkሻ سيمــاتر) 15( ي رابطــه

مورد  يآزاد ي در درجه انسيكووار پايان، براي محاسبه
 يهـا  سيازمـاتر نظر در هر گره مطلوب، عبارت متناظر 

) 22( ي رابطـه  در گـذاري  جـاي انتخاب و با ) 8و  14(
 تميالگـور  نيا. آيد به دست ميشده  واحد به انسيكووار

شده  يبررس يها ليتحل ي همه انسيكووار ي در محاسبه
  .كار گرفته شده استه مقاله ب نيادر 

  
با خواص مواد  ريتتنش در  انسيوار ي محاسبه

  نيمع يتحت بارگذار ياتفاق
 ياتفـاق بـا خـواص مـواد     ري ـتتنش در  ي محاسبه يبرا

مرتبـه اول بسـط    بيتقر، مجدداً نيمع يبارگذارتحت 
 ܻ ياتفاق يرهايمتغ نيانگيمتنش را حول مقدار  لوريت
  :ميسينو يم
  

ሾσሿ ؆ ሾσሿ ൫Xୣ୧ െ X෩ୣ୧൯ 
∂σ
∂Xୣ୧

൨
E

N

୧ୀଵ

N

ୣୀଵ

 

ൌ ሾσሿ X 
∂σ
∂X

൨
E

 Xଵ 
∂σ
∂Xଵ

൨
E

 Xଶ 
∂σ
∂Xଶ

൨
E

 
 )24(  

  
 نيانگي ـم ريمقـاد محاسـبه در   ي دهنده نشان ሾ ሿாكه نماد

شده از  تنش محاسبه ሾσሿاست و  Xୣ୧ ياتفاق يرهايمتغ
با فرض خواص مـواد و   ريت يبرامحدود  اجزايروش 
  .باشد يم نيمع يبارگذار

ቂي  محاسبه براي  
ப

பX
ቃ
ா

تنش نسبت بـه   ي از رابطه 

  :داشت ميخواه. ميريگ يممشتق  Xୣ୧ياتفاق ريمتغ
  

ሾߪሿ ൌ ሾܦሿሾܤሿሼܷሽ ൌ ሾܮሿሼܷሽ 
 

՜ 
∂σ
∂Xୣ୧

൨
E

ൌ 
∂L
∂Xୣ୧

൨
E

ሼUሽ  ሾLሿ 
∂U
∂Xୣ୧

൨
E

 
 )25(  

  
 سيمـاتر  ሾBሿ، كيالاست بيضرا سيماتر ሾDሿ كه در آن

 عملگـر  ሾLሿ و) وسـت يپبه شـرح  (ل مشتقات تابع شك
 بيضـرا  سيمـاتر شامل  ሾLሿ عملگرجا كه  از آن. است
 سيمــاتردر  ياتفــاقاســت و خــواص مــواد  كيالاســت
 ري ـتدر  ሾLሿ عملگر، لذا گذارد يم ريتأث كيالاست بيضرا

 ي محاسـبه  يبـرا . كنـد  يم ـ رييتغ ياتفاقبا خواص مواد 
 ي ، طبـق رابطـه  ياتفـاق با خواص مـواد   ريت ሾLሿ عملگر

 بيضـرا  سيمـاتر را در  ياتفـاق  تهيسيالاستمدول ) 25(
  . ميكن يمضرب  ሾBሿسيماترو در  گذاري جاي كيالاست

  
ሾDሿ ൌ ሾEሿ ՜ ሾLሿ ൌ ൣE0

ሺeሻሾ1  fሺeሻሺxሻሿ൧ሾBሿ )26(  
 

را  ሾLሿعملگر سيماتر) 3( ي هرابط حال با توجه به  
؛ لـذا  ميكن ـ يم ـ كي ـتفك Xୣ୧ ياتفـاق  يهاريمتغبرحسب 

  :داشت ميخواه
  

Lሺeሻ ൌ L0
ሺeሻ  X0

ሺeሻ. ∆L0
ሺeሻ  X1

ሺeሻ. ∆L1
ሺeሻ )27(  

 
L∆يها سيماتر  

ሺୣሻ و∆Lଵ
ሺୣሻ  انـد  آمده وستيپدر. 

ቂحال 
பL

பX
ቃ
E
ൌ ∆L୧  در ) 7( ي رابطـه  گـذاري  جايو از

  :ميدار) 25( ي رابطه
 

ቂ
பσ

பXei
ቃ

E
ൌ ∆LiሼUሽ െ ሾLሿሾKሿି1∆KeiሼUሽ )28(  

ቂ سپس با در نظـر گـرفتن  
ப

பY
ቃ
E
ൌ ∆σ୧  ي و محاسـبه 

  :ميدار ياتفاق يرهايمتغ نيانگيممقدار  در )28(ي  رابطه
  

∆σ୧ ൌ ሺ∆L୧ െ ሾLሿሾKሿିଵ∆K୧ሻሼUሽ )29(  
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ــه در آن i ك ൌ ــاتر ሾLሿو  0,1,2 ــترك سيم ــهي بي  ي افت
 ـتقر، نيبنـابرا . است ሾLሿ عملگر مرتبـه اول مقـدار    بي

بـه   يآسـان به  توان يمرا  σ سيماتر انسيوارو  نيانگيم
  :محاسبه كرد ريزصورت 

  
ሺσሻ ൌ σ0 )30  (                                             

 
Covሾσ, σሿ ൌ Ԗሾሺσ െ σሻሺσ െ σሻTሿ ൌ 
 

   ൫∆ܮభభ െ ሾܮሿܭ
ିଵ ∆ܭభభ൯ܷ.

ே

మୀଵ

ே

భୀଵ

ே

మୀଵ

ே

భୀଵ

 

 

. U
T൫∆Lୣమ୧మ െ ሾLሿK

ିଵ ∆Kୣమ୧మ൯
T
. Ԗ൛Xୣభ୧భXୣమ୧మൟ 

 )31(  

  

از  Ԗ൛Xୣభ୧భXୣమ୧మൟ يآمـار  ديام گذاري جايپس از   
 ـوار سيماتر) 31(ي  رابطهدر ) 13(ي  رابطه  زي ـخ انسي

  :شود يمحاصل  ريز شكلبه 
  

Varሾσሿ ൌ  Sffሺkሻ
ஶ
ିஶ VEሺkሻdk )32(  

  
 :كه در آن

VEሺkሻ ൌ 
 

   diagൣ൫∆Lୣభ୧భ

N

୧మୀଵ

N

୧భసభ

N

ୣమୀଵ

N

ୣభୀଵ

െ ሾLሿ K
ିଵ ∆Kୣభ୧భ൯U൧ . 

൫∆Lୣమ୧మ

െ ሾLሿ K
ିଵ ∆Kୣమ୧మ൯ U.න ξଵ

୧భିଵ
Lሺభሻ


eି୧୩ஞభdξଵ .  

න ξଶ
୧మିଵ

Lሺమሻ


e୧୩ஞమdξଶe

୧୩భమ  

 )33(  
تـنش مطـابق    ي شـده  واحـد  به انسيكوواردر پايان   
  :گردد يممحاسبه  ريز ي رابطه

  

COVሾσ୧ሺkሻሿ ൌ  σ  .  
หV୧

Eሺkሻห
|Ԗሼσ୧ሽ|

i ൌ 1,2, … , Nୢ 

 )34(  

با فرض ريتدستگاه معادلات حاكم بر   
ياتفاق يبارگذار   

اسـت و   نيمع ـ ري ـتخواص مواد  ميكن يمفرض  بار نيا
 ي رابطـه  بر اساسدر طول المان  ياتفاقبه صورت  روين
  . كند رييتغ ريز
  

q ൌ q0
ሺ1  gሺxሻሻ )35(  

  
 gሺୣሻሺxሻو تهيسيالاستمدول  نيانگيممقدار  qكه در آن 

از . صـفر اسـت   نيانگي ـمگن با مقـدار   هم ياتفاق دانيم
قـائم فـرض    ي گسـترده  يروي ـنتنها تحت  ريتكه آنجا 
  .باشد يمصفر  يافقدر جهت  روين، مقدار است شده

  
ሼFሽ ൌ ൜

0
q0
ሺ1  gሺxሻሻൠ )36(  

  
در ) 36(ي  رابطـه  ،روي ـن ياتفـاق از اثر دادن بـردار    

 يروي ـن يكل ـبـردار   كيكلاس ـمعادلات المـان محـدود   
  :شود يماصل ح ريزگسترده به صورت 

  
Fሺୣሻ ൌ F

ሺୣሻ  Yୣ. ∆F
ሺୣሻ  Yୣଵ. ∆Fଵ

ሺୣሻ

 Yୣଶ. ∆Fଶ
ሺୣሻ  Yୣଷ. ∆Fଷ

ሺୣሻ 

 )37(  
  

) 38(ي  رابطـه  شـكل به  ياتفاق يرهايمتغ Yୣ୧كه در آن 
 3 و 2 و 1و  0 ي مرتبـه  يگشتاورها ،در واقع .باشد يم
  . هستند gሺxሻ ياتفاق دانيم
  

Yei ൌ  xiି1gሺeሻ
Lሺeሻ

0
ሺxሻdxi ൌ 1,2,3,4e ൌ

1,2, … ,Ne )38(  
جـا كـه    از آن. باشـد  يم ـ هـا  المـان تعـداد   Nୣ كه در آن
خواهـد   ياتفاق زيناست، پاسخ آن  ياتفاق ريت يبارگذار

 ـوار ي از ايـن رو بـراي محاسـبه   ؛ بود ، ري ـت زي ـخ انسي
 ـزبه صورت مشروح  ياضير اتيعمل انجـام گرفتـه    ري
 ريمقـاد كـه   شـود  يم ـمشـاهده  ) 38( ي از معادله. است

برابـر   Y෩ୣ୧ شده با داده نشان Yୣ୧ ياتفاق يرهايمتغ نيانگيم
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 ـوار براي بـه دسـت آوردن   .صفرند در اثـر   زي ـخ انسي
حول  U تابع لوريتمرتبه اول بسط  بيتقر ياتفاق يروين

ــاد ــم ريمق ــايمتغ نيانگي ــاق يره ــر  Yୣ୧ ياتف را در نظ
  :ميريگ يم
  

U ؆ U  ∑ ∑ ൫Yୣ୧ െ Y෩ୣ୧൯ ቂ
பU

பY
ቃ
E

N
୧ୀଵ

N
ୣୀଵ  )39(  

 
  

ቂبه عبـارت  يابي دست براي  
பU

பY
ቃ
E

) 4(ي  رابطـه از  
جـا كـه تنهـا بـردار      از آن. ميريگ يممشتق  Yୣ୧ نسبت به

 يهندس ـو خواص مواد و  است فرض شده ياتفاق روين
 .اسـت  نيمع ـ يسفت سيماترعناصر  ي ، لذا همهاند نيمع

 ياتفاق يرهايمتغنسبت به  يسفت سيماترمشتق  نيبنابرا
Yୣ୧  داشت ميخواه؛ لذا باشد يمصفر:  

  
ሾKሿ ቂ

பU

பY
ቃ
E
ൌ ቂ

பF

பY
ቃ
E
 )40(  

  

ــه      ــه ب ــا توج ــال ب ــاح ــ ني ــهاز ه ك  ،)37(ي  رابط
ቂ
பF

பY
ቃ
E
ൌ ∆F୧

ሺୣሻ  ــبه ــا محاس ــه ي و ب در  )40(ي  رابط
  :داشت ميخواه Yୣ୧  ياتفاق يرهايمتغ نيانگيممقدار 

  
ቂ
பU

பY
ቃ
E
ൌ K

ିଵ ∆Fୣ୧ )41(  

  

  :ميده يم ليتشكرا  زيخ انسيكووار سيماترحال 
 

ԖሾUሿ ൌ U )42(  

 
CovሾU, Uሿ

ൌ    K
ିଵ ∆Fୣభ୧భ∆Fୣమ୧మ

T

N

୧మୀଵ

N

୧భୀଵ

N

ୣమୀଵ

N

ୣభୀଵ

ሺK
ିଵ ሻT. 

. Ԗ൛Yୣభ୧భYୣమ୧మൟ )43(  

  
ــام، )38(ي  رابطـــهبـــا توجـــه بـــه     يآمـــار ديـ

Ԗ൛Yୣభ୧భYୣమ୧మൟ توان يمرا ) 43(ي  رابطهشده در  مشاهده 

  :نوشت ريزبه صورت 
  

Ԗ൛Yୣభ୧భYୣమ୧మൟ ൌ 
 

න න ηଵ
୧భିଵ

Lሺమሻ


ηଶ
୧మିଵԖൣgሺୣభሻሺηଵሻg

ሺୣమሻሺηଶሻ൧
Lሺభሻ


dηଵdηଶ 

 )44(  

 يبـرا مشـابه   gሺxሻ ياتفـاق  داني ـمنظرگرفتن  با در  
ظاهرشـده   يآمار ديام ي ، جهت محاسبهها المان ي همه

خـود  از مفهوم تـابع  ) 10-13( در انتگرال مشابه روابط
برابـر  ) 44(ي  رابطـه ؛ لـذا  ميكن ـ يم ـاستفاده  يبستگ هم

  : خواهد بود با
  

Ԗ൛Yୣభ୧భYୣమ୧మൟ 

 

ൌ න Sሺkሻ
ஶ

ିஶ
න ηଵ

୧భିଵ
Lሺభሻ


eି୧୩భdηଵ.  

 
 

.  ηଶ
୧మିଵLሺమሻ

 e୧୩మdηଶe
୧୩భమdk )45(  

  
 دانيــم يرويــن يفــيط يچگــالتــابع  Sሺkሻ كـه در آن 

) 45(ي  رابطـه  گذاري جايسپس از . است gሺxሻ ياتفاق
شــده از  ليتشــك U انسيــوار، بــردار )43(ي  رابطــهدر 

 ـزبـه صـورت    U انسيكووار سيماتر يقطر اجزاي  ري
  :شود يمحاصل 

  

VarሾUሿ ൌ  Sሺkሻ
ஶ
ିஶ VFሺkሻdk )46(  

  كه در آن 
  
  

VFሺkሻ 
 

ൌ    diag൫K
ିଵ ∆Fୣభ୧భ൯

N

୧మୀଵ

N

୧భసభ

N

ୣమୀଵ

. K
ିଵ ∆Fୣమ୧మ

N

ୣభୀଵ

 

 

. න ηଵ
୧భିଵ

Lሺభሻ


eି୧୩భdηଵ.න ηଶ

୧మିଵ
Lሺమሻ


e୧୩మdηଶe

୧୩భమdk 

 )47(  
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شـده در اثـر    بردار محاسـبه  ي دهنده نشان F سياند  
) 22(ي  رابطـه حـال مشـابه   . باشـد  يم ياتفاق يبارگذار
ي  رابطـه از  تـوان  يم ـرا  زيخ ي شده واحد به انسيكووار

  :دست آورده ب) 48(
  

COVሾu୧ሺkሻሿ ൌ
S୲ୢሾ୳ሿ

|ሼ୳ሽ|
ൌ σ .

หV
Fሺ୩ሻห

|ሼ୳ሽ|
 )48(  

 
با خواص مواد  ريتتنش در  انسيوار ي محاسبه

  ياتفاق يتحت بارگذار نيمع
تحت  نيمعبا خواص مواد  ريتتنش در  ي محاسبه يبرا

 لوريتاول بسط  ي مرتبه بيتقر، مجدداً ياتفاق يبارگذار
 Yୣ୧ ياتفــاق يرهــايمتغ نيانگيــمتــنش را حــول مقــدار 

  :ميسينو يم
  

ሾσሿ ؆ ሾσሿ ൫Yୣ୧ െ Y෩ୣ୧൯ 
∂σ
∂Yୣ୧

൨
E

N

୧ୀଵ

N

ୣୀଵ

ൌ ሾσሿ  

 

 Y ቂ
ப

பYబ
ቃ
E
 Yଵ ቂ

ப

பYభ
ቃ
E
 Yଶ ቂ

ப

பYమ
ቃ
E
 Yଷ ቂ

ப

பYయ
ቃ
E
  

 )49(  

  
 نيانگي ـم ريمقـاد محاسبه در  ي دهنده نشان ሾ ሿE كه نماد

شده از  تنش محاسبه ሾσሿاست و  Yୣ୧ ياتفاق يرهايمتغ
با فرض خواص مـواد و   ريت يبرامحدود  اجزايروش 
ቂي  محاسـبه  بـراي . دباش ـ يم نيمع يبارگذار

ப

பY
ቃ
E

از  
ــه ــه   ي رابط ــنش نســبت ب ــمتغت ــاق ري مشــتق  Yୣ୧ ياتف

  :داشت ميخواه، نيابنابر. ميريگ يم
  

ሾσሿ ൌ ሾDሿሾBሿሼUሽ ൌ ሾLሿሼUሽ ՜ 
∂σ
∂Yୣ୧

൨
E

ൌ 

ሾLሿ ቂ
பU

பY
ቃ
E
 )50(  

  
 سيمـاتر  ሾBሿ، كيالاست بيضرا سيماتر ሾDሿ كه در آن

جـا كـه    از آن. اسـت  عملگـر  ሾLሿ مشتقات تابع شكل و

عناصـر   يتمـام  است فرض شده نيمع ريتخواص مواد 
 ሾLሿ عملگرمشتق  از اين رو. هستند نيمع زين ሾLሿعملگر

Yୣ୧ )ቂ ياتفاق ريمتغنسبت به 
பL

பY
ቃ
E

از . باشـد  يم ـصفر ) 
و با در نظر ) 50(ي  رابطهدر ) 41(ي  رابطه گذاري جاي

ቂ گرفتن
ப

பY
ቃ
E
ൌ ∆σ୧ داشت ميخواه:  

  
∆σ୧ ൌ ሾLሿሾKሿିଵ∆Fୣ୧i ൌ 0,1,2,3 )51(  

  
 ሾLሿ عملگــر افتــهي بيــترك سيمــاتر ሾLሿ كــه در آن

. اسـت  Yୣ୧ ياتفـاق  ريمتغ نيانگيمشده در مقدار  محاسبه
 ـوارو  نيانگي ـممرتبه اول مقـدار   بيتقر، نيبنابرا  انسي
 ـزبه صورت  يآسانبه  توان يمرا  σسيماتر محاسـبه   ري
  :كرد

  
Ԗሺσሻ ൌ σ )52(  

 

Covሾσ, σሿ ൌ    ൫ሾLሿK
ିଵ ∆Fୣభ୧భ൯

N

୧మୀଵ

N

୧భୀଵ

N

ୣమୀଵ

N

ୣభୀଵ

. 

 

. ൫ሾLሿK
ିଵ ∆Fୣమ୧మ൯

T
. Ԗ൛Yୣభ୧భYୣమ୧మൟ )53(  

  
از  Ԗ൛Yୣభ୧భYୣమ୧మൟ يآمـار  دي ـام گذاري جايپس از   
 زي ـخ انسيوار سيماتر ،)53(ي  رابطهدر ) 45(ي  رابطه

  :شود يمحاصل  ريز شكلبه 
  

Varሾσሿ ൌ  Sሺkሻ
ஶ
ିஶ VFሺkሻdk )54(  

  :كه در آن
VFሺkሻ ൌ 

 

  diag൫ሾLሿ K
ିଵ ∆Fୣభ୧భ൯

N

୧మୀଵ

N

୧భసభ

N

ୣమୀଵ

. ൫ሾLሿ K
ିଵ ∆Fୣమ୧మ൯.

N

ୣభୀଵ

 

 

න ηଵ
୧భିଵ

Lሺభሻ


eି୧୩భdηଵ.න ηଶ

୧మିଵ
Lሺమሻ


e୧୩మdηଶe

୧୩భమdk 

)55(  
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 ي شده تنش مطابق رابطه واحد به انسيكووار ،پايانو در 
  :گردد يممحاسبه  ريز
  

COVሾσ୧ሺkሻሿ ൌ  σ  .  
หV
Fሺ୩ሻห

|ሼሽ|
 )56(  

 
و  يبا فرض خواص مواد اتفاق ريت ليتحل

ياتفاق يبارگذار  
 يروي ـنم مـواد و  أتو ياتفاقدر نظرگرفتن خواص  براي

 نيانگي ـم ريمقـاد را حـول   U بردار لوريتگسترده، بسط 
جـا كـه    از آن. ميس ـينو يم ـ Yୣ୧ و Xୣ୧ياتفـاق  يرهايمتغ
دو بسـط   جمـع  حاصـل  از لوريتبسط  ،مستقلند رهايمتغ

  :ديآ يمدست ه ب )5و  39( شده در روابط محاسبه
  

U ؆ U ൫Xୣ୧ െ X෩ୣ୧൯ 
∂U
∂Xୣ୧

൨
E



N

୧ୀଵ

N

ୣୀଵ

 

൫Yୣ୧ െ Y෩ୣ୧൯ 
∂U
∂Yୣ୧

൨
E

N

୧ୀଵ

N

ୣୀଵ

 

 )57(  
  

 ياتفـاق حاصـل از اعمـال خـواص     انسيكووارلذا   
ــواد و  ــوام م ــنت ــع حاصــل روي ــارات  در واق ــع عب جم

 ريــزبــه صــورت  )22و  48(شــده در روابــط  محاســبه
  :خواهد بود

  
COVሾu୧ሺkሻሿ ൌ σ  .  

หV୧
Eሺkሻห

|Ԗሼu୧ሽ|
 σ  .  

หV୧
Fሺkሻห

|Ԗሼu୧ሽ|
 

 )58(  

 

 ياتفاقبا خواص مواد  ريتتنش در  ي محاسبه
  ياتفاق يتحت بارگذار

 يروي ـنم مواد و أتو ياتفاقدر نظر گرفتن خواص  براي
را حـول   σتـنش  لـور يتمشابه بسـط   قيطربه  گسترده،

 ميس ـينو يم ـ Yୣ୧ و Xୣ୧ ياتفاق يرهايمتغ نيانگيم ريمقاد
شـده در   دو بسط محاسبه جمع حاصلكه در واقع همان 

  :باشد يم )24و  49( روابط
  

σ ؆ σ ൫Xୣ୧ െ X෩ୣ୧൯ 
∂σ
∂Xୣ୧

൨
E



N

୧ୀଵ

N

ୣୀଵ

 

 

∑ ∑ ൫Yୣ୧ െ Y෩ୣ୧൯ ቂ
ப

பY
ቃ
E

N
୧ୀଵ

N
ୣୀଵ  )59(  

  
 ياتفـاق حاصـل از اعمـال خـواص     انسيكووارلذا   

ــواد و  ــوام م ــنت ــع حاصــل روي ــارات  در واق ــع عب جم
  .خواهد بود )36و  56( شده در روابط محاسبه

  

COVሾu୧ሺkሻሿ ൌ σ  .  
หV୧

Eሺkሻห
|Ԗሼu୧ሽ|

 σ  .  
หV୧

Fሺkሻห
|Ԗሼu୧ሽ|

 

 )60(  

  

  نانياطم تيقابل ليتحل
از حـد مجـاز فراتـر     ري ـتاز  ينيمعنقطه  ييجا هجاباگر 

 تي ـقابل؛ لـذا  نامطلوب خواهد داشت تيوضع ريترود، 
 تيوضـع  ري ـتكه  ست از احتمال آنا عبارت ريت نانياطم

سـاكن   ري ـت يبـرا  قابليت اطمينـان . نكند دايپ نامطلوب
  :[15,16] شود يممحاسبه ) 62(ي  رابطهاز ) ستايا(
  

Reliability ൌ expሺെλtሻ          )61(  

 

λ ൌ
σyሶ

2πσy
exp ൬

െyҧ2

2σy
2൰ )62(  

  
در  ريــت زيــخاســتاندارد  اريــمعانحــراف  σ୷كــه در آن 

 بيش ـاسـتاندارد   اريمعانحراف  σ୷ሶمورد نظر و  ي نقطه
  .مورد نظر است ي در نقطه ريت

  
  يعدد جينتا

و  يگـاه  هي ـتك طيشـرا بـا   يري ـتبخـش،   نيا يابتدادر 
مدل شـده   ريزمنطبق بر مراجع مذكور به شرح  ييروين

   :است
  

L ൌ 5 m  , EI ൌ  20.83 ൈ 10ହNmଶ , σ ൌ  0.1  
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 ـ ري ـت: 1حالت   يبارگـذار  طيشـرا بـا   رداري ـگسـر   كي
q: نواخت كيگسترده  ൌ 1000  N m⁄  
 ـ ري ـت: 2حالت   يبارگـذار  طيشـرا بـا   رداري ـگسـر   كي

qൌ 1000  N m⁄  ,M ൌ 10000 Nm  
بـا   يمفصـل -رداري ـگ گـاه  هي ـتك طيشـرا با  ريت: 3حالت 

q يبارگذار طيشرا ൌ 20000  N m⁄  
 بـا  يمفصـل -رداري ـگ گـاه  هي ـتك طيشـرا با  ريت: 4حالت 
ــرا ــذار طيشـــ q يبارگـــ ൌ 20000  N m⁄  ,M ൌ

100000 Nm  
  

 يمنحن ـ ،شـده  ارائـه  تميالگـور  يگـذار  صـحه  براي  
در حـالات   ري ـت يانيم ي در نقطه زيخ ينسب انسيكووار

در  نيمع ـبـا خـواص مـواد     ري ـت يبرا 4تا  1 يبارگذار
 يهـا  يمنحن ـ ي سهيمقااز كه  است رسم شده) 3(شكل 

كـه در   [10,14] بـا مراجـع  ) 3(ل در شك آمده به دست
  .دارد يخوب، تطابق اند آمده )4و  5( يها شكل
، شـود  يم ـمشـاهده  ) 3(گونـه كـه در شـكل     همان  
 ـكوار يمنحن ـدر  ريتـأث  نيتر بيش در  زي ـخ ينسـب  انسي
صـورت   6تا  0 يها موجشماره  يازاحالات به  ي همه

 تـابع  ريتأث رود يمموج بالاتر  ي و هرچه شماره رديگ يم
 اي ينسب انسيكوواربر  ياتفاق يها دانيم يهمبستگخود
 ،و در حـد  تر كمحاصل  زيخ ينسب انسيوار يريتعببه 
  .خواهد بود زيناچ

 ري ـت يانيم ي در نقطه زيخ ينسب انسيكواردر ادامه   
 يبررس ياتفاقو خواص مواد توأم  يبارگذار طيشرادر 
نشان داده شـده  ) 6( آن در شكل ي جهينتكه  است شده
  .است

  
  ريت ي مياني نقطهدر  زيخ ينسب انسيكووار يمنحن  3 شكل

  
 حالاتي مياني در  در نقطه زيخ ينسب انسيكووار  4 شكل

  [14] 3تا  1ي بارگذار

  

  
  [10] 4 يبارگذاردر حالت  زيخ ينسب انسيكووار  5 شكل

  

  

  
  ريت ي مياني نقطهدر  زيخ انسيكووار يمنحن  6 شكل
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ــأثكــه  افــتيدر تــوان يمــ) 6(ل شــكاز    ــابع ريت  ت
 ـكوواربر  ياتفاق يها دانيم يهمبستگ خود  ينسـب  انسي
از  شيب يتوجهبه طور قابل  2 يبارگذاردر حالت  زيخ
صورت  به ها يمنحن ي هيكل چنين هم. حالات است ريسا

 راي ـمبـالا   يها موجو در شماره  هستند ينزولهموار و 
 ـكوواربـر   رگـذار يتأثبخـش  . گردند يم در  ينسـب  انسي

  .باشد يم 3تا  0 يها موجشماره  يازاحالات به ي  همه
، يانيمنقاط  يبراتنش  ينسب انسيكووارپس از آن   
آزاد  يانتهـا  چنـين  هـم و  رداري ـگگاه  هيتك كينزدنقطه 

گـاه سـاده    هي ـتك كينزدو  2و  1 يبارگذارحالت  يبرا
خواص مواد  طيشراو در  4و  3 يبارگذارحالت  يبرا
 ـگردمحاسبه  ياتفاقتوأم  يبارگذارو   جينتـا . اسـت  دهي
  .اند آمده )7-9( يها شكلدر  ها ليتحل نيا

 ـكووار شـود  يمگونه كه مشاهده  همان   تـنش   انسي
 ريتأث تهيسيالاستمدول  رايز. است ينيب شيپقابل  ينوسان
كـه مـدول    يحـالت تـنش دارد و در   يروبـر   يميمستق
نوسـان   جادياباشد نوسانات آن سبب  ياتفاق تهيسيالاست

بـودن تـنش در    ينوسانروند  ،نيبنابرا. شود يمدر تنش 
  .شود يممشاهده  زيننقاط  ريسا

كـه   شـود  يم ـ جـه ينت )7-9(ي هـا  شكل سهيمقااز   
 يتمام يازاتنش در  ينسب انسيكووارنوسانات  ي دامنه
 رداري ـگ گـاه  تكيـه  كينزددر  بيترتموج به  يها شماره
مقدار را  نيتر كم ريت ي مياني نقطهمقدار و در  نيتر بيش
دارد،  بالاتر ي تنش با دامنه انسيكوواركه  يا نقطه. دارد

نقطه،  نيتر ؛ لذا خطرناكخواهد داشت ي نيزبالاترتنش 
بـا   چنين هم. خواهد بود رداريگ گاه تكيه كينزد ي نقطه
سبب  2 يبارگذاركه حالت  افتيدر توان يمدقت  يكم
مقدار دامنه نسبت به  نيتر بيشتنش با  انسيوارك جاديا

ــا ــاط و  ريس ــانق ــالات  ريس ــح ــود يم ــابرا. ش  ،نيبن
حـالات مـذكور،    نيباز  يبارگذارحالت  نيتر خطرناك

  .باشد يم 2حالت 
  

  
  ريت ي مياني نقطهتنش در  انسيكووار يمنحن  7 شكل

  

  

  
  ريت رداريگ گاه هيتك كينزدتنش در  انسيكووار يمنحن  8 شكل

  

  
  ريت يانتها ي تنش در نقطه انسيكووار يمنحن  9 شكل
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 ـبا توجـه بـه    ادامهدر    ، 2بـودن حالـت    تـر  يبحران
انجام گرفتـه   زينحالت  نيا يبرا نانياطم تيقابل ليتحل
 زاني ـماسـت لـذا    يفولادسازه  كه نيابا توجه به . است

 تي ـقابل حصـول منجر به  2بار در نظر گرفته در حالت 
  . گردد يم ها موجهمه شماره  يازابه  كي نانياطم

 طيشرااحتمال سازه،  تيقابل راتييتغ يبررس براي  
مطابق  ها سازهمعمول  يكاربرد طيشرامشابه  يبارگذار

 ـز  تيــقابل ليــتحل، در نظــر گرفتــه و پـس از انجــام  ري
  .است رسم شده) 10( آن در شكل ي جهينت، نانياطم

  

q ൌ 1000  kN m⁄  ,M ൌ 10000 kNm 
  

، شـود  يم ـمشـاهده  ) 10(گونه كه در شـكل   همان  
 ـملا بيش ـو بـا   ينوسـان  ريت نانياطم تيقابل يمنحن  مي
  .باشد يم ندهيافزا

 كيــ يروشــده را بــر  ارائــه ميمفــاهدر گــام دوم،   
بوده و در  ونيكام كي لريتر، كه يواقع يكاربرد ي سازه

  . ميكن يم يبررسنشان داده شده است، ) 11(شكل 
  

  
  ريت ي مياني نقطهدر  نانياطم تيقابل يمنحن  10 شكل

  
  

 
  يواقع لريتر كي ي سازه ريتمدل   11 شكل

 هسـتند  ياتفاقهر دو  يبارگذارمواد و  يها يژگيو  
. شود يمپنداشته  نواخت كي ياسمبه طور  يبارگذارو 

  : رنديز ي مشخصات مرتبط به گونه
  

E ൌ 2.07 ൈ 10ଵଵ
N
m

ଶ

,  

I ൌ 8.6 ൈ 10ସN/mଶ  ,     σ୷୧ୣ୪ୢ ൌ 550MPa,

q ൌ 29928.81 N/mଶ,

σ ൌ 0.1, σ ൌ 0.2 

  
پاسـخ سـازه، چهـار     يريرپذييتغ زانيم افتني يبرا  

 ـمقطع   ري ـتاول  ي دهانـه  ياني ـممقطـع   ؛ يعنـي، يبحران
، )Bمقطـع  ( ري ـتدوم  ي دهانـه  ياني ـم، مقطع )Aمقطع (

كـل مجموعـه    يانيممقطع و ) Cمقطع ( ريتآزاد  يانتها
  .اند گرفتهقرار  يبررسمورد ) Dمقطع (

  :اند شدهدر نظر گرفته  ريزراستا، سه حالت  نيادر 
  .باشند يم ياتفاقمواد  يها يژگيوتنها : 1حالت 
  .است ياتفاق يبارگذارتنها : 2حالت 
 ياتفـاق هـر دو   يبارگـذار مواد و  يها يژگيو: 3حالت 

 .باشند يم

در  بي ـترتو تنش بـه   زيخپاسخ  يريرپذييتغ جينتا  
تجسـم   يبـرا . انـد  شـده نشان داده  )12-17( يها شكل

 ـهر چهار مقطع به طور  جينتا، تر مناسب نشـان   جـا  كي
  .اند شدهداده 

  

  
در حالت خواص مواد  زيخ ينسب انسيكووار يمنحن  12شكل 

  Dو  Cو  Bو  Aدر نقاط  ياتفاق
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 يبارگذاردر حالت  زيخ ينسب انسيكووار يمنحن  13 شكل
  Dو  Cو  Bو  Aدر نقاط  ياتفاق

  

   
  

در حالت خواص مواد و  يزخ ينسب يانسكووار يمنحن  14 شكل
  Dو  Cو  Bو  Aدر نقاط  ياتفاق يبارگذار

  
  

  
تنش در حالت خواص مواد  ينسب يانسكووار يمنحن  15شكل 

  Dو  Cو  Bو  Aدر نقاط  ياتفاق

  
 يبارگذارتنش در حالت  ينسب انسيكووار يمنحن  16شكل 

  Dو  Cو  Bو  Aدر نقاط  ياتفاق

  

  
تنش در حالت خواص مواد و  ينسب انسيكووار يمنحن  17شكل 

  Dو  Cو  Bو  Aدر نقاط  ياتفاق يبارگذار
  

آشكار  )12-14( يها شكلداده شده در  نشان جينتا  
 Cو  Bمقـاطع   زي ـخ يهـا  پاسخكه انحرافات  سازند يم
پاسـخ   يريرپـذ ييتغ جينتـا . اسـت  گـر يداز مقاطع  شيب

در نظــر  يهــا حالــت يتمــامكــه در  دهنــد يمــنشــان 
 ـكووار نيتـر  بزرگشده،  گرفته  Cدر مقطـع   زي ـخ انسي
 ـز دهد يم يرو  ـمقطـع   راي  يآزاد نيتـر  بـيش شـده   ادي

  .است يبحرانشده  ادي، مقطع جهينتدر . تحرك را دارد
شماره  يبرارا  Cمقطع  نانياطم تيقابل) 18(شكل   
همانگونـه كـه از   . دهـد  يم ـگونـاگون نشـان    يها موج

ــكل  ــودار شـ ــپ) 18(نمـ ــت، دايـ ــذاردر  اسـ  يبارگـ
به حالت نامطلوب وجود  دنيرسشده، احتمال  مشخص
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كـه تنهـا در    دهنـد  يمشده نشان  محاسبات انجام. ندارد
 يتـوجه بـه طـور قابـل     يگـذار شـدت بار  كهي صورت
حالـت نـامطلوب وجـود     شيدايپ، احتمال ابدي شيافزا

  .خواهد داشت
  

  
  

  مختلف يها موجدر شماره  Cمقطع  نانياطم تيقابل  18شكل 
  

  يريگ جهينت
 تيــقابل ليــتحل يبــرا يتميالگــور، يكنــون ي در مقالــه

 ري ـت يبـرا مجـاز  و تـنش   زي ـخ اريمع ي هيپابر  نانياطم
 يكياسـتات  يبارگذارمواد و  يها يژگيوتحت خمش با 

 يمتعـدد  يها مثال نهيزم نيادر . ارائه شده است ياتفاق
  شـده متفاوت ارائه  يمرز طيشراتحت بار و  يرهايتاز 

تـنش و   انسيكوارف انحرا يبررسراستا،  نيادر . است
خواص مـواد   بودن ياتفاق طيشرادر  ريت نانياطم تيقابل

 ـجد يكـار مجـاز،   ييجا هجاب اريمعبر اساس  . اسـت  دي
شده بـا مراجـع    ارائه يها مثالخاص  يها حالت يبررس

  . باشد يمشده  ارائه تميالگوردقت  انگريبموجود، 
 دهنـد  يمنشان  يريرپذييتغ يها پاسخ جينتا يبررس  
در پاسـخ   ياتفاق يها دانيم يبستگ همتابع خود ريتأثكه 
ظـاهر   هي ـاول يهـا  فركـانس عمدتاً در  زيخ يريرپذييتغ
 راشـونده يم يهـا  يمنحن ـجـر بـه حصـول    و من شود يم
 يهـا  داني ـم يبسـتگ  همكه توابع خـود  حال آن .گردد يم

سـبب  مـواد   ياتفـاق  تي ـماهشـده در اثـر    جاديا ياتفاق
حالت،  نيادر ؛ لذا گردد يم تنش ينوسانپاسخ  حصول

از پاسـخ در نظـر    يتـر  بـيش  يها موجتعداد  ريثأت ديبا
 يهـا  پاسـخ  ريمقـاد  ي مطالعـه  چنـين  هـم . دگرفته شـو 

 ياتفـاق  تي ـماهاسـت كـه    نكته نيا انگريب يريرپذييتغ
 تي ـماهنسبت بـه   يبرابرحدوداً دو  ريتأثمواد منجر به 

كـه   گردد يمتنش  يريرپذييتغپاسخ  يروبار بر  ياتفاق
بــودن  ياتفــاقدر نظــر گــرفتن  تيــاهم ي دهنــده نشــان

ــا. باشــد يمــخــواص مــواد در محاســبات تــنش   جينت
ــا پاســخ ــذييتغ يه ــواد و  يريرپ ــت خــواص م در حال
 ـگو ياتفـاق  يبارگذار  ـا ياي نكتـه اسـت كـه پاسـخ      ني

و پاسـخ   ياتفـاق  يبارگـذار متـأثر از   زي ـخ يريرپذييتغ
 نيا. است ياتفاقتنش متأثر از خواص مواد  يريرپذييتغ
مـواد  خواص  تيقطعدر نظر گرفتن عدم  تياهم جينتا
  .سازد يمآشكار  را ها سازه ليتحلدر  يبارگذارو 

  
  پيوست

 

K
ሺୣሻ ൌ ሺEI Lଷ⁄ ሻ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ALଶ I⁄ 0 0 െሺALଶ I⁄ ሻ 0 0
0 12 6L 0 െ12 6L
0 6L 4Lଶ 0 െ6L 2Lଶ

െሺALଶ I⁄ ሻ 0 0 ALଶ I⁄ 0 0
0 െ12 െ6L 0 12 െ6L
0 6L 2Lଶ 0 െ6L 4Lଶ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
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ΔK
ሺୣሻ ൌ ሺEI L⁄ ሻ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ALସ I⁄ 0 0 െሺALସ I⁄ ሻ 0 0
0 36Lଶ 24Lଷ 0 െ36Lଶ 12Lଷ

0 24Lଷ 16Lସ 0 െ24Lଷ 8Lସ

െሺALସ I⁄ ሻ 0 0 ALସ I⁄ 0 0
0 െ36Lଶ െ24Lଷ 0 36Lଶ െ12Lଷ

0 12Lଷ 8Lସ 0 െ12Lଷ 4Lସ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

ΔKଵ
ሺୣሻ ൌ ሺEI L⁄ ሻ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 0 0 0 0
0 െ144L െ84Lଶ 0 144L െ60Lଶ

0 െ84Lଶ െ48Lଷ 0 84Lଶ െ36Lଷ

0 0 0 0 0 0
0 144L 84Lଶ 0 െ144L 60Lଶ

0 െ60Lଶ െ36Lଷ 0 60Lଶ െ24Lଷے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 
 

ΔKଶ
ሺୣሻ ൌ ሺEI L⁄ ሻ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 0 0 0 0
0 144 72L 0 െ144 72L
0 72L 36Lଶ 0 െ72L 36Lଶ

0 0 0 0 0 0
0 െ144 െ72L 0 144 െ72L
0 72L 36Lଶ 0 െ72L 36Lଶ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 
 

F
ሺୣሻ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

0
1
2
L q

1
12

Lଶq
0

1
2
L q

െ
1
12

Lଶqۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۖ
ۗ

, ∆F
ሺୣሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
0
q
0
0
0
0 ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 , ∆Fଵ
ሺୣሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
0
 0
q
0
0
0 ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 , ∆Fଶ
ሺୣሻ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

0

െ3
q
Lଶ

െ2
q
L

0

3
q
Lଶ

െ
q
L ۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۖ
ۗ

 , ∆Fଷ
ሺୣሻ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

0

2
q
Lଷ
q
Lଶ
0

െ2
q
Lଷ

q
Lଶ ۙ

ۖ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۖ
ۗ

 

 
 

ሾBሿ ൌ െ
1
L
y. ൬െ

6
Lଶ

12x
Lଷ
൰ y. ൬െ

4
L

6x
Lଶ
൰
1
L
y. ൬

6
Lଶ
െ
12x
Lଷ
൰ y. ൬െ

2
L

6x
Lଶ
൰൨ 

 

∆L
ሺୣሻ ൌ െ

E
ሺୣሻ

L
െ
6yE

ሺୣሻ

Lଶ
െ
4yE

ሺୣሻ

L
E
ሺୣሻ

L
6yE

ሺୣሻ

Lଶ
െ
2yE

ሺୣሻ

L
൩ 

 

∆Lଵ
ሺୣሻ ൌ 0  

12yE
ሺୣሻ

Lଷ
6yE

ሺୣሻ

Lଶ
  0   െ

12yE
ሺୣሻ

Lଷ
6yE

ሺୣሻ

Lଶ
൩ 
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