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تَجْٖ ثط زقت  طَض قبثلثبضس، ظٗطا ثِتطٗي قسوت تحل٘ل هٖهْن سبظٕ تٌص زض تحل٘ل اجعإ هحسٍز ًبذطٖ هَاز،ٌّگبمثِ  چکیده
گ٘طٕ ّستٌس، ثطضسٖ زقت ٍ اٍلِّ٘بٕ تبثغکِ زقت ٍ ظهبى زٍ ػبهل کل٘سٕ زض کبضاٖٗ ضٍش تَجِ ثِ اٗي آهسُ اثطگصاض است. ثبزستّبٕ ثِ پبسد

ّبٕ ذطٖ ّوگي ٍ پَٗب زض ضًَسگٖهبٗسع ثب سرت -ّب اّو٘ت ثس٘بضٕ زاضز. زض اٗي پژٍّص، الگَٕ هَهسبًٖ ٍاىػولکطز اٗي ضٍش
ضوٌٖ ضٍٗکطز ضٍش ً٘وِ ّبٕ زٗفطاًس٘ل هَهسبًٖ ثِضَز. ثبٗس زاًست زض حل زستگبُ هؼبزلِّبٕ کَچک زضًظط گطفتِ هٖتغ٘٘طضکل ٓهحسٍز

ّب سبظٕهٌظَض ثطضسٖ زقت زض اٗي پژٍّص ضاثطِ گبم هَهسبًٖ ثطزاضت ضَز. ثِ ٔگًَِ است کِ هتغ٘طّبٕ هَضز ً٘بظ تحل٘ل اظ ه٘بً ضاٗج اٗي

ّبٕ پبسد ّبٕ ػسزٕ، زقتچْبضم گبم هَهسبًٖ ثطزاضت ًوَز. زضپبٗبى، ثب اًجبم آظهَىاست کِ ثتَاى هتغ٘طّب ضا اظ ٗک إ اًجبم ضسُگًَِ ثِ
 گطزز.ٍ ثب حبلت ضاٗج هقبٗسِ هٖ ضَز هٖآهسُ اظ اٗي حبلت ثطضسٖ زستثِ

 .ضًَسگٖ پَٗب ضًَسگٖ ّوگي، سرت هبٗسع، سرت -ضوٌٖ، هَهسبًٖ ٍاىسبظٕ تٌص، ضٍش ً٘وِ ٌّگبمثِ  های کلیدی واشه
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Abstract  Updating stress in a nonlinear finite element analysis is the most important part as the 

precision of the stress-updating algorithm greatly affects the accuracy of the final solutions.The most 

important part of the analysis is the stress-updating. There are two key factors that have impact on the 

efficiency evaluation; those are the accuracy and time. Based on this point, investigating the accuracy of 

the integration methods becomes important. In this study, the von-Mises plasticity model along with the 

linear isotropic and kinematic hardening mechanisms is considered in the small strain realm. In solving 

the plasticity differential equations system through a semi-implicit method, the prevalent approach is 

picking up the variables from the middle of the plasticity step. In order to assess the accuracy, here, the 

relations are derived so that one can pick up the variables from the first quarter of the plasticity step. 

Finally, to determine the accuracy and comparing two aforementioned methods, the numerical tests are 

performed. 
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 مقدمه

ِ ّبٕ تبثغضٍش ِ  اٍل٘ه ّهبٕ زٗفطاًسه٘لٖ   گ٘هطٕ اظ هؼبزله
 ، زق٘ه  صطٗح، ضوٌٖ اصلِٖ ٔگًَهَهسبًٖ ضبهل چْبض 

کَتهب اظ   -ّهبٕ ضاًه   ضٍش س.ٌثبضهٖ ضت ًوبًٖٗگبٍ 
گ٘ههطٕ اٍل٘ههِصههطٗح زض تههبثغ ّههبٕتههطٗي ضٍشهؼههطٍ 
ّبٕ ضوٌٖ کِ ث٘طتط ثهب ػٌهَاى   گ٘طٕ اٍلِ٘تبثغ ثبضٌس. هٖ

 ًرسهت  ،ضهًَس ّبٕ ًگبضت ثبظگطتٖ ضٌبذتِ هٖضٍش
ثب ضٍش ثبظگطت ضؼبػٖ کِ تَسط ٍٗکلٌ٘ع ثطإ هؼ٘بض 

هطهط  گطزٗهس    ،هطلَة پ٘طٌْبز ضس هبٗسع -ٍاىتسل٘ن 
ثهب  گهطزز   ّبٕ زق٘  ثبٗستٖ اضبضُزض ضاثطِ ثب ضٍش. [1]
ًرسهت٘ي حهل ثسهتِ ثهطإ      ًطخ کهطًص،  پٌساضتي ثبثت

تَسهط   هبٗسهع  -ٍاىهَهسبى هطلهَة   -هصبلح کطسبى
اضائِ ضهس. پها اظ آى پژٍّطهگطاى     [2] کطٗ  کطٗ  ٍ

. ضٗسهتٌ٘وب ٍ  زستبٍضز کطٗ  ٍ کطٗه  ضا ثْجهَز زازًهس   
ٗک ضٍش کلٖ اسهترطا    1993زض سبل  [3]تطٗبزٌٗ  

ّهبٕ زق٘ه  پ٘طه٘ي ثهَز.     ضٍش ّٔوه ًوَزًس کِ ضهبهل  
ّبٕ زق٘  ّبٖٗ ضٍٕ ضًَُ٘٘ع پژٍّص [4]ظاثَ زضازاهِ، 
ٔ ّهبٕ  ضٍشزض . ثبٗس زاًسهت  اًجبم زاز ضهت  ًگب ثطپبٗه
ِ تبثغ ًوبٖٗ گ٘هطٕ زض فاهبٕ تهٌص افهعٍزُ اًجهبم      اٍل٘ه
حجههن هحبسههجب  زض  کههِ اٗههيثههِ  ثبتَجههِ. ضههَز هههٖ
اًترهبة   ّبٕ ًبذطٖ ثس٘بض ظٗبز اسهت  ثٌهبثطاٗي   تحل٘ل

ٖ  تحل٘هل  تط ثطإضٍش زق٘  تَاًهس ظههبى تحل٘هل ضا    هه
ٕ چطن ضکل ثِ کهبّص زّهس ٍ زض ظههبى کوتهطٕ      گ٘هط
 ،ضهسُ  ث٘هبى ّهبٕ  اظ ه٘هبى ضٍش  زقت هَضزًظط ثطسس. ثِ

ٖ ًگب ثطپبّٗٔبٕ ضَُ٘ زقهت ثهبرتطٕ زاضًهس،     ضت ًوهبٗ
ٍجهَز  سبظگبضٕ هَهسبًٖ زض ث٘طهتط آًْهب    ،ثط آى افعٍى
ّهبٕ ثطپبٗهِ   هبّ٘ت صهطٗح ضٍش  ،. اظ سَٕ زٗگطزاضز

ٖ ًگب ّهب ضا سهجت   کهبضاٖٗ ثهبرتط اٗهي ضٍش    ضت ًوهبٗ
ًَٗسهٌسگبى اٗهي هقبلهِ ضا     ،ضسُ ٗبزّبٕ . ٍٗژگٖضَز هٖ

گ٘هطٕ  اٍلِّ٘بٕ تبثغثط آى زاضت کِ ثطضسٖ زقت ضٍش

 ًوبٖٗ ضا زض پ٘ص گ٘طًس.
فابٕ  1999زض سبل  [5]کِ ّبً  ٍ لَ٘  پا اظ آى 

ِ  ،کطزًستٌص افعٍزُ ضا هؼطفٖ  ّهبٕ   پژٍّطگطاى هؼبزله

ضًَسگٖ زضّن  ثب سرت هبٗسع -ٍاىهطثَط ثِ هَهسبًٖ 
̇ ًهبذطٖ   هؼبزلٔ زٗفطاًس٘لذطٖ ضا ثِ زستگبُ      

 [6]ٍٗگههب آٍضٗک٘ههَ ٍ  2003تجههسٗل ًوَزًههس. زض سههبل 
ضا  هؼبزلٔ زٗفطاًسه٘ل گ٘طٕ ًوبٖٗ اظ اٗي اٍلِ٘ضٍش تبثغ

هبّ٘هت صهطٗح زاضهت ٍ     . ضٍش آًْهب پ٘طٌْبز ًوَزًهس 
ّهبٕ سهبظگبض ثهب    زض ضٍش ًبسبظگبض ثب سطح تسل٘ن ثَز.

ّهبٕ  سطح تسل٘ن زض اًتْبٕ ّط گهبم ثبضگهصاضٕ، تهٌص   
طَض ذَزکبض ثطضٍٕ سهطح تسهل٘ن قهطاض     ثِضسُ  ٌّگبم ثِ
ٖ  زضگ٘طز  هٖ ّهبٕ ًبسهبظگبض ثبٗسهتٖ     کهِ زض ضٍش  حهبل

ّب ثطضٍٕ سطح تسل٘ن ثبظگطزاًسُ ضهًَس. زض سهبل   تٌص
گ٘هطٕ ًوهبٖٗ صهطٗح    اٍلِ٘زٍ ضٍش تبثغ [7]، لَ٘ 2004

پطاگههط  -ثههطإ هؼ٘ههبض تسههل٘ن هَهسههبى هطلههَة زضاکههط

 سبظٕ ًوَز.   ضاثطِ
ِ تهبثغ  ٔکِ زضظهٌ٘ پژٍّطگطاًٖاظجولِ   گ٘هطٕ  اٍل٘ه

تهَاى  هٖ ،اًسّبٕ هَهسبًٖ فؼبل٘ت کطزًُوبٖٗ اظ هؼبزلِ

زض سهبل   اضبضُ ًوَز. آًْهب  [8]ثِ آضتَ٘لٖ ٍ ّوکبضاًص 
ضا ثهِ   هبٗسهع  -ٍاىًوبٖٗ ثهطإ هَهسهبًٖ    ٓضَ٘، 2005

ٗهک   [9] 2006زض سهبل  ٍ  ،حبلت سبظگبض ثْجَز زازًهس 

 ٓضهًَس سرتزٍم ثطإ الگَٕ  هطتجِضَُ٘ ًوبٖٗ صطٗح 
آضتَ٘لٖ ٍ ّوکبضاًص پ٘طٌْبز زازًس.  هبٗسع -ٍاىذطٖ 

سبظٕ ًوبٖٗ تٌص ضا ٌّگبمثِ ٓضَ٘، 2007زض سبل  [10]
ضهًَسگٖ ّوگهي   ثب سهرت  هبٗسع -ٍاىثطإ هَهسبًٖ 

استرطا  ذطٖ ٍ پَٗبٕ ًبذطٖ آضهستطاً  ٍ فطزضٗک 
 .ًوَزًس
ّهبٕ  فؼبل٘ت ٔازاهزض  [11] ضضبٖٗ پژًس ٍ ًص٘طاٖٗ 
َ  آضتَ٘لٖ ٍ ّوکهبضاًص،  2005سبل  ًوهبٖٗ ثهطإ    ٓضه٘

َ ثهِ ٗهک    2007زض سبل ضا  هبٗسع -ٍاىهَهسبًٖ   ٓضه٘
زٍ ثْجهَز   هطتجِضوٌٖ ثب زقت گ٘طٕ ًوبٖٗ ً٘وِاٍلِ٘تبثغ

َ ، زٍ [12] 2008زازًهههس. سههه ا، زض سهههبل     ٓضههه٘
زٍ ضا ثطإ الگَٕ  هطتجِضوٌٖ گ٘طٕ ًوبٖٗ ً٘وِ اٍلِ٘ تبثغ

. ضضهبٖٗ  پطاگط پ٘طهٌْبز زازًهس   -هَهسبى هطلَة زضاکط
ضٍش  2010زض سههههبل  [13]پژًههههس ٍ ّوکههههبضاًص 

ثهب   هبٗسهع  -ٍاىگ٘طٕ ًوبٖٗ ضا ثطإ هَهسهبًٖ   اٍلِ٘ تبثغ
ضًَسگٖ پَٗبٕ ًبذطٖ گستطش زازًس ٍ زض سبل  سرت
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ِ ٗهک ضٍش تهبثغ   2011 گ٘هطٕ ًوهبٖٗ ثهطإ ههسل     اٍل٘ه
. ضضهبٖٗ پژًهس ٍ   [14] إ اضائِ کطزًهس هَهسبًٖ چطذِ

ِ ٗک ضٍش تبثغ 2011زض سبل  [5]ضطٗف٘بى  گ٘هطٕ  اٍل٘ه
ثهط   افعٍىثب قبثل٘ت کٌتطل ذَزکبض ذطب پ٘طٌْبز ًوَزًس. 

زٍ  2011زض سهبل   [16]آى، ضضبٖٗ پژًهس ٍ ّوکهبضاى   
ٔ گ٘طٕ صطٗح اٍلِ٘ضٍش تبثغ ٖ  ًگب ثطپبٗه ثهب   ضهت ًوهبٗ
ضًَسگٖ ّوگي ذطٖ ٍ پَٗبٕ پطاگط اضائِ زازًس.  سرت

، 2013زض سبل  [17]سطاًجبم، ضضبٖٗ پژًس ٍ ّوکبضاى 
ِ  اٍلِ٘زٍ ضٍش تبثغ ٔ ضهوٌٖ  گ٘هطٕ ً٘وه ضهت  ًگب ثطپبٗه

ّبٕ اٍلط پ٘ططٍ ٍ پسطٍ ثهطإ هَهسهبًٖ   ٍ ضَُ٘ ًوبٖٗ
ضههًَسگٖ زضّههن ًههبذطٖ  پطاگههط ثههب سههرت  -زضاکههط
 سبظٕ کطزًس. ضاثطِ
ِ  تبثغگًَِ کِ ث٘بى ضس زقت ضٍش  ّوبى  گ٘هطٕ  اٍل٘ه

زض سههعاٖٗ زاضز. اظ ططفههٖ ِ زض کههبضاٖٗ آى ضٍش اثههط ثهه
ضهوٌٖ   گطفتِ زضضاثطِ ثب ضٍش ً٘وِ صَض ّبٕ پژٍّص
٘ي است کهِ هتغ٘طّهبٕ   ضٍٗکطز ضاٗج چٌ ضت ًوبًٖٗگب

اظ ٍسط گبم هَهسبًٖ ثطزاضهت ضهَز.   هَضز ً٘بظ تحل٘ل 
ضَز کِ ثطزاضت هتغ٘طّهب اظ  زض اٗي پژٍّص ثطضسٖ هٖ

ّهب ٍ  گبم هَهسبًٖ چِ اثطٕ ثط زقهت پبسهد   چْبضم ٗک
گصاضز. ثطإ اٗي هٌظَض  ًطخ ّوگطاٖٗ ثِ پبسد زق٘  هٖ

ٖ ًگبضٍش  ثهب   هبٗسهع  -ٍاىثهطإ هَهسهبًٖ    ضت ًوهبٗ
 إ گًَههِ ثههِضههًَسگٖ ّوگههي ٍ پَٗههبٕ ذطههٖ سههرت

سبظٕ ذَاّس ضس کِ ثتَاى ضؼبع سهطح تسهل٘ن ضا   ضاثطِ

 گبم هَهسبًٖ ثطزاضت ًوَز. چْبضم ٗکاظ 
ٖ      ّٖٗهب ضاثطِزض   ضهَز  کهِ زض اٗهي هقبلهِ اضائهِ هه

ِ زٍ ثهب ثهطزاضٕ    هطتجِتبًسَضّبٕ  ِ  ًهُ إ جهبٗگعٗي  هؤلفه

 اًس، ّوبًٌس:  ضسُ
 

   [                            ]   (1)  

 

ِ  اٗيثِ  ثبتَجِالجتِ    ،ّهبٕ هسهتقل  ِهؤلفه ضهوبض   که
ٖ ضص  چهِ اسهتفبزُ اظ ثطزاضّهبٕ     چٌهبى  ثبضهس  ػسز هه

إ هَضزًظط ثبضس، ثبٗستٖ ػولگط اثهط ٍ ًهطم   ِهؤلف ضص
 اقل٘سسٖ اصلا  گطزًس.

 های بنیادیرابطه

ضهًَسگٖ  ثهب سهرت   هبٗسهع  -ٍاىٗک الگَٕ هَهسبًٖ 

کَچک زضًظهط   ّبٕتغ٘٘طضکل ٓهحسٍززضّن ذطٖ زض 
ضَز. تٌص کل ٍ کطًص کل ّهط کهسام ثهِ زٍ    گطفتِ هٖ

 ضًَس:  ثرص اًحطافٖ ٍ حجوٖ جساسبظٕ هٖ
 

                  
 

 
       (2)  

 

    
 

 
                      (3)  

 

  ِ ّهبٕ ٍاثسهتِ ثهِ اٗهي الگهَ زضازاهههِ آٍضزُ      هؼبزله
 ضَز: هٖ

 

         (4)  

 

           (5)  

 

                  (6)  

 

         (7)  

 

  ‖ ‖        (8)  

 

              (9)  

 

 ̇   ̇                                     (10)   
 

  
  

  
 

 

‖ ‖
 

 

 
                            (11)   

 

 ̇       ̇
                                  (12)   

 

، (                 ) اثط اسهت  ػولگط      کِ 
i   ِ2ثههطزاض هؼههبزل ثههب تبًسههَض ّوههبًٖ هطتجهه ،s  تههٌص

کطًص   کطًص اًحطافٖ ٍ  eتٌص حجوٖ،  pاًحطافٖ، 
   ثرص کطسبى ٍ    هسٍل ثبلک، Kثبضس. حجوٖ هٖ

ثهطزاض تهٌص اًتقهبلٖ      ثرص هَهسبى کطًص اًحطافٖ، 

 nثرهص اًحطافهٖ تهٌص ثبظگطهتٖ،       جبضهسُ(،  ِ )جبث
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 R ثبضهس. توبس هٖ ًٔقطثطزاض ػوَز ثط سطح تسل٘ن زض 
 ضهؼبع ًرسهت٘ي سهطح تسهل٘ن،       ضؼبع سطح تسل٘ن، 

Hiso   ضهًَسگٖ ّوگهي(  ثبثت هبزُ )ثبثهت سهرت ،Hkin 
ٗهک کو٘هت   ضهًَسگٖ پَٗهب(،  ثبثت هبزُ )ثبثت سرت

ٖ  ثبضس کِ ػسزٕ هٖ -ضطٗت هَهسبًٖ ضا تؼطٗه  هه

کٌس. ضا ث٘بى هٖ هبٗسع -ٍاىسطح تسل٘ن  (8) ٔضاثطکٌس. 

 ثبضهس. تٌص اًحطافٖ هٖ ٔصفحهطکع سطح تسل٘ن زض   
ضًَسگٖ ّوگي ذطٖ ضا ًطهبى  قبًَى سرت (9) ٔضاثط
ضًَسگٖ پَٗبٕ ث٘بًگط قبًَى سرت (12) ٔضاثط زّس. هٖ

 ثبضس.ذطٖ پطاگط هٖ
ٕ سطاًجبم، ضطط  -ثهبضثطزاضٕ کهبى   -ّبٕ ثبضگهصاض

 :[6] ضَزّبٕ ظٗط اضائِ هٖتبکط ثب ضاثطِ
 

 ̇             ̇                         (13)   
 

ضفتبض هَهسبى ضا ًطهبى  ̇    0 <ضفتبض کطسبى ٍ ̇    0=کِ
 زّس.هٖ

 

 های بنیادی در فضای تنش افسودهرابطه

ثههب  هبٗسههع -ٍاىّههبٕ هطثههَط ثههِ هَهسههبًٖ   هؼبزلههِ
ٖ ضًَسگٖ زضّهن ذطهٖ ضا    سرت ثهِ زسهتگبُ   تهَاى  هه

 :[6] ًبذطٖ ظٗط تجسٗل ًوَز هؼبزلٔ زٗفطاًس٘ل
 

 ̇      (14)  

 

1nثطزاض تهٌص افهعٍزُ ثهب     Xثبر  ٔضاثطزض      ثُؼهس

 ثبضس:‬هٖ
 

  { 
  ̅
  }  {

  

  }  (15)  

 

ِ ̅ ثسٍى ثُؼهس )  ٓضس جبِ جبثثطزاض تٌص   صهَض    ( ثه
 ضَز:  ظٗط تؼطٗ  هٖ

 

 ̅  
 

 
 (16)  

 

ِ    گ٘طٕ اًتگطال ضطٗت   صهَض  تهبثؼٖ اظ    ثه
 ضَز:زضًظط گطفتِ هٖ

 

      {
(  

    

  
 )

(
            

    
)

        

   (
       

  
 )                         

(17)  

 

 صهَض   ثِ (14) هؼبزلٔ زٗفطاًس٘لثطإ   هبتطٗا  
 ظٗط ذَاّس ثَز:

 

کطسبى ٓهحسٍز:      
  

 
[
         ̇   

              
]
     

 (18)  
 

هَهسبى ٓهحسٍز:      
  

 
[
             ̇   

 ̇ 
            

]
     

(19)  

 

ِ  ضًَسگٖ پَٗبسرت حاَضزض  ٖ ثه  Rچهَى   تٌْهبٗ
 حاهَض اههب زض   اسهت ٍاثسهتِ   ̇ تٌْب ثهِ     ،ثبثت است

ٖ  R ّوگي کِضًَسگٖ سرت  Xثهِ     ،ثبضهس ثبثت ًوه
ٖ   (14) ٔضهَز کهِ هؼبزله   ٍاثستِ هٖ  کٌهس. ضا ًهبذطٖ هه

̇  ٔهؼبزله ٗهبثٖ ثهِ   چگًَگٖ زست زض پَ٘سهت      

 .استُ اضائِ ضس
تهبکط   -ّبٕ کهبى چِ زٍ ضطط ظٗط کِ اظ ضطط چٌبى 
ظهبى ثطقهطاض   ّن صَض  ثِ، است ًت٘جِ گطفتِ ضسُ (13)

 : [4]هَهسبى ٍاقغ است  ٓهحسٍزضَز، ًوَ زض 
 ضسُ ثبٗستٖ ضٍٕ سطح تسل٘ن ثبضس:   جبِ جبث( تٌص 1

 

‖ ‖    (20)  
 

 تَاى ًَضت:هٖ( 16ٍ  15)ّبٕ کِ ثباستفبزُ اظ ضاثطِ
 

‖  ‖      (21)  

 

ِ ( جْت ضُضس کهطًص ثبٗهس   2 سهَٕ ث٘هطٍى اظ سهطح     ثه
 تسل٘ن ثبضس:  

 

   ̇     (22)  

ِ تَاى کًٌَٖ ضا هٖ ٔضاثطکِ  ظٗهط ثبظًَٗسهٖ    صهَض   ثه
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 ًوَز: 
 

      ̇    (23)  

 

 سازی تنش هنگامالگوریتم عددی به

سبظٕ تٌص اضائهِ  ٌّگبمزض اٗي ثرص الگَضٗتن ػسزٕ ثِ

ثبالگَضٗتن ضٍش  آٗسگطزز. الگَضٗتوٖ کِ زضازاهِ هٖهٖ
ًوبٖٗ تفبٍ  زاضز. زض اٗهي الگهَضٗتن زض   صطٗح ًگبضت
اظ ضؼبع سهطح تسهل٘وٖ    سبظٕ تٌصٌّگبمثِهحبسجب  

گبم هَهسبًٖ ثطزاضت  چْبضمٗکگطزز کِ اظ استفبزُ هٖ
 ّبٖٗ کِ ثِ اٗهي هٌظهَض صهَض    سبظٕ. ضاثطِاستُ ضس

 ِ هَهسههبًٖ ثههِ  زض هحبسههجب  هطثههَط ثههِ گههبم ،پصٗطفته

 .  است ُ هطبّس قبثلضٍضٌٖ 
سبظٕ تٌص، هقهساضّبٕ هتغ٘طّهب   ٌّگبمثٌِٗس افطزض  

 )     زض ظهههههبى 
 
  

 
کههههطًص زض ٍ  (       

الگههَضٗتن  .ثبضههٌسهههٖهؼلههَم (     )        ظهههبى
ضا حل هؼهبزر  هَهسهبًٖ، تهٌص    ستٖ ثب پ٘طٌْبزٕ ثبٗ

 پبسهد . هحبسهجِ ًوبٗهس  ٍ سبٗط هتغ٘طّهب ضا   کٌسٌّگبم  ثِ
زضازاههِ  ضطط ًرسهت٘ي ظٗهط   ثب  (14) هؼبزلٔ زٗفطاًس٘ل

ِ ضبٗبى شکط است ضَز. آٍضزُ هٖ هؼوهَل زض   صهَض   ثه
هس٘طّبٕ کهطًص اًترهبثٖ، ًهطخ کهطًص ثبثهت فهط        

̇ ضَز ) هٖ     ). 
 

     {
  

 

 
}  ,

  

  

 
- (24)  

  

                 (25)   

 

ضًَسگٖ ّوگي سرت زض حاَض کِ اٗيثِ  ثبتَجِ 
 ،ً٘سهت زض فبظ هَهسبًٖ ثبثهت    ( هبتطٗا       )

زض طهَل ّهط گهبم       ثسهتِ، جب ثطإ ٗبفتي حل زض اٗي
 :  ضَزهٖظهبًٖ ثبثت پٌساضت 

 

                   ̅    (26)  
 

 ̅  

{
 
 

 
  ̅  *

           
  

  
  

  
+

 ̅  *
          ̂  ̂     ̂

    ̂
   

+

 (27)  

 

 صهَض   ثِ  ̅  ًوبٖٗ هبتطٗا ّبٕ هطثَط ثِػبهل 
  آٌٗس:زست هٖ ثِظٗط 

 

                  ̂  
  

‖  ‖
 (28)  

 

       (
  

  
‖  ‖)         (

  

  
‖  ‖) (29)   

 

ضفتهبض اضتجهبػٖ ٗهک هقهساض      پٌساضهت ثهب   ًرست 
ًرسههت٘ي آظهههًَٖ ثههطإ ثههطزاض تههٌص افههعٍزُ ثههطآٍضز  

 :گطزز هٖ
 

    
    ̅                                                          (30)  

 

، حل آظهًَٖ پصٗطفتِ ضطط ظٗطصَض  ثطقطاضٕ زض 
ٍ هقساضّبٕ هتغ٘طّب اظ ضٍٕ حل آظههًَٖ ثهبر    ضَز هٖ

  گطززثطآٍضز هٖ
 

‖    
    ‖      

                                                      (31)  
 

حهل آظههًَٖ    (31)ضهطط   اهب زضصَض  ثطقطاض ًطهسى 

ٖ هَهسهبى   ،ٍ ثرطٖ اظ گهبم  ضَز وًٖ پصٗطفتِ . ثبضهس  هه
کبههل  اٗي گبم ثِ زٍ قسوت کطسبى  ،هؼوَل صَض  ثِ
ٖ هَهسبى  -کطسبىٍ   ًٔبح٘ه . ههطظ ثه٘ي   ضهَز تقس٘ن هه

ثبثههت هَهسههبى ضا  -کطسههبى ًٔبح٘ههکطسههبى کبهههل ٍ 
 کٌس:هطرص هٖ      

 

  
√       

 
   (32)  

 

  
    

 

  

  
           (

    
 ‖  ‖

  

)

 

     

     ‖  
 ‖     

     (33)  
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ث٘بًگط ٗک ثرص کطسبى کبهل ٍ     ، زضحق٘قت 
هَهسهبى کبههل    -کطسبىثرص ٗک  ث٘بًگط        

ِ  ثطزاض تٌص افعٍزُ صَض  اٗي زضثبضس. هٖ  ضهط  ظٗهط   ثه
 :  گطززهٌّٖگبم  ثِ

 

            (34)  
 

             (35)  
 

 ٍ ٗب:

              (36)  

 

ٕ       ٍ کطسهبى   ًٔبح٘ه ثطإ   ضطٗت    ثهطا
ٖ اػوبل  (27) ٔضاثطزض هَهسبى  -کطسبى ًٔبح٘  ضهَز هه
ٖ   صَض  ثِ   ٍ     ٍ . آضهکبض  گهطزز ظٗط هحبسهجِ هه

هَهسهبى ضا ًطهبى    -ٗک گبم کطسبى      است کِ
 . ̅    ٍ      زّس، هٖ

 

   

{
 
 

 
    *

            
  

  
  

  
+

   *
          ̂  ̂     ̂

    ̂
   

+

  (37)  

 

ضوٌٖ ثبٗستٖ ضؼبع زض ضٍش ً٘وِ کِ اٗيثِ  ثبتَجِ 
گبم زض هحبسجب  ٍاضز ضَز،  چْبضم ٗکضسُ اظ  ثطزاضت

زست ظٗط ثِ صَض  ثِ   ّبٕ هطثَط ثِ هبتطٗا ػبهل
 آٌٗس:هٖ

 

                       (38)   

 

  
  

              
     ‖  ‖  (39)   

 

گهبم   چْهبضم  ٗکآٍضزى ضؼبػٖ کِ اظ  زستثِثطإ  

ِ (               آٗس )زست هٖهَهسبًٖ ثِ تطت٘هت   ثه
 ضَز:ظٗط ػول هٖ

 

    
    

   
  

  
  

     (40)   

 

              
   ̅  ̂ (  

   
  

  
  

   )  

 ̅  
  (41)   

 

 کِ زض آى:

 ̅            ̅   (42)   
 

 ̅            ̅   (43)  
 

 ̅  
  

  
     ‖  ‖   (44)   

 

هَهسههبى  -اظ گههبم کطسههبى چْههبضم ٗههکضههؼبع زض  
 آٗس:زست هٖظٗط ثِ صَض  ثِ

 

                 (
              

 

  
 )

 

 (45)   

 

 ػجبض  زٗگط: ثِ 
 

                 [          ̅ (
  ̂   

 

  
  

 
  

  
‖  ‖)             ̅ ]   (46)   

 

 ضَز:ظٗط تؼ٘٘ي هٖ ٔضاثطاظ   ضطٗت  
 

  
    

            
   (47)  

 

   ِ ٌّگهبم  زض پبٗبى ّط گبم ضؼبع سطح تسل٘ن ثبٗهس ثه
 ٔضاثطه تَاى ثهِ  هٖ (17ٍ  9)ّبٕ کوک ضاثطِ ثِضَز کِ 
 ظٗط ضس٘س: 

 

            
                                    (48)  

 

إ ً٘سهت  ٗک هتغ٘ط تبضٗرچِ    کِ اٗيثِ  ثبتَجِ 

ضسگٖ  سطضٗعهٌظَض جلَگ٘طٕ اظ  ثِهؼوَل  صَض  ثٍِ 
ضؼبع ضَز،  ًظط گطفتِ هٖ زضػسزٕ زض آغبظ ّط گبم ٗک 
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 ضَز:  ام هحبسجِ  nثطحست ضؼبع زض گبم  n+1زض گبم 
 

          
   (

    
 

  
 )

 

   (
    

 

  
 )

 

 (49)  

 

ٍ هطکع سطح تسل٘ن  ضَز هٖ ٌّگبمثِزضپبٗبى تٌص  
 گطزز: ظٗط هحبسجِ هٖ صَض  ثِ

 

     
    

    
     

   (50)   
 

     
    

       
                (51)   

 

                 (52)   
 

                      (53)   

 

 های عددیآزمون

چْبضم گهبم   ٗکگ٘طٕ اٍلِ٘اثتسا ضٍش تبثغ زض اٗي ثرص
ٖ   ضَز سه ا آظهبٖٗ هٖ ضاستٖ ضهَز کهِ زض   ثطضسهٖ هه
سبظٕ تٌص، ثطزاضت ضؼبع سطح تسهل٘ن  ٌّگبمثٌِٗس افط

ّهب  گبم هَهسبًٖ چِ اثطٕ ثط زقهت پبسهد   چْبضم ٗکاظ 
 ٔتبضٗرچه  زٍگصاضز. ثهطإ ضسه٘سى ثهِ اٗهي هٌظهَض      هٖ

 1ضَز )ضهکل  ثبضگصاضٕ کطًص هؼلَم زضًظط گطفتِ هٖ
ٌّگبم ظٗط ثِ ٓهبززٍ ّبٕ ٍاثستِ ثطإ (، س ا تٌص2ٍ 
 .[9]ز گطزهٖ
 (2ٍ  1)ّهبٕ   زض ضهکل کِ کطًص  ٔتبضٗرچزٍ زض  

ٖ  ِهؤلفسبٗط  ،اًسآٍضزُ ضسُ ثبضهٌس.  ّبٕ کطًص صهفط هه

𝜀 ػبهل
  
      ٖ زّهس  کهطًص ًرسهت٘ي تسهل٘ن ضا ًطهبى هه

(𝜀
  

 √
 

 

  

 
.) 

 

 :1 ٓهبز
                                 
                      

 

 :2 ٓهبز
                                  
                      

 

 

 
 (1)هس٘ط  1ثبضگصاضٕ کطًص  ٔتبضٗرچ  1ضکل 

 

 
 (2)هس٘ط  2ثبضگصاضٕ کطًص  ٔتبضٗرچ  2ضکل 
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هٌظَض ثِ  .چهارم گام یکآزمایی روش  راستی
چْبضم گبم،  ٗکگ٘طٕ اٍلِ٘آظهبٖٗ ضٍش تبثغ ضاستٖ
 ضت ًوبًٖٗگباٗي ضٍش ٍ ضٍش  ٍٔس٘لثِّب تٌص
(            𝚫 ) کَچک ثس٘بض ظهبًٖ ثب گبمصطٗح 

گبم ثس٘بض کَچک  ٓاًساظثِ  ثبتَجِضًَس کِ هٌّٖگبم ثِ
. ّبٕ زٍ ضٍش ٗکسبى ثبضٌسضسُ ثبٗس پبسد اًتربة

آهسُ، ًطم زستّبٕ ثِپبسد تطسٌجص آسبىثطإ 
ه٘بًگ٘ي ًطم ٍ س ا  ضًَس هٖهحبسجِ ّب اقل٘سسٖ تٌص

زض  حبصل ًٔت٘ج. ضًَسهحبسجِ هّٖب زض کل هس٘ط تٌص

 .استُ اضائِ ضس (1)جسٍل 
 

 ثب ضٍش صطٗح ّبه٘بًگ٘ي ًطم تٌص ٔهقبٗس  1جسٍل 
 (MPa) کل هس٘طه٘بًگ٘ي ًطم تٌص زض 

 هَضز ثطضسٖ ٔهسئل
 ضٍش صطٗح  چْبضم گبم ضٍش ٗک

 1هس٘ط  - 1 ٓهبز 106.6229 106.6229

 1هس٘ط  - 2 ٓهبز 143.3956 143.3956

 2هس٘ط  - 1 ٓهبز 161.2968 161.2968

 2هس٘ط  - 2 ٓهبز 226.3358 226.3358

 

، زضسهتٖ  (1)جهسٍل   ضهسُ زض  زازُّبٕ ًطبى ٗبفتِ 
 .است ًطبى زازُ ضا ضسُ سبظٕضاثطِ چْبضم گبم ٗکضٍش 
ضسُ ثهطإ ضٍش پ٘طهٌْبزٕ    ًَضتِ ٔثطًبهّوچٌ٘ي،  

ضهسُ تَسهط    ًَضتِاجعإ هحسٍز صطٗح  ٔثطًبهزض ٗک 
آهسُ ثطإ ٗهک   زست‬ثِضٍز ٍ حل کبض هِٖ ثًَٗسٌسگبى 

افعاض اجعإ هحسٍز  ًطمّبٕ هسئلِ هقساض هطظٕ ثب پبسد
FEAP  اٍلط  ٓضَ٘کِ اظ ٖ جَٗهس سهٌجص   پسطٍ ثْطُ هه
ِ ّبٕ تهبثغ گطزز. ثبٗس زاًست ضٍشهٖ گ٘هطٕ اٍلهط   اٍل٘ه

پسههطٍ، ًوههبٖٗ صههطٗح ٍ ً٘ههع ضٍش پ٘طههٌْبزٕ ثههطإ  
ضهًَسگٖ پَٗهبٕ ذطهٖ     سرتثب  هبٗسع -ٍاىهَهسبًٖ 
ثطإ ٗک ًَع ثبضٌس. ثٌبثطاٗي، ّبٕ زق٘  هٖزاضإ پبسد

ٕ ّبٕ هکبً٘کٖ ظٗط کِ تٌْب ثهطا فَرز کطثٌٖ ثب هطرصِ
ٖ   آى سرت ضهَز، ٗهک   ضًَسگٖ پَٗب زضًظهط گطفتهِ هه
 گطزز.هستط٘لٖ ظٗط ثبض کططٖ تحل٘ل هٖ ٔصفح

 

 فَرز کطثٌٖ:
                                   
                               

 

 ٍ ػههط  mm 320طههَل  ثههًِظههط  هههَضز ٔصههفح 
160 mm ٖثِ تقهبضى   ثبتَجِثبضس کِ ٍ ضربهت ٗکِ ه

(. ثهبض  3چْبضم صفحِ ضا تحل٘ل کطز )ضکل  ٗکتَاى  هٖ
کهبفٖ ثهعض     ٓاًساظ ثِگطزز ٍ ٍاضز زض ٗک ًوَ ٍاضز هٖ

ًتهبٗج   هَهسهبًٖ ضهًَس.   ًٔبح٘ه ثبضس تب هصبلح ٍاضز هٖ
کهِ   اسهت ُ آٍضزُ ضهس  (2)حبصل اظ تحل٘ل زض جهسٍل  

ٕ ّبٕ گطّٖ ضبهل تغ٘٘طهکبى   5تهب   1ّهبٕ  گهطُ  x ثهطا
ّههبٕ زّههس کههِ پبسههدهههّٖههب ًطههبى ثبضههس. ٗبفتههِهههٖ
ِ  ٔثطًبهه چْبضم گبم ٍ آهسُ ثب ضٍش ٗک زست‬ثِ إ ضاٗبًه

آههسُ   زست‬ثِّبٕ ضسُ تَسط ًَٗسٌسگبى، ثب پبسد ًَضتِ
ٖ ٗکسبى  FEAP ٔثطًبهثب ضٍش اٍلط پسطٍ ٍ  ٍ  ثبضهس  هه
ِ زضستٖ ضٍش تبثغ  ٔهسهئل گ٘هطٕ ضا زض حهل ٗهک    اٍل٘ه

 زّس.اجعإ هحسٍز ًطبى هٖ

 

 

 (mm) ّبآهسُ اظ تحل٘ل زست‬ثِّبٕ تغ٘٘طهکبى ٔهقبٗس  2جسٍل 

 آهسُ اظ ضٍش اجعإ هحسٍز زست‬ثِّبٕ پبسد
 ضوبضُ گطُ

 ضٍش اٍلط پسطٍ چْبضم گبم ٗکضٍش 

0.0000 0.0000 1 

0.2127 0.2127 2 

0.4254 0.4254 3 

0.6380 0.6380 4 
0.8507 0.8507 5 

 

حهل زق٘ه  ثهطإ اٗهي      کِ اٗيثِ  ثبتَجِ  .بررسی دقت
آهسُ اظ گبم زستّبٕ ثِثبضس پبسدّب هَجَز ًوٖهسئلِ

ػٌهَاى   ثِ(،            Δ) ظهبًٖ ثس٘بض کَچک 
ٖ  پبسد ضهَز. ثهطإ ثطضسهٖ    ّبٕ زق٘  زضًظط گطفتهِ هه

ِ هٌبست زقت ًت٘جِ آههسُ، ذطهبٕ ًسهجٖ    زسهت ّبٕ ثه
 گطزز:ظٗط هحبسجِ هٖ ٔضاثطضسُ ثب ٌّگبمّبٕ ثِتٌص
 

 

 هستط٘لٖ ظٗط ثبض کططٖ ٔصفحچْبضم ٗک  3 ضکل
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‖    ̅ ‖

‖ ̅ ‖
  (54)  

 

ثطزاض تٌص    ثطزاض تٌص زق٘  ٍ   ̅ ، ثبر ٔضاثطزض  
 ثبضس.هٖ      ٔلحظضسُ زض  ٌّگبم ثِ

ذطبٕ ًسجٖ ثهطإ حهبلتٖ کهِ هتغ٘طّهب اظ     ًوَزاض  
ثهطإ  ٍ ّوچٌ٘ي س ًضٍَسط گبم هَهسبًٖ ثطزاضت هٖ

گبم هَهسهبًٖ ثطزاضهت    چْبضم ٗکحبلتٖ کِ هتغ٘طّب اظ 
ّهبٕ   ضهکل زض  ّبٕ ظههبًٖ هتفهبٍ   س ثطإ گبمًضَ هٖ
ّهبٖٗ کهِ   زض ظٗطًهَٗا ضهکل   ضهَز. ضسن هٖ (11-4)

 .ثبضسهٖهس٘ط  ،pهبزُ ٍ  ،m هٌظَض اظ آٌٗسزضازاهِ هٖ
 

 

 (1 هس٘ط -1ٓ هبز –)ٍسط گبم ًسجٖ تٌص ذطبٕ  4 ضکل

 

 

 ذطبٕ ًسجٖ تٌص  5 ضکل

 (1 هس٘ط -1ٓ هبز -چْبضم گبم)ٗک
 

 

  ذطبٕ ًسجٖ تٌص  6 ضکل

 (1 هس٘ط -2ٓ هبز –)ٍسط گبم

 

 

 

 

 

 ذطبٕ ًسجٖ تٌص  7 ضکل

 (1 هس٘ط -2ٓ هبز -چْبضم گبم)ٗک

 

 (2هس٘ط  -1 ٓهبز -)ٍسط گبم ذطبٕ ًسجٖ تٌص  8 ضکل

 

  ذطبٕ ًسجٖ تٌص  9 ضکل

 (2 هس٘ط -1ٓ هبز -چْبضم گبم)ٗک

 

 (2هس٘ط  -2 ٓهبز -)ٍسط گبم ذطبٕ ًسجٖ تٌص  10ضکل 
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ٖ   (4-11)ّبٕ  ضکلگًَِ کِ  ّوبى   زٌّهس، ًطهبى هه
گطاٗهٖ   ّهن ّهب کوتهط ضهسُ ٍ ّهن ًهطخ      ّن زقت پبسد

ِ . اسهت ِ ّب ثِ پبسد زق٘ه  کهبّص ٗبفته    پبسد هٌظهَض   ثه
گطاٖٗ، ه٘هبًگ٘ي ذطهبٕ ًسهجٖ زض     ثطضسٖ ثْتط ًطخ ّن

 ضَز:ظٗط تؼطٗ  هٖ ٔضاثطکل هس٘ط ثب 
 

  
  

 

 
∑

‖    ̅ ‖

‖ ̅ ‖
   (55)  

 

ّبٕ ظهبًٖ هتفهبٍ   ه٘بًگ٘ي ذطبٕ ًسجٖ ثطإ گبم 
ضت هتغ٘طّهب، جساگبًهِ   ّبٕ ثطزاٗک اظ حبلت ثطإ ّط

آى ضسن گطزٗهسُ ٍ   لگبضٗتوٖ ّبًٕوَزاض هحبسجِ ضسُ،
 .استُ ضس اضائِ (12-15)ّبٕ  ضکلزض 
ٖ ثِ (12-15ّبٕ ) ضکل  زٌّهس کهِ   ضٍضٌٖ ًطبى هه

ٖ  زضگطاٖٗ ثِ پبسهد زق٘ه     ًطخ ّن کهِ هتغ٘طّهب اظ    حهبلت
ٍ ثهطإ   2ضَز اظ هطتجِ ٍسط گبم هَهسبًٖ ثطزاضت هٖ

ضهَز اظ  چْبضم گبم ثطزاضت هٖ ٗکحبلتٖ کِ هتغ٘طّب اظ 
گطاٗهٖ ً٘هع کهبّص     ثٌهبثطاٗي ًهطخ ّهن   اسهت.   1هطتجهِ  
 .استِ ٗبفت

 

 

  هس٘ط کل زض تٌص ًسجٖ ذطبٕ ه٘بًگ٘ي  12 ضکل

 (1 هس٘ط -1ٓ هبز)

 

 هس٘ط کل زض تٌص ًسجٖ ذطبٕ ه٘بًگ٘ي  13ضکل 

 (1 هس٘ط -2ٓ هبز)

 

 

 هس٘ط کل زض تٌص ًسجٖ ذطبٕ ه٘بًگ٘ي  14 ضکل

 (2 هس٘ط -1ٓ هبز)

 

 

 هس٘ط کل زض تٌص ًسجٖ ذطبٕ ه٘بًگ٘ي  15 ضکل

 (2 هس٘ط -2ٓ )هبز

 

 گیرینتیجه

ضوٌٖ ًوبٖٗ ً٘وِزض اٗي هقبلِ، ثِ ثطضسٖ ضٍش ًگبضت

ّبٕ زضّن ّوگي ٍ پَٗهبٕ ذطهٖ   ضًَسگٖثطإ سرت
 چْهبضم  ٗهک کِ ثتَاى ضهؼبع ضا اظ   پطزاذتِ ضس. ثطإ آى

سهبظٕ رظم صهَض    گبم هَهسبًٖ ثطزاضت ًوَز، ضاثطِ

 

 ذطبٕ ًسجٖ تٌص  11 ضکل

 (2 هس٘ط -2ٓ هبز -چْبضم گبم)ٗک
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ػسزٕ ثِ اٗي صَض  طهط  گطزٗهس    ّبٕآظهَىگطفت. 
هس٘ط ثبضگصاضٕ کطًص هؼلَم زضًظط گطفتهِ ضهس    زٍکِ 

 ٌّگبم ضسًس.ّب ثِضسُ تٌص پٌساضت ٓهبززٍ س ا ثطإ 
سهبظٕ تهٌص زض زٍ   ٌّگبمػسزٕ، ثِ ّبٕزض آظهَى 
اٍل ضههؼبع ٍ  حبلههتصههَض  پههصٗطفت. زض   حبلههت

 هتغ٘طّبٕ هَهسبًٖ اظ ٍسط گبم هَهسبًٖ ثطزاضت ضهس 
گهبم هَهسهبًٖ    چْهبضم  ٗهک زٍم هتغ٘طّب اظ  ٍ زض حبلت

ِ ، تٌصحبلتثطزاضت گطزٗس. زض ّط  ضهسُ  ٌّگهبم ّبٕ ثه

ّبٕ زق٘  هقبٗسهِ  ّبٕ ظهبًٖ هتفبٍ  ثب پبسدثطإ گبم
گطزٗههس، ذطههبٕ ًسههجٖ تههٌص هحبسههجِ ضههس ٍ زض      

ّههبٕ تحل٘ههل ثطپبٗههٔزٗههس. ًوَزاضّههبٖٗ تطسهه٘ن گط 

ضهوٌٖ  تَاى زضٗبفت کِ زض ضٍش ً٘وِگطفتِ هٖ صَض 
ًوهبٖٗ، زض حبلهت اٍل کهِ ضهؼبع سهطح      ًگبضت ثطپبٗٔ

   ٖ ضهَز زقهت   تسل٘ن اظ ه٘بًِ گبم هَهسهبًٖ ثطزاضهت هه
گ٘طٕ ث٘طتط اظ حبلت زٍم است  چطن صَض  ثِّب پبسد

ٖ  چْبضم ٗککِ ضؼبع اظ  ضهَز.  گبم هَهسبًٖ ثطزاضت هه
گطاٖٗ ثِ پبسد زق٘  ثطإ حبلهت اٍل   ي ًطخ ّنّوچٌ٘
 ثبضس. هٖ 1ٍ ثطإ حبلت زٍم اظ هطتجِ  2اظ هطتجِ 

ٕ اٍلِّ٘بٕ تبثغّبٖٗ کِ زقت ضٍشپژٍّص  اظ  گ٘هط
ٖ هؼبزلِ کٌٌهس اظ اٗهي   ّبٕ ثٌ٘بزٕ هَهسبًٖ ضا ثطضسٖ هه

ِ زض تهبثغ کهِ  جْت زاضإ اّو٘هت ّسهتٌس    ٕ اٍل٘ه ، گ٘هط

اظ  تهَاى استفبزُ افعاٗص ٗبثس هٖ هَضزچِ زقت ضٍش  ّط
ًوهَز.   اسهتفبزُ تطٕ  ّبٕ ظهبًٖ ثعض زض تحل٘ل گبم آى

ٖ  ثهطآٍضزُ کِ زقت هَضز ً٘هبظ  چٌبىّنثٌبثطاٗي  ضهَز،  هه

ّبٕ ثسه٘بض  ٗبثس کِ ٗکٖ اظ ػبهلظهبى تحل٘ل کبّص هٖ
 ّب است.هْن زض تحل٘ل ٍ ططاحٖ سبظُ
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 پیوست

 :[11] گطززث٘بى هٖ ظٗطٗبثٖ ثِ زستگبُ ضاثطِ زض اٗي ثرص چگًَگٖ زست
 

 ̇      (56)   

 

 آٗس:زست هٖگ٘طٕ ًسجت ثِ ظهبى ضاثطِ ظٗط ثٍِ هطت  (7ٍ  6)اظ تطک٘ت زٍ ضاثطِ  
 

 ̇   ̇     ̇     ̇   (57)   
 

 ضَز:  قطاض زازُ هٖ (57)زض  (12)س ا، ضاثطِ  
 

 ̇            ̇
     ̇   (58)   

 گطزز: زض ضاثطِ ثبر جبٗگصاضٕ هٖ (11ٍ  10)ّبٕ ٍ ضاثطِ
 

 ̇           
 

 
 ̇     ̇   (59)   

 گطزز:ظٗط ثبظًَٗسٖ هٖ صَض  ثِکًٌَٖ ضاثطِ  
 

 ̇     ̇            ̅ ̇   (60)   

 تَاى ثِ ضاثطِ ظٗط ضس٘س:زض آى هٖ (9)ضَز، ثب جبٗگصاضٕ ضاثطِ ًسجت ثِ ظهبى هطت  گطفتِ هٖ ثبراظ ضاثطِ  
 

 ̇̅  
            

 
 ̇ ̅  

  

 
 ̇   (61)  

 ضَز:  ظٗط تؼطٗ  هٖ صَض  ثِ   گ٘طٕ اٍلِ٘فبکتَض تبثغ 
 

 

  
    ̅  

  

 
   ̇   (62)  

 

 گطزز:تقس٘ن هٖ   زست آهسُ ثط ضَز ٍ ضاثطِ ثِگ٘طٕ ًسجت ثِ ظهبى اًجبم هٖزض اٗي ضاثطِ، هطت  
 

 ̇̅  
 ̇ 

   ̅  
  

 
 ̇    (63)  

 

 ًت٘جِ ظٗط ضا زض ثطزاضز:  (9)ٍ جبٗگصاضٕ  (63ٍ  61)هقبٗسِ  
 

 ̇ 

   
            

        
 ̇  (64)  

 

 ظٗط ذَاّس ثَز:   صَض  ثِ        پبسد هؼبزلِ ثبر ثب ضطط اٍلِ٘  
 

      {
(  

    

  
 )

(
            

    
)

        

   (
       

  
 )                         

   (65)  
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 آٗس:زست هٖضاثطِ ظٗط ثِ ،(62)ٍ ضاثطِ  (15)ثِ تؼطٗ  ثطزاض تٌص افعٍزُ زض  ثبتَجِ 
 

 ̇  
  

 
   ̇   (66)  

 

 :(64)ثبضس، ثب ًگبّٖ ثِ هٖ ̇    0=چَى زض هحسٍزُ کطسبًٖ  
 

 ̇      (67)   

 

 آٗس:زست هِٖضطة ًوَزُ ٍ ضاثطِ ظٗط ث  ̅ ضا زض  (63)ثبثت ً٘ست،    زضهحسٍزُ هَهسبًٖ کِ 
 

 

 

 

  
‖ ̅‖  

 ̇ 

  
‖ ̅‖  

  

 
 ̇  ̅   (68)  

 

̅ اظ آًجب کِ    آٗس: ظٗط زض هٖ ضکل ثِ، اٗي ضاثطِ (68)زض    ثبضس پا اظ ضطةهٖ   
 

 ̇  
  

 
 ̇     (69)  

 

̇ چٌبًچِ ضکل فططزُ   ثِ ضاحتهٖ هحبسهجِ     هبتطٗا  (26-29)ّبٕ زض ًظط گطفتِ ضَز، ثب ًگبّٖ ثِ ضاثطِ    
 گطزز:هٖ

 

کطسبى هحسٍزُ :     
  

 
[
         ̇   

              
]
     

 (70)  
 

 

هَهسبى هحسٍزُ :     
  

 
[
             ̇   

 ̇ 
            

]
     

 (71)

 


