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 گرد همساننامحدود  ةهاي مختلف در يك صفحتئوري ترموالاستيسيته دوبعدي حالت پايدار ميدان تنش در اطراف گشودگي ةپاي بر  چكيده
و مرز گشودگي مركزي عايق اسـت. بااسـتفاده از توابـع     استنهايت تحت جريان حرارتي يكنواخت گيرد. صفحه در بيمورد بررسي قرار مي
گشودگي بر توزيع تـنش اطـراف گشـودگي مطالعـه      گوشةانحناي  تأثيرنگاشت همنوا و حلّ معادلات انتگرالي،  كارگيريپتانسيل مختلط و به

گـرد   ةگوش بسط روش گودير و فلورنس است. آنها از روش متغير مختلط براي تحليل تنش ورق نامحدود همسان ةپاي شود. روش حل برمي
كردند. براي سادگي استفاده از انتگرال كوشي ورق نامحدود شـامل گشـودگي غيردايـروي بـه     شكل استفاده اي و بيضيحاوي گشودگي دايره

  بسزايي بر توزيع تنش دارد. تأثيرگشودگي  گوشةدهند كه انحناي مي شود. نتايج حاصل نشانشعاع واحد نگاشته مي اي بهناحية درون دايره

  .شار حرارتي ;حلّ تحليلي ;نگاشت همنوا ;تنش حرارتي ;نرمي گشودگي  كليدي هاي واژه
  
  

A Study of the Effect of Curvature of the Corner of Hole on Stress Concentration 
 Caused by Uniform Heat Flux 

 
M. Jafari  M.B. Nazari 

  
Abstract  On the basis of the steady-state two-dimensional theory of thermoelasticity, stress field around 
various holes in infinite isotropic plate is discussed. The plate is subjected to uniform heat flux and 
thermal insulated condition along the hole boundary is assumed. by using the complex potential functions 
and by applying the conformal mapping and solving the integral equations, the effect of bluntness on 
stress distribution around the hole is studied. The used method is the expansion of the Goodier and 
Florence’s method. They used complex variable method for stress analysis of infinite isotropic plates with 
elliptical and circular holes. For simplicity of using the Cauchy integral formula, the infinite area 
external to the non-circular hole can be represented by the area outside the unit circle. The results 
obtained demonstrate the effect of bluntness on stress distribution around the holes. 
 
Key Words  Bluntness; Complex Variable Method; Conformal Mapping; Analytical Solution; Uniform 
Heat Flux.
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  مقدمه
دليـل كـاربرد وسـيع در صـنايع مختلـف از       ها بـه  ورق

ها كاربرد عملـي  اهميت بسياري برخوردار هستند. ورق
هــاي جديــد بخــار و گــاز، مهمــي در ســاخت تــوربين
اي دارند. راكتورهاي هسته موتورهاي موشك و جت و

ها عمدتاً تحت بارگذاري حرارتي اجزاي اين قبيل سازه
گيرند. اين نوع بارگذاري باعث گراديان دمـايي  قرار مي

و انبساط حرارتي غيريكنواخـت بـين اجـزاي مختلـف     
كه انبسـاط حرارتـي غيريكنواخـت     شود. درصورتيمي

يك آزادانه نتواند پيشـرفت كنـد؛ در يـك جسـم الاسـت     
عبـارت ديگـر يـك    شود. بههاي حرارتي ميباعث تنش

ورق نامحدود تحـت جريـان حرارتـي پايـدار بـا يـك       
كـه تحـت هـيچ قيـد     گراديان حرارتي ثابت درصـورتي 

ــه ــرار نگمكــانيكي در لب ــردهــاي خــارجي ق و هــيچ  ي
؛ تحت هيچ تنش حرارتـي قـرار   شته باشدگشودگي ندا

د كه جريـان  شوگيرد. تنش حرارتي وقتي ايجاد مي نمي
حرارتي يكنواخـت در حضـور يـك گشـودگي عـايق      

هـايي ماننـد   مغشوش شود. وجود عيوب و ناپيوسـتگي 
هــايي كــه تحــت جريــان حرارتــي گشــودگي در ورق
گيرند باعث تجمع تـنش در اطـراف   يكنواخت قرار مي

و در عمر مفيـد و ضـريب اطمينـان سـازه     شود  آنها مي
هـا بـراي   اين تنشگذار است. تعيين مقدار و محل تأثير
 ـ يابي به طراحي منطقـي و واقـع   دست ايـن اجـزا    ةبينان

ــذا تحقيــق در مــورد تمركــز تــنش   ضــروري اســت. ل
هـاي مختلـف در مـواد    ايجادشده در اطراف گشـودگي 

الاستيك كـه تحـت جريـان حرارتـي يكنواخـت قـرار       
هاي مهندسي بسـيار  سازه ةدر طراحي پيشرفت يرندگ مي

  مهم است.
ترموالاسـتيك   ةلئدي در مـورد مس ـ تحقيقات متعد  
حاوي گشودگي يا نقص هندسي  گرد همسانهاي ورق

از روش متغير مختلط انجام شده است. بخشـي از ايـن   
بار وجود گشودگي يا ميان تأثيرتحقيقات شامل بررسي 

(inclusion) هاي نامحدود و تحت در تحليل تنش ورق

بـه  بارگذاري حرارتي است و بخش ديگـر تحقيقـات،   
و  [1] پردازد. گودير و فلورنسبررسي حضور ترك مي

هاي مربوط به حـلّ  گذار تئوريپايه [2]موشخليشويلي 
ر   مسائل ترموالاستيك دوبعدي با استفاده از روش متغيـ

هــاي  تــنش [1,3]مخــتلط هســتند. فلــورنس و گــودير 
شـامل   گـرد  همسـان حرارتي براي يـك ورق الاسـتيك   

شكل را بـا اسـتفاده از روش   اي و بيضيگشودگي دايره
از روش تحليلـي   [4]متغير مختلط حـل كردنـد. رائـو    

هاي بعدي تعيين تنشسه مسئلة [5] توسط ليشده  ارائه
شـكل عـايق در   در اطراف گشودگي بيضـي  را حرارتي

يكنواخـت در  يك ورق ضخيم و تحت جريان حرارتي 
 و سـومي  حل كرد. تـاكيوتي دستگاه مختصات بيضوي 

كارگيري روش متغير مختلط و استفاده از توابع بها ب [6]
تنش مختلط توانستند توزيع تنش حرارتي را در ورقـي  

دسـت   اي بـه با ابعاد محـدود و داراي گشـودگي دايـره   
تــنش در ورق  ةآورنــد. نتــايجي عــددي بــراي محاســب

هاي مختلف شعاع گشودگي به شكل با نسبت مستطيلي
تحقيـق، شـرايط مـرزي    ابعاد ورق ارائـه شـد. در ايـن    

مـرز گشـودگي مـورد    هـاي ورق و  متفاوتي بـراي لبـه  
حلّـي   [7]و همكـارانش  بررسي قرار گرفـت. نيسـتاني   

اي و براي يـك ورق نامحـدود داراي گشـودگي دايـره    
. كاتيس و نددست آوردتحت شار حرارتي يكنواخت به

ــان ةمســئل [8]همكــارانش  ــا ترموالاســتيك مي ــا ي باره
الاسـتيك نامحـدود را    ةدر يك زمين هاي واقعگشودگي

را بـا   مسـئله مورد بررسي قـرار دادنـد. آنهـا مرزهـاي     
اي استفاده از نگاشت همنواي مشخصي به داخل دايـره 

و  بهساي توسط هادر مقاله به شعاع واحد تبديل كردند.
 ةمســئل روابــط مربــوط بــه حــل     [9] همكــارانش

ترموالاســتيك دوبعــدي بــراي ورق حــاوي گشــودگي 
الاستيك خطي  ةكامل تشريح شد. ورق از ماد صورت هب

و از قـانون  اسـت  سـاخته شـده    گـرد  همسانهمگن و 
ر   هوك تبعيت مي كند. در اين مقاله، آنهـا از روش متغيـ
روابط خـود اسـتفاده كردنـد. توابـع      ةمختلط براي ارائ

اسـتفاده در   پتانسيل مختلط براي توابع نگاشـت مـورد  
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رايط مرزي و دمـايي مختلـف   نين براي شچ هممقاله و 
. حلّ عمومي بـراي مسـائل بـا شـرايط     استخراج شدند
يي و تركيبي تحت شار حرارتـي  جا جابهمرزي نيرويي، 

دست اي بهيكنواخت و يا تحت يك منبع حرارتي نقطه
  آمد.
ترموالاسـتيك در   ةمسئلمدل دوبعدي  [10]بهولار   

شـكل را  ضلعي با يك گشودگي بيضـي شش ةيك ناحي
مورد بررسـي قـرار داد. مـرز خـارجي تحـت جريـان       
حرارتي يكنواخت درنظر گرفتـه شـد. در ايـن تحقيـق     

شكل در مركز ناحيه قرار فرض شد كه گشودگي بيضي
از روش متغير مختلط  [11]گرفته و عايق است. آسري 

دست آوردن توابع پتانسـيل و توابـع گورسـت    براي به
هـايي  ي گشودگيبراي يك ورق الاستيك نامحدود دارا

منظـور دسترسـي بـه    با اشكال مختلف استفاده كرد. بـه 
ها با استفاده از تابع نگاشتي حلّي صريح، اين گشودگي

اي بـه شـعاع واحـد    مناسب و همنوا بـه خـارج دايـره   
و همكـارش بـا    [12] و گـز  شـوند. بهـولار  نگاشته مي

اي تحليل تنش حرارتي در يك ورق فرض تنش صفحه
بيضـي را بررسـي   يـك گشـودگي شـبه    بـا  گرد همسان

ي يكردند. آنها از روش متغير مختلط و از شرايط همدما
در مرز گشـودگي اسـتفاده كردنـد. تـنش مـاكزيمم در      

هاي مختلـف محاسـبه شـد. در مـورد     اطراف گشودگي
شده توسـط   هاي ارائهاز تعميم تئوري گرد همسانمواد نا

اشــترو و لخنيتســكي بــراي تحليــل صــفحات حــاوي  
ــودگي ــي   گش ــان حرارت ــف و تحــت جري ــاي مختل ه

دما بر تغييرشـكل   تأثير [13]يكنواخت استفاده شد. وو 
را  گــرد همســاناي در يــك جســم الاســتيك ناصــفحه

هـاي حرارتـي در يـك جسـم     تنش ةمسئلبررسي كرد. 
تحـت جريـان حرارتـي يكنواخـت كـه       گـرد  همساننا
شـكل يـا تـرك دچـار     يـك گشـودگي بيضـي    ةوسيل به

مـورد بررسـي قـرار     [14]شد توسط هـوو  ميآشفتگي 
توابع گرين مربـوط بـه    [15] هاسبهگرفت. يوشيكاوا و 

دوبعدي را بـراي يـك ورق    ةترموالاستيسيت ةمسئليك 
خــواه و بــا شــرايط دمــايي  نامحــدود بــا گشــودگي دل

دســـت آوردنـــد. ورق آدياباتيـــك و ايزوترمـــال بـــه
شـكل  نامحدود حـاوي گشـودگي بيضـي    گرد همساننا
ــتفاده از     ت ــا اس ــت ب ــي يكنواخ ــان حرارت ــت جري ح

 اي لخنيتسـكي و نگاشـت همنـوا در مقالـه     بندي فرمول
حل شد. تحليل تنش و ميـدان   [16] گائوتوسط چاو و 

مغناطيسي براي يك ورق نازك نامحدود از جنس مواد 
فرومغناطيس نرم، پارامغناطيس و ديامغناطيس بـا يـك   

شكل تحـت جريـان الكتريكـي پايـدار     گشودگي بيضي
-جز فرض تنش صفحهارائه شد. به [17]توسط هاسبه 

دليل نازك بودن ورق درنظـر گرفتـه شـد؛ در    اي كه به
تحقيق آنها هيچ فرض ديگـري بـراي تحليـل صـورت     

بـا اسـتفاده از روش    [18]نگرفت. هاسبه و همكارانش 
 ةمسـئل متغير مختلط و تـابع نگاشـت كسـري مناسـب     

هـاي حرارتـي در   يع جريان الكتريكي، دما و تـنش توز
يــك ورق هــاديِ نامحــدود را تحليــل كردنــد. جريــان 

نهايت بـه يـك ورق هـادي    الكتريكي يكنواخت در بي
شـكل كـه در مـرز    نامحدود شامل يك گشودگي بيضي

اي اسـت؛ اعمـال شـد.    گشودگي داراي يك تـرك لبـه  
 ـ   ي و جريان الكتريكي باعث ايجاد گرمـا و شـار حرارت

درنهايت تنش حرارتـي در ورق شـد. ضـرايب شـدت     
 چـائو تنش نيز در اين مقاله محاسـبه شـدند. وانـگ و    

اي حلّـي تحليلـي   صـفحه  ةكمك ترموالاستيسيتبه [19]
باري كه شكلي نزديك بـه دايـره   براي ورق حاوي ميان

دارد؛ ارائه كردند. در اين تحقيق از روش متغير مخـتلط  
هاسبه  .نتايج استفاده شد ةي ارائو تئوري اغتشاشات برا

مقـدار مـرزي ترموالاسـتيك     ةمسئل [20]و همكارانش 
بار صلب در تقابل با يك ترك خطـي را  براي يك ميان

در يك ورق نامحدود تحت جريان حرارتي يكنواخـت  
مطالعه كردند. در اين مقاله سعي شد تا چرخش صلب 

با استفاده از روش متغير  مسئلهبار نيز بررسي شود. ميان
  شد. مختلط و با ارائه تابع نگاشتي كسري حل

توان حاوي ترك مي گرد همساندر مورد صفحات   
 به تحقيقات زير اشاره كرد.
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صفحه تحت ت.
قرار گرفت) 1( ل

نهايت اعمدر بي
ق، واقع در مركز
ث ايجاد تنش د

استفاده روشد

نها يب ةصفح  1 ل
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عاع
 را

مورد
نگاش
ــ گش
گشو

شيم
تنش

خ
در اي
استفا
است
گشو

 
به ش
گشو
است
شكل
كه د
عايق
باعث
مورد

  

شكل

 

 ك

ل كماني از دايـ
رگــذاري حرارتــ

وش معادط و ر
تقابـل بـ [22]

طي تحت جريـ
تايج آنها نشان
رك خطـي تحـ
ه حـذف ضـراي

شود. ايـ دگي مي
ار و تـرك خطـ

گائو.  ديده نشد
حليـل تـنش ور
شكل يا ترك ارائ
ي براسـاس نسـخ
ي، يـك گشـودگ
لكتريـك و تحـ

مكانيك-كتريكي
ا ميـل دادن ابعـ
يق بـراي ضـراي
 ميـدان الكتريكـ

با استفا [24]س
ت ترك براي يك
كيبـي مكـانيكي
راً نيز با استفاده
تگرالي با اسـتفا
 نگاشـتي كسـر
صــفحات نامحــد

  .[25]ت
هاي حـاوورق

نواخت انجام ش
هاييي گشودگي

نظ بـه ي اسـت.
شع تأثير كامل ت

تـنش عيبر توز

حاسباتي در مكانيك

ك ترك به شكل
ود را تحــت بار
ر مخـتلط ل متغيـ

و همكـارانشن 
 و يك ترك خط
ررسي كردند. نت

دار و تـري تـرك
خـت منتهـي بـه

ي گشودارك لبه
د شـودگي تـرك
ت در دوردست

 دقيـق بـراي تح
ششودگي بيضي

دوبعـدي ةسـئل 
اشـلباي -شـترو

جسـم ترموپيزوال
خت و بارهاي الك
 شـد. سـپس بـا

هايي دقيك حل
ي نوك ترك و

كاردوماتيسي و
ي اشترو، پيشرفت
حت بارهاي ترك

اخير .ندقرار داد
حل معادلات انت
ـتفاده از توابـع
ف واقــع در ص
انجام شده است
ةزيادي در زمين

يان حرارتي يكن
 ارائه شده براي
 دايـره و بيضـي

صورتكه به يق
مختلف ب يهاي

وم كاربردي و محا

يك ةمسأل [21]ن 
ك ورق نامحــدو
 تـابع پتانسـيل

ويني حل كرد. 
دارشودگي ترك

 يكنواخت را بر
ل بين گشودگي
حرارتي يكنواخ
تنش در نوك تر
ي تقابل بين گش
كشش يكنواخت

حلّي [23]ش ن
تريك داراي گش

مسابتدا با تعميم 
اش بندي فرمول 

كل در يـك جس
حرارتي يكنواخ
هايـت مطالعـه ش
ي به سمت ترك
ميدان در نزديكي

ليرك ارائه شد. 
جايي هناب بندي ل

تحرا  گرد همسان
 مورد بررسي ق
تغير مختلط و ح
ال كوشي و اسـ

هــاي مختلــفگي
مطالعاتي ا  گرد

رچه تحقيقات ز
ي و تحت جري
ولي بيشتر نتايج
ي خاص مانند

قيتحق مقاله ني
يگشودگ ةگوش 

علو ةنشري
  

چن  
در يــك

كمك به
انتگرالي
يك گش
حرارتي
كه تقابل
جريان ح
شدت تن
امر براي
تحت ك
همكاران
پيزوالكت
كردند. ا
ةپيشرفت
شكبيضي

جريان ح
نهدر بي

گشودگي
شدت م
درون تر

فرمولاز 
هنا ةماد

حرارتي
روش مت
از انتگر
گشــودگ
گ همسان

اگر  
گشودگي
است؛ و
ها شكل
ا نامؤلف
يانحنا



  ر نظري

ݖ = ݓ
  آيند:ي

ݔ = ݕߣ =
n ،c ،λ 

گـي و   
ضـلاع   
ـودگي  

 λهـد.  
 تعيين 
ف شده 

هاي شه
ش آن،   
(w=0, 

) 2( ةل

  
  ي

ي تيـز   
 ةرابطــ

بيشـتر  
ارج از 
گي در    
رهـاي  
ن داده  

محمدباقر -جعفري

(ߞ)ݓ = ݔ +
دست مي زير به

(ߠ)ݏ݋൫ܿߣ (ߠ)݊݅ݏ൫ܿߣ−+
n ختلفي از قبيل

وع شـكل، بزرگ
 .n+1 تعـداد اض

ن كشيدگيِ گشـ
ده را نشان مـي 

براي w پارامتر 
گشودگي تعريف

انحناي گوش ةد
بـا كـاهش )3(ل   

(c≠1,ـا بيضـي   

ترسيم معاد )3(
  

كل گشودگي مربعي

هـاي دگي با لبـه 
مطــابق رگيــرد. 

نبايد ب n=2ث با 
خا wگر مقدار 

ضـلاع گشـودگ
پارامتر تـأثير رد.  

نشـان )5(شـكل    

محمد ج

 ݕ݅

  

صورتبه yو  
ߠ݊)݊݅ݏݓ− ൯(ߠ݊)ݏ݋ܿݓ  

 پارامترهاي مخ
 اين پارامترها نو

دهند.  نشان مي
ميزان cدهد.  مي

ض گشودگي)
.دهد  نشان مي
هاي گمي گوشه

دهند نشان wگر 
و مطـابق شـكل

  (w=0,c=1) يـ
(حقيقت شكل 

است. c=1ف و 
  

بر روي شك wمتر 

  

ي از ايجاد گشود
0≤w≤1/ قــرار گ

براي مثلث w ار
ا )4(نند شكل

ر گرفته شـود ا
طع خواهند كـر
گشـودگي در ش

 

xفوق  ةدر رابط

 )൯ 
فوق، ةدر رابط

w شود. ديده مي
ي يا نرمي آن را
ودگي را نشان م

بت طول به عرض
را گشودگي گي

ن تيزي و يا نرم
ت. به عبارت ديگ

باشد وودگي مي
ودگي به دايـره

شود. در ح ل مي
هاي مختلفwي

پارا تأثير 3شكل

براي جلوگيري
n/ ةدر بــاز wد

مقدا ور حداكثر
هماباشد اما  .0
فوق درنظر ةدود

ي يكديگر را قط
لف در ايجـاد گ

   است.
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ت
ص
 را
يـز
رق
ـن
ـده

[1, 
ي و
ـد.
دير
ـاير
رال
ـرز
ـذا
 در
گيِ
يـر

)1(

كه د

)2(

  

 
wو 

تيزي
گشو

(نسبت
بزرگ
ميزان
است
گشو
گشو
تبديل

يبرا

 
بايــد
مذكو

5از 

محد
نقاطي
مختل
شده

ـنش در صــفحا
ز جنس و خواص
 ايـن پـژوهش

ها ني  ساير جنس
تحقيق بـراي ور

رفته در ايـ كار به
ارائه شـ )1(ول

  رفته كار به
 E 

(GPa) 
0  210 

[3س و گـودير

ــره ــاي داي ايه
رسي قـرار دادنـ
 فلورنس و گود
ــا ــراف س ش اط

تر انتگـرراحت
ــ ــر اســت م بهت
تبـديل شـود. لـ
خارج گشودگي
خــارج گشــودگ
 تـابع انتقـال زي

  ي

 ...گشودگي 

ــه  ــ ك ــز ت تمرك
ودگي مستقل از
، بنابراين نتـايج

از گرد همسان 
ه شده در اين ت
ب ة مكانيكي ماد

رد نظر، در جدو

ب ةص مكانيكي ماد
K 

(W/mC) 


2/50  3/
  

  ابع نگاشت
فلـورنس ،ن شـد

ــودگي هاي گش
حليلي مورد برر

شده توسط رائه
ــنش ــع ت دن توزي

ةن براي محاسب
ــب  ــنش، ب ةحاس ت

ه شعاع واحـد ت
خ ة تبديل ناحي

خ ةبــه محــدود 
با ζ در صفحه

  .)2ل 
  

  

نگاشت گشودگي  2

گأثير انحناي گوشة

ــن ــه اي ك وجــه ب
داراي گشو گرد

باشد، ي ماده مي
 براي صفحات
 كرد. نتايج ارائه
 است. خواص

براي فولاد مورد

خواص  1جدول 
    0ه

(m/mC)  
  1/11  

تا
كه قبلاً بيـان ور

ــرا ــنش را ب  ت
كل از روش تح
ر بسط روابط ار

ــه دســت آوردب
نينچ همها و  ي

 در هنگــام مح
اي بهي به دايره

نوا نگاشت هم 
zات فيزيكــي 

 به شعاع واحد
گيرد (شكل مي

2 شكل

بررسي تأث
  

باتو  
گ همسان
مكانيكي

توان مي
استفاده
فولادي
تحليل ب

  است.
  

نوع ماد
فولاد

طو همان
ــع توزي
شك بيضي

منظور به
ــراي ب ب

گشودگي
كوشــي
گشودگي

ةوسيل به
مختصــا

اي رهداي
صورت
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F(x, y
ـزدوج  
تند كه 

يي جا ه
 فـوق،       
فـرض        

[2.  

σ୶ +
σ୷ −
   ةك مـاد 

ت كـه      

Ω(z)
حالـت    
ي بايــد 

∂ଶT∂xଶ +
ت پــس 

T(x, y
  x  وy 

q୶ −

يك، ة، شمار هشتم

y) = Reሾzതφ(z
 zത = x − iy مـ

هست يل تحليلي
جابهو پيوستگي 

جـه بـه روابـط
ع پتانسـيل بـا ف
[2  ارائه هستند

σ୷ = 2ൣφᇱ(z)=σ୶ + 2iτ୶୷ =
(z بـراي يـك

ومورفيـك اسـت

= T(x, y) + i
ايت حرارتـي ح
حالــت دوبعــدي

+ ∂ଶT∂yଶ = 0 

اســت (z)ــي 

y) = 12 ሾΩ଴(z)
q୷ در جهـات

iq୷ = −kΩ଴ᇱ

هسال بيست   و

) + χ(z)ሿ 
  

توابع پتانسي φ(zمتغير مختلط و
رزي و دمايي و
باشـند. بـا توجـ
رحسـب توابـع
صورت زير قابل

  ) + φᇱ(z)തതതതതതത൧= 4Reሾφᇱ(z)ሿ 2ሾzതφᇱᇱ(z) +
  

(zمايي مختلط 

دي تـابعي هولو
  شود:ف مي

  iΘ(x, y) 

  

 ـ  هـدا ةتن معادل
در ح T(x,y)ي 
  كند.  ده

  

  

قســمت حقيقــ 
  را نوشت:

  + Ω଴(z)തതതതതതതሿ 
  

q୶و୷ حرارتـي
 (z)  شود.ف مي

 

م z=x+iyدر آن
χ(z)	و(zست.

جه به شرايط مر
ب محاسـبه مـي  

χᇱ(z)هـاي تـنش بر ه ≡ ψ صبه

 ψ′(z)ሿ 
تابع پتانسيل دم

دوبعـد گـرد  سان
ورت زير تعريف

(  

با درنظر گـرفت
دار، تــابع دمــايي

برآوردزير را  ةل

(  

T(x,y)چــون 

زير ر ةوان رابط

(  

هاي شارمؤلفه
زير تعريف ورت

1(  
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 از
ف
سي
  در
ش

σ୶

 

ابع

∂ସ∂x
لط

)5(

كه د
آن اس
باتوج
قابل
ψ(z)مؤلفه

)6(

 
همس
صو به

)7(

 
پايــد
معادل

)8(

 
تو مي

)9(

 
صو به
)0

 ك

) يكــيwگي (
رايـع تـنش اط ـ    

ين پارامتر بررس
رموالاستيسـيته

ستفاده از تابع تنش
   است:

= ∂ଶF∂yଶ , σ୷ =

w= 

  ي گشودگ يجاد

دي برحسب تـا

Fxସ + 2 ∂ସF∂xଶ ∂yଶ
روش متغير مختل

  كرد:

-1/5

-0/5

0/5

1/5

-1

حاسباتي در مكانيك

هــاي گشــودگ
گـذار بـر توزير

ا تأثير اين مقاله
تر ةمسـئل ساسـي

هاي تنش با اس
زير قابل ارائه ت

  ∂ଶF∂xଶ , τ୶୷ = −
 

0.7شكل مثلث با  

  

ا در مختلف يرها
  

در حالت دوبعد
  خواهد بود:

  

ଶ + ∂ସF∂yସ = 0 

  

با استفاده از ر 
فوق پيشنهاد ك ة

0

وم كاربردي و محا

هحنــاي گوشــه 
تأثيرهاي مهم و 

ي است كه در ا
. معـادلات اساد 

همؤلفهاي صفحه
F(x,y صورت به

− ∂ଶF∂୶ ∂୷ 

ش  4شكل 

پارامتر تأثير  5كل 

سازگاري د ةدل
صورت زير خبه 

[2]شخلشيولي 

ةر را براي معادل

1

علو ةنشري
  

انح  
پارامتره

گشودگي
شـودمي

حالت ص
(yايري 

)3(  

شك

معا  
Fتنش 

)4(  

موش  
حلّ زير

2
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دوبعدي، تابع دمايي  ةترموالاستيسيت ةمسئل در يك  
T(x,y)  شـود.  حرارتي مي ييجا جابهباعث ايجاد ميدان
زير قابـل   ةيي حرارتي با استفاده از معادلجا جابه ميدان

  .[3] محاسبه است
  

)11(  
u + iv = 12Gൣκφ(z) − zφᇱ(z)തതതതതതത − ψ(z)തതതതതത൧+ α′නΩ଴(z)dz 

  
Gكه در آن = ୉ଶ(ଵା஥)  مـاده   برشـي  مـدول  ةدهنـد  نشـان

ضرايبي هستند كه بسته بـه نـوع فـرض     ߢو  ′αاست. 
صورت زير تعيين اي بهاي يا كرنش صفحهتنش صفحه

ضريب انبساط حرارتي  ଴ߙپواسون و نسبت شوند.  مي
  ورق است.

  

ايتنش صفحه  αᇱ = α଴ κ = 3 − ν1 + ν 
ايكرنش صفحه  αᇱ= (1 + ν)α଴ κ = 3 −  ߥ4

  
  نگاشت ةدر صفح معادلات اساسي

تر معادلات انتگرالي از روش كوشي، ساده ةبراي محاسب
شـود تـا بـا اسـتفاده از تـابع      در اين قسمت سـعي مـي  

ݖشده  نگاشت معرفي = معادلات و شرايط  ةكلي (ߞ)ݓ
هاي تـنش و  مؤلفهنگاشت ارائه شود.  ةمرزي در صفح

نگاشـت   ةيي برحسب توابع پتانسـيل در صـفح  جا جابه
  .[3] قابل محاسبه است صورت زيربه
  

)12(  

σ୶ + σ୷ = 4Re ቈϕᇱ(ζ)ωᇱ(ζ)቉ 
σ୷ − σ୶ + 2iτ୶୷ = 2 ቈω(ζ)തതതതതതωᇱ(ζ) ቊϕᇱ(ζ)ωᇱ(ζ)ቋᇱ+ ψᇱ(ζ)ωᇱ(ζ)቉ 
u + iv = 12G ቈκϕ(ζ) − ω(ζ)ωᇱ(ζ)തതതതതതതϕᇱ(ζ) − ψ(ζ)തതതതതത቉+ α′නΩ(ζ)ωᇱ(ζ)dζ 

فوق، براي تعيـين توابـع پتانسـيل     ةباتوجه به رابط  
اسـت. بـا فـرض عـايق      (ߞ)ߗنياز به تعيين تابع دمايي 

) تـابع  10( ةبودن مرز گشودگي و بـا اسـتفاده از رابط ـ     آيد.دست ميصورت زير بهبه (ߞ)ߗ
  

)13(  
Ω(ζ) = − qλ2κ ൤eି୧ஔ(bζ + 2wζଶ)+ e୧ஔ ൬bζ + 2wζଶ ൰൨ 

  

ߞمـرزي   نقـاط  با در نظر گرفتن. b=c+1كه در آن،  = يي برحسـب  جا جابه، شرايط مرزي مربوط به تنش و ߪ
  :[3] شودصورت زير بيان ميترتيب بهتوابع پتانسيل به

  

)15(  

ϕ(σ) + ω(σ)ωᇱ(σ)തതതതതതതതϕᇱ(σ)തതതതതതത − ψ(σ)തതതതതതത = 0 

κϕ(σ) − ω(σ)ωᇱ(σ)തതതതതതതതϕᇱ(σ)തതതതതതത − ψ(ζ)തതതതതത
= 2Gα′නΩ(σ)ωᇱ(σ)dζ 

  

آنچه كه براي اولين بار در اين مقاله مورد مطالعـه    
 انـواع  هايقرار گرفته است بررسي شعاع انحناي گوشه

  هاي مختلف است.گشودگي
  

 هابررسي درستي جواب

ــا انتخــاب   همــان  c=1و  w=0طــور كــه اشــاره شــد ب
كه با انتخـاب   شود، حال آن گشودگي به دايره تبديل مي

w=0  وc  مخالف يك گشودگي به بيضي تبديل خواهد
  شد.
اي بـين حـلّ    براي تأييـد درسـتي نتـايج، مقايسـه      

مناسـب) و نتـايج    cو  wتحليلي حاضـر (بـا انتخـاب    
كه توسط فلـورنس و گـودير ارائـه     [3 ,1]شده در  ارائه

هاي  فلورنس و گودير تنش شدند؛ صورت گرفته است.
نهايت تحت شار بي ةحرارتي موضعي را در يك صفح

اي بررسي  حرارتي يكنواخت در اطراف گشودگي دايره
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حـلّ تحليلـي حاضـر و تحقيقـات      ة. مقايس ـ[1]كردند 
در واقع اين  آمده است. )6(فلورنس و گودير در شكل 

بعـد شـده را در اطـراف    شكل توزيع تنش محيطي بـي 
 دهد.گشودگي نشان مي

 

  
براي گشودگي  [1]روش تحليلي حاضر و  ةمقايس  6 شكل

  اي دايره
  

ــي    ــنش بـ ــور از تـ ــق  منظـ ــن تحقيـ ــد در ايـ بعـ σ୒୭୰୫. = ஢ಐ୉஑୯஛/୩  است. كه در آنE    ،مـدول يانـگ 
ضـريب   kشـار حرارتـي،    qضريب انبسـاط حرارتـي،   

  گشودگي است. ةانداز ةدهند نشان هدايت حرارتي و 
ــايج     ــايج حاصــل از حــلّ تحليلــي حاضــر و نت نت
طـور كامـل بـر يكـديگر منطبـق      به [1]دست آمده از  به

هستند. لازم به توضيح است كه اين نتـايج بـا انتخـاب    
w=0  وc=1    باشـد،   اي مـي  كه معـادل گشـودگي دايـره

  دست آمده است. به
هاي حرارتـي موضـعي    تنش [3] فلورنس و گودير  

را در يك ورق نامحدود تحت شار حرارتي يكنواخت، 
 ةمقايس ـ. شكل بررسي كردنديك گشودگي بيضي حول

آمـده   )7(حلّ تحليلي حاضر و اين تحقيقات در شكل 
  است.
 ةلازم به توضيح است كه فلورنس و گودير در مقال  
اند؛ حال آنكه  نشان داده mات كشيدگي را با تأثيرخود 

مقـدار كشـيدگي گشـودگي     ةدهند نشان cدر اين مقاله 

بـاهم   c=3نتـايج بـراي حالـت     )7(باشد. در شكل  مي
 [3]اسـت. نتـايج حـلّ تحليلـي حاضـر و       دهمقايسه ش

تحقيقـات   طـور كامـل منطبـق بـر يكـديگر هسـتند.       به
هـايي بـه شـكل    فلورنس و گودير تنها براي گشـودگي 

در آن  wپـارامتر  تـأثير دايره و بيضي صـورت گرفتـه و   
كه در اين مقاله شعاع انحناي  لحاظ نشده است؛ حال آن

هـا مـورد    بـراي انـواع گشـودگي    (w) گشودگي ةگوش
  بررسي قرار گرفته است.

 

  
براي گشودگي  [3]روش تحليلي حاضر و  ةمقايس  7 شكل

  شكلبيضي
  

 تحليلـي حاضـر و حـلّ    حلّ ةمقايس )8(در شكل   
بـراي   (Abaqus)افـزار آبـاكوس    نـرم  ةوسـيل  عددي بـه 

گشودگي مثلثي آمده است. نتايج تطابق قابل قبـولي بـا   
  يكديگر دارند. 

حلّ تحليلي حاضر (با انتخاب ديگري بين  ةمقايس  
w  وλ ــه ــايج ارائ ، [19]شــده در مرجــع  مناســب) و نت

از روش پرتوبيشـن   [18]صورت گرفته اسـت. وانـگ   
(Perturbation) را در يـك  هاي حرارتي موضـعي   تنش

 ـ   ورق بي  ةنهايت تحت شار حرارتي يكنواخـت بـا زاوي
هايي كه شـكل آنهـا بـه    در اطراف گشودگي درجه، 90

ايـن   ةدايره نزديك است؛ مورد بررسي قـرار داد. نتيج ـ 
نشان داده شده است. مطـابق ايـن    )9(مقايسه در شكل 
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شكل؛ نتايج حاصل از دو روش براي گشودگي مربعـي  
λو  w=0.05با  =   با دقّت خوبي برهم منطبقند. 3.4

  

 
روش تحليلي حاضر و حل عددي براي  ةمقايس  8 شكل

  گشودگي مثلثي
  

نتايج مراجع مختلف با نتايج حاصل از ايـن مقالـه     
همـديگر دارنـد كـه تأكيـدي بـر       تطابق قابل قبولي بـا 

  درستي نتايج حاصل از حلّ تحليلي حاضر است.
  

  
ي برا [19]ع روش حلّ تحليلي حاضر و مرج ةمقايس  9 شكل

  گشودگي مربعي
  

  نتايج
بـر توزيـع تـنش بسـته بـه نـوع       نرمي گشـودگي   تأثير

گشودگي متفاوت خواهد بود. لازم به توضيح است كه 
رفتار بـه نـوع مـاده بسـتگي      گرد همساندر مورد مواد 

گشودگي بستگي دارد. با عنايت  ةندارد و فقط به هندس
هـاي   در گشـودگي نرمي گشودگي  تأثيربه اين موضوع 

  شود. صورت جداگانه بررسي مي همختلف ب
  

  گشودگي مثلثي
بـا  نرمـي گشـودگي   نيز بيان شد اثـر   كه قبلاً طور همان

چه  شود. مطابق آن ) مشخص مي2( ةدر معادل wپارامتر 
 wنشان داده شده است، بـا كمتـر شـدن     )3(در شكل 

گشـودگي، بـه    w=0شـود و در   تر مـي  گشودگي ملايم
شود. البته ايـن شـكل بـراي گشـودگي      دايره تبديل مي

 wهـا اثـر    مربعي است ولي بـراي سـاير گشـودگي    شبه
، (w)گشـودگي  انحنـاي با تغيير همين صورت است.  هب

 ـ  بعـد بـي خاص يك تنش  wدر هر  دسـت   همـاكزيمم ب
تغييـر   n/1از صفر تا  گشودگي انحنايآيد، پس اگر  مي

 بعـد بـي يـك تـنش    گشـودگي  انحنـاي ازاي هر  كند به
از بـين ايـن    .وجـود دارد  در اطراف گشودگيماكزيمم 

كمتـرين و بيشـترين مقـدار    ، مـاكزيمم  بعدبيهاي تنش
ترتيب تنش مطلوب و تـنش نـامطلوب ناميـده شـده      هب

ها بايد از تنش نامطلوب اجتناب كـرد   است. در طراحي
ــد.     ــك ش ــوب نزدي ــنش مطل ــرايط ت ــه ش ــعاع و ب ش

 w ،افتـد  اتفـاق مـي  در آن  مطلوب كه تنش (w)انحنايي
طـور كـه    در مورد گشودگي مثلثي همان بهينه نام دارد.

يـا   wشـود، بـا كمتـر شـدن      ديـده مـي   )10(در شكل 
يابد، طوري كه  تر شدن گشودگي تنش كاهش مي ملايم

ــنش  ــدار ت ــرين مق ــوب) كمت ــنش مطل ــرين  (ت در كمت
w)w=0(   مـي  اي اسـت رخ  كه معادل گشـودگي دايـره

 آن است كه انحناي گشودگي، ةدهند اين امر نشان دهد.
ــراف    ــنش در اط ــدت ت ــاهش ش ــي در ك ــارامتر مهم پ

بعـد در گشـودگي   گشودگي است و همواره تـنش بـي  
نامحدود حاوي  ةبعد در صفحاي كمتر از تنش بيدايره

  گشودگي مثلثي است.
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  معيار تيزي روي تنش در گشودگي مثلثي تأثير  10 شكل

  
  گشودگي مربعي

 )11( كـه در شـكل   طـور  مربعي همـان براي گشودگي 
گشودگي مثلثـي   اي مشابه بنشان داده شده است، رفتار

  شود.  ديده مي
  

  
  معيار تيزي روي تنش در گشودگي مربعي تأثير  11 شكل

  
  ضلعي nهاي  گشودگي

تر  يا ملايم wدر گشودگي مربعي نيز تنش با كمتر شدن 
يابد، طوري كه كمترين مقدار  شدن گشودگي كاهش مي

دهد.  اي رخ مي بهينه صفر و گشودگي دايره wتنش در 
بعـد  افزايش تنش بي wبا عبور از مقدار مشخصي براي 

دهد. اين رفتار براي گشـودگي  با شدت بيشتري رخ مي
هـا نيـز    گونه گشودگي براي اينمثلثي نيز مشهود است. 

هاي مثلثـي   نتايج گشودگي ةارائ با روندي كه در مطابق

ابتـدا در   شـود.  نتايج آورده مي ،كار برده شد هو مربعي ب
ــكل  ــأثير )12(شـ ــر w تـ ــاهري   بـ ــكل ظـ روي شـ
  هاي مختلف نشان داده شده است.  گشودگي

  

  
  ضلعي nهاي  بر روي شكل گشودگي wپارامتر  تأثير12شكل

  

روي تـنش ارائـه شـده     بـر  w تأثير )13(در شكل   
ضلعي مطابق شكل  8و  7، 5هاي  است. براي گشودگي

يابد، طـوري كـه    تنش كاهش مي wبا كمتر شدن ) 13(
افتـد. بـا    اتفـاق مـي   )w)w=0تنش مطلوب در كمترين 

افزايش تعداد اضلاع گشـودگي شـيب تغييـرات تـنش     
  يابد.نيز افزايش مي wبعد با  بي
  

  
   بعدبي معيار تيزي روي تنش تأثير  13 شكل

  ضلعي n هاي در گشودگي
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 كه در شـكل  طور ضلعي همانبراي گشودگي شش  
نشان داده شده است، رفتـار متفـاوتي نسـبت بـه      )14(

 شود. در اين نـوع گشـودگي   ها ديده مي گشودگيساير 
تا مقدار مشخصي  wتر شدن گشودگي يا كاهش  با نرم

و ميل كـردن آن   wتنش كاهش، سپس با كاهش مجدد 
يابـد. در ايـن    به سمت صفر، مقدار تـنش افـزايش مـي   

اي بهتــرين شــكل گشــودگي  حالــت گشــودگي دايــره
و انتخاب شعاع انحناي  wباشد. بنابراين با افزايش  نمي

توان به تنش مطلوبي حتي كمتر از گشودگي  مناسب مي
ضـلعي تـنش تـا     براي گشـودگي شـش   اي رسيد. دايره

w=0.012  كمتــــر از تــــنش ناشــــي از گشــــودگي
اتفاق  w=0.005است؛ كمترين تنش در  (w=0)اي دايره
برابـر   w=0.005در  بعدبي افتد. مقدار كمترين تنشمي

اسـت كـه در حالـت     يادآوري. لازم به باشد مي 966/0
w=0 ــا گشــودگي دايــره  1 بعــدبــي اي مقــدار تــنش ي
مقـدار تـنش    012/0از مقدار  wباشد. با بيشتر شدن  مي

گونـه نيسـت كـه هميشـه      يابـد. پـس ايـن    افزايش مـي 
هاي  اي بهترين گشودگي باشد. گشودگي گشودگي دايره

تـوان بـه تـنش     خاصي وجود دارد كه تحـت آنهـا مـي   
  .اي رسيد كمتري نسبت به گشودگي دايره

  

 
  ضلعي معيار تيزي روي تنش در گشودگي شش تأثير  14 شكل

  

  ريگي نتيجه
هاي مختلـف   نرمي و تيزي گشودگي تأثيردر اين مقاله 
با استفاده از  تحت شار حرارتي يكنواختدر صفحات 

روش تحليلي مورد بررسي قرار گرفت. در حالت كلـي  
تحقيق چنين نتيجه گرفت كـه اولاٌ نـوع   توان از اين  مي

 گشودگي و نرمي يا تيـزي گشـودگي در مقـدار تـنش    
هـا بـا    بسزايي دارد و در گشودگي تأثيرماكزيمم  بعد بي

هاي متفاوت اين ماكزيمم در نقـاط متفـاوتي رخ    شكل
با نرمتر شدن شعاع انحنـا بـراي برخـي از     دهد. ثانياً مي

 اًيابـد. ثالث ـ  ماكزيمم كاهش مي بعدبيتنش  ،ها گشودگي
با در نظر  ،ضلعيها مانند شش براي بعضي از گشودگي

ماكزيمم كمتـري   بعدبيتوان به تنش  بهينه مي wگرفتن 
  اي دست يافت. از گشودگي دايره

  
  مراجع

1 Florence, A.L. and Goodier, J.N., "Thermal stress at spherical cavities and circular holes in uniform 

heat flow", Journal of Applied Mechanics, Vol. 26, pp. 293-294, (1995). 

2 Muskhelishvili, N.I., "Some basic problems of mathematical theory of elasticity", 4th edition, 

Noordhoff, Netherlands, pp.361-366, (1963). 

3 Florence, A.L. and Goodier, J.N., "Thermal stresses due to disturbance of uniform heat flow by an 

insulated ovaloid hole", Journal of Applied Mechanics, Vol. 27, pp. 635-639, (1960). 

4 BapuRao, M.N., "Thermal stresses around an elliptic hole in an infinite thick plate subjected to a 

uniform heat flow", Nuclear Engineering and Design, Vol. 35, pp. 299-307, (1975). 

5 Lee, C.W., "Thermal stresses in a thick plate", International Journal of Solids and Structures, Vol. 6, 

pp. 605-615, (1970). 

6 Takeuti, Y. and Sumi, N., "Thermal stresses in rectangular plate with a circular hole based on an 

improve complex variable approach", Mechanics Research Communication, Vol. 3, pp. 133-138, 

(1976). 

0/95

1

1/05

1/1

0 0/005 0/01 0/015 0/02

 N
or
m

w



  1395يك،  ة، شمارو هشتمسال بيست     علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك ةنشري
  

74  

7 Nisitani, H., Saimoto, A., Noguchi, H. and Chert, D.H., "Method of analysis of two-dimensional 

stationary thermo-elastic problem by a body force method-1st Report, The Basic Theory", 

Transactions of the Japan Society of Mechanical Engineers, Vol. 57, No. 542, pp. 2561-2567, 

(1991). 

8 Kattis, M.A., "Thermoelastic plane problems with curvilinear boundaries", Acta Mechanica, Vol. 87, 

pp. 93-103, (1991). 

9 Hasebe, N., Tamai, K. and Nakamura, T., "Analysis of a kinked crack under uniform heat flow", 

Journal of engineering mechanics (ASCE Transaction), Vol. 112, pp. 31–42, (1986). 

10 Bhullar, S.K., "Thermal stresses in a hexagonal region with an elliptic hole", Nonlinear Dynamics 

and Systems Theory, Vol. 6, pp. 245–256, (2006). 

11 Aseeri, S.A.,"Goursat functions for a problem of an isotropic plate with a curvilinear hole", 

International Journal of Open Problems in Computer Science, Vol. 1, No. 3, pp. 266-285, (2008). 

12 Bhullar, S.K. and Wegner, J.L., "Thermal stresses in a plate with hyper-elliptical hole", Journal of 

Engineering and Technology Research, Vol. 8, pp. 152-170, (2009). 

13 Wu, C.H., "Plane anisotropic thermoelasticity", Journal of Applied Mechanics, Vol. 51, pp. 724-726, 

(1984). 

14 Hwu, C., "Thermal stresses in an anisotropic plate disturbed by an insulated elliptic hole or crack", 

Journal of Applied Mechanics, Vol. 57, pp. 916-922, (1990). 

15 Yoshikawa, K. and Hasebe, N. ,"Green's function of the displacement boundary value problem for a 

heat source in an infinite plane with an arbitrary shaped rigid inclusion", Archive of Applied 

Mechanics, Vol. 69, pp. 227- 239, (1999). 

16 Chao, C.K. and Gao, B., "Mixed boundary-value problems of two-dimensional anisotropic 

thermoelasticity with elliptic boundaries", International Journal of Solids and Structures, Vol. 38, 

pp. 5975-5994, (2001). 

17 Hasebe, N., "Magneto-elastic stress induced by an electric current in an infinite thin plate with an 

elliptical hole", Archive of Applied Mechanics, Vol. 80, pp. 1353-1370, (2010).  

18 Hasebe, N., Bucher ,C.H. and Heuer, R.,"Heat conduction and thermal stress induced by an electric 

current in an infinite thin plate containing an elliptical hole with an edge crack", International 

Journal of Solids and Structures, Vol. 47, pp. 138–147, (2010). 

19 Wang, C.H. and Chao, C.K., "On perturbation solutions for nearly circular inclusion problems in 

plane thermoelasticity", Journal of Applied Mechanics, Vol. 69, pp. 36-44, (2002). 

20 Hasebe, N., Wang, X.F., Saito, T. and Sheng, W., "Interaction between a rigid inclusion and a line 

crack under uniform heat flux", International Journal of Solids and Structures, Vol. 44, pp. 2426–

2441, (2007). 

21 Chen, Y.Z., "General solution for arc crack problem in thermoelastic medium", International Journal 

of Engineering Science, Vol. 40, pp. 2223–2234, (2002). 

22 Vinh, P.C., Hasebe, N., Wang, X.F. and Saito, T., "Interaction between a cracked hole and a line 

crack under uniform heat flux", International Journal of Fracture, Vol. 131, pp.367–384, (2005) 

23 Gao, C.F., Zhao, Y.T. and Wang, M.-Zh., "An exact and explicit treatment of an elliptic hole problem 

in thermopiezoelectric media", International Journal of Solids and Structures, Vol. 39, pp. 2665–

2685, (2002). 

24 Li, R. and Kardomateas, G. A., "Thermo-elastic crack branching in general anisotropic media", 

International Journal of Solids and Structures, Vol. 42, pp. 1091–1109, (2005). 

25  Seddeek M. A., Abdou M. A. , El-Sayed W. G. and El-Saedy F. M., "Complex Potential Functions 

and Integro-Differential Equation in Elastic Media Problem in Presence of Heat", American Journal 

of Fluid Dynamics, Vol. 2, pp. 31-41, (2012). 


