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 سینوسی دارموجشکل همسانگرد با جان  Iارتعاشات آزاد تیر 

 چکیده
 هارمکانییتغ دانیشده است. م یبررس ینوسیس دارموجشکل همسانگرد با جان  I ریارتعاشات آزاد ت ،یمدل نظر کیپژوهش با استفاده از  نیدر ا

 ،ییجابجا سیروش ماتر هیبرآورد شده است. بر پا ریگونه تنیا یکل برا لیپتانس یو انرژ یابیدرون رینازک با مقطع متغجداره ریت یبرا

محاسبه شده است. به منظور کسب  ریارتعاشات آزاد ت یعیطب یبسامدها لتون،یاستخراج و با استفاده از اصل هم یو جرم یسفت یهاسیترما

از هندسه جان  یارائه و به صورت تابع ریت یمقطع یهایژگیومحاسبه  یبرا یدی، روابط جدیسازمعادل هر گونه از زیو پره جیدقت در نتا نهیشیب

 جیمختلف محاسبه و با نتا یمرز طیدر شرا ریارتعاشات آزاد ت یعیطب یبسامدها ،یاعمال شده است. به منظور اعتبارسنج حاسباتدر م

را نشان داد. به  یشنهادیپ یبندفرمول یدقت بالا ج،ینتا سهیشده است. مقا سهیافزار آباکوس مقاالمان محدود در نرم یسازآمده از مدلدستبه

کاربرد  تیدهنده قابلپژوهش نشان نیا جیشده است. نتا یبررس ریت یموج جان بر پاسخ ارتعاش یهندس یهااثر مولفه ،یپارامتر عهمنظور مطال

 مشابه است. یهاسازه لیدر تحل یشنهادیروش پ

 سینوسی، ماتریس سفتی، ماتریس جرمی دارموججان  شکل، I ارتعاشات آزاد، تیر ها:کلیدواژه
 

Free Vibration of Isotropic I-section Beams with Sinusoidal Corrugated Web 

Abstract 
This paper investigates free vibrations of isotropic I-section beams with sinusoidal corrugated web using a theoretical 

model. The displacement field of the thin-walled beam with variable cross-section is interpolated, and the total 

potential energy is derived. Using the matrix displacement method, stiffness and mass matrices are derived, and 

Hamilton's principle is applied to calculate the natural frequencies of free vibrations. To ensure maximum accuracy 

and avoid any approximations, distinct formulas for the sectional properties are proposed and utilized as functions of 

the web geometry in the calculations. To validate the formulation, the natural frequencies of free vibrations of the 

beam in different boundary conditions are obtained and compared with the finite element modeling in ABAQUS. The 

comparison confirms the high accuracy of the proposed formulation. A parametric study was carried out, addressing 

the effects of the sine wave components on the vibration response of the beam. The findings demonstrate the 

applicability of the proposed method for analyzing similar structures. 
Keywords: Free vibration, I-section beam, sinusoidal corrugated web, stiffness matrix, mass matrix 

 مقدمه 1
شکل به عنوان راهکاری برای  I در تیرهای دارموجکارگیری جان به

های اخیر مورد توجه گسترده قرار ای، در سالبهبود عملکرد سازه

به دلیل پایداری هندسی مناسب در  دارموجگرفته است. صفحات 

ای، امکان کاهش وزن سازه و صفحهبرونای و صفحهجهات درون

 جان از استفاده .[5-1] کنندافزایش ظرفیت باربری را فراهم می

شکل منجر به افزایش پایداری و مقاومت در  I تیرهای در دارموج

 .[6] دشونش نسبت به تیرهای با جان صاف میبرابر کما

، به دلیل تغییرات هندسی مقطع دارموجشکل با جان  I در تیرهای

در امتداد طول تیر، مرکز هندسی و مرکز برش ثابت نبوده و این 

شود. میو پیچشی  های خمشیشدگی پاسخموضوع منجر به جفت

نازک با مقاطع شده در تیرهای جدارهتحلیل ارتعاشات جفت

تر توسط پژوهشگران مختلف مورد بررسی قرار گرفته نامتقارن پیش

نازک ارتعاشات تیرهای جداره [8, 7] است. کیم و همکاران

همسانگرد نامتقارن را با در نظر گرفتن اثر تغییرشکل برشی تحلیل 

مساله مقدار ویژه با استفاده از  [9] کردند. در ادامه، کیم و همکاران

، های توانیبا استفاده از روش سری [10]کیم و همکاران  و خطی

کردند.  ارائهنازک همسانگرد نامتقارن را ماتریس سفتی تیر جداره

بر پایه روش  [12]سلطانی و همکاران  و [11] عسگریان و همکاران

شده تیرهای انرژی پتانسیل به بررسی کمانش و ارتعاشات جفت

هایی به مطالعه رفتار همچنین پژوهش نازک پرداختند.جداره

اند. پرداختهو هدفمند نازک کامپوزیتی ارتعاشی تیرهای جداره

با در نظر گرفتن ناهمگنی، تخلخل و  [13] جهانگیری و همکاران

 I هدفمند اعوجاج مقطع، معادلات حاکم بر کمانش جانبی تیرهای

 .دشکل و ناودانی را استخراج و با روش اجزای محدود حل نمودن

با استفاده از روش تبدیل دیفرانسیلی،  [14]ابراهیمی و همکاران 

لی و کیم . کردندبررسی  راشونده باریک هدفمند ارتعاشات تیرهای

برشی، ارتعاشات  بر پایه نظریه تیر دارای قابلیت تغییرشکل

کامپوزیتی را بررسی  [16]شکل  Iو  [15]شکل  Cشده تیر جفت

-17] ها توسط پژوهشگران دیگر توسعه یافتکه مدل آن کردند

21]. 

شده در های انجام، پژوهشدارموجبا وجود مزایای قابل توجه جان  

محدود است  دارموجشکل با جان  I زمینه تحلیل دینامیکی تیرهای
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با یک جان صاف  دارموجسازی هندسی جان معادل و اغلب بر پایه

و نین و همکاران  [22] برای نمونه، مون و همکاران .اندانجام شده

جانبی، و -های سفتی و هندسی کمانش پیچشیماتریس [24, 23]

های سفتی و جرمی را برای ارتعاشات ماتریس [25] وو و همکاران

های ای، از طریق روششکل با جان ذوزنقه I آزاد تیرهای

 اگرچه رویکرد، این دند.سازی استخراج کرگیری و معادلمیانگین

های جان بر ویژگی هندسه واقعی اثر اما کند،می ساده را تحلیل

کند. میس نطور کامل منعکمقطعی و رفتار دینامیکی تیر را به

ای متمرکز های ذوزنقهافزون بر این، مطالعات موجود عمدتا بر جان

تر تنش اند، در حالی که جان سینوسی به دلیل توزیع یکنواختبوده

تری در صنایع تر در برابر خستگی، کاربرد گستردهو عملکرد مناسب

  .[27, 26] های هوافضا داردها و سازهمختلف نظیر پل

بندی اجزا بر این اساس، هدف پژوهش حاضر ارائه یک فرمول

ادلسازی هندسی برای تحلیل ارتعاشات محدود دقیق و بدون مع

سینوسی است. در این  دارموجشکل همسانگرد با جان  I آزاد تیر

های هندسی راستا، روابط صریح و جدیدی برای محاسبه ویژگی

صورت تابعی از پارامترهای موج استخراج شده و مستقیما مقطع به

د. مدل انهای سختی و جرمی به کار گرفته شدهدر تشکیل ماتریس

شده بر پایه یک المان خطی با هفت درجه آزادی در هر گره ارائه

توسعه یافته و با استفاده از اصل همیلتون، معادله حرکت و 

اند. به منظور اعتبارسنجی، نتایج با بسامدهای طبیعی استخراج شده

مقایسه شده و  ABAQUS افزارمدل اجزا محدود پوسته در نرم

های هندسی موج بر رامتری، اثر مؤلفهسپس طی یک مطالعه پا

 .پاسخ دینامیکی تیر بررسی شده است

 شناسی تیرحرکت 2
 بیان هندسی 1-2

. دهدیم شیرا نما دارموج ینوسیبا جان سشکل  I ریت کی 1شکل 

است.  رثابتیغ یمقطع دارای ینوسیس دارموجبا جان شکل  I ریت

 ی، در نقاط مختلف محور طولدارموجبا توجه به هندسه  ر،یجان ت

 یهایژگیو جه،یدارد. در نت یریمتغ تیها موقعنسبت به بال

ثابت در طول تیر برش  و مرکز هندسیمرکز  رینظ ر،یت یمقطع

 .ندنیست

 
 سینوسی دارموجشکل با جان  Iتیر  -1شکل 

برای  نشان داده شده است. 2شکل های مختصات در سیستم

 یک سیستم مختصات کارتزین مرجعاز تیر  هایبررسی تغییرشکل

 , ,x y z  با مبدا مرکز هندسی مقطع و یک سیستم مختصات

متعامد محلی , ,s n z استفاده شده است. s  بر  مماسمولفه

نیز محور طولی تیر  z است. آنبر  عمودمولفه  nو  کانتور مقطع

 . دهد و در هر دو سیستم مختصات مشترک استرا نشان می

 
 زکنامحورهای مختصات برای تیر جداره -2شکل 

. فاصله نشان داده شده است با ی بین دو سیستم مختصات زاویه

شده نشان داده  neو  seتا مرکز برش با کانتور مقطع عمودی 

نشان داده شده است.  Oو مرکز برش با  Cمرکز هندسی با  .است

و  oxهمچنین فاصله مرکز برش نسبت به مرکز هندسی با 

oy .است با توجه به شکل روابط زیر برقرارمشخص شده است 

[16]: 
(1) dy = dssin dx = dscos 

(2) 
   cos sins o oe x x y y     

   sin cosn o oe x x y y     

 وسینوسی  دارموجبا جان  لشک Iمقطع یک تیر نیز  3شکل 

نشان  ی دلخواه از محور طولی تیررا در یک نقطههای متقارن بال

مشخص  R ها و خط تقارن مقطع بادهد. محل تلاقی مرکز بالمی

دارای یک محور  شکل Iتیر در یک بدیهی است که شده است. 

 .گیرنددر راستای تقارن قرار میز هندسی و مرکز برش مرک تقارن،
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 های متقارنو بال سینوسی دارموجشکل با جان  Iمقطع تیر  -3شکل 

 بالایی تا بال پایینی با فاصله صفحه میانی بال و wtیر با ضخامت ت

wh اده شده است. نشان دft و fb  به ترتیب ضخامت و عرض

تیر در هر ی هافاصله بین مرکز جان تیر و مرکز بال dاست.ها بال

غیر مت maxd تا دهد که در بازه صفرنقطه از طول تیر را نشان می

 است.

 طول موج شده است. نشان داده 4شکل  در سینوسی هندسه جان

 است. maxdدامنه آن  که نشان داده شده است جان با 

 
 هندسه جان تیر -4شکل 

تابع موج  دامنه تواننشان داده شده، می 4شکل در همانطور که 

های در نظر گرفت و بر حسب مولفه dسینوسی را برابر با مقدار 

 آن به شکل زیر بازنویسی کرد:

(3)  
max

2
sin

z
d d





 
  

 
 

طور که مشاهده دهد. همانبرشی از جان تیر را نشان می 5شکل 

ضخامت جان نسبت به صفحات عمود بر تابع خودش  شود،می

؛ در حالی که شده استنشان داده  stمقداری ثابت است و با 

ود بر محور طولی تیر، تابعی از ضخامت جان نسبت به صفحات عم

و دامنه جان است و مقدار آن در هر نقطه از محور طولی  طول موج

 آید:تیر از رابطه زیر بدست می

(4)  
2

max

2 2
1 cosw s

z
t t d

 

 

  
    

  
 

به پیروی از ضخامت جان، سطح مقطع تیر نیز مقداری متغیر  

 نشان داده شده است. Aخواهد بود و در روابط با 

 
 ضخامت مقطع جان -5شکل 

ئه شد، روابطی برای محاسبه در ادامه با استفاده از تعاریفی که ارا

 شود.  های مقطعی تیر ارائه میویژگی

 مرکز هندسی 1-1-2

 یوریاز ن یناش یاست که در آن گشتاورها یا، نقطههندسیمرکز 

 ف،یتعر نی. بر اساس اشوندیمحاسبه م خارج از مرکز یمحور

از  یناش یخمش یو گشتاورها یمحور یروین نیب یروابط توانیم

 آن در نظر گرفت:
(5) N Mz c xy  N Mz c yx  

 :[8] است همچنین روابط زیر برای تیر همسانگرد برقرار

(6) 
A

M dAy z x  
A

M dAx z y  
A

N dAz z  

بنابراین است.  عمود بر سطح مقطع تیرتنش  z در رابطه بالا

 شود:مختصات مرکز هندسی مقطع به شکل زیر محاسبه می

(7) 
A

1
dA

A
cy y  

A

1
dA

A
cx x  

و محور  نییبالا و پا یهامراکز بال یبا در نظر گرفتن نقطه تلاق

 توانی، مبالا یو انجام محاسبات انتگرال اعنوان مبدتقارن مقطع به

متقارن  یهاو بال ینوسیبا جان سشکل  Iتیر  هندسیمکان مرکز 

 کرد: نییتع ریصورت زبه نییبالا و پا یهابالرا نسبت به مراکز 

(8) 0cy   
A

w w f

c

t h t
x d


 

هندسه جان است تابعی از  cx مقدار ،شودهمانطور که مشاهده می

  دارد.نای فاصله تقارن محور در راستایمرکز هندسی و 

 تابع اعوجاج 2-1-2

شکل، که بین گشتاور لختی حول دو  Iدر تیرهایی مانند تیرهای 

محور مقطع اختلاف زیادی وجود دارد، واردشدن گشتاور پیچشی 

هایی از تیر و خارج شدن اجزای آن از صفحه باعث خمش قسمت

تابع اعوجاج  شود.شود. به این پدیده اعوجاج گفته میاولیه خود می

  :[16] شودزیر تعریف میبه صورت 

(9) dsne   

ارجاع مقطع  صفحه میانیتابع اعوجاج بر روی مسیرهایی واقع بر 

ی در وسط ضخامت مقطع در نظر گرفته صفحات میان .شودداده می

 راشکل  Iاعوجاج برای یک مقطع  هایمسیر 6شکل شوند. می

 طی سه مسیر به نقطه، iی شروع نقطه که در آن، دهدنشان می

رنگ رسم شده است طع تیر به صورت کممقشود. ختم می fپایانی

 دهد.و خطوط پررنگ صفحات میانی را نشان می
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 مسیرهای اعوجاج بر روی مقطع -6شکل 

به  ریمقدا پیشنهاد دادند [28]یل مارتین و هرناندز مونتس خ

در نتیجه  در شروع مسیر در نظر گرفته شود. اولیه عنوان اعوجاج 

به را  های متقارنبا بالشکل  Iتیر برای تابع اعوجاج توان می

 :کردصورت زیر محاسبه 

(10)   

  

1

2

3

2

2 2

2 4
2

b w

i

fw w

i o c

t w

i o c

h
s

bh
d x x d s

h
s x x d

 

 

 


 


  

       
 


    



 

به ترتیب نشان دهنده بال بالایی، جان و  tو  b  ،wهای بالانویس

نیز مقدار اعوجاج مقطع در شروع مسیر  i بال پایینی هستند.

 است.

 مرکز برش 3-1-2

، مقطع به آننیروی برشی  با اعمالکه  ی استامرکز برش نقطه

 د.نخواهد ش و پیچش ایجاد خواهد شدرشی تغییرشکل ب تنها دچار

گشتاور خاصیت صفر بودن  برای محاسبه موقعیت مرکز برش، از

S) و محصولات قطاعی لختی (S) استاتیک قطاعی x  وS y) 

 :[28] شوداستفاده میحول مرکز برش 

(11) 
A

S dAy y   
A

S dAx x   
A

S dA   

، حول مرکز برش با جایگذاری تابع اعوجاج و حل سه معادله بالا
اعوجاج مقطع در شروع مسیر به مقدار مختصات مرکز برش و 

 شود:صورت زیر استخراج می

(12) 

6
1

6

f f

o c

f f w w

b t
x d x

b t h t

 
   
  

 

0oy  

2

4 6

w w w

i f

f f w w

h h t
b d

b t h t


 
   

  

 

 
دموقعیت مرکز برش و مرکز هندسی نسبت به جان در تیر همسانگر -7شکل 

و  ینوسیشکل با جان س Iو مرکز برش تیر  هندسیمرکز  موقعیت

داده شده است.  شینما 7شکل متقارن، نسبت به جان، در  یهابال

و مرکز برش در  هندسیمکان مرکز  شود،یشاهده ممکه گونه همان

 یکه طول موج کندیم جادیا ینوسیس ییالگو ریامتداد طول ت

 نسبت به جان دارد. تمتفاو یاو دامنه یکسان

 های هندسی مقطعویژگی 4-1-2

و  سینوسی دارموجشکل با جان  Iهای مقطع یک تیر ویژگی

ضخامت و موقعیت در طول تیر متغیر و تابعی از  های متقارنبال

به صورت زیر  حول مرکز هندسی مقطع هاجان هستند. این ویژگی

 استخراج شدند:

 قوی مقطع: گشتاور لختی حول محور

(13)    
3

2 2 2

A

1 1
I dA 3

6 12
x f f f w w w fy b t t h t h t     

 ضعیف مقطع: گشتاور لختی حول محور

(14) 
 

    

2 2 2

A

22

1
I dA 12

6

1
12

12

y f f f c

w w f w c

x b t b x

t h t t d x

  

   


 

 :گشتاورهای استاتیک

(15)   
A

S dA 2x w c w f f f cx t d x h t b t x     

(16) 
A

S dA 0y y  

 گشتاور لختی مختلط: 

(17) 
A

I dA 0xy xy   

 لختی: قطاعی حصولاتمگشتاور استاتیک قطاعی و 

(18) 
A

S dA 0   

(19) 
A

S dA 0x x   

(20) 
A

S dA Iy o xy x    
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 :اعوجاج ثابت

 2 2 2 2

A

121
I dA

24 6

w w

f f w f

f f w w

h t
b t h b d

b t h t
 

 
   

  
  

 :[29]ثابت پیچش 

(21) 
   

  

2 2

A

3 3

J dA

1
2

3

o o

f f w f w

x x y y
y x

b t h t t

     
              

  


 

ی بر ثابت پیچش تیرهای تاثیرنشان داد موقعیت جان  [29]لیندنر 

I .به علت وجود یک  (19)تا  (16)روابط همچنین  شکل ندارد

 خواهند بود.محور تقارن، حول مرکز هندسی برابر صفر 

آمده برای محاسبه دستتوان با استفاده از روابط جدید بهاکنون می

سینوسی، به بررسی  دارموجشکل با جان  Iهای مقطعی تیر ویژگی

 های تیر پرداخت.محدود تغییرشکل اجزا

 محدود بندی اجزافرمول 3

 المان و درجات آزادی 1-3
. المان اجزا دهدیرا نشان م رمکانییتغ یالمان و اجزا 8شکل 

با هفت  هارمکانییتغ پایه بر یالمان خط کیکاررفته محدود به

 ر،یت یهارشکلییتغ لیتحل یهر گره است که برا یبرا یدرجه آزاد

مناسب است.  چش،یو چه در حالت پ یچه در حالت انحراف جانب

شامل سه  ،مرکز برش یهارمکانییبر اساس تغ ،یدرجات آزاد

 یدر راستابه ترتیب  wو  u  ،vی اصفحهخارج ییجاجابه

به ترتیب  yو   ، x  پیچش هیسه زاو ،zو  x  ،y یمحورها

مقطع، و  فیمقطع و محور ضع یمحور قو ر،یت یحول محور طول

 است.  اعوجاج مقطع نیهمچن

 
 انهای تغییرمکالمان و مولفه -8شکل 

به صورت زیر  Δای های گرهبردار تغییرمکانبا توجه به شکل، 

 شود:تعریف می

(22)  
1 1 2 21 1 1 1 1 2 2 2 2 2y x y xu v w u v w        Δ 

 دهنده ترانهاده ماتریس است.نشان«  T»بالانویس 

عرضی نادیده گرفته شده است. در در این مدل اثر برش همچنین 

 :[16]نتیجه روابط زیر برقرار است 

(23)      x v    y u    

 دهنده مشتق نسبت به محور طولی تیر است.نشان « '»بالانویس 

 معادله حرکت 2-3
هر نقطه دلخواه از کانتور مقطع  عرضی و جانبی هایتغییرمکان

 ,u v [30] استبه صورت زیر نازک همسانگرد برای تیر جداره: 

(24) 
 ou u y y    

 ov v x x    

قطع نسبت به صلبیت م و هاودن کرنشب این رابطه با فرض کوچک

 ای برقرار است.صفحههای درونشکلتغییر

کانتور مقطع در راستای محور  هایبرای بدست آوردن تغییرمکان

طولی تیر  w، شود کرنش برشی در صفحه فرض میsz  بر روی

 توان نوشت:در نتیجه می .[16] کانتور مقطع به صفر برسد

(25)        o ow w x u y v x y y x            

 هاها و کرنشمیدان تنش 3-3
های غیرصفر تیر ای، کرنشصفحه-با در نظرگرفتن فرض کرنش

 :[11] شوندهمسانگرد از رابطه زیر حاصل می

(26) 

0 0

0

0

z

xz

yz

z u

v
z x

w

z y







 
 

     
        

          
 

  

 

نازک همسانگرد با مقطع متغیر های کرنش تیر جدارهبنابراین مولفه

 به صورت زیر خواهد بود:

(27) 

     

   2

z

o o o o

w x u y v

x y y x x y y x

  

 

      

      
 

 xz oy y
x


 

 
    

 
 

 yz ox x
y


 

 
   

 
 

شده برای با استفاده از روابط استخراجتوان اکنون می  

انرژی پتانسیل کل برای تیر با مقطع متغیر را ، هاکرنش محاسبه

 کرد.برآورد 

 انرژی پتانسیل کل 4-3
و  انرژی کرنشی  توان به شکل حاصلانرژی پتانسیل کل را می

 .[10]بیان کرد  انرژی جنبشی 
(28)     

 :[10]شوند انرژی کرنشی و انرژی جنبشی به صورت زیر بیان می

(29)  
V

1
dV

2
ij ij σ ε  
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(30)  
V

1
dV

2
i  D  

به ترتیب تانسور تنش و کرنش،   ijε  و ijσبالا،  روابطدر 

 چگالی وiD ها است. بردار تغییرمکانV و  بیانگر حجمδ د نما

 همچنین نماد نقطه بیانگر مشتق زمانی است. است. تغییرات

 داریم: (29)با گسترش معادله 

(31)  
V

1
dV

2
z z zx zx yz yz        

های متناظر، معادله بالا به ها با کرنشکردن تنشبا جایگزینکه 

 یابد:ترش میشکل زیر گس

(32)  
V

1
E G G dV

2
z z zx zx yz yz        

انرژی کرنشی تیر  ها در معادله بالا،با جایگزین کردن مقادیر کرنش

 شود:همسانگرد به صورت زیر خلاصه می

(33) 
T1

dz
2

l

 b e b 

از درجات آزادی مرتبط با انرژی  1در  6بردار  یک b بالا رابطهدر 

های است که معرف ویژگی 6در  6یک ماتریس  eکرنشی و 

هندسی و مواد سازنده مقطع تیر مرتبط با انرژی کرنشی تیر 

 د:نشوبه شکل زیر تعریف میهمسانگرد است. این دو ماتریس 

2,4 2,5 2,6

4,4 4,5 4,6

5,5 5,6

EI 0 ES 0 0 0

EI 0

EA 0 0 0

sym. EI

y x

x e e e

e e e

e e



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e 

u

v

w







 
 
 

 
  
 

 
  

b 

 :هستندبه شکل زیر  eشده در ماتریس کوتاههای درایه

2,6 2,2oe x e 2,5 2,22 oe x e  2,4 2,2oe x e  

4,6 2,2o oe x x e  4,5 2,22 o oe x x e   
2

4,4 2,2oe x e 

5,6 2,22 o oe x x e   
2

5,5 2,2GJ 2 oe x e  

 داریم: (30)با گسترش معادله همچنین 

(34)  2 2 2

V

1
dV

2
u v w   

شی به صورت زیر ها، انرژی جنبجایگذاری تغییرمکانبا که 

 : یابدگسترش می

(35) 
T1

dz
2

l

 b e b 

بردار درجات آزادی مرتبط با انرژی جنبشی و  bدر رابطه بالا 

e های مقطع مرتبط با انرژی جنبشی تیر ماتریس ویژگی

 د:نشوبه شکل زیر تعریف میها است. این ماتریسهمسانگرد 

2,4

4,4 4,6 4,7

A 0 0 0 0 0 0

A 0 0 0 0

A 0 S 0 0

0

I 0 0

I I

sym. I

x

y

x y

e

e e e





 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
  

e 

u

v

w

u

v





 
 
 
  

  
 
 
 

  

b 

 :هستندبه شکل زیر  eشده در ماتریس کوتاههای درایه

 
2 2

4,4 I I A 2 So o x o o xe x x x    2,4 S Ax oe x  

4,7 Io o xe x x  
4,6 Io xe x  

Io  گشتاور لختی قطبی نام دارد و به صورت مجموع گشتاورهای

 شود.لختی حول محور قوی و ضعیف مقطع تعریف می

همانطور که نشان داده شد، انرژی کرنشی و انرژی  

ضربی از یک بردار درجات آزادی جنبشی، هر یک به شکل حاصل

های مقطعی مرتبط با این دو انرژی محاسبه ک ماتریس ویژگیدر ی

، نیاز است تا روابط محاسبه انرژی پتانسیل کل رایشدند؛ اما ب

این امر به انرژی کرنشی و جنبشی در یک قالب یکسان بیان شود. 

 پذیر است.کمک توابع شکل امکان

 توابع شکل 5-3
 یتیشکل هرم با استفاده از توابع پیچشیو  یعرض هایتغییرمکان

توابع شکل لاگرانژ  ن،ی. علاوه بر اشوندمی یابیدرون HN یمکعب

 یدقت مناسب یمحور تغییرمکان یابیدرون یبرا LN یانقطهدو

 :شوندیم یمعرف ریصورت زتوابع به نی. ادهندیارائه م

(36) L 1
N





 
  
 

 
 

 

3 2

3 2

H

3 2

3 2

2 3 1

2
N

2 3

l

l

 

  

 

 

  
 
   

  
  

  
 

 

z

l
   وl توان به درجات آزادی را میالمان است.  بیانگر طول

 :شکل زیر بازنویسی کرد

(37) 

1 2

H H H H

1 1 2 3 2 4N N N Ny yu u u     

1 2

H H H H

1 1 2 3 2 4N N N Nx xv v v     
H H H H

1 1 2 1 3 2 4 2N N N N        
L L

1 1 2 2N Nw w w  
درجات آزادی مرتبط با انرژی کرنشی و  هایتوان برداراکنون می

، که از توابع شکل تشکیل های انتقالجنبشی را از طریق ماتریس

 :ای تبدیل کردهای گرهبه بردار تغییرمکان اند،شده

(38) 
6 1 6 14 14 1  b t Δ 

(39) 
7 1 7 14 14 1  b t Δ 
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t وt  و ماتریس انتقال ماتریس انتقال انرژی کرنشی ترتیب به

 د:نشوو به شکل زیر بیان میهستند  انرژی جنبشی

T

H

1

H

2

H

1

H

2

L

1

H H H

1 1 1

H H H

2 2 2

H

3

H

4

H

3

H

4

L

2

H H H

3 3 3

H H H

4 4 4

N 0 0 0 0 0

N 0 0 0 0 0

0 N 0 0 0 0

0 N 0 0 0 0

0 0 N 0 0 0

0 0 0 N N N

0 0 0 N N N

N 0 0 0 0 0

N 0 0 0 0 0

0 N 0 0 0 0

0 N 0 0 0 0

0 0 N 0 0 0

0 0 0 N N N

0 0 0 N N N

 
 

 
 


 
 
 

 
 

  
  
 

 



 

 



  

   

t












 

T

H H

1 1

H H

2 2

H H

1 1

H H

2 2

L

1

H H

1 1

H H

2 2

H H

3 3

H H

4 4

H H

3 3

H H

4 4

L

2

H H

3 3

H H

4 4

N 0 0 0 N 0 0

N 0 0 0 N 0 0

0 N 0 0 0 N 0

0 N 0 0 0 N 0

0 0 N 0 0 0 0

0 0 0 N 0 0 N

0 0 0 N 0 0 N

N 0 0 0 N 0 0

N 0 0 0 N 0 0

0 N 0 0 0 N 0

0 N 0 0 0 N 0

0 0 N 0 0 0 0

0 0 0 N 0 0 N

0 0 0 N 0 0 N

 
 

 
 


 
 
 
 
 


 






 

 


 

  

t
















 

های انتقال، انرژی توان با استفاده از ماتریساکنون می  

ای های گرهکرنشی و انرژی جنبشی را بر حسب تغییرمکان

 با استفاده ازهای سفتی و جرمی المان تیر را بازنویسی و ماتریس

بسامدهای طبیعی ارتعاشات  کرد.روش ماتریس جابجایی استخراج 

 .شوندمی محاسبه همیلتوناصل  با استفاده از نیزتیر 

 اصل همیلتون 6-3
، انرژی کرنشی به شکل زیر (33)( در رابطه 38)با جایگذاری رابطه 

 شود:بازنویسی می

(40) 
TT1

dz
2

l

 
  

 
Δ t e t Δ 

گیری جزء و انجام انتگرال (35)( در رابطه 39)با جایگذاری رابطه  و

 شود:انرژی جنبشی به شکل زیر بازنویسی میبه جزء، 

(41) 
TT1

dz
2

l


 

  
 
Δ t e t Δ 

با استفاده از روش  توانرا می های سفتی و جرمی المانماتریس

از روابط بدست آمده برای انرژی کرنشی و  ماتریس جابجایی

 :استخراج کرد به شکل زیرجنبشی 

(42)  
T

dze

l

 K t e t  

(43)  
T

dze

l

 M t e t  

استفاده  اصل همیلتون به منظور محاسبه بسامدهای ارتعاشی از

برابر تغییرات انرژی پتانسیل کل ، شده است. طبق اصل همیلتون

 :صفر خواهد بود
(44)   δ δ 0     

معادله ارتعاشات ، (44)در رابطه  (43)تا  (40)روابط  با جایگذاری

 :شودآزاد تیر به شکل زیر حاصل می
(45)  T Tδ δ 0 Δ KΔ Δ MΔ  

K  وM  به ترتیب ماتریس سفتی و جرمی مجتمع هستند. معادله

  توان به شکل یک مساله مقدار ویژه حل کرد:بالا را می
(46)   2 0 K M X  

 بردارهای ویژه است. Xمقدار ویژه بسامدها و  که در آن 

 اعتبارسنجی 4
از آنجایی که تاکنون پژوهش معتبری به شکل عددی به تحلیل 

نپرداخته است، اعتبارسنجی  دارموجشکل با جان  Iارتعاشات تیر 

جام ان اجزا محدودسازی این پژوهش تنها از طریق مقایسه با مدل

بسامدهای طبیعی اول ارتعاشات آزاد یک  5. به این منظور، شودمی

سینوسی در سه شرایط مرزی  دارموجشکل با جان  Iتیر 

سازی افزار آباکوس شبیهگیردار در نرم-سرگیردار، ساده و سادهیک

شده در این نمونه معرفی و با نتایج حاصل از حل حاضر مقایسه شد.

های رفتاری و مطالعه رجع در تحلیلبخش به عنوان نمونه م

مشخصات آن در و  گیردپارامتری بخش بعد مورد استفاده قرار می

 آورده شده است. 1جدول 
 مرجع و مکانیکی نمونهمشخصات هندسی  -1جدول 

 یکا مقدار ویژگی

 هندسه مقطع

 مترمیلی 1000 طول تیر

 مترمیلی 92 ارتفاع جان

 مترمیلی 6 ضخامت جان

 مترمیلی 50 عرض بال

 مترمیلی 4 ضخامت بال

 مترمیلی 50 طول موج جانموج   هایمولفه
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 مترمیلی 4 دامنه جان جان

 خواص مکانیکی

 گیگاپاسکال 210 مدول یانگ

 کیلوگرم بر متر مکعب 7850 چگالی

 - 3/0 سونضریب پوآ

ه منظور انجام مقایسه عددی، مدل اجزا محدود مطابق توضیحات ب

مجزا  Part مدل شامل دود. ایجاد گردی ABAQUS افزارزیر در نرم

 3D) پذیربعدی تغییرشکلها به صورت پوسته سهبرای جان و بال

Deformable Shell) بود که پس از مونتاژ، به کمک قید Tie  به

ند. در این اتصال، پیوستگی کامل بین اجزا فرض یکدیگر متصل شد

گونه لغزش یا جدایش در محل اتصال در نظر گرفته شده و هیچ

 .نشد

به منظور اعمال شرایط مرزی به صورت یکنواخت و جلوگیری از 

 Continuumعاز نو Coupling تمرکز تنش موضعی، از قید

Distributing  های سطح استفاده شد. بدین ترتیب، تمامی گره

مقطع انتهایی به یک نقطه مرجع واقع در مرکز سطح مقطع کوپل 

 .گردیدند و شرایط مرزی بر روی این نقطه اعمال شد

در حالت   Frequencyتحلیل ارتعاشات آزاد با استفاده از گام

Linear perturbation و استخراج مقادیر ویژه به روش Lanczos 

 ر تحلیل لحاظانجام گرفت. اثرات غیرخطی هندسی د

  (NLGEOM=OFF)شد.ن

و به   S8Rهای پوسته مرتبه دومبندی با استفاده از المانشبکه

انجام شد. در  Structured با تکنیک Quad-dominated صورت

 هر المان برای 2000المان برای جان و  4320مدل نهایی، تعداد 

نسبت  به منظور اطمینان از استقلال نتایج در نظر گرفته شد. بال

به اندازه مش، آزمون حساسیت به شبکه انجام شد و اندازه مش به 

 1ای انتخاب گردید که تغییر در بسامد طبیعی اول کمتر از گونه

دهد. بندی مدل اجزا محدود را نشان میشبکه 9شکل  .درصد باشد

تر کل با اندازه المان درشتبه منظور وضوح بیشتر تصویر، این ش

کاررفته در های بهنمایش داده شده است و بیانگر تعداد واقعی المان

 ت.تحلیل نیس

 
 بندی مدل اجزا محدودشبکه -9شکل 

 2جدول در نتایج حاصل از مدل اجزا محدود و حل تحلیلی حاضر 

 آورده شده است.
 بسامدهای ارتعاشات آزاد نمونه اعتبارسنجی -2جدول 

شرایط 

 مرزی
  مود 

 بسامد طبیعی 
 

 اختلاف 

 آباکوس حل حاضر 

 سرگیرداریک

 67/0  86/26 68/26  اول 
 40/0  24/84 90/83  دوم 
 82/0  14/92 90/92  سوم 
 89/0  62/166 14/165  چهارم 
 85/0  17/305 75/307  پنجم 

        

 گیردار-ساده

 58/0  73/116 05/116  اول 
 45/1  98/199 08/197  دوم 
 69/0  97/364 48/367  سوم 
 44/0  28/370 66/368  چهارم 
 66/0  86/536 30/533  پنجم 

        

 ساده

 40/0  03/75 33/75  اول 

 39/0  95/157 34/157  دوم 

 16/0  21/247 81/246  سوم 

 20/0  62/294 03/294  چهارم 

 44/0  09/451 09/449  پنجم 

شود، تطابق بسیار خوبی بین نتایج دو گونه که مشاهده میهمان

روش وجود دارد و اختلاف نتایج در تمامی شرایط مرزی ناچیز 

روند همگرایی حل تحلیلی و مدل اجزا محدود را  10شکل است.  

 .دهدنشان می

 
 حل المان محدود ییهمگرا -10شکل 

 نتایج عددی 5
و  آمدهدستبهبه منظور ارائه تحلیلی منظم و هدفمند از نتایج 

تحلیلی موجود در زمینه محدود بودن مطالعات همچنین به دلیل 

سینوسی، این بخش  دارموجشکل با جان  I رفتار ارتعاشی تیرهای

های پاسخ در دو قسمت تنظیم شده است. در گام نخست، ویژگی

قرار  بررسیسینوسی مورد  دارموجشکل با جان  I ای تیرسازه

 بررسی گیرد تا رفتار کلی دینامیکی و استاتیکی این نوع تیرمی
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ای پارامتری به منظور بررسی اثر مطالعهگام دوم  در شود.

های هندسی موج سینوسی بر پاسخ دینامیکی و استاتیکی مولفه

 شود.سازه انجام می

 ای تیرپاسخ سازه 1-5
سینوسی،  دارموجشکل با جان  I رفتار ذاتی تیر بررسیه منظور ب

مورد  تیر نمونهیک در این بخش پاسخ دینامیکی و استاتیکی 

گیرد. تمرکز این بخش بر شناخت ماهیت مودهای قرار می تحلیل

شدگی پاسخ خمشی و پیچشی، و همچنین جفتارتعاشی، نحوه 

نمونه مورد . بررسی توزیع سفتی استاتیکی در طول تیر است

 4شده در بخش بررسی در این بخش، همان نمونه مرجع معرفی

 ت.ارائه شده اس 1جدول ت که مشخصات هندسی آن در اس

 شکل مودهای ارتعاشی 1-1-5

-، سادهسرگیرداریکمود اول تا پنجم نمونه مرجع در شرایط مرزی 

رسم  13شکل و  12شکل  ،11شکل گیردار و ساده به ترتیب در 

 .شد

مود دهد که در هر سه شرایط مرزی، نتایج تحلیل مودال نشان می

، سرگیرداریکشرایط مرزی  در .استاول بیانگر خمش جانبی 

ای در پاسخ کنندهخمشی حول محور ضعیف نقش تعیین سفتی

 گیردار،-مود اول دارد، در حالی که در شرایط ساده و ساده

 سهم و هاتغییرمکان توزیع در تغییر موجب انتهایی هایگاهتکیه

 .شودمی سازه کلی پاسخ در خمشی مودهای

های دوم و پنجم در تمامی شرایط مرزی دارای ماهیت پیچشی مود

است که دهنده آن ظهور مود پیچشی در مرتبه دوم نشان .هستند

خمشی حول محور  سفتیثر تیر در مقایسه با وپیچشی م سفتی

ای قرار دارد که امکان رقابت دینامیکی بین ضعیف، در محدوده

همچنین در مود  .کندمودهای خمشی و پیچشی را فراهم می

های پنجم، شکل مود بیانگر رفتار پیچشی مرتبه بالاتر با تعداد گره

 سفتیشی از توزیع غیر یکنواخت بیشتر در طول تیر است که نا

تمرکز نسبی دوران در  است.ثر در امتداد طول سازه وپیچشی م

دهد که هندسه نواحی با انحنای بیشتر جان سینوسی نشان می

 .مستقیم دارد تاثیرجان بر توزیع انرژی پیچشی در سازه  دارموج

 

 

 

 

 

 
؛ سرگیرداریکتعاشی نمونه مرجع در شرایط مرزی مودهای ار -11شکل 

مود اول و چهارم خمش جانبی، مود دوم و پنجم مود چرخشی و مود 

 سوم خمش عمودی
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گیردار؛ -مودهای ارتعاشی نمونه مرجع در شرایط مرزی ساده -12شکل 

م مود چرخشی و مود مود اول و سوم خمش جانبی، مود دوم و پنج

 چهارم خمش عمودی

 

 

 

 

 

 
مودهای ارتعاشی نمونه مرجع در شرایط مرزی ساده؛ مود اول  -13شکل 

و چهارم خمش جانبی، مود دوم و پنجم مود چرخشی و مود سوم خمش 

 عمودی

دهد که در شرایط مرزی نشان می مودها ررسی شکلب

 چهارم مود و عمودی خمش ماهیت سوم مود ،ر و سادهسرگیردایک

-ساده مرزی شرایط در که حالی در دارد، جانبی خمش ماهیت

 ناشی جاییجابه این. است شده جاجابه مود دو این ترتیب ،گیردار

نزدیکی مقادیر بسامد این دو ، مقطع خمشی سفتی زمانهم اثر از

 .است سیستم کرنشی نرژیا توزیع بر هاگاهتکیه اعمال نحوه ومود 

 سفتی استاتیکی 2-1-5

سفتی استاتیکی معیاری برای مقاومت سازه در برابر تغییرشکل 

توان آن تحت بارگذاری استاتیکی است و بسته به نوع بارگذاری می

لفه سفتی خمشی عمودی، سفتی خمشی جانبی و ورا به سه م

دو به منظور ارزیابی کمی این ویژگی،  .سفتی پیچشی تقسیم کرد

 شود. معرفی می "توزیع سفتی" و "ثروسفتی م"شاخص 

شده به بیشینه صورت نسبت بار واحد اعمالبهر ثوسفتی م

توزیع سفتی نیز  د.شوتغییرمکان ایجادشده در طول تیر تعریف می

اعمال بار واحد در هر گره و استخراج پاسخ همان درجه  از طریق

ر سفتی موثر نمونه مقادی شود.در طول تیر محاسبه می آزادی

. ارائه شده است 3جدول برای شرایط مرزی مختلف در  مرجع

  نمایش داده شده است. 14شکل در نیز مودار توزیع سفتی ن
 رجعسفتی موثر نمونه م -3جدول 

شرایط 

 مرزی

سفتی خمشی 

 عمودی

 

سفتی خمشی 

  جانبی

سفتی پیچشی 

 

 929/0 053/0 826/0 سرگیرداریک
    

 558/7 819/1 07/28 گیردار-ساده
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 271/5 856/0 22/13 ساده

 

 
 سرگیردارشرایط مرزی یک -الف

 
 گیردار-شرایط مرزی ساده -ب

 
 شرایط مرزی ساده -پ

توزیع سفتی استاتیکی در طول تیر در شرایط مرزی  -14شکل 

 گیردار )ب( و ساده )پ(-سرگیردار )الف(، سادهیک

لازم به ذکر است که به دلیل تفاوت ماهیت بارگذاری، مقادیر 

سفتی خمشی و پیچشی دارای واحدهای متفاوت بوده و مقایسه 

 . ها مدنظر نبوده استم عددی بین آنمستقی

طور معناداری تابع شرایط ثر بهومقدار سفتی م، 3جدول مطابق 

و  گیردار-سادهمرزی است؛ بیشترین مقدار مربوط به حالت 

سرگیردار است که با رفتار کمترین مقدار مربوط به تیر یک

ها، سفتی لفهو. از نظر مقایسه بین ماستگار کلاسیک تیرها ساز

خمشی عمودی بیشترین و سفتی پیچشی کمترین مقدار را دارد 

شکل در برابر پیچش نسبت به  I که بیانگر مقاومت کمتر مقطع

  .خمش است

 شرایط مرزیدر مشخص شده است،  14شکل طور که همان

ردار، سفتی از ناحیه گیردار به سمت انتهای آزاد کاهش سرگییک

ساده توزیع سفتی متقارن  شرایط مرزییابد، در حالی که در می

 گیردار،-هدهد. در حالت سادبوده و کمینه آن در میانه دهانه رخ می

 گیردار گاهتکیه نزدیکی در سفتی بیشینه و بوده نامتقارن توزیع

 .شودمی مشاهده

گوی توزیع سفتی با رفتار مودال بخش قبل نشان همخوانی ال

با سفتی کمتر، در  شرایط مرزی، مولفه خمشی 3در هر دهد که می

شود. بدین ترتیب، تحلیل استاتیکی تر مودال ظاهر میمراتب پایین

مبنای فیزیکی روشنی برای تفسیر پاسخ دینامیکی تیر فراهم 

 د.آورمی

 مطالعه پارامتری 2-5
های موج سینوسی بر رفتار ارتعاشی تیر، اثر مولفهبه منظور بررسی 

 که بر اساس آن از خاصیت هندسی موج سینوسی بهره گرفته شد

 طول موجنسبت دامنه به  تابعی ازطول حقیقی موج سینوسی تنها 

هر دو ضریب  هاآن موج هایی که دامنه و طولبنابراین موج است،

ه حجم و وزن یکسانی گرفته باشند، طول حقیقی و در نتیج

این رویکرد امکان بررسی مستقیم اثر یکسانی خواهند داشت. 

تغییرات هندسی جان بر پاسخ دینامیکی و استاتیکی تیر را بدون 

همین اساس، هشت  د. برسازپذیری از تغییر جرم فراهم میتاثیر

برابر نمونه مرجع  5تا  1,5 ازهایی طول موجنمونه جدید با دامنه و 

ها از نظر هندسه مقطع و خواص مکانیکی با این نمونهانتخاب شد. 

های موج جان تفاوت نمونه مرجع یکسان بوده و تنها در مولفه

آورده  4جدول در ها ندسی موج سینوسی نمونهمشخصات ه دارند.

 شده است.
 هاموج سینوسی نمونهمشخصات هندسی  -4جدول 

  طول موج دامنه  نمونه
 50 4 مرجع

1.5X 6 75 

2X 8 100 
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2.5X 10 125 

3X 12 150 

3.5X 14 175 

4X 16 200 

4.5X 18 225 

5X 20 250 

شود، سپس در ادامه، ابتدا تغییرات بسامدهای طبیعی بررسی می

گردد و در ثر تحلیل میواستاتیکی م اثر پارامترهای موج بر سفتی

نهایت، تغییرات ماهیت مودهای پیچشی و میزان اعوجاج مقطع در 

 .گیرداثر تغییر هندسه جان مورد ارزیابی قرار می

 مقایسه بسامدهای طبیعی 1-2-5
به منظور بررسی کمی اثر تغییر همزمان دامنه و طول موج جان 

پنج مود اول نسبت درصد تغییر سینوسی بر پاسخ دینامیکی تیر، 

، همچنیننمایش داده شده است.  15شکل در  به نمونه مرجع

 .ارائه شده است 5مقادیر عددی بیشینه تغییرات هر مود در جدول 

 
 سرگیرداریکشرایط مرزی  -الف

 
 گیردار-شرایط مرزی ساده -ب

 
 شرایط مرزی ساده -پ

طول درصد تغییرات بسامدهای ارتعاشی با تغییر در دامنه و  -15شکل 

 گیردار )ب( و ساده )پ(-)الف(، ساده سرگیرداریکدر شرایط مرزی  موج

 بیشینه درصد تغییر بسامد مودها نسبت به نمونه مرجع -5جدول 

 مود شرایط مرزی
بیشینه تغییر 

 

ضریب 

 متناظر
  نوع مود 

 سرگیرداریک

 خمش جانبی 5X 90/6 اول
 پیچشی 3X 73/3 دوم
 خمش عمودی 3X 76/2 سوم

 خمش جانبی 5X 20/7 چهارم
 پیچشی 3X 49/1 پنجم

     

 گیردار-ساده

 خمش جانبی 5X 04/7 اول
 پیچشی 3X 73/3 دوم
 خمش جانبی 5X -15/6 سوم

 خمش عمودی 5X 20/7 چهارم
 پیچشی 5X -23/3 پنجم

     

 ساده

 خمش جانبی 5X 26/5 اول
 پیچشی 3X 31/3 دوم
 خمش عمودی 5X -54/5 سوم

 خمش جانبی 5X 25/6 چهارم
 پیچشی 3X 82/1 پنجم

، حساسیت مودهای مختلف نسبت به 5جدول  و 15شکل  مطابق

تغییر پارامترهای موج یکنواخت نیست. در هر سه شرایط مرزی، 

بیشترین افزایش بسامد مربوط به مودهای اول و چهارم بوده است 

 که ماهیت غالب خمشی جانبی دارند و پیک تغییر آنها در ضریب

5X همزمان  دهد که افزایشرخ داده است. این موضوع نشان می

 سفتیقابل توجهی بر  تاثیرتر دامنه و طول موج، در ضرایب بزرگ

در مقابل، مودهای دارای ماهیت پیچشی . ثر تیر داردوخمشی م

تجربه  3X در ضریب ا)مود دوم و پنجم( بیشینه تغییر خود را عمدت

پیچشی به تغییرات  سفتیاند که بیانگر حساسیت بیشتر کرده

شود که در است. همچنین مشاهده می هندسی در ضرایب متوسط

کاهش  5Xگیردار و ساده، مود سوم در ضریب -شرایط مرزی ساده

 -54/5 و -15/6دهد )به ترتیب محسوسی در بسامد نشان می
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 خمشی مودهای سهم نسبی جابجایی دهندهنشان رفتار این .(درصد

 تربزرگ ضرایب در آنها میان دینامیکی رقابت تشدید و پیچشی و

 است. وجم

دهد که اثر روشنی نشان میبهنتایج این بخش در مجموع، 

پارامترهای موج نه تنها بر مقدار بسامدها بلکه بر شدت حساسیت 

مودهای مختلف نیز متفاوت بوده و بیشترین تغییرات در مودهایی 

های خمشی جانبی یا دهد که سهم بیشتری از تغییرشکلرخ می

 د.پیچشی را در خود دارن

 ایسه سفتی استاتیک موثرمق 2-2-5

به منظور بررسی اثر پارامترهای موج بر سفتی موثر تیر، از رابطه 

استفاده شد. با توجه به ثابت بودن جرم  سفتیبین بسامد طبیعی و 

توان متناسب با مربع موثر را می سفتیها، نسبت در تمامی نمونه

 نسبت بسامد طبیعی در نظر گرفت. 

Kf  
2

K

Kref ref

f

f

 
   
 

 

خمشی جانبی از مود اول و نسبت  سفتیبر این اساس، نسبت 

ارائه  6جدول پیچشی از مود دوم استخراج گردید. نتایج در  سفتی

 .شده است
 نمونه مرجع نسبت سفتی موثر خمشی و پیچشی به -6جدول 

شرایط 

 مرزی
ضریب 

 نمونه
نسبت سفتی خمشی به 

  مرجع
نسبت سفتی پیچشی به 

  مرجع

 سرگیرداریک

2X 040/1 072/1 

3X 062/1 076/1 

4X 112/1 058/1 

5X 143/1 983/0 
    

 گیردار-ساده

2X 047/1 073/1 

3X 053/1 076/1 

4X 123/1 067/1 

5X 146/1 008/1 
    

 ساده

2X 013/1 067/1 

3X 032/1 067/1 

4X 090/1 035/1 

5X 108/1 954/0 

به منظور جلوگیری از افزایش بیش از حد حجم جدول و تمرکز بر 

تنها ضرایب منتخب و دو مود  6رفتار شاخص سازه، در جدول 

مشی اند؛ مود اول به عنوان نماینده رفتار خاصلی بررسی شده

جانبی و مود دوم به عنوان نماینده رفتار پیچشی. این دو مود به 

کننده در پاسخ دینامیکی تیر، دلیل ماهیت غالب و نقش تعیین

 .ثر کافی در نظر گرفته شدندفتی موبرای ارزیابی تغییرات س

فتی خمشی بی به سخمشی جان سفتی، نسبت 6جدول مطابق 

در هر سه شرایط مرزی با افزایش ضریب دامنه جانبی نمونه مرجع 

و طول موج روندی افزایشی و تقریبا یکنواخت دارد و بیشینه آن در 

درصد افزایش(. این موضوع  14شود )حدود مشاهده می 5X ضریب

دهد افزایش همزمان دامنه و طول موج موجب تقویت نشان می

رفتار ی تی پیچشفدر مقابل، س .شودیثر تیر موخمشی م سفتی

دهد، در رخ می 3Xیب یکنواختی ندارد و بیشینه آن عمدتا در ضر

شود. برای تر کاهش نسبی مشاهده میحالی که در ضرایب بزرگ

کمتر از  5X تی پیچشی در ضریبفنمونه، در شرایط ساده مقدار س

برای نمونه مرجع است. این نتیجه بیانگر وجود یک ضریب بهینه 

تی پیچشی و حساسیت بیشتر پیچش نسبت به فسازی سبیشینه

 .تغییرات هندسی جان است

 گیرینتیجه 6
بندی اجزا محدود دقیق و بدون در این پژوهش، یک فرمول

شکل با جان  I سازی هندسی برای تحلیل ارتعاشات آزاد تیرمعادل

های سینوسی ارائه شد. استخراج روابط صریح ویژگی دارموج

طعی به صورت تابعی از هندسه موج امکان اعمال مستقیم اثر مق

های سفتی و جرمی را فراهم نمود. جان سینوسی در ماتریس

افزار آباکوس نشان مقایسه نتایج با مدل اجزا محدود پوسته در نرم

داد که مدل پیشنهادی از دقت بالا و همگرایی مناسب برخوردار 

تحلیلی قابل اعتماد برای این دسته تواند به عنوان ابزاری است و می

 .ها مورد استفاده قرار گیرداز سازه

مطالعه پارامتری نشان داد که تغییر همزمان دامنه و طول موج 

جان، در حالی که جرم سازه ثابت نگه داشته شده است، منجر به 

شود. این نتیجه تغییرات قابل توجهی در بسامدهای طبیعی می

ثر سازه ودسه جان به صورت مستقیم سفتی مبیانگر آن است که هن

کند. مودهای با ماهیت خمشی جانبی افزایش را کنترل می

یکنواختی را با افزایش ضریب موج تجربه کردند، در حالی که 

مودهای پیچشی رفتاری غیر یکنواخت داشته و دارای ضریب بهینه 

دهنده وجود در محدوده ضرایب متوسط بودند. این رفتار نشان

تی پیچشی بدون فسازی سمحدوده طراحی بهینه برای بیشینه

 .افزایش وزن سازه است

ثر نیز نشان داد که پارامترهای موج وتحلیل سفتی مودال م

سینوسی امکان کنترل متفاوت سختی خمشی و پیچشی را فراهم 

ای که افزایش ضرایب موج عمدتا به تقویت رفتار کنند؛ به گونهمی

تر و ، در حالی که رفتار پیچشی حساسشودخمشی منجر می

 دارموجتر به توزیع هندسی جان است. در نتیجه، جان وابسته

ای، بلکه به عنوان سینوسی نه تنها به عنوان یک راهکار تقویت سازه

ثر برای تنظیم هدفمند پاسخ ارتعاشی قابل ویک پارامتر طراحی م
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که بدون افزایش  دهدهای این پژوهش نشان میاستفاده است. یافته

توان محدوده بسامدهای جرم، تنها از طریق اصلاح هندسه جان می

ثر تیر را در بازه قابل توجهی کنترل وطبیعی و توزیع سختی م

وزن کاربرد مستقیم های سبکنمود؛ موضوعی که در طراحی سازه

 .دارد
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 فهرست علائم 7

 علائم انگلیسی

A  عمساحت مقط 

fb عرض بال 

b  بردار درجات آزادی مرتبط با انرژی جنبشی 

b   بردار درجات آزادی مرتبط با انرژی کرنشی 

C  مرکز هندسی 

d تیر در ی هاز جان تیر و مرکز بالفاصله بین مرک

 هر نقطه از طول تیر 

maxd دامنه موج جان 

e  های مقطع تیر مرتبط با انرژی ماتریس ویژگی

 جنبشی 

e  های مقطع تیر مرتبط با انرژی ماتریس ویژگی

 کرنشی 

E  مدول یانگ 

G  مدول برشی 

wh ارتفاع جان 

Io گشتاور لختی قطبی 

Ix  وIy قوی و ضعیف  حول محور به ترتیب گشتاور لختی

 عمقط

I xy محصول لختی 

I اعوجاج ثابت 

J ثابت پیچش 

K ماتریس سفتی مجتمع 

eK ماتریس سفتی المان 

l طول المان 

L طول تیر 

M  ماتریس جرمی مجتمع 

eM ماتریس جرمی المان 
HN   تابع شکل مکعبی هرمیتی 
LN  ایتابع شکل لاگرانژ دو نقطه 

O  مرکز برش 

R  ها و خط تقارن مقطعمحل تلاقی مرکز بال 

1s  ،2s  و

3s 

 مسیرهای کانتور مقطع

Sx  وS y تاتیکگشتاورهای اس 

Sx  وSy مقطعی لختی محصولات 

ft ضخامت بال 

st  ضخامت جان نسبت به صفحات عمود بر تابع

 خودش

wt  به صفحات عمود بر محور نسبت ضخامت جان

 ولی تیرط

t  ماتریس انتقال انرژی کرنشی 

t  ماتریس انتقال انرژی جنبشی 

 انرژی جنبشی   
u  ،v  وw به ترتیب در راستای  ایج صفحهانتقال خار

 zو  x  ،yمحورهای 

 انرژی کرنشی   

V  حجم مقطع 

cx  وcy  موقعیت مرکز هندسی نسبت به نقطهR  

cx  وcy مرکز هندسی نسبت بهمرکز برش  موقعیت 

 علائم یونانی

 δ  ایهای گرهبردار تغییرمکان 

  جان  موج طول 
  ضریب پوآسون 

 انرژی پتانسیل کل 

  چگالی 

x  ،y  و

 

 x  ،yمحورهای به ترتیب حول زوایای پیچش 

 zو 
  اعوجاج مقطع  

  اعوجاج تابع 

i   در شروع مسیرمقدار اعوجاج مقطع 

  ارتعاشی  بسامد 

 هابالانویس
b  ،w  وt ترتیب بال بالایی، جان و بال پایینی  به 

T ترانهاده ماتریس 
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