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Abstract-- The aim of this study is to investigate the injection 

of mutable velocity flow from the walls into the magneto 

hydrodynamic flow. A dominant term of tangential velocity 

is considered and the remaining terms are ignored and the 

first order derivative with respect to r is replaced by a 

fractional derivative. The equation is transformed into a 

nonlinear ordinary differential equation with fractional 

derivative using the similarity transformation method and 

solved using semi-analytical and numerical methods. The 

results show that increasing Re causes a significant increase 

in the values of the dimensionless velocity and radial velocity 

in the center of the channel, while a slight decrease is 

observed in the regions closer to the walls, but in the regions 

very close to the walls it is almost unchanged. Increasing Ha 

leads to a significant decrease in the maximum velocity. the 

velocity vector lines at fixed radial positions become more 

uniform. Increasing the Ha also leads to the appearance of 

two smaller maximum velocities in the vicinity of the channel 

walls. 
Keywords: Terms-- Convergent and Divergent Channel, 

Fractional Derivative, Injection, Jeffrey-Hamel Flow, 

Magneto Hydrodynamic Flow, Semi-Analytical Method  

1. Introduction 

The effects of injection and suction are substantial on flow 
characteristics, including boundary layer behavior, flow 
separation, stability management, drag reduction, and 
processes of heat and mass transfer. It is well-established 
that suction plays a vital role in sustaining boundary layer 
stability. On the other hand, injection may promote the 
rapid development of instabilities. Both strategies are 
effective in curtailing flow separation and drag. Injection 
can be utilized to enhance temperature and, conversely, 
can act as a thermal insulator by forming an insulating 
layer along the walls. In the realm of fluid mechanics, 
fractional derivatives serve as an effective means for the 
examination of magnetohydrodynamic flows and their 
related chemical reactions. This instrument is crucial for 
investigating phenomena including free convection, the 
influence of thermal radiation, the dynamics of porous 
media modeling, nonlocal and memory effects in 
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turbulence, boundary layer phenomena, and nanoscale 
heat transfer, which enhances prediction accuracy [1]. 
The initial analytical solutions for flow in convergent-
divergent channels were provided by researchers Jeffery 
and Hamel [2] , [3]. The study of Jeffrey-Hamel flow is 
significant for understanding flow instabilities, mass 
transfer processes, and injection effects. The objective of 
this research is to conduct an analytical examination of the 
influence of fractional derivative and magnetic fields and 
variable velocity flow injection from the channel wall on 
the velocity distribution within a diverging channel. The 
contributions of this study include: the application of 
variable velocity for the injected flow, the transformation 
of integer derivatives into fractional derivatives within the 
governing equations, an exploration of the impact of 
varying the order of the fractional derivative, the 
utilization of similarity transformations to convert partial 
differential equations into ordinary differential equations, 
and the implementation of a relatively obscure semi-
analytical method for flow analysis. 

2. Governing relations 

The divergent channel in polar coordinates features an 

opening angle of 0 / 7 rad   and a radius that ranges 

from r 1  to r 4 . The primary flow enters radially, 
while the secondary flow is introduced from the channel 
walls. The fundamental assumptions of this analysis are 
outlined as follows: 
1. The flow is characterized as two-dimensional, steady, 

and incompressible, with the effects of gravity being 
disregarded. 

2. The radial velocity 
rv  is deemed more significant than 

the tangential velocity v
. In the momentum equations, 

the prevailing term v
 is taken into account, while the 

other terms are omitted. The variability of the injection 
velocity throughout the channel is acknowledged; this 
contrasts with earlier studies that presumed it to be 
constant. 

https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/article_46991.html?lang=en
https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/?lang=en
https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/?lang=en
https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/?lang=en
https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/?lang=en
https://doi.org/10.22067/jacsm.2025.91367.1309
https://orcid.org/0000-0003-2511-9297


Mohammad Tolami1,  Akbar Nazari-Golshan1, Seyed Salman Nourazar 44 

 

 

 

By implementing these assumptions and removing the 
pressure variable, the momentum equations in 
magnetohydrodynamic flow are reformulated into a 
higher-order partial differential equation: 
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where   represents the kinematic viscosity,   denotes 

the density,   signifies the electrical conductivity, and 
0B  

indicates the strength of the magnetic field. By substituting 
the first-order derivative concerning r with the Caputo 

fractional derivative of order   (
0 rD ) in the momentum 

equation and applying the subsequent dimensionless 
similarity transformations: 
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In this context,   represents the dimensionless angular 

position, F denotes the dimensionless function associated 

with the momentum equation, 
wv  signifies a constant 

value, and   is the stream function, for which we express: 
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Using the Caputo fractional derivative relation of the 

power function [4]: 
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(4) 

And by applying the dimensionless parameters of the 
Reynolds number and the Hartmann number, which are 

defined as 
2

wr v
Re 


 and 0Ha rB





, respectively, the 

following final relationship is obtained: 
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The secondary flow is introduced at an angle relative to 

the channel walls and in the opposite direction of the 

primary flow. The boundary conditions are articulated as 
follows: 
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To make the radial velocity non-dimensional, the 
tangential velocity at the initial point of the channel walls 
is used as a reference value: 

(7) 
ˆ r

r

w r 1
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  

3. Resolving of Equation 

The adaptive fraction technique is employed to address 

ordinary differential equation. Initially, the linear 

component of the differential equation is resolved, 

followed by substituting the variables with polynomial 

fractional functions [1] , [5]. Numerical solutions are 

obtained using Matlab software. 

4. Validation 

The presence of correlation and consistency between the 

numerical and analytical solutions substantiates the 

credibility of the current analytical approach. In Figure 1, 

the ratio of the flow velocity within the pipe to the velocity 

at the center of the pipe is illustrated using the 

experimental findings of Takeuchi et al. alongside the 

numerical analysis results from Goa et al. across various 

Hartmann numbers [6]. It is noted that as the Hartmann 

number increases, the velocity profile tends to flatten, with 

the exception of regions close to the pipe walls. This 

pattern mirrors the trend depicted in Figure 5 of the current 

study concerning the radial velocity of the flow within the 

diverging channel. Considering the strong correlation 

between the analytical and numerical solutions presented 

in this study, as well as the resemblance of the behavior 

observed for the radial velocity profile in the diverging 

channel to the experimental and numerical results of the 

velocity profile within the pipe in [6], the validity of the 

current analysis is affirmed. 
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Fig. 1.  Experimental results of Takeuchi et al. and 

numerical results of Guo et al. for the flow velocity inside 

the tube to the tube center velocity for different 

Hartmann numbers [6] 
 

5. RESULTS 

Figure 2 illustrates that as the Reynolds number rises, there 

is a notable increase in 
rv̂  at the center of the channel, 

whereas a minor decrease is noted in areas closer to the 

walls, with the regions adjacent to the walls remaining 

nearly unchanged. Figure 3 indicates that an increase in   

produces effects on the variable 
rv̂  that are similar to those 

observed with an increase in the Reynolds number. 

Generally, the effect of increasing the Hartmann number is 

contrary to that of increasing the Reynolds number. As 

indicated in (3), the radial velocity is associated with the 

derivative of function F. As the Hartmann number 

increases, Figure 4 shows that curve F tends to become 

linear, leading to the observation in Figure 5 of a nearly 

constant dimensionless radial velocity, except in the 

vicinity of the walls. This figure also reveals that an 

increase in the Hartmann number enhances 
rv̂  near the 

walls while concurrently diminishing this value at the 

center of the channel. The reduction in velocity at the 

center of the channel with an increasing Hartmann number 

is attributed to the Lorentz force, which impedes fluid 

motion, particularly in the channel's center [7]. The 

increase in velocity near the walls can be explained by the 

principle of mass conservation. Overall, the increase in   

exerts a similar influence on flow behavior as the increase 

in the Reynolds number. From a practical perspective, this 

finding is significant; rather than altering  , which poses 

challenges, one can anticipate the effects of varying   by 

adjusting the Reynolds number. 

 

 
 

Fig. 2.  Changes in the variable 
rv̂ depending on the 

parameter Re under the condition Ha 1, 1     

 

 
Fig. 3.  Variations of the variable 

rv̂  in terms of the 

parameter   under the condition Re 20, Ha 1   

 

 
Fig. 4.  Changes in the variable F according to the 

parameter Ha in the condition Re 20, 1   
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Fig. 5.  Changes in the variable rv̂

 depending on the 

parameter Ha under the condition 
Re 20, 1   

 

6. Conclusion 

With an increase in the Hartmann number, the radial 

velocity profile within the diverging channel tends to 

flatten, except in areas near the walls. This observation 

aligns with both experimental and numerical findings 

regarding the velocity profile within pipes as reported in 

other researches. These instances highlight the efficacy of 

the current analytical approach in assessing flow 

characteristics. The principal conclusions of this study can 

be outlined as follows: 

• An increase in the Reynolds number results in a notable 

rise in the dimensionless radial velocity at the channel's 

center, while a minor reduction is noted in areas closer 

to the walls; however, regions very near the walls 

remain largely unaffected. 

• Elevating the order of the fractional derivative in the 

momentum equation produces effects similar to those 

observed with an increase in the Reynolds number on 

the flow dynamics. 

• A rise in the Hartmann number typically induces a 

behavior that is contrary to that observed with an 

increase in the Reynolds number. Specifically, an 

increase in the Hartmann number results in a marked 

decrease in the maximum radial velocity at the center 

of the channel and contributes to the flattening of the 

radial velocity profile in this area. 
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 *با استفاده از مشتق کسری هااز دیوار جریان قیتزری مغناطیسی همراه کینامیدرودیه انیجر تحلیل
 مقاله پژوهشي

  (3)نورآذر لمانسسید           (2)گلشن ینظر اکبر          (1)یتولم حمدم

10.22067/jacsm.2025.91367.1309 
  

جمله  کیمطالعه  نیاست. در ا یسیمغناط یکینامیدرودیه انیبه جر وارهایاز د تغییرپذیربا سرعت  انیجر قیتزر یمطالعه بررس نیهدف ا  دهیچک
است.  دهیگرد نیگزیجا یبا مشتق کسر rجملات صرفنظر شده است. مشتق مرتبه اول نسبت به  یو از باق دهیلحاظ گرد یغالب سرعت مماس

 مهین یو با استفاده از روشها لیتبد یبا مشتق کسر یخط ریغ یمعمول لیفرانسیمعادله د کیبه  ،یتشابه لیاز روش تبد همعادله حاکم با استفاد
سرعت بدون بعد و  ریدر مقاد یقابل توجه شیباعث افزا نولدزیعدد ر شیاست که افزا نیا انگریب حاصل جیحل شده است. نتا یو عدد یلیتحل

 یلیخ یاما در نواح شودیمشاهده م وارهایبه د کترینزد یدر نواح یکاهش جزئ کیکه  یدر حال شودیدر مرکز کانال م بعدیب یسرعت شعاع
. خطوط بردار سرعت در گرددیعدد هارتمن منجر به کاهش قابل توجه در حداکثر سرعت  م شیاست. افزا رییبدون تغ بایتقر وارهاید کینزد

 یوارهایکوچکتر در مجاورت د نهیشیمنجر به ظهور دو سرعت ب نیعدد هارتمن همچن شیگردند. افزایم ترکنواختیثابت،  یشعاع یهاتیموقع
 .شودیکانال م

 

 یلیتحل نیمه روش مشتق کسری، ،ی مغناطیسیکینامیدرودیهجریان ، قیهمگرا و واگرا، تزرهمل، کانال -یجفر انیجر  کلیدی هایهواژ

 

 مقدمه
دارند که شامل  انیجر یهایژگیو بر یمهم تاثیرو مکش  قیتزر

کاهش پسا  ان،یجر یداریو پا یشجدا تیریمد ،یمرز هیلا رفتار
مکش به  انتقال گرما و جرم است. یندهایبهبود فرآ نیو همچن
شناخته  یمرز هیلا یداریدر حفظ پا یدیعامل کل کیعنوان 

کمک کند. با  هایداریرشد ناپا عیبه تسر تواندیم قی. تزرشودیم
را  انیجر شیجدا یحال، هر دو روش قادرند به طور مؤثر نیا

پسا داشته  یرویدر کاهش ن یقابل توجه ریکاهش دهند و تأث
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 .تهران ر،یرکبیام یدانشگاه صنعت ک،یمکان یمهندس ( استاد، دانشکده3)

 شیدری، فر[2]، گائو [1] و همکاران یالمالک یهاافتهی. اندهکرد

دهد که مکش با به ینشان م [4] و کانت و همکاران [3]و کلوکر 
نقش  ه،یثانو یهایداریاو کاهش ناپ انیجر گذارانداختن  ریتاخ
 قیتزر گر،ید یکند. از سویم فایا یمرز هیلا پایداریدر  یمهم

سرعت شناخته  یهالیپروف رییبا تغ انیکننده جر ناپایداربه عنوان 
کند. علاوه بر  لیرا تسهها یداریتواند رشد ناپایکه م شده است

به طور  انیجر یشجدا تیریو مکش در مد قینقش تزر ن،یا

و  یاسی، دب[5] و همکاران شوشده است. مطالعات  یبررس لکام
که  دهدینشان م [8] و همکاران لهیو س [7] یلی، را[6] همکاران

را کاهش  انیجر یشبه طور موثر جدا توانندیهر دو روش م

 انیجر شیبا افزامکش  تر،البته در سطوح مومنتوم پایین ؛ندده
. استفاده از دهدیم انرا نش یترهعموما  عملکرد ب وارید کینزد

https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/article_46991.html?lang=fa
https://doi.org/10.22067/jacsm.2025.91367.1309
https://orcid.org/0000-0003-2511-9297
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 نیروی پساکنترل  در یتوجهقابل اثراتو مکش  قیتزر یهاروش

اشاره  [10]و گرستن  نگیختیشلو  [9]دارد. همانطور که اندرسون 
 یشانداختن جدا ریبا به تاخ یتواند به طور موثریمکش م کردند

را کاهش دهد. در مقابل، استفاده نادرست  نیروی پسا ،یمرز هیلا

 یشجدا عیتسر لیدرگ به دل شیتواند منجر به افزایم قیتزراز 
لیسمن و  [11]و چو  کوئت همانطور که توسط ؛شود یمرز هیلا

با  قیتزر یهایاستراتژ ن،ینشان داده شده است. علاوه بر ا [12]

اند. رار گرفتهانتقال حرارت مورد استفاده ق شیافزا یبرا تیموفق
 قید که تزرندهیارائه م یشواهد [13]و همکاران  تاگاوایک

گرم شده به طور قابل  یوارهاید یکیدر نزد یمتریلیم یهاحباب

 وارید عمود براختلاط  بهبودانتقال حرارت را با  بیضرا یتوجه
شناخته شده، دامنه کنترل  یدهد. علاوه بر کاربردهایم شیافزا

است.  افتهی شیافزا قیتزرهای روشاحتراق با استفاده از 

 [15] و همکاران انیریو جهانگ [14] تزیکوکجان و را قاتیتحق
 ریبر فاز احتراق تأث توانندیم قیتزر یهااند که روشنشان داده

را کاهش دهند و انتقال حرارت به  گازهای مضر انتشار ؛بگذارند
 احتراق را کاهش دهند. سلجاک و همکاران محفظه یهاوارهید

 Spatially Selective) یمکان یانتخاب سازییقرق ممفهو [16]

Dilution) علاوه ندکرد یموثر انتشار گرما معرف تیریمد یرا برا .

 یجرم انیجر قیتزر قیاز طر یکینامیرودیآ زیکاهش نو ن،یبر ا
و  [17] سونگ و همکاران قرار گرفته است. یمورد بررس

 قیکه تزر دندیرس جهینت نیبه ا ،[18]و همکاران  نسونیهافستا

 (Cavitation) زاییحفره یهم صدا یتوجه قابلتواند به طور یم
مافوق صوت کاهش  یهاانیاز شوک را در جر یناش زیو هم نو

مافوق  یهاانیدر کنترل جر یو مکش نقش اساس قیدهد. تزر

و وانگ و  [19] و همکاران تیاشم قاتیتحقصوت دارند. 
 مایل یهاشوک لیمنجر به تشک قینشان داد که تزر [20] همکاران

(Oblique Shocks) که  یدر حال شودیم فتهآش یمرز یهاهیو لا

. کندیکمک م (Shock Trains) شوک یقطارها تیمکش به تثب
و  چانگتوسط  لمیف یسازدر مورد خنک قیتحق ن،یعلاوه بر ا
 ،قینشان داده است که تزر [22] و همکاران ویو ل [21] همکاران

کند که در یم جادیا وارهایرا در امتداد د یحرارت قیعا هیلا کی
 یمهندسدر است.  یبالا ضرور تبا درجه حرار ییهاطیمح
به  قیکاربرد تزر یو داروساز ستیز طیمح یمهندس ،یمیش

 .[55-23] ابدییگسترش م الیانتقال جرم و اختلاط س یکاربردها
، کاربردهای الاتیس کیدر مکان یمشتقات کسراستفاده از  

 لیتحل یبرا یبه عنوان ابزار یمشتقات کسر .زیادی دارد

 ییایمیش یهاو واکنش یسیمغناط یکینامیدرودیه یهاانیجر
 ییهادهیپد یابزارها در بررس نی. اروندیمرتبط با آن به کار م

 کینامید یسازمدل ،یتشعشعات حرارت ریهمرفت آزاد، تأث رینظ

 رو اثرات حافظه د یرمحلیغ راتیمتخلخل، تأث یهاطیمح
و انتقال حرارت در  یمرز هیلا یهادهیپد نیهمچن ،یآشفتگ

 ی. استفاده از مشتقات کسرکنندیم فایا ینانو نقش مهم اسیمق

و  اقیبه عنوان مثال، اشت .شودیمنجر م هاینیبشیبه بهبود دقت پ
 یبرا یاز مشتقات کسر [57]و احمد و همکاران  [56]همکاران 

همرفت آزاد استفاده  دهیو پد یسیمغناط الیس یرفتارها یبررس

 [59]و همکاران  اضیرو  [58]عباس و همکاران همچنین . ندکرد
 یهاانیدر جر ییایمیش یهاو واکنش یتشعشعات حرارت ریتأث
 یبررس یمشتقات کسربا استفاده از را ی مغناطیسی کینامیدرودیه

 کینامید یسازمدل یبرا یمشتقات کسر ن،ی. علاوه بر اندکرد
و  انگیاند. آشفته استفاده شده یهاانیمتخلخل و جر هایطیمح

مربوط به  یکسر یهامدل [61]و ژو و همکاران  [60]همکاران 
عباس و همکاران  .کردند استخراجرا  یردارسیو غ یدارس انیجر

 حیتوض یبرا یاز مشتقات کسر [62] و همکاران یو سوزوک [58]
. نمودنداستفاده  یو اثرات حافظه در آشفتگ یرمحلیغ راتیتأث

 تبیین یبرا یکسر کینتیساز  [63]و راسموسن  لوانوفیم
مشتقات  ن،ی. علاوه بر ابهره گرفتندتلاطم  یپراکندگ یهاسمیمکان
 و استفاده شده است یمرز هیلا یهادهیمطالعه پد یبرا یکسر

نشان داده شده  [57]حمد و همکاران ا قیهمانطور که در تحق
 یحساب کسر قیسرعت، غلظت و دما را از طر توزیع ؛ آنهااست

 یهاانیجر [64]و همکاران  اضی. ردندیبهبود بخش

 Riga) گایصفحات ر یرا بر رو ی مغناطیسیکینامیدرودیه

Plates) [65] و همکاران میکه شهر یدر حال ؛کردند یبررس 
. نمودند یصفحات شتابدار را بررس یرو اناتیجر کینامید

نانو  اسیانتقال حرارت در مق در یاستفاده از مشتقات کسر
  .[68-66]دهند یارائه م یاز اثرات حافظه حرارت یترقیدق شینما

همگرا و  یهارا در کانال الیس کینامیهمل د-یجفر انیجر 
 یدر بررس یمدل کاربرد قابل توجه نیکند. ایم تحلیلواگرا 

 قیتزر یامدهایانتقال جرم و پ یندهایفرآ ان،یجر یهایداریناپا
 کینامیانتقال حرارت و د، [69] و همکاران تالویب کرده است. دایپ

واگرا یا  همگرا یهادر کانال را یدیبریه الینانوس کی انیجر
 انیجر یبه بررس [70] و همکاران بودجملینمطالعه کردند. 
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 واگرایا  همگراکانال  کیدر  یوتنیرنیغ الینانوس کیمحور -فشار
در هر دو تحقیق، جریان کاملا شعاعی در نظر گرفته  پرداختند.

با استفاده از یک تبدیل  دیفرانسل جزئی حاکم معادلاتشده و 
 سپستشابهی مناسب به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل و 

و همکاران  نیهمرلا و [71]و همکاران  انگویاون .شده استحل 
قابل  ریو غ یدو بعدپایای  ی مغناطیسیکینامیدرودیهجریان  [72]

 یرا بررس وارهایهمراه با مکش و دمش از د همل یتراکم جفر
 واریاز د کشو م وارید کی یدمش رو اونیانگو و همکارانکردند. 

از نظر  یتیو همکاران محدود نیهمرلااما  ؛را حل کردند گرید
و همکاران  انگویقرار ندادند. اون وارهاید یدمش رو اینوع مکش 

و همکاران سرعت  نی، و همرلاrرا در هر  θ یسرعت در راستا
معادلات را ثابت فرض نمودند.  انیدر کل جر y یدر راستا

دیفرانسل جزئی حاکم با استفاده از یک تبدیل تشابهی مناسب به 
 معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل و سپس حل شده است.

، معادله مشابه دیگر تحقیقیک در  [73] و همکاران  انگویاون
غلظت را هم در نظر گرفته و مساله را به صورت عددی حل 

 کردند.
 میدان مغناطیسی و اثر تحلیلی یمطالعه بررس نیاز هدف ا 
در  سرعت عیبر توز واریداز  تغییرپذیربا سرعت  جریان قیتزر

عبارت است  ی مطالعه حاضرهانوآوری کانال واگرا است. کی
تبدیل مشتق صحیح ل سرعت تغییر پذیر جریان تزریقی، اعما از:
در معادله حاکم و بررسی تاثیر تغییر مرتبه مشتق  مشتق کسری به

 Similarity) نحوه استفاده از تبدیل تشابهی ،کسری

Transformation)  برای تبدیل معادله دیفرانسیل جزئی به
معمولی و استفاده از یک روش نیمه تحلیلی کمتر شناخته شده 

 ،ولدزنیعدد ر یپارامترهاتاثیر  قیتحقدر این  برای تحلیل جریان.
بررسی  انیجر یهایژگیبر و و مرتبه مشتق کسری عدد هارتمن

 شود.می
است. در بخش  افتهیساختار  بخش نیدر چند مقاله نیا 

حاکم پرداخته  همعادل استخراجمسئله و  معرفی، به روابط حاکم
استخراج راه حل  ندیفرآ اتیجزئ روش تحلیلیشده است. بخش 

اعتبار  . بخشکندمیرا تشریح  هحل معادل هایروشو  یلیتحل
 ،جینتابخش  کند.میاعتبار سنجی تحقیق فعلی را بررسی  سنجی،

دهد. در یقرار م حثمورد برا  نمودارهای بدست آمده میمفاه
 یدیکل نتایج تفسیررا با  پژوهش حاضر ،جمع بندی بخش ت،ینها

 رساند.یم انیبه پا
 حاكم روابط

αباز شدن  هیواگرا با زاو کانال = 0.7rad نیو شعاع ب r = 1m 

𝑟و  = 4𝑚 برای تحلیل از مختصات قطبی استفاده  .باشدمی

 انیجر ؛نشان داده شده است (1)همانطور که در شکل  شود.می
کانال  یهاواریاز د هیثانو انیکه جر یدر حال است یشعاع یاصل

 است: ریبه شرح ز لیتحل نیا یشود. مفروضات اساسیوارد م

 ازو  فیتعر ریو تراکم ناپذ پایا ،یبه صورت دو بعد انی. جر1
 .شده است صرفنظراثرات گرانش 

 تیاهم vθ مماسیبا مولفه  سهیدر مقا vr ی. مولفه سرعت شعاع2

لحاظ  vθ شامل غالب جمله دارد. در معادلات تکانه، یشتریب
 یریرپذییتغ .شوندیگرفته م دهیناد آن دیگر جملات و شودمی

 ؛راسر کانال در نظر گرفته شده استدر س قیسرعت تزر

 .کردندیکه آن را ثابت فرض م یبرخلاف مطالعات قبل
 

 
 

 هندسه مساله  1شکل 

 

 انیجردر اعمال مفروضات و حذف فشار، معادلات تکانه  با 

مرتبه  یجزئ لیفرانسیمعادله د کیبه ی مغناطیسی کینامیدرودیه
 شوند:یم تبدیلبالاتر 
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 rدر رابطه فوق با جایگزین کردن مشتق مرتبه اول نسبت به  
0Drکه به صورت  bبا مشتق کسری از مرتبه 

β شود نمایش داده می
 آوریم:به دست می
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  Vθw1  وVθw2  به ترتیب سرعت مماسی تزریق را در
Vθw1دهند. روابط های پایین و بالایی نشان میدیواره = 2rvw1 

Vθw2و  = 2rvw2  برقرار است وvw1  وvw2  .مقادیر ثابت هستند

 شود:تعریف می

 

(3) 

{
vw = vw1if|vw1| ≥ |vw2|

vw = vw2if|vw2| ≥ |vw1|
 

 

(4) w w1 w2
V max[ V , V ]

 
 

 شوند:بعد زیر اعمال میهای تشابهی بیتبدیل
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y باشد. داریم:تابع جریان می 
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 آیند:از طریق روابط زیر بدست می مشتقات نسبت به 
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 آوریم:(، به دست می2با گنجاندن روابط فوق در معادله )
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(12) 

 

 (Davison-Essex Relation) اسکس -طبق رابطه دیویسون 

 داریم:
 

D0 r
γ
ra =

Γ(a + 1)

Γ(a − γ + 1)
ra−γ  

(13) 

Γ(z( و به کارگیری رابطه 13با استفاده از رابطه )  + 1) =

zΓ(z)  و اعمال پارامترهای بدون بعد عدد رینولدز و عدد هارتمن

2که به صورت 

w
r v

Re  وHa = rB0√
σ

μ
شود که در تعریف می 

نشان دهنده ویسکوزیته سینماتیکی است. عدد هارتمن  آن 

بیانگر تاثیر میدان مغناطیسی بر جریان سیال رسانای الکتریکی 

 آید:( به صورت نهایی زیر در می12باشد. رابطه )می
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(14) 
ل و مخالف جریان ثانویه با زاویه نسبت به دیوارهای کانا 

شود. شرایط مرزی به صورت زیر جهت جریان اصلی تزریق می
 شود:بیان می
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قرار گیرد؛ به این معنی  ˄نماد  هنگامی که بر روی یک متغیر 
بعد سازی از سرعت بعد شده است. فرآیند بیاست که متغیر بی

به عنوان مقادیر مرجع ( r=1)مماسی در ابتدای دیوار کانال 
 نماید:استفاده می

r
r

w r 1

v
v̂

V
 

 

 

(16) 

w r 1

v
v̂

V
 

 

 

(17) 

w r 1

V
V̂

V
 

 

(18) 
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( بیانگر این است 18( تا )16ثابت بودن مخرج در معادلات ) 

 V̂و v̂r ،v̂θکه تغییرات مشاهده شده در متغیرهای بدون بعد 
 باشد.می V و vr ،vθمستقیما  بیانگر تغییرات مربوط در متغیرهای 

 

 روش تحليلي
حل عددی معادله دیفرانسیل معمولی با روشهای مختلف، به 

باشد. با این وجود حل تحلیلی مزایایی سادگی در دسترس می
باشد. از جمله مزایای حل تحلیلی دارد که حل عددی فاقد آن می

 باشد:میموارد زیر 

. امکان بررسی دقیق تأثیر پارامترهای مختلف مساله بدون نیاز 1
 های متعددسازیبه شبیه

. امکان دستیابی به روابط صریح بین پارامترها و متغیرهای 2

 ها مفید استجریان که برای طراحی بهینه سیستم
 های عددی. استفاده به عنوان مرجع برای اعتبارسنجی حل3
 های حدی و رفتار مجانبی سیستمخراج حالت. امکان است4

های عددی به دلیل . کاهش خطاهای محاسباتی که در روش5
 دهدسازی و تقریب رخ میگسسته

با توجه به مزایای فوق، بدست آوردن حل تحلیلی مساله به  

درک فیزیکی بهتر مخصوصا به منظور طراحی بهینه یک سیستم 

 Adaptive) ر تطبیقیکند. در اینجا از روش کسکمک می

Fraction Method )(AFM )[74-76]  برای حل تحلیلی معادله

شود. این روش با حل بخش خطی دیفرانسیل معمولی استفاده می

شود و متعاقبا  متغیرها را با تابع کسری معادله دیفرانسیل شروع می

کند. ضرایب اولیه این چند ای جایگزین میمشتمل بر چند جمله

در ابتدا برای مطابقت با معادله دیفرانسیل خطی  هاجمله ای

شوند. به دنبال این، ضرایب نهایی از طریق یک انتخاب می

سازی که با مقادیر اولیه مرتبط با معادله دیفرانسیل استراتژی بهینه

شود؛ با هدف کاهش واریانس بین معادله پاسخ خطی شروع می

آید. ضرایب ثابت و معادله دیفرانسیل غیرخطی به دست می

شوند. مطابق با شرایط مرزی از پیش تعیین شده مشخص می

 گیریم:معادله دیفرانسیل معمولی زیر را در نظر می
 

H(F( )) L(F( )) N(F( )) 0 (19) 

 H  ،به عنوان یک عملگرL  به عنوان یک عملگر خطی وN 
باشد. در ابتدا بخش خطی به عنوان یک عملگر غیر خطی می

 شود:معادله در نظر گرفته می

 

L
L(F ( )) 0 (20) 

 توان به صورت زیر نشان داد:( را می20جواب معادله )
 

m

L i i
i 1

F ( ) c f ( )
 

(21) 

( را در نظر 21(، معادله )19به منظور یافتن پاسخ معادله ) 
ای جایگزین یک تابع کسری چند جمله h گرفته و به جای متغیر

 گردد:می

1

2

l
j

ijm
j 0

i i l
i 1 k

ik
k 0

p

F( ) c f ( )

q
 

(22) 

( 19( در معادله )22، معادله )qikو  pijبرای تعیین ضرایب  
گردد و با استفاده از رویکرد بهینه سازی، خطای حاصل درج می

برآورده نمودن  با ciشود. در نهایت، ضرایب به حداقل رسانده می
 شود.شرایط مرزی محاسبه می

در اینجا از نرم افزار متلب که روش تفاضل محدود را در  
گیرد استفاده شده ترکیب با فرمول سه مرحله ای لوباتو به کار می

( محاسبه شود. متعاقبا  14ی عددی معادله )هااست تا جواب
 محاسبه گردیدند.  Fاز مقدار   V̂و  v̂r ،v̂θمتغیرهای 

 
 اعتبار سنجي

نشان داده شده  (4)تا  (2)ی هانتایج تحلیلی و عددی در شکل
است. اختلاف بین پاسخهای تحلیلی و عددی با استفاده از ریشه 

 (RMSE) (Root Mean Square Error) میانگین مربعات خطا
 بررسی گردیده است.

n 2

A N
i 1

1
RMSE f f

n 
(23) 

 

 fA  وfN ی تحلیلی و عددی است. هابه ترتیب بیانگر حل

0تعداد نقاط تحلیل را در بازه  nمتغیر  ≤ η ≤ کند که بیان می 1

در  V̂و  F ،v̂rبرای  RMSEباشد. مقادیر می 101در اینجا برابر 

Re 20,Ha 2,Sc 2, 0.8, بدست آمده  0.8

41.42724است و به ترتیب  و  0.00101، 10
48.73780 باشد. همبستگی قوی و سازگاری در نتایج می 10

های عددی و تحلیلی بر قابلیت روش حلمشاهده شده بین راه

 کند.بینی دقیق جریان تأکید میتحلیلی برای پیش

نسبت سرعت جریان داخل لوله به سرعت مرکز  (5)در شکل  
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جربی تاکوچی و همکاران و نتایج تحلیل لوله با استفاده از نتایج ت

است عددی گوا و همکاران در اعداد هارتمن مختلف رسم شده

شود با افزایش عدد هارتمن، پروفیل سرعت در . مشاهده می[77]

های لوله به صورت تقریبا تخت در به جز نواحی نزدیک دیواره

تحقیق  (13)آید. این روند مشابه روندی است که در شکل می

حاضر برای سرعت شعاعی جریان داخل کانال واگرا مشاهده 

گردیده است. با توجه به تطابق خیلی خوب حل تحلیلی و عددی 

در تحقیق حاضر و مشابهت رفتار مشاهده شده برای پروفیل 

سرعت شعاعی در کانال واگرا در تحقیق حاضر با نتایج تجربی 

اعتبار تحلیل ، [77]و عددی پروفیل سرعت داخل لوله در مرجع 

 شود.حاضر تایید می
 

 
در شرایط  Fحل تحلیلی و عددی تابع  2شکل 

Re 20,Ha 2, 0.8
 

 

 
 

در شرایط  v̂rحل تحلیلی و عددی   3شکل 
Re 20,Ha 2, 0.8

 

 

 در شرایط V̂حل تحلیلی و عددی   4شکل 

 Re = 20 , 𝐻𝑎  =  2 , 𝛽 = 0.8 
 

 
 

 

نتایج تجربی تاکوچی و همکاران و نتایج تحلیل عددی گوا و   5شکل 

همکاران برای سرعت جریان داخل لوله به سرعت مرکز لوله برای اعداد 

 [77]هارتمن مختلف 

 

 نتایج
باشد. بعلاوه، می bو Re ،Haپارامترهای موثر بر مساله شامل 

باشد که می  V̂و F ،v̂r ،v̂مساله شامل چندین متغیر بدون بعد 
، سرعت شعاعی بدون بعد، سرعت مماسی بدون Fبه ترتیب تابع 

 باشند.بعد و سرعت بدون بعد می
دهد که به جز نواحی خیلی نزدیک به نشان می (6)شکل  

دیوارها و هسته مرکزی کانال، افزایش عدد رینولدز منجر به 
v̂( افزایش در 8)و درنتیجه طبق رابطه ) |F|افزایش جزئی در 

دهد که با افزایش عدد نشان می (8)و  (7)های شود. شکلمی
در مرکز کانال وجود   V̂و  v̂rرینولدز، افزایش قابل توجهی در 

دارد و در عین حال، یک کاهش جزئی در نواحی نزدیکتر به 
واحی چسبیده به دیوارها تقریبا شود اما در ندیوارها مشاهده می

بدون تغییر است. در این دو شکل، پروفیل سرعت شعاعی بی 
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باشد. بر طبق شکل می Wشکل و پروفیل سرعت بی بعد  Vبعد 
همان تاثیر افزایش عدد رینولدز  b افزایش (11)تا  (9)های شکل

تا  (12)د. طبق اشکال دهنشان می V̂و F ،v̂ ،v̂rرا بر متغیرهای 
به طور کلی افزایش عدد هارتمن رفتاری مخالف افزایش  (14)

دهد که نشان می (12)گذارد. شکل عدد رینولدز را به نمایش می
)و درنتیجه طبق رابطه  |F|افزایش عدد هارتمن منجر به کاهش 

( بیان شده 7گردد. همانطور که در رابطه )می (v̂( کاهش در 8)
رابطه دارد. مطابق شکل  Fاست سرعت شعاعی با مشتق تابع 

به خط مستقیم نزدیک  F، با افزایش عدد هارتمن، منحنی (12)
سرعت شعاعی بدون  (13)شود بنابراین طبق انتظار، در شکل می

دد. مطابق گربعد تقریبا  ثابتی به جز نزدیک دیوارها مشاهده می
نزدیک دیوارها   v̂rاین شکل، افزایش عدد هارتمن باعث افزایش 

شود؛ در حالی که به طور همزمان این مقدار را در مرکز کانال می
علت کاهش  (Lorentz Force) دهد. نیروی لورنتسکاهش می

باشد که در سرعت در مرکز کانال بر اثر افزایش عدد هارتمن می
کند صا در مرکز کانال مقاومت میمقابل حرکت سیال مخصو

باشد. . افزایش سرعت نزدیک دیوارها بخاطر بقاء جرم می[78]
در مرکز  V̂افزایش عدد هارتمن باعث کاهش  (14)مطابق شکل 

شود؛ در حالی که در کانال و ناحیه خیلی نزدیک دیوارها می
شود. این منطقه واقع در بین این دو ناحیه، باعث افزایش آن می

تر در ناحیه یده منجر به توزیع سرعت بدون بعد یکنواختپد
شود. با این حال، می 28مرکزی کانال تا عدد هارتمن حدود 

افزایش بیشتر در عدد هارتمن منجر به ظهور دو سرعت بیشینه 
، مشاهده (15)شود. بر طبق شکل نزدیک دیوارهای کانال می

ط کانتور منجر به تمایل جزئی خطو Reشود که افزایش می
شود. از سوی سرعت مماسی بدون بعد به سمت مرکز کانال می

، خطوط Reدهد که با افزایش مقادیر نشان می (16)دیگر شکل 
کانتور سرعت شعاعی بدون بعد به سمت مرکز کانال تغییر 

کنند و برجستگی و تیزی بیشتری در راس مخروط کانتور می
کانال افزایش در حداکثر شود. علاوه بر این، در مرکز ایجاد می

بر تأثیر  (17)شود. شکل سرعت شعاعی بدون بعد مشاهده می
عدد رینولدز بر بردارهای سرعت بدون بعد تمرکز دارند. با 
افزایش عدد رینولدز، بردارها یک توزیع زنگوله شکل از خود 

های های بالاتر در مرکز و سرعتدهند که با سرعتنشان می
 (20)تا  (18)های شود. طبق شکلمشخص می تر در حاشیهپایین

همان تاثیر افزایش عدد رینولدز بر رفتار  b به طور کلی، افزایش
دهد. از نظر کاربردی این نتیجه مفیدی است جریان را نمایش می

توان با تغییر باشد میکه دشوار می bو در عمل بجای تغییر 

بینی کرد. تجزیه و تحلیل را پیش bرینولدز تاثیرات تغییر 
دهد که نشان می (24)تا  (21)های اطلاعات ارائه شده در شکل

 Reمعمولا  اثراتی برخلاف آنچه در هنگام افزایش  Haافزایش 
دهد که با نشان می (21)کند. شکل شود ایجاد میمشاهده می

افزایش عدد هارتمن، خطوط کانتورهای سرعت مماسی بدون 
گیرند. علاوه بر این، تر شده و از مرکز کانال فاصله میتقیمبعد مس

دهد که با افزایش عدد هارتمن، نشان می (23)و  (22)های شکل
کاهش قابل توجهی در هر دو مقدار حداکثر سرعت شعاعی بدون 

علاوه بر این در  شود. بعد و حداکثر سرعت بدون بعد ایجاد می
ای شعاعی ثابت، خطوط کانتور هاعداد هارتمن بالا در موقعیت

در مقادیر به اندازه کافی  (23)شوند. مطابق شکل تر مییکنواخت
بزرگ از اعداد هارتمن، دو سرعت بیشینه کوچک در نزدیکی 

دهد که نشان می (24) شود. شکلدیوارهای کانال تشکیل می
افزایش عدد هارتمن منجر به یکنواختی بردارهای سرعت بدون 

 دد.گربعد می

 

 

  در شرایط  Reبرحسب پارامتر  Fتغییرات متغیر   6شکل 
Ha 1, 1

 
 

 
 

 در شرایط Reبرحسب پارامتر  v̂rتغییرات متغیر   7شکل 
Ha 1, 1
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در شرایط  Reبرحسب پارامتر  V̂ییرات متغیر تغ  8شکل 
Ha 1, 1

 
 

 
 

 

 در شرایط bبرحسب پارامتر  Fتغییرات متغیر   9شکل 
Re 20, Ha 1

 
 

 

 

در شرایط  bبرحسب پارامتر  v̂rتغییرات متغیر   10شکل 
Re 20, Ha 1

 

 

 
 

در شرایط  bبرحسب پارامتر  V̂تغییرات متغیر   11شکل 
Re 20, Ha 1

 
 

 
 

در شرایط  Haبرحسب پارامتر  Fتغییرات متغیر   12شکل 
Re 20, 1

 
 

 

 

 در شرایط Haبرحسب پارامتر  v̂rتغییرات متغیر   13شکل 
Re 20, 1
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Reدر شرایط  Haبرحسب پارامتر  V̂تغییرات متغیر   14شکل  20, 1 

 

   
 )الف( )ب( )ج(

Hain در شرایط v̂θکانتورهای   15شکل  = 5, β = inو )الف(  0.6
Re in)ب(  0.8

Re in)ج(  8
Re 18 

 

 

 

 

 )الف( )ب( )ج(

Hain در شرایط v̂rکانتورهای   16شکل  = 5, β = inو )الف(  0.6
Re in)ب(  0.8

Re in)ج(  8
Re 18 

 

 

 

 

 )الف( )ب( )ج(

Hain در شرایط V̂بردارهای   17شکل  = 5, β = inو )الف(  0.6
Re in)ب(  0.8

Re in)ج(  8
Re 18 
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 )الف( )ب( )ج(

inدر شرایط v̂θکانتورهای   18شکل  in
Re 8,Ha  1)ج(  0.6)ب(  0و )الف( 5

 

 

  

 )الف( )ب( )ج(

در شرایط rv̂ کانتورهای  19شکل 
in in

Re 8,Ha  1)ج(  0.6)ب(  0و )الف( 5

 

 

 

 

 )الف( )ب( )ج(

در شرایط V̂بردارهای   20شکل 
in in

Re 8,Ha  1)ج(  0.6)ب(  0و )الف( 5

 

   

 )الف( )ب( )ج(

Reدر شرایط v̂کانتورهای   21شکل  8, 0.6in
و )الف( 

in
Ha in)ب(  0

Ha Ha)ج(  5 25in 
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 )الف( )ب( )ج(

rکانتورهای   22شکل 
v̂ در شرایطin

Re 8, inو )الف( 0.6
Ha in)ب(  0

Ha in)ج(  5
Ha 25 

 

  

 

 )الف( )ب( )ج(

inدر شرایط V̂کانتورهای  .23شكل 
Re 8, inو )الف( 0.6

Ha in)ب(  0
Ha in)ج(  5

Ha 25 

 

  

 

 )الف( )ب( )ج(

inدر شرایط V̂بردارهای  .24شكل 
Re 8, inو )الف( 0.6

Ha in)ب(  0
Ha in)ج(  5

Ha 25 

 

 بنديجمع
کاربرد روشهای تزریق یا مکش بر روی سطوح با اهداف متعددی 

مرزی، کنترل جدایش جریان، کاهش درگ،  از جمله مدیریت لایه
افزایش انتقال حرارت، تنظیم احتراق، کاهش نویز آیرودینامیکی، 

سازی فیلم، تسهیل کنترل جریان مافوق صوت، اجرای خنک

ین تحقیق تزریق جریان از شود. در اانتقال جرم و سیال انجام می
ی هادیوارهای کانال به جریان هیدرودینامیکی مغناطیسی در کانال

واگرا بررسی شده است. سرعت مماسی در سراسر کانال 

باشد. با استفاده از روش تشابهی، معادله دیفرانسیل تغییرپذیر می
تبدیل  (ODE)جزئی حاکم به یک معادله دیفرانسیل معمولی 

س با دو روش تحلیلی و عددی حل شده است. نتایج گردیده سپ
دهد. از طرفی با حاصل از هر دو روش، انطباق بالایی نشان می

افزایش عدد هارتمن، پروفیل سرعت شعاعی در کانال واگرا بجز 

آید که با نتایج نواحی نزدیک به دیوارها به حالت تخت در می
ا هپژوهش تجربی و عددی پروفیل سرعت داخل لوله در دیگر

مطابقت دارد. این موارد، بر اثربخشی روش تحلیلی حاضر در 
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ی اصلی مطالعه را هاکند. یافتهتخمین خواص جریان تاکید می

 توان به صورت زیر تشریح کرد:می
باعث افزایش قابل توجهی در مقادیر  افزایش عدد رینولدز:. 1

بعد در مرکز کانال سرعت بدون بعد و سرعت شعاعی بی

شود در حالی که یک کاهش جزئی در نواحی نزدیکتر به یم
شود اما در نواحی خیلی نزدیک دیوارها دیوارها مشاهده می

تقریبا بدون تغییر است. این منجر به توزیع زنگوله شکل 

شود و از طرفی منجر به بردارهای سرعت بدون بعد می
 گردد.تیزترشدن رأس مخروط کانتورهای سرعت می

همان تاثیر افزایش  مرتبه مشتق کسری معادله ممنتوم: افزایش. 2

 دهد.عدد رینولدز را بر جریان نمایش می

به طور کلی منجر به رفتاری بر خلاف  افزایش عدد هارتمن:. 3
گردد. افزایش عدد هارتمن جهت افزایش عدد رینولدز می

تر بعد، مستقیمشود خطوط کانتور سرعت مماسی بیباعث می
مرکز کانال دورتر شوند. همچنین بردارهای سرعت شده و از 

شوند. علاوه بر این، با کاهش قابل تر میبدون بعد یکنواخت
توجهی در حداکثر سرعت بدون بعد و حداکثر سرعت شعاعی 
بدون بعد همراه است. خطوط کانتور سرعت شعاعی بی بعد، 

های شعاع ثابت نشان یکنواختی بیشتری را در موقعیت
و دو سرعت بدون بعد بیشینه کوچک در نزدیکی  دهندمی

 شود.دیوارها مشاهده می
 

 فهرست علایم انگليسي
  B⃗⃗  میدان مغناطیسی

 B0  شدت میدان مغناطیسی
 ci  ضریب ثابت

 

r  0معادله تکانه در جهت  مشتق مرتبه  r
D 

 
 F  بعد معادله تکانهتابع بی

 F       FLجملات خطی ضابطه 
 fA  پاسخ تحلیلی

 fN   پاسخ عددی

 H  عملگر 

 Ha  عدد هارتمن
 L  عملگر خطی

 N  خطیعملگر غیر

 P  فشار
ij  ضرایب ثابت ik

p , q
 

 Re  عدد رینولدز

inRe   عدد رینولدز در ورودی کانال
 

 r  مختصات شعاعی

 V  سرعت بردار

w1  سرعت مماسی جریان تزریقی از دیوار پایینی
V 

w2  سرعت مماسی جریان تزریقی از دیوار بالایی
V 

 rv  سرعت شعاعی

 v  سرعت مماسی
w1   ثابتمقادیر  w2

v , v 
 

 علایم یوناني
   زاویه باز شدگی کانال

   مرتبه مشتق کسری تکانه
   بعدای بیموقعیت زاویه

   مختصات مماسی
   لزجت دینامیکی

   لزجت سینماتیکی
   چگالی

   رسانش الکتریکی

   تابع جریان
 

 بالانویس
 ^  بعد شدهکمیت بی

 
 واژه نامه

 

پیشنهادی 
 نویسنده

 واژه لاتین
پیشنهادی 
 ویراستار

 تبدیل تشابهی
similarity 

transformation 
 

روش کسر 
 تطبیقی

adaptive fraction 

Method (AFM) 
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ریشه میانگین 
 مربعات خطا

root mean square 

rror 
 

  Lorentz Force نیروی لورنتس

جریان 
هیدرودینامیکی 

 مغناطیسی

 

magneto 

hydrodynamic 

flow 

 

 مشتق کسری
fractional 

derivative 
 

روش نیمه 
 تحلیلی

semi-analytical 

method 
 

  cavitation حفره زایی

کانال همگرا 
 واگرا

convergent and 

divergent channel 
 

  injection تزریق

 

 تقدیر و تشكر 
های یعقوب فرجامی و محمد رسول نویسندگان از مشارکت

نویسی روش حل تحلیلی، برنامهنجفی برای کمک در اجرا و 
 کنند.صمیمانه قدردانی می
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