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Abstract -- The modeling and prediction of the structural 

characteristics of thin-walled beams and columns are of 

significant importance due to the potential occurrence of 

lateral buckling under eccentric, concentrated, and 

distributed lateral loads. In the present study, by 

incorporating the effects of warping, heterogeneity, porosity, 

and based on Vlasov's assumptions and the application of 

Hamilton's principle, the governing characteristic equations 

for the lateral buckling of multi-layered thin-walled porous 

functionally graded I-beams and channel beams were 

introduced. Using the finite element method and describing 

the displacement components of points within the elements in 

terms of Lagrangian and Hermitian interpolation functions, 

the governing eigenvalue equation was solved numerically. 

To validate the results of this study, they were compared with 

other references. The effect of various parameters, 

particularly porosity index, mixing index, material modulus 

ratio, end-moment ratio, and cross-sectional strength 

parameter, on the load-bearing capacity of multilayer thin-

walled beams under multiple boundary conditions was 

investigated. It was demonstrated that various parameters 

have an important role in determining the range of buckling 

instability. 
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1. Introduction 

Functionally Graded Materials (FGMs) exhibit continuous 

composition variation, especially along the thickness 

direction. This study analyzes ceramic-metal FGMs, 

incorporating porosity and structural heterogeneity effects, 

with material properties modeled via a power-law mixture 

rule. Using Hamilton’s principle, we derive governing 
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equations for the static equilibrium of beams under diverse 

lateral loads. The critical buckling load of thin-walled 

FGM sandwich beams is examined for 

concentrated/distributed forces and moments, considering 

multiple thickness-wise gradation profiles. Numerical 

solutions for static instability are validated against prior 

literature. The equilibrium equations account for 

axial/lateral centroid displacements, shear-center effects, 

sectional rotation, and in-plane displacements under 

varying heterogeneity and loading conditions. A finite 

element approach solves the eigenvalue problem for lateral 

buckling (implemented in MATLAB), with results 

presented as characteristic curves. Parametric studies 

assess the impact of aspect ratio, porosity, and gradation 

indices on: (a) Channel section beams, and (b) 

mono-symmetric I-section beams. 

Avcar conducted a comprehensive investigation on the 

free vibration behavior of functionally graded material 

(FGM) beams containing sigmoid and power-law defects. 

His findings revealed that such defects can significantly 

influence the vibrational response of FGM beams, 

highlighting the necessity of more precise design 

approaches to compensate for imperfections ]1[. In 2020, 

AlSaid-Alwan and Avcar performed a comparative free 

vibration analysis of FGM beams using various beam 

theories. Their study demonstrated that the choice of an 

appropriate theoretical model plays a crucial role in 

achieving accurate predictions of the vibration 

characteristics ]2[. Babayi and colleagues examined the 

thermal buckling of FGM plates and showed that thermal 

loads may induce instability in functionally graded plates, 

thereby underscoring the need for structural reinforcement 

under such loading conditions ]3[. Youzera et al. 
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investigated the influence of axial–bending coupling 

effects on the free vibration response of FGM beams in 

thermally varying environments. Their results indicated 

that these coupling effects substantially alter the dynamic 

behavior of the beams, implying the need for more 

accurate thermal–mechanical design strategies ]4[. Using 

the finite element method, Wang and collaborators 

analyzed the vibration and buckling behavior of FGM 

beams while explicitly modeling internal structural 

defects. Their findings confirmed that internal 

imperfections have a pronounced impact on the dynamic 

response and buckling resistance, necessitating greater 

attention during the design of FGM structures ]5[. Most 

recently, Xie and co-workers examined the buckling 

behavior and stability of thin-walled FGM beams under 

axial loading. They reported that proper material selection 

and optimized structural design can effectively enhance 

the stability and buckling resistance of these beams, while 

simultaneously reducing structural weight ]6[. 

 

2. Methods 

This study considers three classifications of porous 

functionally graded materials (FGMs) with unidirectional 

property distributions along the thickness: 

Type A: Material properties follow a power-law 

distribution, transitioning from pure metal (bottom 

surface) to pure ceramic (top surface), as depicted in 

Figure 1. The ceramic phase volume fraction can be 

defined by Equation (1). 

 

 

 

Fig 1: Type A Functionally Graded Structure 
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Type B: As illustrated in Figure 2, it is assumed that the 

thickness of the upper layer of the cross-section is equal to 

αh and is composed of pure ceramic material. In contrast, 

at the top surface of the lower layer, the material properties 

vary from pure metallic at n = -h/2  to pure ceramic at 

n = (0.5- )h  accordingly, the ceramic phase volume 

fraction within the layers of Type B model can be defined 

by Equations (2). 

 
 

 

Figure 2: Type B Functionally Graded Structure 
 

(2) 

p

c

1 n
+ ,-0.5h n (0.5-α)h

= 2 h

1                (0.5-α)h n 0.5h

V

 
  

 


 

 

Type C: According to this model, illustrated in Figure 3, 

it is assumed that the middle layer (core) of the cross-

section is made of pure ceramic material, with a thickness 

ofαh . The top and bottom layers are considered 

functionally graded, where the material properties vary 

from pure metal at their respective outer surfaces toward 

pure ceramic at the interface with the core. 

 

 
 

Figure 3: Type C Functionally Graded Structure 

 

 

3. Validation 

For validation purposes, Figure 4 presents the variation of 

the characteristic parameter of lateral-torsional buckling 

resistance of an I-section beam—which depends on both 

bending and torsional rigidities—as a function of the 

power-law index, for three different values of the 

dimensionless slenderness parameter. These results are 

quantitatively compared with those reported in Ref. [7]. 

As depicted in Figure 4, there is a strong and consistent 

agreement between the results obtained from the present 

model and those from Ref. [7]. 

(3) 

p

c

p

- n +0.5h
,+0.5αh n +0.5h

0.5(1-α)h

V = 1                       -0.5αh n 0.5h

- n +0.5h
,-0.5h n -0.5αh

0.5(1-α)h

 
   
 


 

 

  
 

 

 



97 Journal of Applied and Computational Sciences in Mechanics, 37, 4, 2025.  

   

 

 

 
 

Figure 4: Buckling index versus Power Index. 

 
4. Results and Discussion 

4.1. Effect of p Index on Buckling Capacity 

As shown in Figure 5, the lateral buckling capacities 

of the cross-sections modeled with types A, B, and C 

decrease as the total ceramic volume fraction is reduced. 

This decline is attributed to the consequent reduction in 

overall sectional stiffness. 

 

 
 

Figure 5: buckling moment versus end moments ratio. 
 
4.2. Effect of Porosity Parameter on Buckling  

Figure 6 shows that with the increase in the degree of 

boundary constraints from Condition SS to Condition CC, 

and as a result of the enhanced flexural stiffness of the 

beam, the lateral buckling capacity of the cross-section 

improves significantly. For any value of p index, the 

buckling capacity of the beam under CC B.C.s is higher 

than in the other two configurations. Furthermore, the 

buckling resistance of the beam under Condition CS is also 

greater than that of Condition SS. 

 

 
 

Figure 6: Variations of the critical bending moment 

versus the power-law. 
 

 

5. Conclusion 

This study employed a finite element approach to 

investigate the axial-lateral-torsional buckling behavior of 

thin-walled functionally graded I-beams and channel-

section beams under three boundary conditions: simply 

supported-simply supported, clamped-simply supported, 

and clamped-clamped. The comprehensive parametric 

investigation revealed how variations in material 

composition and structural constraints influence the 

buckling performance of these advanced material systems. 
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 *شکل و ناودانی Iنازک  مدل ناهمگنی ساختاری بر ظرفیت کمانشی تیرهای مدرج تابعی متخلخل جدار اثر بررسی
 مقاله پژوهشي 

 (5)ایرج شاکری           (4) زادهاکبر اللهوردی          (3) میکائیل ناصری        (2) قنبری رسول       (1)رضا جهانگیری

    10.22067/jacsm.2025.92494.1322 
جانبی های تحت بار هادر آن جانبی کمانش بروز احتمال به علت نازک جدار هایستونو  تیر ایسازهبینی مشخصات و پیش سازیمدل  چکیده

بر اساس  و تخلخل ،ناهمگنی، اعوجاج اتاثر لحاظ کردن با ،حاضر مقاله در .استخوردار برزیادی از اهمیت  توزیع شدهو  متمرکز، خارج مرکز
ناودانی  و شکل Iمدرج تابعی متخلخل جدار نازک  هایتیرجانبی  کمانشحاکم بر  ، معادلات مشخصهمیلتونهاصل کارگیری هب و فرضیات ولاسوف

هرمیتی  و لاگرانژی یابیدرون توابع برحسب هاالمان داخل نقاط های جابجاییمؤلفهو توصیف  محدود المان با اعمال روش. ندشد معرفی چندلایه
ه پارامترهای مختلف ب تأثیر .گردید مقایسه دیگرمرجع تحقیق حاضر با  نتایج اعتبارسنجیبرای  .شد حل صورت عددیه بمعادله مقدار ویژه حاکم 

جدار نازک  تیرهایروی ظرفیت باربری  مقطعو پارامتر مقاومت  یی، نسبت لنگرهای انتها، نسبت مدول مواد، اختلاطتخلخل هایشاخصویژه 
 .دارند کمانشناپایداری محدوده تعیین در  مهمی نقشنشان داده شد که پارامترهای مختلف . گردید بررسیلایه تحت شرایط مرزی چندگانه چند

 

 .تخلخل، شاخص اختلاط شاخص جانبی، کمانش ،متخلخل تابعی مدرج رتیفرضیات ولاسوف،   کلیدیهای واژه

 

 مقدمه
 ملی آزمایشگاه توسط 19۸4 سال در( FGM) تابعی مدرج مواد

 اندشده طراحی ایگونه به مواد این. شدند معرفی ژاپن هوافضای
 ضخامت، امتداد در ویژه به پیوسته صورت به هاآن ترکیب که

 ساخته فلز و سرامیک ترکیب از معمولا  که مواد این. [1] کند تغییر
 که دارند ضخامت امتداد در متغیر و پیوسته خواصی ،شوندمی

 و حرارتی مکانیکی و هایتنش برابر در مقاومت افزایش سبب

 عملکرد تیرها این که دهدمی نشان تحقیقات. [2] شودمی لرزش
 صنایع در. دارند تنش توزیع و شکل تغییر کنترل در بهتری

 بهتری هایجایگزین عنوان به مواد این عمران مهندسی و هوافضا

که  ها هنگامیعلاوه بر ایناند. شده شناخته همگن مواد به نسبت

                                                           
 .باشدی م 19/3/1404 آن رشیپذ خیتار و 16/12/1403 مقاله افتیدر خیتار *

 .Email: R_Jahangiri2004@tabrizu.ac.ir                              سلماس. واحد اسلامی، آزاد دانشگاه مکانیگ، مهندسی گروه استادیار، مسئول، نویسنده( 1)

  تبریز. تبریز، دانشگاه مکانیک، مهندسی دانشکده ارشد، ( کارشناسی2)

 سلماس. واحد اسلامی، آزاد دانشگاه عمران، مهندسی گروه ( استادیار،3)

 تبریز. تبریز، دانشگاه مکانیک، مهندسی دانشکده ( دانشیار،4)

 سلماس. واحد اسلامی، آزاد دانشگاه عمران، مهندسی گروه ارشد، ( کارشناسی5)

 رفته در به کارای لایهدنچ یهاستونـ  ها یا تیرتیرها، ستون

 ایسازه بدنه پوشش یاجزا یا و یا حرارتی ییگرما هایکوره
رونده در صنایع نورد  به کارای سازهاجزای فضاپیماها،  هایشاتل

بالای  مواجهه با شارهای حرارتی با دماهای در وقتی فولادی،

های به علت تفاوت ویژگی، گردندعملکردی واقع می
 جدایش و تورق گسیختگی، ها دچارترموفیزیکی موجود در آن

از تکنولوژی مواد نوظهور با استفاده توان میحال آنکه . شوندمی

FGM  برجسته مزایای ازها غلبه کرد. مشکلبر این FGM توانمی 
 اشاره بالا دماهای برابر در حرارتی عایق عنوان به هاآن عملکرد به

 ها،تنش تمرکز کاهش و کششی استحکام افزایش با مواد این کرد.

 شکست احتمال نتیجه در و دهندمی نشان خود از بیشتری کارایی
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 هایکامپوزیت با FGM اصلی تفاوت. [3] یابدمی کاهش مواد
 و شدن لایهلایه ترک، بروز از مواد این که است این در سنتی
. هستند داخلی مرز فاقد زیرا کنندمی جلوگیری تنش تمرکز

 متالورژی جمله از دارد وجود مواد این ساخت برای روش چندین
 سازییکپارچه ای،چندمرحله نفوذ بخار، رسوب ،[4] پودری
 حال، این با. [5] بالا دماهای در خودتکثیری سنتز و فشار بدون

 هایچالش دلیل به است ممکن تابعی مدرج مواد تولید یندافر در
 نفوذ روش در. شود ایجاد ماده درون ریزمنفذها و تخلخل فنی،

 است دشوارتر میانی هایلایه به ثانویه مواد نفوذ ای،چندمرحله

 شود.می انجام ترآسان پایینی و بالایی هایلایه به نفوذ که حالی در
 شکل FGM مواد میانی نواحی در عمدتا  تخلخل نتیجه، در
 لیزر با دهیشکل شامل مواد این تولید هایروش سایر. گیردمی

 هایروش و [7] مرکز از گریز با شده مخلوط پودر روش ،[6]
 .[8] هستند تطبیقی تولید و سریع سازینمونه

 Kahya و Turan برای محدود المان از مدلی 2017 سال در 
 تغییر نظریه اساس بر FGM تیرهای کمانش و ارتعاش تحلیل
 و ارتعاش بررسی به هاآن. دادند ارائه اول مرتبه برشی شکل

 پرداختند محدود المان روش از استفاده با FGM تیرهای پایداری

 تأثیر تیر ضخامت به طول نسبت افزایش که داد نشان نتایج و
 مطالعه این. دارد تیر کمانش و ارتعاشی رفتار بر زیادی

 .[9] داد ارائه تیرها نوع این طراحی برای مفیدی راهکارهای

 تیرهای حرارتی کمانش پاسخ 2017 سال در همکارانش و تونسی
FGM روش از استفاده باها آن. کردند تحلیل را حرارتی محیط در 
 دماهای در تابعی مدرج مواد حرارتی رفتار که دادند نشان عددی

 محیط دمای افزایش. بگذارد تأثیر تیرها پایداری بر تواندمی بالا
 و Kahya .[10] شودمی کمانش بحرانی بار کاهش به منجر

Turan تیرهای پایداری و ارتعاش تحلیل 201۸ سال در 

 چندلایه محدود المان روش از استفاده بارا  FGM ساندویچی
 تحت FGM ساندویچی تیرهای روی بر مطالعه این. دادند ادامه

 و داشت تمرکز گوناگون مرزی شرایط و مختلف هایبارگذاری

 مختلف هایلایه در تابعی مدرج مواد از استفاده که داد نشان
 Avcar .[11] شود تیرها مکانیکی رفتار بهبود به منجر تواندمی
 روی بر FGM تیرهای آزاد ارتعاش بررسی به 201۸ سال در

 که داد نشان او. پرداخت پاسترناکـ  وینکلر الاستیک هایپایه
 و دارند تیرها ارتعاشات کنترل در مهمی نقش الاستیک هایپایه

 عملکرد در توجهی قابل بهبود تواندمی مناسب هایپایه از استفاده

 همکارانش و Vo-Duy .[12] کند ایجاد FGM تیرهای مکانیکی
 با شده تقویت تیرهای آزاد ارتعاش تحلیل به 2019 سال در

 رفتار بررسی به هاآن. پرداختند FGM کربنی هاینانولوله

 هاینانولوله تقویت که دادند نشان و پرداختند تیرها این دینامیکی
 را تیرها مکانیکی خواص توجهی قابل شکل به تواندمی کربنی
 دینامیکی هایبارگذاری که شرایطی در ویژه به بخشد، بهبود

 بر ایمطالعه 2019 سال در Avcar .[13] شودمی اعمال سنگین
 قانون و دییسیگمو هاینقص با FGM تیرهای آزاد ارتعاش روی
 تواندمی تابعی مواد در هانقص که داد نشان او. داد انجام توانی

 طراحی به نیاز و باشد داشته تیرها ارتعاشی رفتار بر زیادی تأثیر
-AlSaid .[14] دارد وجود هانقص این جبران برای تردقیق

Alwan و Avcar آزاد ارتعاش ایمقایسه تحلیل 2020 سال در 

. دادند انجام تیر مختلف هاینظریه از استفاده با را FGM تیرهای
 تحلیل برای مختلف هاینظریه مقایسه و بررسی به مقاله این

 مدل انتخاب که داد نشان آن نتایج و پرداخت تیرها آزاد ارتعاش
 تأثیر هاتحلیل دقت بر توجهی قابل شکل به تواندمی مناسب
 FGM صفحات حرارتی کمانشو همکاران  بابایی .[15] بگذارد

 توانندمی حرارتی بارهای که ددندا نشانها آن. دنکر بررسی را

 تقویت به نیاز و شوند تابعی مدرج صفحات در ناپایداری به منجر
 .[16] دارد وجود هابارگذاری نوع این با مقابله برای ساختاری

 کوپلینگ اثرات بررسی به همکارانش و Youzera ،2021 سال در

 در FGM تیرهای آزاد ارتعاش پاسخ بر خمشی و محوری
 اثرات این که دادند نشان هاآن. پرداختند حرارتی هایمحیط

 شرایط در تیرها دینامیکی پاسخ بر توجهی قابل طور به تواندمی

 است نیاز تیرها این برای تریدقیق طراحی و بگذارد تأثیر حرارتی
 در شهمکاران و Wang گیری روش المان محدود،به کاربا  .[17]
 تابعی مدرج در تحقیقات خود روی رفتارشناسی مواد 2023 سال

 ارتعاشات بررسی به داخلی عیوب ساختاری دقیق سازیمدلبا 
 که داد نشانها آن نتایج. پرداختند FGM تیرهای کمانش رفتار و

 و دینامیکی پاسخ روی بر توجهی قابل تأثیر داخلی هاینقص

 طراحی در بیشتری توجه به نیاز و دارد تیرها این کمانش
و همکاران  Xie 2024 سال در .[18] دارد وجود FGM هایسازه

 جدار نازک ساخته یرهایت یداریرفتار کمانش و پا یبه بررس

 یمحور یتحت بارگذار FGM یشده از مواد مدرج تابع
 یمواد و طراح حیکه انتخاب صح دادنشان  جی. نتادختنپردا

و کمانش  یداریرا در برابر ناپا رهایمقاومت ت تواندیم یساختار
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 .[19] دهد اهشحال وزن سازه را ک نیبهبود بخشد و در ع
 ناهمگنیتخلخل و اثر  اثر در نظر گرفتن با ،این مقاله در 

 با و توانی خطی اختلاط قانون اعمال بامواد  خواص ساختاری

مشخصه توصیف کننده  معادلات ،میلتونه اصل گیریبه کار
 هایتوزیع با ،جانبی بارهای در معرض تیر استاتیکی تعادل

مربوط به  کمانش بحرانی بار و گردید استخراج یینیرو متفاوت

در  نازک جدار تابعی هدفمند )چندلایه( شکلساندویچی تیر
 برای ی و لنگرینیرو ی گسترده /متمرکز هایبارگذاری مواجهه با

 در راستای ضخامت مواد توزیعمتنوع از نحوه  حالت چند

از حل معادله  حاصل عددی نتایج . در ادامهگردید استخراج
 مراجعسایر  با نتایج ،لهئمسمشخصه حاکم بر ناپایداری استاتیکی 

متناظر با انعکاس  نخستاست.  گرفته قرار لیتحل و مقایسه مورد

مرکز  ،جرم مرکز جانبیمحوری و  مکان تغییر هایلفهؤم اتاثر
 مکان تغییر هایلفهؤم و مقطع چرخش زاویه عرضی، مقطع برش
 برای چند حالت مختلف ازو  تیر داخل نقاط ایصفحه درون

 ،تیر جانبی بارگذاری نحوه ای ولایهناهمگنی ساختاری چند
 با . سپسگردیدمعرفی  تیر استاتیکی تعادل بر حاکم معادلات

 لهئمس متلبافزار نرمگیری از بهره و محدود الماناعمال متد 

 کافی دقت با تیر جانبی کمانشمشخصه مربوط به  ویژه مقدار
 وشد  ترسیم نظر مد مشخصه هایمنحنی و نمودارها. گردید حل

 و شد انجام کامل صورته ب حاصل نتایج روی تحلیلو  تجزیه

شاخص  ،تیر ابعاد نسبت از اعم مختلف پارامترهای تغییرات تأثیر
 ناودانی مقطع( الفمتناظر با  تابعی مواد اختلاط شاخصتخلخل، 

 قرار  بررسی مورد نامساوی، هایبال با شکل I مقطع( ب و شکل

 .گرفت
 

 هامواد و روش
 سازيمدل

 FG تابعی مدرج فازه دو ناهمگن ساختار باL  طول به تیری

 در شده داده نشان عرضی متفاوت هندسه دو برگیرندهدر

 اختلاط از هاآن جان و بال هایبخش که را (2)و  (1)های شکل

 .گیریممی نظر در رااست  شده ساخته سرامیکی و فلزی جزء دو

 لایه داخل مصالح خواص تغییرات نحوه دهنده نشان (1) شکل

 خواص توزیع که شودمی فرض .است Aتابعی متخلخل نوع 

 حجمی کسر خطی ترکیب قانون مقطع از یماده در امتداد اعضا

 :آیدمی دسته ب (1) رابطه و از کندمیپیروی  مواد
 

(1) PFG=PcVc(n)+PmVm(n) 
 

 ترتیب خواص خالص فلزی و سرامیکیه ب Pmو  Pc که اینجا 
های جزءنیز نشان دهنده کسر حجمی  Vm و  Vcد.نباشمی

 که داریم: طوری، به باشندسرامیکی و فلزی می
 

(2) Vc(n)+Vm(n)=1 
 

 
 

 
 

 
 

  عرضی تیر ناودانی مقطع  1 شکل

 

-لایه پواسون نسبت و یانگ مدول وابستگی توانمی نتیجهدر  

بر حسب کسر  ضخامت راستای در را مقطع متخلخل های
 :کرد توصیف زیر صورته بحجمی اجزا 

 

(3) E(n)=Em+ (Ec-Em)Vc(n)-λ(Ec+Em)/2 
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(4) ν(n)=νm+ (νc-νm)Vc(n)-λ(νc+νm)/2 

 

با مدل متناظر پارامتر تخلخل  𝜆 ،(4) و (3) روابطکه در  

خواص ماده در  جهتهتکتوزیع  مقاله این در .استتخلخل زوج 
 بندیتقسیمزیر  مدل سه صورته ها را بلایهامتداد ضخامت 

 :کنیممی

 
 

 نامساوی هایبال با شکل I عرضی تیر مقطع  2 شکل

 

 A نوع

 خواص (3) شکل مطابق که شودمی فرض مدل این اساس بر
n در  فلزی خالص خواص از ضخامت راستای در مصالح =

−h/2در سرامیکی خالص خواص به n = +h/2 اساس بر 

 .کندمی تغییر توانی توزیع
 

 
 

 A نوع ناهمگن ساختار  3 شکل

 (5) رابطه صورته ب را سرامیکی فاز حجمی کسر توانمی

 :کرد تعریف

(5) Vc = (
1

2
+
n

h
)
P

,-
h

2
≤ n ≤ +

h

2
 

توصیف که  است غیرمنفی عدد یک P شاخص توانی ،اینجا 

 ضخامت در امتداد مواد ترکیب حجمی کسر توزیع نحوهکننده 
های لفهؤم توانمی اساس بر این .کندمی توصیف را تابعی لایه

 و B11 خمشی ـ کششی پیوندی ، سختیA11 کششی سختی

 در کرنشـ  از رابطه تنش گیریانتگرال را با D11خمشی  سختی
 :دست آورده ب زیر صورته ب ضخامت، راستای

 

 

 

 

 

 

 

(6) 

c m
11 m

2c m
11

3

11 c m

3m

E -E
A = +E h

p+1

p(E -E )
B = h

2(p+1)(p+2)

1 1 1
D = - + (E -E )h

4(p+1) p+2 p+3

E
+ h

12

 
 
 

 
 
 

 

 Bنوع

 نساز ج مقطع ییبالا لایهکنیم که می فرض (4) شکل با توجه به
سطح  در اما؛ است αhو ضخامت آن است  سرامیکی خالص

n  در فلزی خالص از ماده خواص، تحتانی لایهن ییرو = −h/2 
که بر این  .کندمی تغییر n =(0.5-α)h در سرامیکی خالص به

بیان  زیر صورته ب Bی مدل نوع هالایه داخل Vc(n)اساس 
 :شودمی

(7) Vc = {
(
1

2
+
n

h
)
p

,-0/5h ≤ n ≤ (0/5-α)h

1                (0/5-α)h ≤ n ≤ 0/5h

 

حاکم در راستای کرنش ـ  گیری از رابطه تنشانتگرالکه با  
 پیوندی سختی کششی، سختیهای لفهؤمتوان ضخامت می

 روابط از را B متناظر با مدل خمشی سختی و خمشیـ  کششی
 :تعیین کرد (۸)

(۸) 

c m
11 c

11

2

c m

3
3

11 c

3 2 3

m

3

3

c m

E +pE
A =αhE + (1-α)h

p+1

α 1 1-α
B = - +

2 2(p+1) (p+2)

×(E -E )(1-α)h

1 (1-α-0.5)
D = + E h

24 3

1
- (4α -6α +3α-1)E h
12

1 1-α (1-α)
        + - +

4(p+1) p+2 p+3

×(E -E )(1-α)h

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 B نوع ناهمگن ساختار   4 شکل
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 C نوع

 فرض نشان داده شده است (5)مطابق این مدل که در شکل 
 سرامیکی خالص جنساز  مقطع یا هسته میانی لایه که شودمی

 آنکه حال ،شوددر نظر گرفته می αh برابرکه ضخامت آن  است
 خواص و داردتابعی  مدرجماهیت  فوقانی و تحتانی هایلایه

 مربوط نییرو و زیرین سطوحترتیب از ه ب هالایهاین  در مصالح

خالص  صخوا به فلزی خالص خواص از هسته سمت به
 .یابدمی تغییر کییسرام

 
 

 

 C نوع ناهمگن ساختار  5 شکل
 

 سرامیکی جزء حجمی کسر توانمیاین مدل نیز  اساس این بر 
 :توصیف کرد (9) روابط به صورت را ی این مقطعهاهلای داخل

 

(9) Vc =

{
 
 

 
 (
−|n|+0.5h

0.5(1-α)h
)

p

,+0.5αh ≤ n ≤ +0.5h

1                       -0.5αh ≤ n ≤ 0.5h

(
−|n|+0.5h

0.5(1-α)h
)

p

,-0.5h ≤ n ≤ -0.5αh

 

 

ـ  گیری از رابطه تنشانتگرالو  (9)روابط که با استفاده از  
 سختیی هاهلفؤم توانمی ،کرنش حاکم در راستای ضخامت

متناظر با مدل  خمشی سختی و خمشیـ  کششی سختی کششی،
C  آورد دسته ب (10) روابط ازرا نیز: 

 

(10) 

3 3 3

11 c m

3

3

c m

1 1
D = E h + (1-α )E h

12 12

1 1-α (1-α)
+ - +

4(p+1) 2(p+2) 4(p+3)

×(E -E )(1-α)h

 
 
 

 

 

 راستای در خواص متقارنبه علت توزیع  ،Cمدل  در 

 رفته بین از خمشی و کششی یهاهمنتج بین کوپلینگ، ضخامت
علت ه علاوه بر این ب. گرددمی صفر B11 منتجه تنشو 

در  تابعی و همگنی هاهدر لای مصالح خواص بودن یکایزوتروپ
منتجه نشان دهنده  D66=D11/2(1+ν) ،هر سه مدل مفروض

 است. خمش
 

 روابط حاكم
صریح و تحلیلی برای معادلات که ارائه یک راه حل  ییاز آنجا

 رو از این ،حاکم بر کمانش از پیچیدگی خاصی برخوردار است

له ئمسبرای حل معادلات حاکم بر روش عددی المان محدود 
لذا برای دستیابی به این  .شد گرفته به کار مفروض تیر کمانش

گذاری گرههدف تیر مفروض در امتداد طولی و در فواص یکسان 

که با دخالت دادن اثر  نحویه ای یکسان تقسیم شد. بهالمانو به 
ها المانهر کدام از این  (6)مطابق شکل وارپینگ یا اعوجاج 

 .باشندمی آزادی درجه هفت اراید
 

 
 

 المان هر یافته تعمیم نقاط مختصات  6 شکل

 

 یابیو با استفاده از عبارات درون (6)لذا با توجه به شکل  

 یابی هرمیتی مکعبیهای درونایچندجمله و Ψj لاگرانژی خطی
Ψj هر  داخل نقاط ییجاهی جابهاهلفؤتوان فرم تعمیم یافته ممی

 ییابتدا گرهی ییجاهجابی هاهلفؤمبر حسب  ها راالمان کدام از
 :کرد توصیف (11ـ  13)روابط به شکل  هاالمان ییانتها و

 

 

 

 
 

 

(11) 

W(z)=W1Ψ1(z)+W2Ψ2(z) 

U(z)=u1Ψ1(z)+u1,zΨ2(z)+u2Ψ3(z)+u2,zΨ4(z) 

V(z)=v1Ψ1(z)+v1,zΨ2(z)+v2Ψ3(z)+v2,zΨ4(z) 

Φ(z) = ϕ1Ψ1(z) + ϕ1,zΨ2(z) + ϕ2Ψ3(z) 

           +ϕ2,zΨ4(z) 

(12) 
Ψ1(z)=1-z/le 

Ψ2(z)=z/le 

(13) 

 

ψ1(z) = 2z
3/le

3 − 3z2/le
2 + 1 

ψ2(z) = z3/le
2 − 2z2/le + z 

ψ3(z) = −2z3/le
3 + 3z2/le

2 

ψ4(z) = z3/le
2 − z2/le 
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ات نحوه یئپرهیز از پرداختن به جزدر ادمه این تحقیق با  
توان با گرالی مستخرج از اصل همیلتون، میاستخراج معادله انت
 به صورتاین معادله انتگرالی را  (13) و( 12)استفاده از عبارات 
 :زیر بازنویسی کرد


L4 2

11 I J J 12 I j j

i,j=1 I,J 0

13 I j j 14 I j j I

12 i J J 22 i j j

23 i j j 24 i j j

i j j i

13 i J J 23 i j j

33 i j j 34 i j j

E Ψ Ψ w -E Ψ ψ u

-E Ψ ψ v -E Ψ ψ δw

+ E ψ Ψ w +E ψ ψ u

+E ψ ψ v +E ψ ψ

-λf(z)ψ ψ δu

+ -E ψ Ψ w +E ψ ψ u

+ E ψ ψ v +E ψ ψ









  

    

   

   

 

   

   





i

14 i J J 24 i j j

34 i j j 44 i j j

55 i j j

i j i i

δv

+ -E ψ Ψ w +E ψ ψ u

+E ψ ψ v +E ψ ψ

+4E ψ ψ

-λξg(z)ψ ψ δ dz=0





 



   

   

 

 

(14) 
 های مستقلکمیت ضرایب دادن قرار صفر متحددر ادامه با  
δui ، δvi ،δwi  وδϕi مسئله حاکم بر تعمیم یافته فرم توانمی 

حدود شده بروش المان م سازیمدلهای کمانش هر کدام از المان
 :بازنویسی کرد (15)رابطه  به صورترا در فرم ماتریسی خود 

(15) (K − λ∗G) × Δ = 0 

 که در آن:

(16) 





1 2 1 1 2 2 1 1

2 2 1 1 2 2

, , , , , , ,

, , , , ,
T

w w u u u u v v

v v    

  

  

 

 
 Δ با متناظر گرهی هایییجاهجاب برگیرنده در ویژه بردار 

ه ب نیز G و Κ. باشندمی∗𝜆 برای)پارامتر بار کمانشی(  ویژه مقدار

 که هستند هندسی سختی ماتریس و المان سختی ماتریس ترتیب
 :شوندمی داده ( نشان1۸) و (17)ابط ور به صورت

 

K = 
 

[
 
 
 
 
[KIJ

11][2×2] [KIj
12][2×4] [KIj

13][2×4] [KIj
14][2×4]

⋮ [Kij
22][2×4] [Kij

23][2×4] [Kij
24][2×4]

⋮ … [Kij
33][2×4] [Kij

34][2×4]
sym. … … [Kij

44][2×4]]
 
 
 
 

 

(17) 
 

G =

[
 
 
 
 
 
[0][2×2] [0][2×4] [0][2×4] [0][2×4]
⋮ [Gij

22][2×4] [0][2×4] [Gij
24][2×4]

⋮ … [Gij
33][2×4] [Gij

34][2×4]
sym. … … [Gij

44][2×4]]
 
 
 
 
 

 

(1۸) 

 خواص تغییرات که نکته این به توجه با حاضر پژوهش در 
 یاجزاتوان میافتد می اتفاق ضخامت راستای در فقط مصالح

هندسی متناظر با هر کدام  یو ماتریس سخت المان ماتریس سختی
 :دست آورده ب ( را20) و( 19)از روابط 

 

KIJ
11 = ∫ E11ΨI

′ΨJ
′dAdz

ze+1

ze

,KIJ
12=-∫ E12ΨI

′ψj
″dAdz

ze+1

ze

 

KIJ
13 = ∫ E13ΨI

′ψj
″dAdz

ze+1

ze

,KIJ
14 = ∫ E14ΨI

′ψj
″dAdz

ze+1

ze

 

KIJ
22=-∫ E22ψi

″ψj
″dAdz

ze+1

ze

,KIJ
23=-∫ E23ψi

″ψj
″dAdz

ze+1

ze

 

KIJ
24 = ∫ E24ψi

″ψj
″dAdz

ze+1

ze

,KIJ
33 = ∫ E33ψi

″ψj
″dAdz

ze+1

ze

 

KIJ
34 = ∫ E34ψi

″ψj
″dAdz

ze+1

ze

 

KIJ
44 = ∫ (E44ψi

″ψj
″+4E55ψi

′ψj
′)dAdz

ze+1

ze

 

(19) 

GIJ
24 = ∫ f(z)ψ

i
ψ
j
″dz

ze+1

ze

 

GIJ
44 = ∫ g(z)ξψ

i
ψj

″dz
ze+1

ze

 

(20) 
 .باشندمی صفر ماتریس برابر دیگر، هایزیرماتریس تمامی و 

توابعی  g(z) و f(z) توابع (20)شایان ذکر است که در روابط 
به و هستند ابسته هستند که به چگونگی و الگوی بارگذاری تیر و

 شوند:زیر داده می صورت
 برای تیر تحت گرادیان لنگری: الف()

(21) 

f(z) =
1 − β

2
−
(1 + β)z

L
 

 

g(z) = 0 
 

 باشد.مینشان دهنده نسبت لنگر انتهای راست  βکه در آن  

 برای تیر تحت بار گسترده با توزیع یکنواخت: ب((
 

(22) f(z) = L2/8 − z2/2 
g(z) = 1 

 ج( برای تیر تحت بارگذاری متمرکز مرکزی:)
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(23) 

f(z) = (L/4 − |z|/2) 

g(z) = {
0,    z ≠ L/2
1,    z = L/2

 

 مدل عددي  سنجياعتبار
مستخرج از  عددی نتایج اعتبارصحت و  به منظور بررسی

 نتایجبا  به دست آمده نتایج تحقیق،بندی ارائه شده در این فرمول
 کمی مقایسه مورد [20] همکارانش و نگوینقیق حتحاصل از 
تحت شرایط  و مرجعهمانند این  برای این منظور. قرار گرفت

 خواص با تقارن محور دو دارای هایتیر شنکما مسئلهخاصی 
vو Ec=17,225  GPaر مقادی متناظر باو  ایزوتروپیک = 0.3 

 حاصل نتایج سنجیصحت برای. گرفت قرار عددی آنالیز مورد
 مشخصه پارامتر تغییرات منحنی (7) شکل در اخیر، پژوهش از

 صلبیت از تابعی که شکلI پیچشی تیر ـ جانبی کمانش مقاومت
 سه برای توانی، شاخص برابر در است پیچشی خمشی و صلبیت

ρتیر درجه بعد بدون پارامتر از مختلف مقدار = b1/b1 + b2 
 مورد [20] مرجع از مستخرج نتایج با کمی به صورت و شد ارائه

 که شودمیمشاهده  مرجع، این همانند. است گرفته قرار مقایسه
 نوع خواص توزیع مدل از هاهلای ضخامت راستای در تیر خواص

B شکل که شودمی مشاهده شکل این مطابق. کندمی تبعیت 
 مرجع و حاضر مدل از حاصل نتایج بین مطلوبی بسیار سازگاری

 کاهش) توانی شاخص افزایش با که پیداست. دارد وجود [20]
 به رسیدن تا پیوسته به صورت مشخص پارامتر ،(سرامیکی جزء

 سپس و افزایش ایملاحظه قابل شیب با مربوط اکسترمم مقدار
 مقادیر روی شدن تثبیت تا پارامتر توانی شاخص افزایش ادامه با

 مطابق دیگر طرف از. کندمی تغییر ملایمی بسیار شیب با ثابت
 مدل به وابستگی بر علاوه تیر جانبی کمانش ظرفیت شکل این

 وابسته شدیدا  نیز عرضی مقطع هندسی شکل به خواص، توزیع
ρ  از تیر درجه افزایش با که نحویه ب ،است = ρ به0.5 = 1 

 افزایش سبب سختی افزایش ،(مقطع شدن شکل T با متناظر)
 .گرددمی جانبی باربری ظرفیت

 

 
 

       در پیچشیـ  جانبی یکمانش مقاومت پارامتر تغییرات  7 شکل

  بعد بدون پارامتر از مختلف مقدار سه برای توانی، شاخص برابر

 تیر درجه
 

 شکلI عرضی مقاطع با نازک جدار تیر دو اول، مثال عنوانه ب 
چندگانه و  مرزی رایطبا ش ناودانی و تقارن محور یک با

 نظر در را (۸) شکل در شده ی مقطع عرضی آوردههاههندس

 .گیریممی

  
 

 ناودانی و I تیر عرضی مقطع هندسه  ۸ شکل
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 به صورت شکل I مقطع با سطح هندسی مشخصات 

b3=2b1 = 4b2 = 40h و h1=h2=h3=h=5 مشخصات و 
b3=2b1شکل  ناودانی مقطع سطح هندسی = 2b2 = 40hو 

h1=h2=h3=h=5  مقاطعشود که این فرض میاست. علاوه بر 
-لایه میسهلایه، دولایه و یا تک به صورت اعضاء مقطع عرضی

 به صورت، خواص ماده هاآن تابعیکه در لایه  نحویه ب باشند
با  جزء فلزیبه  Ec = 3۸0  GPaبا جزء سرامیکی  از تدریجی

Em = 70  GPa  علاوه بر این برای پرهیز از . استمتغیر
 یاجزا پواسن نسبترالی، های مفرط در محاسبات انتگچیدگیپی

v برابرفلزی و سرامیکی را  = ، همچنین. گیریمدر نظر می 0.3
 ضخامت نسبتترتیب بیانگر ه ب 2α و 1αکنیم که میفرض 

 به ضخامت لایه تابعیسرامیکی فوقانی و تحتانی  خالص هایلایه
مطابق  ضمنا باشند. میناودانی  و شکل Iبال مقاطع  یاعضاروی 

 ضخامت نسبتنشان دهنده  3α که کنیمفرض میها این شکل
. باشدمیبه ضخامت لایه تابعی این مقاطع  سرامیکیخالص  لایه

ابعاد  نسبتاشاره شود، پارامتر  ییعلاوه بر این مگر اینکه در جا
 مطابق. گیریممی نظر در L/b3=40 برابرتیر را نیز  ارتفاع به طول
 با تابعی هدفمند تیر عرضی مقطع ظاهری ساختار (۸) شکل

 نحوه و هندسی ساختار نشان دهنده که است شکلI هندسه
 است. تابعی و همگن یهاهلای چینش

 

 عددي نتایج
ظرفيت  روي سراميكي ضخامت نسبت تأثيربررسي 

   شكل I تير كمانش
 I عرضی مقاطع با باز نازک جدار تیرهای کمانش مسئله ابتدا

تجزیه را  ییانتها لنگر معرض در تقارن، محور یک دارای شکل
فرض ذکر شود،  ییمگر اینکه در جا ضمنا . کنیمو تحلیل می

پارامتر  و هابال سرامیکی ضخامتکنیم که پارامترهای نسبت می
 برابر روی مقاطع عرضی جان هسته نسبت ضخامت سرامیکی

 .(α1= α2= α3= αباشند )می
متناظر با بروز  بحرانیمحوری  نیروی تغییرات (9) شکل در 

 ششمتناظر با  ،p یتواناختلاط  شاخص تغییرات برابر در کمانش
ه ب α سرامیکی لایه ضخامت نسبتصعودی از پارامتر  مقدار

به  ر واضح است کهپ  ،تصویر کشیده شده است. مطابق این شکل
 تمام مقادیر داده شده از ا یازا

 یینیرو کمانش بریبار ظرفیت ،p شاخص افزایش اب ین نسبت،
 جزء اشتراک سهم کاهشاز ثر أمت سختی کاهش به سبب محوری

که برای  نحویه ب کند.پیدا می کاهش ،در ماده تابعی سرامیکی

تمامی مقادیر داده شده از نسبت ضخامت سرامیکی، با ادامه 
روی مقادیر  محوری کمانش ظرفیت ،افزایش شاخص توانی

علاوه بر این مشاهده . گردندمی تثبیت( αبه  وابسته) خاص حدی
دارد  سازپایدار تأثیر ضخامت نسبتپارامتر  افزایششود که می

 هر چه بیشتر این نسبت افزایش در نتیجه نیز تیر سختی زیرا
 مقادیر در محوری کمانششود که سبب می و یابدمی افزایش
 .رخ بدهد شده واردنیروی محوری متمرکز  از بالاتری

  

 
 

 برابر در بحرانی مرکزی متمرکزکمانشی  بار تغییرات   9 شکل

 مختلف های αبرای اختلاط توانی شاخص

 

ظرفیت کمانش جانبی تحت  تغییرات (10) شکل در 
متناظر با  ،p اختلاط یتوان شاخصدر برابر بارگذاری گسترده 

 ،α سرامیکی لایه ضخامت شش مقدار صعودی از پارامتر نسبت
 مشاهده خوبیه ب نیز شکل این مطابق نمایش داده شده است.

 ،α سرامیکی ضخامت نسبت از خاصی مقدار هر برای که شودمی
 در نتیجه نیز گسترده ظرفیت بار کمانشی ،p شاخص افزایش با

 تنزل ،(سرامیکی جزء اشتراک سهم کاهش )ناشی از سختی کاهش
با  کهشود مطابق این شکل مشاهده میعلاوه بر این . کندپیدا می
 گسترده تحت اعمال باری کمانشظرفیت  ،نسبت ضخامتافزایش 

واسطه افزایش این نسبت سختی تیر نیز ه یابد زیرا بمینیز ارتقا 
  .یابدمیارتقا 

 

 
 

 برابر در بحرانی یکنواخت گسترده بار تغییرات  10 شکل

 اختلاط توانی شاخص
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تير  عرضي كمانش روي سراميكي ضخامت نسبت تأثير
 ناوداني

 تیر کمانش بحرانی لنگر تغییرات (11) شکل در منظور این برای

در ( C)مدل  لایهسه و (B)مدل  دولایه ناودانی عرضی طعامق با
مختلف از نسبت  مقدار چهار متناظر با  ،p شاخص تغییرات برابر

کمی  مورد مقایسه ،(β=-1و  α1= α2= α3=αبرای  α ضخامت

 افزایش با 𝛼مقادیر تمامی برای (11) شکل مطابق. واقع شده است
 در سرامیکی جزء سهمکاهش اشتراک آن و به تبع  توانی شاخص

 ترینییپامقادیر  در ناودانی تیر عرضی کمانش، طعامق بال و جان

در  𝛼افزایش دیگر طرف از دهد.ی رخ میلنگراز بارگذاری 
 تحمل در سرامیکی فاز مشارکت سهم یارتقاسبب ، مقطع یاعضا

 تیر کل سختی افزایش و متعاقبا  سبب بار لنگری وارد بر مقطع

 رخ تربزرگ لنگری بارهای دربدین معنی که کمانش  .گرددمی
ه در شکل صهای مشخن منحنیعلاوه بر این با مقایسه آ. دهدمی

، αو pاز  توان دریافت که برای تمامی مقادیر داده شدهمی (11)
با مقطع  در مقایسه( C)مدل لایه سهکمانشی تیر با مقطع  ظرفیت
  است.بیشتر  (B)مدل  دولایه

 

 كمانش ظرفيت روي اختلاط حجمي كسر شاخص تأثير
  عرضي

 ظرفیت تغییرات مشخصه هاینیز منحنی (12)های شکل در

 و  Bنوع (ب) ،A نوع( الف) مقاطع با ناودانی تیر لنگری کمانش
 برای شش ییانتها لنگرهای پارامتر نسبت برابر در C نوع( ج)

با . نشان داده شده است اختلاط توانی شاخص از مختلف مقدار
 نسبت افزایش با ،p از مقادیر تمامی یازا به هاتوجه به این شکل

1- محدوده در لنگری کمانشی ظرفیت ییانتها لنگرهای ≤ β ≤

 زیادی شیب با لنگری جانبی کمانش باربری ظرفیت ابتدا 0
0 محدوده در و یابدمی افزایش ≤ β ≤  نقطه از گذر از بعد 1

β در مربوط هایمنحنی اکسترمم ≅   کاهش ملایمی شیب با 0,۸

β یهاهمحدود در که است ذکر شایان. یابدمی ≤ 0و  0 ≤ βه ب
 شکل این مطابق. شودمی خمیده انحنا دو و انحنا یک با تیر ترتیب

1-) ییانتها لنگرهای نسبت تغییرات محدوده در ≤ β ≤  با ،(1

متناظر  رنگسیاه مربوط به منحنی) p=0از  توانی شاخص یارتقا
 مربوط به منحنی) ∞=p به( مقطع با سرامیکی شدن جنس کل

 کمانشی ظرفیت ،(فلزی سهم شدن تربزرگ با متناظر رنگکم سبز

 سختی کاهش علته ب C و  A،B نوع هایمدل با عرضی مقاطع
 .یابدمی کل کاهش سرامیکی حجمی کسر کاهش به سبب مقطع
 خواص ساختاری توزیع چگونگی اثر کمی مقایسه برای 
 در کمانشی، ظرفیت روی عرضی مقطع تابعی و همگن هایلایه

ـ  جانبی کمانش ظرفیت مشخصه هاینیز منحنی (تـ 12)شکل 
 در C نوع و B، نوع A عرضی، نوع مقطع با ناودانی تیر لنگری

توانی  شاخص از خاص مقدار برای ییانتها لنگرهای نسبت برابر
p=0.5  یازا توجه به این شکل به با. است تصویر کشیده شدهه ب 

 ایلایهسه مقطع با ناودانی تیر ،ییانتها لنگر نسبت از تمامی مقادیر

 نوع عرضی مقطع و جانبی کمانش ظرفیت بیشترین دارای B نوع
C باشدمی ظرفیت کمترین دارای.

 

 
 

 

های دولایه مدل کمانش بحرانی لنگرمقایسه تغییرات   11شکل 

 توانی شاخص برابر ( درC)مدللایه سه ( وB)مدل
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 )ب( )الف(

 

  
 )ت( )پ(

 

 تغییرات بار لنگری کمانش عرضی در برابر نسبت لنگرهای انتهایی برای شش مقدار   12شکل 

 شاخص توانیمختلف از 

 
 ظرفيت روي پارامتر تخلخل آناليز اثرگذاري تغييرات

 كمانشي
شکل  Iهای مشخصه کمانش جانبی تیر منحنی (13)های در شکل
های گسترده، ترتیب تحت بارگذاریه شاخص توانی، بدر برابر 

متمرکز و لنگری و متناظر با سه حالت مختلف از شرایط مرزی 
یکسر ـ  ب( یکسر ساده)، SS الف( دو سر ساده)گاهی تکیه

برای چهار مقدار مختلف از  CC ( دو سر گیردارج) ،CSگیردار

λ پارامتر تخلخل از = 0، 𝜆 = 0.02، 𝜆 = 𝜆 و 0.04 =

شود که ها مشاهده میآورده شده است. در تمامی این شکل0.06
p با افزایش شاخص توانی از خواص سرامیکی )متناظر با = 0 )

( بار کمانش گسترده، متمرکز ∞→pبه خواص فلزی )متناظر با 

-ن روی مقادیر خاص مربوط کاهش میو لنگری تا تثبیت شد

مقایسه نتایج از  که ها نشان دهنده آن استیابند. مقایسه این شکل
گاهی حاکم تکیهپیداست که با افزایش درجه قیود  به دست آمده

به دنبال افزایش سختی خمشی تیر، و  CCبه  SSبر تیر از حالت 

ای بهبود ملاحظهطرز قابل ه ظرفیت کمانشی جانبی مقطع ب
برای هر مقدار از شاخص توانی، ظرفیت ه بیان دیگر یابد. بمی

ت باربری بیشتر از دو حالت دیگر است و ظرفی CCکمانشی تیر

بیشتر است. از طرف  SSنیز در مقایسه با تیر  CSکمانشی تیر 
رود در تمامی که انتظار می نها و همچنادیگر مطابق این شکل

λ حالات افزایش پارامتر تخلخل از = 𝜆 به 0 = سبب  0.06
 گردد.کاهش ظرفیت کمانش جانبی می
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 )الف(

 

 
 )ب(
 

 
 )ج(
 

 توانی شاخص برابر در بحرانی لنگر تغییرات  13شکل 

 

نسبت مدول مواد متشكله روي ظرفيت  تأثيربررسي 
 هاي متمركز و لنگريبارگذاريكمانش تحت 

های کمانش تیر ناودانی دو سر ساده در منحنی (14)در شکل 
، برای سه مدل مختلف از توزیع ناهمگنی ساختاری: pابر بر

Ec/Em با متناظر C ج( مدل)، B ب( مدل)، A  الف( مدل) =

Ec/Em و 0.5 =  برایدهد که نشان می شده است و ارائه 2
Ec/Em = ، بیشتر از C ایمدل سه لایهکمانشی ظرفیت  0.5

دو مدل دیگر است. دلیل آن نیز به کمتر بودن  کمانشیظرفیت 
Ec/Em حالت در کسر حجمی جزء سرامیکی )جنس ضعیف <

Ec/Emفلزی )جنس قوی در حالت ء( و بیشتر بودن جز1 < 1 )
Ec/Emی حالتبرااما تر است. با مدول بزرگ = ، چون مدل 2

لایه همگن سرامیکی )جنس از ضخامت  B ایلایهدو
Ec/Emترقوی > در مقایسه با دو مدل دیگر  تری( بزرگ1

این مدل در  لنگری کمانشظرفیت بنابراین  ،برخوردار است
( سختی خمشی بالا بودن به سببمقایسه با دو مدل دیگر )

 تر است.بزرگ
 

 
 

( ب) ،A مدل( الف): با ناودانی تیر کمانشی ظرفیت  14 شکل

 C مدل( ج) ،B مدل
 

روي ظرفيت  یينقطه اثر بارگذاري نيروآناليز اثرگذاري 
 كمانش

، pهای مشخصه کمانش نسبت به تغییرات منحنی (15)در شکل 
متمرکز در سه نقطه مختلف واقع بر  ییمتناظر با بارگذاری نیرو

الف( اعمال نیروی متمرکز در مرکز تار فوقانی بال )مقطع عرضی 
اعمال نیروی  ج()ب( اعمال نیرو در مرکز برش مقطع، )، ییبالا

 نی، متناظر با حالت خاصییمتمرکز در مرکز تار تحتانی بال پا
b1 = 3b2 .وضوح مشاهده ه بمطابق این شکل  ارائه شده است

شود که در حالت )ج( که در آن نیروی متمرکز عرضی در می
نی اعمال شده است در مقایسه با دو ییمرکز تار تحتانی بال پا

بیشترین ظرفیت کمانشی  حالت دیگر )حالت الف و ب( از
.برخوردار است
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 عرضی مقطعاز  نقطه سه در متمرکز بارگذاریبرای  توانی، شاخص در برابر کمانش بار تغییرات  15شکل 

 
شكل روي ظرفيت كمانش  I بررسي تغييرات پارامتر تير
 پيچشي-جانبي

K̄ مقاومتمنحنی تغییرات پارامتر مشخصه نیز  (16)در شکل  =

√
π2(EI)yb3

2

4(GJ)comL
( که تابعی Bشکل )با مدل توزیع خواص نوع  Iتیر  2

است در برابر  com(GJ) و پیچشی com(EIy) های خمشیصلبیت
نشان داده برای شش مقدار از ثابت تخلخل ، p شاخص توانی

مقادیر داده از ثابت تخلخل،  جمیعشده است. پیداست که به ازاء 
با افزایش شاخص توانی )کاهش سهم جزء سرامیکی(، مقدار ابتدا 

تارسیدن به مقادیر اکسترمم مربوطه افزایش یافته و سپس  K̄پارامتر
گذارد. علاوه بر نیز رو به کاهش می K̄مقدار ، pبا ادامه افزایش 

ابت این در محدوده داده شده از شاخص توانی، با افزایش ث
 یابد. بترتیب افزایش می K̄ تخلخل پارامتر مشخصه

 

 
 در برابر شاخص توانی K̄ تغییرات پارامتر مشخصه 16شکل 

  )استقلال شبكه محاسباتي( یيهمگراآناليز 
های طولی انتخابی تیر یعنی برای مطالعه اثرگذاری تعداد المان

Ne  تغییرات بار  (17)روی ظرفیت کمانش جانبی، در شکل
شش انتخاب  ، برایpدر برابر شاخص توانی  ییمتمرکز نیرو

تصویر ه های طولی انتخابی در امتداد تیر بمختلف از تعداد المان
پیداست که با ها است. با مقایسه رفتار این منحنی کشیده شده

های مشخصه به سمت منحنیها در طول تیر افزایش تعداد المان
به  شودمیمنحنی مشخصه یکتای متناظر با حل دقیق همگرا 

Neکه برای طوری ≥ نتایج مستخرج از استقلال محاسباتی  10
 های انتخابی برخوردار خواهند شد. نسبت به تعداد المان

 

 
 

برای شش  ،p تغییرات در برابر متمرکز جانبی کمانش بار تغییرات  17شکل 

 Neهای انتخابی روی تیر المانتعداد از 
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روي بندي شده درجههاي تخلخل مدلآناليز اثرگذاري 
 ظرفيت كمانش جانبي گسترده

بندی شده درجهاثرگذاری نحوه توزیع  و مقایسه برای مطالعه

-شکل، می Iتخلخل ساختاری روی ظرفیت کمانش جانبی تیر 

 در شکلنشان داده شده  چهار مدل مختلف از تخلخل برای توان
، evenب( تخلخل  )الف( نامتخلخل )سالم(، ) به صورت (1۸)

 Log-un-evenتخلخل لگاریتمیک  د()، un-evenج( تخلخل )
جان و بال مقطع  یاعضادر راستای ضخامت مدول الاستیسیته تیر 

 :توصیف کرد زیر به صورت

 الف( برای تیر سالم:)
(24) E(n)=Em+ (Ec-Em)Vc(n) 

 

 :evenب( برای تیر با مدل تخلخل )
(25) E(n)=Em + (Ec-Em)Vc(n)-λ(Ec+Em)/2 

 

 :un-evenج( برای تیر با مدل تخلخل )

(26) 
E(n)=Em + (Ec-Em)Vc(n) 

        -λ(Ec+Em)(1/2 − |n|/h) 
 

 :Log-un-even( برای تیر با مدل تخلخل د)
 

(27) 

E(n)=Em + (Ec-Em)Vc(n) 

           -log
10
(1 +

λ

2
)(Ec+Em) (

1-2|n|
h

) 

 

 

 
 

 بندی شده در راستای ضخامتدرجههای مختلف از تخلخل مدل  1۸شکل 

 
ظرفیت کمانش جانبی تحت تغییرات  (19)در شکل  

چهار مدل ، برای pدر برابر شاخص توانی بارگذاری گسترده 
است. با مقایسه رفتار  تصویر کشیده شدهه بمختلف از تخلخل 

جمیع مقادیر از شاخص توانی روی محور  یازابه ها این منحنی

یکنواخت  evenافقی تیر سالم )نامتخلخل( و تیر با مدل تخلخل 
تحت اثر بار  ترتیب از بیشترین و کمترین مقاومت کمانشیه ب

 باشند. گسترده برخوردار می

 

 
چهار مدل  برای  p در برابر گسترده یکنواخت کمانش بار تغییرات 19شکل 

 شکل Iاز تخلخل تیر 

 

 گيرينتيجه
 المان روش مبتنی بر عددی روش گیریبه کار با مقاله این در

 تابعی تیرهای خمشیـ  جانبی ـ محوری کمانشظرفیت  محدود،
( الف :گانهسه مرزی شرایطمتناظر با  ناودانی و شکلI نازک جدار
 گیردار سر دو( ج و ساده یکسر ـ گیردار یکسر( ب ساده، دوسر

گاهی روی ناپایداری تکیهدرجه گیرداری  تأثیردست آمد و ه ب
 اصل از گیریبهره بابرای این منظور . شد آنالیز مسئلهاستاتیکی 

 اثر منعکس کردن باتوام  سیستم کلی پتانسیل انرژی مجازی، کار

 معادلات و دست آمده های جانبی ببارگذاری شده انجام کارهای
اثر  با دخالت دادن استاتیکی ناپایداری بر حاکم یئجز دیفرانسیل

در ادامه . شد حاصل (مقطع یاعضاخوردگی تابعامل کوپلینگ )

 مفروض مرزی شرایطمتناظر با  و محدود المان روشاعمال با 
 با و گردید حاصل هندسی سختی و خمشی ،سختی هایماتریس

 به مشخصه معادله هایریشه حاکم، ویژه مقدار مسئله عددی حل

 شد محاسبه جانبیمحوری و  کمانشی بحرانی هایظرفیت عنوان
ابعاد  نسبت از اعم مسئله گوناگون پارامترهای که شد داده نشان و

تیر، هندسه مقطع  یدرجه گیردار ،اختلاط شاخص ،هندسی تیر

 در ییسزاهب نقشجانبی  عرضی تیر و نوع بار گذاری محوری/
 .کنندمی ایفا جانبی ـ خمشی کمانش محدوده تعیین

 

 



 ...بررسی اثر مدل ناهمگنی ساختاری بر ظرفیت کمانشی تیرهای مدرج تابعی  112

 

 

 1404سی و هفتم، شمارۀ چهار،  سال     نشریۀ علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک

 نامهواژه
 

 پیشنهادی
 نویسنده

 واژه  لاتین
پیشنهادی 
 ویراستار

 به یکنواخت غیر
 لگاریتمی صورت

log-un-even 
نایکنواختی  

 لگاریتمی

 نایکنواخت un-even یکنواخت غیر

  even یکنواخت
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