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 تحت بارگذاری فشاری محوریتحلیل پس کمانش برای ستون هایپرالاستیک 
 

 پس کمانش , فرا مواد ,هایپرالاستیک ,آنالیز مجانبیکلید واژه : 

 

 چکیده

های لاغر های صاف تحت فشار محوری بطور گسترده برای چندین دهه مطالعه شده است. اگرچه رفتار کمانش ستونکمانش ستون

های عرض به طول بالا )که در آنها غیرخطی هندسی و های عریض با نسبتشده است ولی رفتار پس کمانش ستون بینیبخوبی پیش

صاف، افزایش  هایپرالاستیککه برای یک ستون  ه شدشود( بررسی نشده است. در این مقاله، بصورت تحلیلی نشان دادماده حیاتی می

تواند حالت کمانش آن را از کمانش پیوسته به فروجهشی و ارتجاعی تغییر دهد. برهمین اساس، علامت نسبت عرض به طول آن می

شود. با استفاده از یک آنالیز مجانبی براساس مکانیک کند و نهایتا مجددا مثبت میشیب اولیه پس کمانش نیز از مثبت به منفی تغییر می

های عرض و سپس نسبت ردشیب اولیه پس کمانش را برحسب تابعی از نسبت عرض به طول ستون تعیین ک میتوانای پیوسته همحیط

 چنین. همرندمطابقت دا FEAسازی که این نتایج بخوبی با نتایج شبیه ردهای کمانش را مشخص کبه طول بحرانی برای تغییر حالت

پذیری ماده است، تغییر حالت کمانش از کمانش فروجهشی برشی به حجمی که بیانگر تراکم دریافت که با افزایش نسبت مدول میتوان

های کمانش برحسب نسبت عرض به طول و نسبت مدول رود. یک نمودار فازی حالتبه ارتجاعی به یک نسبت عرض به طول بالاتر می

نیز  neo-Hookeanهای خاص است ولی سایر مدل neo-Hookeanبرشی به حجمی نیز رسم شد. اگرچه آنالیز براساس یک ماده 

کمانش  نیمواد است، انتقال ب یریپذدهنده تراکمبه توده، که نشان ینسبت مدول برش شیبا افزا ن،یعلاوه بر انتایج مشابهی دارد. 

snapping-through  وsnapping-back ینمودار فاز از حالت ها کی. افتدیم قیبه تعو شتریعرض به طول ب یبه نسبت بحران 

 یرا م مقاله نیدر ا یشنهادیچارچوب پ که به حجم ساخته شده است یکمانش با توجه به نسبت عرض به طول و نسبت مدول برش

 مواد مختلف بر رفتار پس کمانش اعمال کرد. یها یرخطیمطالعه اثر غ یبرا ساختاری نیقوان ریسا یتوان برا
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  مقدمه
کمانش ستون بعنوان نوعی گسیختگی )شکست( ماده در نظر 

شود. اما اخیرا از آن برای طراحی فرامواد کاربردی از گرفته می

[ که در آن کمانش ستون 1کی استفاده شده است ]لحاظ مکانی

های مهم مانند نسبت پواسون قابل مبنای بسیاری از ویژگی

[، 3ریزی ]های غیرخطی قابل برنامه[، پاسخ2تنظیم ]

[ است. 5[ و پایداری چندگانه ]4شکل ] 1دگردیسی یا مورفینگ

ها شدیدا روی رفتار این فرامواد کمانش و پس کمانش ستون

 تأثیرگذار است.

ترین تعریف برای کمانش ستون ساده 2ای اویلرمنحنی زنجیره

های الاستیک خطی ها بصورت میلهاست که در آن ستون

شوند. این اند که دچار تغییرشکل کوچک میمدلسازی شده

کند که یک ستون صاف که در معرض یک بینی میمدل پیش

یا  crFاست در یک شرایط بحرانی  εیا برش  Fنیروی فشاری 

εcr شود و شیب پس کمانش دچار کمانش میS  تعریف شده

( یک مقدار ثابت و مثبت crε-ε= S( cr)/FcrF-Fدر معادله )

[. این 8( دارد که مستقل از شرایط مرزی و هندسی است ]1/2)

بینی های لاغر را پیشمعادله بخوبی رفتار کمانش ستون

تر شدن ستون، رفتار پس کمانشی آنها شدیدا هنکند. اما با پمی

  کند چون کرنش حیاتی برای کمانش ستون زیاد تغییر می

شود و در نتیجه رفتار غیرخطی هندسی و ماده نقش کلیدی می

کنند. با افزایش نسبت عرض به در ناحیه پس کمانش ایفا می

صاف تحت فشار  هایپرالاستیکطول، حالت کمانش یک ستون 

ی از کمانش پیوسته، فروجهشی به ارتجاعی تبدیل محور

شود. برهمین اساس، شیب پس کمانش اولیه از مثبت به می

کند و نهایتا دوباره مثبت خواهد شد. برای منفی تغییر می

های عریض، چندین بینی رفتار خمش و کمانش ستونپیش

ای اویلر را مدل تیرچه پیشنهاد شده است تا منحنی زنجیره

های تیرچه تک بعدی [. اما هیچ کدام از مدل6دهند ] توسعه

های کمانش فروجهشی و ارتجاعی توانند تغییر حالتنمی

های تیرچه برحسب نسبت عرض به طول را نشان دهند. مدل

های محوری و برشی را در نظر ارائه شده در مقالات  تغییرشکل

ها دلکنند. این مگیرند ولی ماده سازنده را خطی فرض میمی

بینی کنند که با افزایش نسبت عرض به طول، توانند پیشمی

یابد ولی کاهش می 1/2شیب اولیه منحنی پس کمانش از 

                                                           
1 morphing 
2 Euler’s elastica 

[ تلاش 6ماند. اخیرا برخی محققان ]چنان مثبت باقی میهم

ها جا دهند و در اند غیرخطی بودن ماده را در این مدلکرده

یر باشد. مدل پذعین حال تیرچه بصورت قابل برش و بسط

تواند تغییرات شیب منحنی پس کمانش از مثبت پیشنهادی می

به منفی را با افزایش نسبت عرض به طول نشان دهد ولی اگر 

این نسبت بیشتر زیاد شود آنگاه علامت شیب را به مثبت 

گرداند. علت این موضوع کرنش مرتبه بالا بدلیل غیرخطی برنمی

های عریض ناچیز نش ستونهندسی است که در ناحیه پس کما

[ استفاده شده در این 7چنین فرض سینماتیکی ]هم.نیست 

ها )یعنی سطح مقطع تیرها بصورت غیرپیچشی در وضعیت مدل

های عریض معتبر ماند( برای ستونتغییرشکل یافته باقی می

 نیست.

های تیرچه تک بعدی، یک آنالیز در مقایسه با مدل

های پیوسته و دوبعدی براساس مکانیک محیط 3شدگیدوشاخه

تواند گیرد( می)که غیرخطی بودن هندسی و ماده را در نظر می

های تحت فشار محوری را با رفتار کمانش و پس کمانش ستون

های تحت فشار بینی کند. شروع رفتار کمانش ستوندقت پیش

ی محوری در مقالات با حل کردن یک مسأله مقدار مرزی افزایش

[. برای تعیین مسیرهای تعادل رفتار 8-9بررسی شده است ]

پس کمانش و پایداری آنها، یک روش مجانبی توسط کویتر 

های مسأله [ معرفی شد که بطور گسترده برای یافتن جواب10]

-neoپس کمانش یک نیم فضای تحت فشار از ماده 

Hokkean [11 یک لایه ،]و نازک تحت فشار  هایپرالاستیک

[ و یک 13تحت فشار محوری ] هایپرالاستیک ، یک لوله[12]

[ 14میله الاستیک چسبیده به یک فونداسیون الاستیک ]

[ از این روش برای بررسی رفتار 15شود. در مقاله ]استفاده می

 قوانینی شکل و دوبعدی با پس کمانش یک بلوک مستطیل

مختلف استفاده شده است و معلوم شد یک ستون  ساختاری

تواند یک مسیر نتراشیده که تحت فشار کنترل شده است می

تعادل ناپایدار داشته باشد که مربوط به حالت کمانش ارتجاعی 

های تحت فشار های کمانش برای ستوناست. اما تمامی حالت

محوری برحسب نسبت عرض به طول بصورت تحلیلی بررسی 

 اند که دلیل اصلی ما برای انجام این پژوهش است.نشده

مسأله شیب اولیه منحنی پس که  مقاله مقصود این است در این

و صاف تحت فشار محوری با  هایپرالاستیککمانش یک ستون 

3 Bifurcation analysis 
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در چارچوب  4استفاده از یک آنالیز پس کمانش مجانبی

های و تغییر حالت شودهای بزرگ حل الاستیسیته تغییرشکل

نش از کمانش پیوسته، فروجهشی تا ارتجاعی برحسب کما

. نتایج توسط قرار گیردبررسی  موردنسبت عرض به طول ستون 

، 2( تأیید خواهند شد. در بخش FEAتحلیل المان محدود )

که  دتا نشان دهداده میشوند های عددی و پیشین بسط یافته

تواند دوبعدی و تحت فشار محوری می هایپرالاستیکیک ستون 

سه حالت کمانش ذکر شده را با تغییر نسبت عرض به طول 

یک آنالیز مجانبی براساس مکانیک  3خود نشان دهد. در بخش 

های که شامل غیرخطی داده شدهای پیوسته انجام محیط

هندسی و ماده در مدل مورد نظر است تا شیب پس کمانش 

نسبت عرض به طول تعیین شود. علاوه  اولیه برحسب تابعی از

های های بحرانی عرض به طول برای تغییر حالتبر این، نسبت

پذیری ماده روی این مقادیر و تأثیر تراکم شدکمانش تعیین 

پس کمانش مطابقت خوبی  بینی پاسخ. پیششدبحرانی بررسی 

 سازی به کمک روش المان محدود دارد.با شبیه

 ی کمانشهاتغییر حالت -2 

 Abaqus/Standardافزار تجاری با استفاده از نرم FEAابتدا 

و  هایپرالاستیکتا سه حالت کمانش یک ستون ه شد انجام داد

صاف تحت فشار محوری با تغییر نسبت عرض به طول آن تعیین 

همان قانون ماده  FEA. رابطه بنیادی استفاده شده در شود

neo-Hookean پذیر با معادله چگالی انرژی الاستیک تراکم

 زیر است:

(1)        𝑊 =
𝜇

2
[𝐽−2/3𝑡𝑟(𝐹𝐹𝑇) − 2] +

𝐾

2
(𝐽 − 1)2,  

 ij𝛿+jX𝜕(/iu𝜕= ijF،iuگرادیان تغییرشکل  ) Fکه در آن 

بیانگر دلتای کرونکر است(،  ij𝛿و  iXبیانگر تغییرمکان در جهت 

J  دترمینانF ،μ  وK  .به ترتیب مدول برشی و حجمی هستند

در  W، عبارت اول در انرژی کرنشی J-2/3با داشتن ضریب 

معادله فوق مربوط به تغییرشکل انحرافی است در حالی که 

به  Kعبارت دوم مربوط به تغییرشکل حجمی است. هرگاه 

-neoنهایت نزدیک شود، مدل فوق بیانگر یک ماده بی

Hookean برای  2ها شکل سازیت که در شبیهناپذیر استراکم

عمومی استفاده شده است. هایپرالاستیک بیان یک ماده 

ای دوبعدی )المان از نوع های کرنش صفحهسازیشبیه

CPE8H هایی با عرض در برنامه آباکوس( برای ستونw  و

را با استفاده از روش  Δlتحت یک جابجایی محوری  Lطول 

                                                           
4 asymptotic post-buckling analysis 

Riks العمل تراکمی و نیروی عکس ه شدانجام دادF  محاسبه

توانند ها می، هر دو قسمت انتهایی ستون1شود. در شکلمی

آزادانه در امتداد جهت افقی بلغزند ولی بصورت صاف باقی 

و به همین  شدفرض  1Xمانند. تقارن بازتاب برای محور می

ها و شود. نقصسازی میدلیل فقط نیمی از این ستون شبیه

شوند تا منجر به کمانش و به هندسه اولیه وارد می هاییعیب

 ناپایداری شوند.

 
و دوبعدی )سمت  هایپرالاستیکشماتیکی از یک ستون  - 1شکل

یا یک جابجایی  Fچپ( قرار گرفته در معرض یک نیروی تراکمی 

Δl بدلیل تقارن، فقط نیمه بالایی این ستون )سمت راست( برای .

 انتخاب شده است.سازی و مدلسازی شبیه

 

سه  دتا نشان ده شدبطور خلاصه بیان  2نتایج عددی در شکل 

های صاف با نسبت هایپرالاستیکهای حالت کمانش برای ستون

( متفاوت و تحت فشار محوری وجود دارد. w/Lعرض به طول )

بین دو انتهای  Δlجابجایی  و شد تعریف Δl/Lبصورت  εکرنش 

های نرمال است. سپس منحنی Lستون تقسیم بر طول اولیه آن 

 شددر امتداد مسیرهای تعادل رسم  F/wμ-εکرنش -شده نیرو

های تغییر یافته در سه موقعیت ( و شکل2)ستون دوم در شکل 

: شروع کمانش ستون ه شدها نشان دادخاص روی این منحنی

-18] 5شروع چروک شدگی(، 2، ستون سوم در شکل 1)نقطه 

[ )که یک تاشدگی بدون مقیاس است( روی قسمت 16،17

( و برگشتن 2، ستون چهارم در شکل 2متراکم ستون )نقطه 

(. هرگاه 2، ستون پنجم در شکل 3العمل )نقطه نیروهای عکس

w/L ( کم باشدw/L =0,1 هرچند 2، ردیف دوم از شکل ،)

شود ولی م میشدیدا پس از کمانش ک F/wμ-εشیب منحنی 

چنان مثبت است. این حالت کمانش را کمانش پیوسته هم

چون رفتار پس کمانش پایدار است و نیرو و کرنش  ندناممی

، رفتار کمانش w/Lشوند. با افزایش بصورت پیوسته زیاد می

نیرو  (،2، ردیف دوم از شکل w/L=0.1) شود.ناپیوسته می

( 1یابد در حالیکه کرنش پس از نقطه کمانش )نقطه کاهش می

شود شود و منجر به یک شیب پس کمانش منفی میزیاد می

5 Creasing  
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شود. این حالت بشدت زیاد می self-contactکه نهایتا بدلیل 

کمانش با یک شیب پس کمانش منفی اصطلاحا کمانش 

های کم یا طاق شود که معمولا در کمانفروجهشی نامیده می

)ردیف چهارم باشد  w/L=0.2هرگاه [. 19شود ]عمق دیده می

( کاهش 1(، نیرو و کرنش پس از نقطه کمانش )نقطه 2در شکل 

آورند. این یابند و یک شیب پس کمانش مثبت را بوجود میمی

کرنشی همانند کمانش -حالت کمانش با چنین رابطه نیرو

شود. در [ و کمانش ارتجاعی نامیده می20است ] 6پوسته

حالت کمانش از یک کمانش پیوسته  w/Lمجموع، با افزایش 

یابد. به کمانش فروجهشی و نهایتا به کمانش ارتجاعی تغییر می

برهمین اساس، شیب پس کمانش اولیه از یک مقدار مثبت به 

 شود.کند و نهایتا مجددا مثبت میمنفی تغییر می

بحرانی برای  w/Lشین نشان دادند که مقدار نتایج عددی پی

تغییر حالت کمانش از کمانش فروجهشی به کمانش ارتجاعی 

است  24/0ناپذیر حدود تراکم neo-Hookeanبرای یک ماده 

بینی [ پیش7-6های تیرچه موجود ]که در هیچ کدام از مدل

 .نشده است.

 
سه حالت کمانش ستون تحت فشار محوری: کمانش  - 2شکل 

پیوسته )ردیف دوم(، فروجهشی )ردیف سوم( و ارتجاعی )ردیف 

( ε( و کرنش )(F/wμروابط بین نیروی تراکمی نرمال شده چهارم(. 

دهند های سوم تا پنجم نشان میستون. انددر ستون دوم رسم شده

ها کند. رنگها با افزایش کرنش تراکمی تغییر میچگونه شکل ستون

دهنده سطح کرنش لگاریتمی مینیمم هستند. نسبت مدول نشان

 برابر با صفر است. FEAاستفاده شده در  μ/Kبرشی به حجمی 

 

 تحلیل مجانبی مبتنی بر مکانیک پیوسته -3

در این بخش، یک تحلیل مجانبی مبتنی بر مکانیک پیوسته  

شده های فشردهبرای بررسی رفتار کمانش و پس کمانش ستون

. در اینجا تجزیه و تحلیل برای تعیین داده شدمحوری انجام 

                                                           
6 shell buckling 
7 variational equation 

و انتقال حالت های  داده شدشیب اولیه پس کمانش گسترش 

 .رار گرفتقبررسی  مورد کمانش از پیوسته به بازگشت به عقب

 
 های پیوستهآنالیز مجانبی براساس مکانیک محیط 1-3

های در این بخش یک آنالیز مجانبی براساس مکانیک محیط

[ تا رفتار کمانشی و پس کمانشی 15-21]ه شدپیوسته انجام داد

[، 22. در مقاله ]گرددهای تحت فشار محوری بررسی ستون

های تحت فشار محوری پایداری مسیر پس کمانش ستون

تا شیب  داده شدهمطالعه شده است. در اینجا این آنالیز بسط 

های کمانش از و تبدیل حالت شودپس کمانش اولیه تعیین 

 .شودکمانش پیوسته به فروجهشی بررسی 

 شدگیآنالیز دوشاخه 2-3 

ای نیم ستون هانرژی پتانسیل مورد نیاز برای تغییرشکل صفح

 عبارت است از: 1نشان داده شده در شکل 

 (2) 

𝛱[𝑢; 𝜀] = ∫
𝐴

𝑊𝑑𝐴 = ∫
0

𝐿

2∫
−

𝑊

2

𝑊

2 {
𝜇

2
[𝐽−23𝑡𝑟(𝐹𝐹𝑇) − 2] +

𝐾

2
(𝐽 − 1)2} 𝑑𝑋1𝑑𝑋22 ,  

 
تابع چگالی انرژی  Wبیانگر میدان جابجایی،  uکه در آن 

 7آید. معادله وردشیبدست می 1الاستیک است که از معادله 

توان با اعمال اصل انرژی پتانسیل ساکن بدست تعادل را می

 آورد که بصورت زیر است:

 (3)              𝛱′[𝑢; 𝜀]𝛿𝑢 = 0,  
 

 است. uنسبت به  Πمشتق مرتبه اول  ′Πکه در آن 

وجود دارد که بصورت 3 یک جواب پایه )اصلی( برای معادله
0

u 

شود. این جواب مربوط به تغییرشکل همگن است نشان داده می

 های اصلی بصورت زیر نوشت:توان آن را برحسب کشیدگیو می

(4)  0
𝑢

= [

0
𝑢1
0

𝑢2

] = [
(𝜆1 − 1)𝑋1

(𝜆2 − 1)𝑋2
],                

 
 2Xو  1Xهای دو کشش اصلی در جهت λ2و  1λکه در آن 

 آیند:هستند و از معادله زیر بدست می

 (5)                     
𝜕𝑊

𝜆11
= 0, 𝜆2 = 1 − 𝜀. 

 
 8کیرشهف-دهد که تنش پیولانشان می 5معادله اول در معادله 

 شود.ناپدید می 1Xاول در جهت 

8 Piola-Kirchhoff 
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جواب پایه 
0

u  تا زمانی برقرار است که  4-4در معادلهε  بهcrε 

برای  4-3برسد چون پس از آن جواب دیگری برای معادله 

برای کمانش  crεآید. کرنش بحرانی کمانش ستون بدست می

توان بصورت تحلیلی و با حل مسأله مشخصه زیر ستون را می

 [:10-15تعیین کرد ]

(6)                𝛱′′[𝑢0(𝜀𝑐𝑟); 𝜀𝑐𝑟]𝑢1𝛿𝑢 = 0  
مشتق دوم  ʹʹ𝛱که  δuهای جابجایی مجاز برای تمامی میدان

Π  برحسبu ،است)(u
0

cr جواب اصلی درcrε و
1

u  حالت

 کمانش است.

 :6در معادله  2با جایگذاری معادله 

(7)     𝛱
′′

[𝑢0(𝜀𝑐𝑟); 𝜀𝑐𝑟]𝑢1𝛿𝑢 = ∫0

𝐿

2∫
−

𝑊

2

𝑊

2 𝜕2𝑊[𝑈0(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑈𝐾,𝑙𝜕𝑢𝑖,𝑗
𝑢𝑖,𝑗

1 𝛿𝑢𝑘,𝑙𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 0,  

 

iو iuکه در آن 

1

u های به ترتیب مولفهu و
1

u  در جهتiX 

jjهستند و X /)()( گیری جزء به جزء به است. انتگرال ,

لاگرانژ را برای-ما معادلات دیفرانسیلی اویلر
1

u دهد که می

 بصورت زیر است:

 

(8)                            
𝜕

2
𝑤[𝑢0(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑘,𝑙𝜕𝑢𝑖,𝑗
𝑢𝑖,𝑗𝑙

1 = 0, 

 
 و شرایط مرزی متناظر با آن عبارتند از:

(9)            𝜕
2

𝑤[𝑢0(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑘,𝑙𝜕𝑢𝑖,𝑗
𝑢𝑖,𝑗

1 = 0 𝑎𝑡𝑋1 = ±
𝑤

2
, 

 
(10)  𝛿𝑢2 = 0 𝑎𝑛𝑑 

𝜕2𝑤[𝑢0(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢1,2𝜕𝑢𝑖,𝑗
𝑢𝑖,𝑗

1 = 0 𝑎𝑡 𝑋2 = 0 𝑎𝑛𝑑 𝐿/2, 

 

ljjlکه XX  /)()( 2

های معادله بصورت است. جواب,

 :ه میشودزیر نوشت

 (11)      {􁉐𝑢1
1 = (𝛼1𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑧1𝑋1 +

𝛼2𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑧2𝑋1) 𝑐𝑜𝑠
2𝜋𝑋2

𝐿
  𝑢2

1 = (𝛼3𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑧1𝑋1 +

𝛼4𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑧2𝑋1) 𝑠𝑖𝑛
2𝜋𝑋2

𝐿
  

 

 
ای مشخصه معادله دو ریشه مثبت چندجمله 2zو  1zکه در آن 

 :9و  8در معادلات  11هستند. با جایگذاری معادله  8

(12)                     𝐴[𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4  ] = 0. 
 

زمانی وجود  12یک جواب غیربدیهی )مخالف صفر( برای معادله 

از بین برود که به کمک  Aدارد که دترمینان ماتریس ضریب 

و معادله زیر  12.  به کمک معادله کردرا حل  crεتوان آن می

21ضرایب  توانمی ~که منجر به حالت  دبدست آور را

کمانش
1

u شود.با نوسان واحد می 

 (13)       〈
1

𝑢
,

1

𝑢
〉 =

2

𝐿𝑊
∫

0

𝐿

2 ∫
−

𝑊

2

𝑊

2 1

𝑢𝑖

1

𝑢𝑖
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 1, 

به نسبت مدول  crεکرنش بحرانی برای شروع کمانش ستون 

بستگی  w/Lو نسبت عرض به طول  μ/Kبرشی به حجمی 

برای کمانش ستون را برحسب تابعی  crεمقادیر  3دارد. شکل 

دهد. به ازای یک متفاوت نشان می μ/Kو سه نسبت  w/Lاز 

K/μ  مشخص و با افزایش نسبتL/w کرنش بحرانی ،crε 

به  crεیابد. اما وابستگی بصورت یکنواخت از صفر افزایش می

μ/K های های ضخیم یعنی ستونیکنواخت نیست. برای ستون

متوسط )منحنی قرمز  μ/K، حالت دارای یک w/L>0,35با 

را دارد. زمانی که کرنش  crεترین مقدار ( پایین3رنگ در شکل 

بالا  w/Lیک شدگی برای بحرانی برای شروع کمانش از چروک

شدگی قبل از کمانش و در یک کرنش بیشتر شود آنگاه چروک

[. کرنش 23دهد ]چین افقی( رخ میبحرانی ثابت )خطوط نقطه

ای شدگی تحت شرایط کرنش صفحهبحرانی برای شروع چروک

( برابر μ/K  =0ناپذیر )تراکم neo-Hookeanبرای یک ماده 

نیز بصورت غیریکنواخت تغییر  μ/Kاست و با افزایش  354/0با 

[. فصل مشترک بین شرایط بحرانی کمانش و 24کند ]می

کند که در مقادیر بحرانی را تعیین می w/Lشدگی نیز چروک

دهد و به ازای مقادیر بیشتر از کمتر از آن، ابتدا کمانش رخ می

 دهد.شدگی رخ میآن نیز ابتدا چروک

 
 

برای شروع ناپایداری ستون  crεکرنش بحرانی  4شکل 

و به ازای  w/Lبرحسب تابعی از نسبت عرض به طول 

ها . منحنیμ/Kهای مختلف مدول برشی به حجمی نسبت

بیانگر کرنش بحرانی برای کمانش ستون هستند در حالی که 

خطوط نقطه چین افقی نشان دهنده کرنش بحرانی برای 
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ن هستند. شدگی در یک دال فشرده شده بصورت همگچروک

کنند که در بحرانی با هم برخورد می w/Lاین خطوط در یک 

دهد و در مقادیر بیشتر مقادیر کمتر از آن ابتدا کمانش رخ می

 دهد.شدگی رخ میاز آن نیز ابتدا چروک

 

 آنالیز پس کمانش 2-3

برای شروع کمانش و حالت ویژه  crεبا تعیین کرنش بحرانی 

متناظر با آن
1

u میدان جابجایی ،u  و کرنش فشاریε  را بصورت

وار در نزدیکی نقطه کمانش و در امتداد مسیر تعادل مجانب

 :به دست آمدو به معادلات زیر ده شدکمانش ستون بسط دا

 (14)       𝑢 = 𝑢0(𝜀) + 𝜉𝑢1 + 𝜉2𝑢2 + 𝑜(𝜉3),  

 

(15)                       𝜀 = 𝜀𝑐𝑟 + 𝜉2𝜀2 + 𝑜(𝜉4),  
 

دامنه حالت کمانش  𝜉که در آن 
1

u  است. بدلیل تقارن، فقط

وجود دارند به نحوی که  15در معادله  𝜉های توانی فرد عبارت

که از  εو  uندارد. از آنجایی که  εهیچ تأثیری روی  𝜉علامت 

آیند باید معادله بدست می 15و  14معادلات 

  0];[' uu   را راضی کنند بنابراین یک بسط سری

 تیلور حول نقطه کمانش به ما عبارت زیر را خواهد داد:

 

 

(16) (Π𝑐𝑟
′′ 2

𝑢
+

1

2
Π𝑐𝑟

′′′ 1

𝑢
2) 𝛿𝑢𝜉

2
+ (𝜀2Π̇𝑐𝑟

′′ 1

𝑢
+ Π𝑐𝑟

′′′ 1

𝑢

2

𝑢
+

1

6
Π𝑐𝑟

𝑖𝑣 1

𝑢
3) 𝛿𝑢𝜉

3
+

0(𝜉
4) = 0  

 

که در آن
)(n

cr  مشتقnام  در نقطه کمانش یعنی


)(

0

]);([
n

crcru مشتق اول برحسب  است وε  .است

باید بصورت جداگانه ناپدید شوند  در معادله  3𝜉و  2𝜉ضرایب 

که یک معادله وردشی را برای 
2

u :بدنبال خواهد داشت 

 

(17)                 ∏ 2

𝑢
𝛿𝑢′′

𝑐𝑟 +
1

2
∏

1

𝑢2 𝛿𝑢′′′
𝑐𝑟 = 0 

 

و عبارت زیر با قرار دادن 
1

uu  برایε2 آید:بدست می 

(18)                         𝜀2 = −
∏

1

𝑢2
′′′
𝑐𝑟 +

1

6
∏

1

𝑢4
(𝑖𝑣)
𝑐𝑟

∏
1

𝑢2
′′
𝑐𝑟

 

 

 

 داریم: 17در معادله  2با جایگذاری معادله 

(19)  

∫ ∫ [
𝜕2𝑤 [

0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙
]

𝑤
2

−
𝑤
2

𝐿
2

0

2

𝑢𝑘,𝑙
+

1

2
[

𝜕3𝑤 [
0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑚,𝑛𝜕𝑢𝑘,𝑙

1

𝑢𝑘,𝑙

1

𝑢𝑚,𝑛
] 𝛿𝑢𝑖,𝑗𝑑𝑋1𝑑𝑋2 = 0 

گیری جزء به جزء از این معادله نیز معادله دیفرانسیل انتگرال

لاگرانژ زیر را برای -اویلر
2

u :خواهد داشت 

 
(20)  

𝜕
2

𝑤 [
0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙

2

𝑢𝑘,𝑙𝑗
+

1

2

𝜕3𝑤 [
0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑚,𝑛𝜕𝑢𝑘,𝑙
(

1

𝑢𝑘,𝑙𝑗

1

𝑢𝑚,𝑛
+

1

𝑢𝑘,𝑙

1

𝑢𝑚,𝑛𝑗
) = 0 

 

 و شرایط مرزی متناظر با آن عبارتند از:

 
(21)  

𝜕
2

𝑤 [
0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙

2

𝑢𝑘,𝑙

+
1

2

𝜕3𝑤 [
0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑙𝜕𝑢𝑚,𝑛𝜕𝑢𝑘,𝑙

1

𝑢𝑘,𝑙

1

𝑢𝑚,𝑛

= 0 𝑎𝑡 𝑋1 = ±
𝑤

2
 

(22)  

𝛿𝑢
2

= 0 𝑎𝑛𝑑

𝜕
2

𝑤 [
0

𝑢
(𝜀

𝑐𝑟
)]

𝜕𝑢
1,2

𝜕𝑢
𝑘,𝑙

2

𝑢
𝑘,𝑙

+

1

2

𝜕
3

𝑤 [
0

𝑢
(𝜀

𝑐𝑟
)]

𝜕𝑢
1,2

𝜕𝑢
𝑚,𝑛

𝜕𝑢
𝑘,𝑙

1

𝑢
𝑘,𝑙

1

𝑢
𝑚,𝑛

= 0 𝑎𝑡 𝑋
2

= 0 𝑎𝑛𝑑 𝐿/2 

بصورت خودکار برقرار است. بدلیل تعامد بین  22معادله 
1

u  و
2

u :داریم 

(23)  〈
1

𝑢
,

2

𝑢
〉 =

2

𝐿𝑊
∫

0

𝐿

2 ∫
−

𝑊

2

𝑊

2 1

𝑢𝑖

2

𝑢𝑖
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 0, 

 

 توان به شکل زیر نوشت:را می 20های معادلهجواب

 

(24) { 2

𝑢1

= 𝐵1(𝑋1) 𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑠 
4𝜋𝑋2

𝐿
 + 𝐶1(𝑋1) 

2

𝑢2

= 𝐵2(𝑋1) 𝑠𝑖𝑛 𝑠𝑖𝑛 
4𝜋𝑋2

𝐿
   

توانمی 21و  20در معادلات  24با جایگذاری معادله 
2

u  را

. سپس با جایگذاری دبدست آور
2

u  18در معادله  2و معادله 

 :دبدست آور 2εتوان عبارت زیر را برای می

 

(25) 𝜀2 =
∫ ∫  

𝜕3𝑤[
0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙𝜕𝑢𝑚,𝑛

1

𝑢𝑚,𝑛

1

𝑢𝑘,𝑙

2

𝑢𝑖,𝑗

𝑤
2

−
𝑤
2

𝐿
2

0
𝑑𝑋1𝑑𝑋2+

1

6
∫ ∫

𝜕4𝑤[
0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙𝜕𝑢𝑚,𝑛𝜕𝑢𝑝,𝑞

1

𝑢𝑝,𝑞

1

𝑢𝑚,𝑛

1

𝑢𝑘,𝑙

2

𝑢𝑖,𝑗

𝑤
2

−
𝑤
2

𝐿
2

0
 𝑑𝑋1𝑑𝑋2

∫ ∫  
𝑑

𝑑𝜀
(

𝜕2𝑤[
0
𝑢

(𝜀)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙
)|𝜀−𝜀𝑐𝑟    

1

𝑢𝑘,𝑙

2

𝑢𝑖,𝑗
𝑑𝑋1𝑑𝑋2

𝑤
2

−
𝑤
2

𝐿
2

0

 

توان میدان جابجایی می εبا داشتن یک کرنش فشاری مشخص 

u  14روی مسیر تعادل کمانش ستون را با استفاده از معادلات 

توان را نیز می εمتناظر با  F. نیروی اعمال شده دبدست آور 15و

 از معادله زیر بدست آورد:
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(26)  

𝐹 = − ∫
𝜕𝑤

𝜕𝑢1,1
|

 

𝑋2 = 𝐿/2

𝑤
2

−
𝑤
2

    𝑑𝑋1 = 𝐹𝑐𝑟 + 𝜉2𝐹2 + 0(𝜉4), 

نیروی بحرانی برای کمانش ستون است. با ادغام  crFکه در آن 

رابطه  توانمی 2𝜉و حذف متغیر واسطه  26و  15کردن معادلات 

 :نوشترا به صورت زیر  εو کرنش  Fبین نیرو 

(27) (𝐹 − 𝐹𝑐𝑟) ⁄ 𝐹𝑐𝑟 = 𝑆(𝜀 − 𝜀𝑐𝑟) + 𝑜[(𝜀 − 𝜀𝑐𝑟)2],  
 

شیب پس کمانش در نزدیکی نقطه کمانش است  Sکه در آن 

 آیدو از معادله زیر بدست می

(28)           𝑆 =
𝐹2

𝜀2𝐹𝑐𝑟
  

 

برای تأیید این آنالیز پس کمانش، مسیرهای پس کمانش 

در شرایط  FEAبا  27بینی شده توسط معادله پیش

μ/K=0.005    مواد(neo-Hookean تقریبا تراکم )ناپذیر

انتخاب  w/L(.ما سه مقدار را برای 4)شکل  گردیدمقایسه 

  w/L= 0.1 که بیانگر سه حالت کمانش ستون هستند: گردید

 و)کمانش فروجهشی(  w/L= 0.2 )کمانش پیوسته(،

w/L=0.3  .)در هر حالت، کرنش  )کمانش ارتجاعیε  در ناحیه

درصد بالاتر )کمانش پیوسته و  1پس کمانش محدود به 

تر )کمانش ارتجاعی( از کرنش بحرانی فروجهشی( یا پایین

فقط با یک عبارت  27است به نحوی که معادله  crεمربوطه 

ارائه کند. شیب  F( بتواند تخمین دقیقی از نیرو crε-εخطی از )

 w/Lبرای مقادیر مختلف از  27که در معادله  Sپس کمانش 

بدست آورد  28توان با استفاده از معادله تعریف شده است را می

برابر   w/L = 0.2 ، برای02974/0برابر با  w/L= 0.1که برای 

است. در  06/12برابر با  w/L = 0.28برای و برای  -788/5با 

 27بینی شده توسط معادله نتیجه، مسیرهای پس کمانش پیش

های قرمز رنگ( )دایره FEA)خطوط پررنگ آبی( و توسط 

درصد(  02/0مطابقت خوبی با هم دارند )درصد خطای کمتر از 

درصد  5در ناحیه پس کمانش  ε(. حتی اگر کرنش 4)شکل 

افزایش )کمانش پیوسته و  crεنسبت به کرنش بحرانی 

فروجهشی( یا کاهش )کمانش ارتجاعی( یابد باز هم برآوردهای 

برای مسیرهای پس کمانش دقیق هستند )درصد  27معادله 

 درصد(. 3/0خطای کمتر از 

 

(a) w/l = 0.10 

 
 

(b) w/l = 0.20 

 
 

(c) w/l = 0.28 

 
بینی شده مقایسه بین مسیرهای پس کمانش پیش-4شکل 

ها( تحت )نقطه FEAتوسط آنالیز مجانبی )خطوط پررنگ( و 

( aبرای سه حالت کمانش ستون: )   μ/K = 0.005شرایط 

( c( و ) w/L=0.20( فروجهشی )b)، (w/L = 0.10پیوسته )

 (w/L = 0.28)ارتجاعی 
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 FEAهای خمیده در آنالیز مجانبی و مقایسه شکل- 5شکل 

برای سه حالت کمانش ستون:    μ/K = 0.005تحت شرایط 

(a( پیوسته )w/L = 0.10) ،(b( فروجهشی )w/L =0.20 )

(. شکل اول بیانگر شکل اولیه w/L = 0.28( ارتجاعی )cو )

های قرمز و سبز رنگ به ترتیب ستون است در حالی که شکل

 FEAبینی شده توسط آنالیز مجانبی و شکل خمیده پیش

تر درصد بالاتر )پیوسته و فروجهشی( یا پایین 5تحت کرنش 

 )ارتجاعی( از کرنش بحرانی هستند.

آنالیز بینی شده توسط های خمیده پیششکل یننچهمما 

در ناحیه  εکه کرنش  شددر شرایطی مقایسه  FEAمجانبی و 

 0,95crε)پیوسته و فروجهشی( یا  1,05crεپس کمانش به 

بینی شده های خمیده پیش(. شکل5رسد )شکل )ارتجاعی( می

در هر سه حالت کمانش همخوانی  FEAتوسط آنالیز فوق با 

بزرگ است )خصوصا  w/Lدارند. توجه داشته باشید که هرگاه 

-25] 9برای کمانش ارتجاعی(، ستون مطابق نظریه تیموشنکو

شود. علاوه بر این، سطح [ دچار تغییرشکل برشی زیادی می26

هایی که در حالت اول صاف هستند پس از کمانش صاف مقطع

های تیرچه مانند که با فرض تیموشنکو و سایر مدلباقی نمی

 [.27نکو در تضاد است ]استفاده شده در نظریه تیموش

، ابتدا دو w/Lبا  Sبرای بررسی تغییرات شیب پس کمانش 

بررسی مورد  2εو  2Fیعنی  28در معادله  Sکننده پارامتر تعیین

 crε/2ε( و a6)شکل  crF/2F. مقادیر نرمال شده قرار گرفت

 μ/Kهای مختلف و نسبت w/L( برحسب تابعی از b6)شکل 

، هر دو پارامتر w/Lو به این نتیجه رسید که با افزایش  شدرسم 

2F  2وε یابند بصورت یکنواخت از یک مقدار مثبت کاهش می

یک  2εو 2F  =0. اگر رسند. خاص به صفر می L/wو در یک 

کند از مثبت به منفی تغییر می Sمقدار مثبت باشد آنگاه علامت 

از  Sیک مقدار منفی باشد آنگاه علامت  2Fو 2ε  =0ولی اگر 

 کند.نهایت مثبت تغییر مینهایت منفی به بیبی

 

 

 

                                                           
9 Timoshenko 

 
(a) 

 
 

(b) 

 
 

های درجه دوم نرمال شده در آنالیز مجانبی عبارت- 6شکل 

(a نیروی فشاری )F ( وb کرنش فشاری )ε  برحسب تابعی از

های مختلف از مدول و نسبت w/Lنسبت عرض به طول 

ای را نشان ( ناحیهa. شکل داخلی )μ/Kبرشی به حجمی 

 کند.دهد که در آن علامت نیرو از مثبت به منفی تغییر میمی

رسم  μ/Kو مقادیر مختلف از  w/Lبرحسب تابعی از  Sسپس 

، زمانی که ستون  μ/K(. برای تمامی مقادیر 7)شکل شد

𝑤/𝐿)نهایت لاغر است بی << شروع  5/0با  Sشیب   (1

ای اویلر مطابقت های منحنی زنجیرهبینیشود که با پیشمی

، هرچه  μ/K=0.005ناپذیر با  دارد. برای یک ماده تقریبا تراکم

شود کم می Sشود( شیب زیاد می w/Lشود )تر میستون کلفت

باشد چون در  w/L = 0.103ماند تا زمانی که ولی مثبت می

کند. این نقطه، حالت کمانش از پیوسته به فروجهشی تغییر می

مجددا از منفی به مثبت تغییر  w/L = 0.238در  Sعلامت 
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دهنده تغییر حالت کمانش از فروجهشی به کند که نشانمی

با نتایج عددی پیشین  w/L = 0.238ارتجاعی است. این 

بزرگتر است یعنی یک ماده  μ/Kهمخوانی دارد. هرگاه 

 w/Lکند ولی دوبار تغییر می Sپذیرتر داریم، علامت تراکم

 یابد.بحرانی برای تغییر حالت کمانش افزایش می

 

 

(a) 

 
 

(b) 

 
 

برحسب تابعی از نسبت عرض به  Sشیب پس کمانش  -7شکل 

های مختلف از مدول برشی به حجمی تحت نسبت w/Lطول 

μ/K.a) ) نمای( بزرگنمایی شدهbدر ناحیه ) ای علامتS  از

 کند.مثبت به منفی تغییر می

 μ/Kبرای بررسی کامل تأثیر نسبت مدول برشی به حجمی 

( a8های کمانش، یک نمودار فازی )شکل روی تغییر حالت

 -w/Lتا مرزهای بین سه حالت کمانش را در فضای  ه شدکشید

μ/K نتایج نشان داد که د.نشان دهμ/K تواند تبدیل حالت می

کمانش از فروجهشی به ارتجاعی را به عقب بیندازد تا در یک 

w/L  بالاتر رخ دهد ولی نسبتμ/K  تأثیر کمتری روی تغییر

 μ/Kحالت کمانش از پیوسته به فروجهشی دارد. این اثر شدید 

توان به وضوح را می w/Lروی مسیرهای پس کمانش با افزایش 

-F/wμهای ید که در آنها شیب منحنید b-d-8های در شکل

ε  در ناحیه پس کمانش تحتμ/K  مختلف در یکw/L  پایین

ها در یک ( در حالی که این شیبb8تقریبا با هم برابراند )شکل 

w/L شکل(8هایبالا کاملا با هم فرق دارند-c-d) 

 

(a) 

 
 

 (b) w/L= 0.10 
 

 
 

(c) w/l = 0.24  
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 (d) w/L= 0.34 

 

 
( نمودار aهای کمانش. )روی تغییر حالت μ/Kتأثیر نسبت -8 شکل

. خطوط سیاه w/Lو  μ/Kهای کمانش برحسب نسبت فازی حالت

( b-dهای کمانش هستند، )رنگ بیانگر مرزهای بین حالت

مختلف  μ/Kتحت  F/wμ-εکرنش -های نرمال شده نیرومنحنی

 = w/L (b) اند: که از آنالیز مجانبی در شرایط زیر بدست آمده

0.1 ،(c) w/L = 0.24 و 

 (d) w/L = 0.34 

 

 نتیجه گیری-4

های صاف تحت فشار محوری بطور گسترده برای کمانش ستون

های چندین دهه مطالعه شده است. اگرچه رفتار کمانش ستون

بینی شده است ولی رفتار پس کمانش لاغر بخوبی پیش

های عرض به طول بالا )که در آنها های عریض با نسبتستون

شود( بررسی نشده است. غیرخطی هندسی و ماده حیاتی می

که برای یک ستون  میدهدین مقاله، بصورت تحلیلی نشان ا

تواند صاف، افزایش نسبت عرض به طول آن می هایپرالاستیک

حالت کمانش آن را از کمانش پیوسته به فروجهشی و ارتجاعی 

تغییر دهد. برهمین اساس، علامت شیب اولیه پس کمانش نیز 

شود. بت میکند و نهایتا مجددا مثاز مثبت به منفی تغییر می

های ما با استفاده از یک آنالیز مجانبی براساس مکانیک محیط

پیوسته توانستیم شیب اولیه پس کمانش را برحسب تابعی از 

های نسبت عرض به طول ستون تعیین کنیم و سپس نسبت

های کمانش را مشخص عرض به طول بحرانی برای تغییر حالت

مطابقت  FEAسازی هکنیم که این نتایج بخوبی با نتایج شبی

با افزایش نسبت مدول برشی به حجمی که  چنینداشت. هم

پذیری ماده است، تغییر حالت کمانش از کمانش بیانگر تراکم

رود. فروجهشی به ارتجاعی به یک نسبت عرض به طول بالاتر می

های کمانش برحسب نسبت عرض به یک نمودار فازی حالت

نیز رسم شد. اگرچه آنالیز طول و نسبت مدول برشی به حجمی 

-4خاص است )معادله  neo-Hookeanما براساس یک ماده 

نیز نتایج مشابهی  neo-Hookeanهای ( ولی سایر مدل1

توان برای قوانین له را میدارد. چارچوب پیشنهاد شده در این مقا

های ماده دیگر نیز استفاده کرد تا تأثیر انواع غیرخطی ساختاری

کمانش آن مشخص شود. این پژوهش اطلاعات روی رفتار پس 

این  هایکند و یافتهش ستون فراهم میجدیدی درباره کمان

د برای طراحی فرامواد مکانیکی که برای کارکرد توانمی مقاله

 خود به کمانش ستون متکی هستند استفاده شوند.
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