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1. Introduction 

One of the practical factors in the design of structures is 

low weight and high mechanical properties in various 

industries. Sandwich composites can improve the 

challenges of weight reduction and high mechanical 

strength applications in aerospace, marine, automotive, 

and architecture industries.  

This study investigated the free vibration of sandwich 

panel with first shear theory for the thin top-bottom face 

sheets and third shear deformation theory for thick soft-

core. After validating the equations of motion and 

obtaining the free vibration parameters, the effects of 

design parameters, thickness core to top face sheet ratio, 

length to thickness ratio, and volume fraction of fiber-

metal composite are investigated.  

 

2. Equation of motion 

In order to derive the governing equations of motion for 

free vibration analysis of sandwich panel plate, first shear 

deformation theory for upper-bottom face sheets are used. 

Based on the Mindlin-Reissner theory, the components of 

displacement field are: 
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In Equation 1, ut,b, vt,b and wt,b are the components of 

displacement in x, y and z direction, respectively; u0
t,b, v0

t,b 

and w0
t,b are translational components, and u1

t,b, v1
t,b are 

rotational ones.  

The displacement components uc, vc and wc of a 

generic point in the core are related to the mid surface 

displacement u0
c, v0

c and w0
c by:  

In Equation 2, u1
c, v1

c and w1
c functions are rotational; 

the parameters u2
c, u3

c, v2
c, v3

c, w2
c and w3

c are Taylor 

series high-order sentences.  
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Compatibility conditions between face sheets and soft 

core have been established. Therefore, the mentioned  

 

 

conditions have reduced independent variables from 22 

to 16. 
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3. Free vibration solution 

For solving the governing equations the assumed mode 

was used. In this method, the response is considered a two-

dimensional Fourier series form in a harmonic time 

function with unknown coefficients. The responses 

functions should satisfy geometric boundary conditions of 

the problem; so the responses can be expressed as Equation 

3. 
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where m and n are the wave numbers in the direction 

of x and y respectively and 

U0,1
t,b , V0,1

t,b, W0
t,b, U2,3

c , V2,3
c  and W2,3

c  shows the variables 

coefficients of the Fourier series. By substituting Equation 

3 in the equations of motion, problem converts to the Eigen 
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value problem (Equation 4). 

In Equation 4, [M] and [K] are mass and stiffness 

matrices, respectively. 
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4. Numerical results 

In this part, first, the accuracy of the dimensionless natural 

frequency obtained from the proposed equations were 

studied. Then, the effect of volume fraction of aluminum 

layer, length to total thickness ratio, and core-to-face sheet 

thickness ratio was studied. 

 
Table 1. Comparison of dimensionless natural frequency of 

sandwich panel (0/90/core/0/90), a/b=1 and a/h=10 

 

hc/ht present [23] 
err. 
(%) 

[24] 
err. 
(%) 

[25] 
err. 
(%) 

10 1.85 1.85 0.00 1.84 0.54 1.84 0.54 

20 2.15 2.13 0.94 2.13 0.94 2.13 0.939 

30 2.35 2.33 0.86 2.33 0.86 2.33 0.86 

40 2.49 2.47 0.81 2.46 1.22 2.47 0.81 

50 2.58 2.56 0.78 2.56 0.78 2.56 0.78 

Avg.   0.68  0.87  0.79 

 

Table 2. Comparison of the first dimensionless natural 

frequency of square sandwich panel with lay-up 

AL/-θ/θ/Core/θ/-θ/AL, hc/ht=10 and a/h=10 

 

Material vc 
𝜃 

𝜋/6 𝜋/4 

GLAR 

1 14.63 15.60 

0.9 15.81 17.47 

0.8 16.28 18.05 

0.7 16.43 18.23 

0.6 16.43 18.24 

0.5 16.39 18.18 

0.4 16.39 18.15 

0.3 16.47 18.19 

0.2 16.67 18.35 

0.1 17.02 18.65 

CARAL 

1 15.61 17.69 

0.9 17.26 19.17 

0.8 18.14 20.12 

0.7 18.57 20.69 

0.6 18.73 20.97 

0.5 18.71 21.02 

0.4 18.59 20.92 

0.3 18.45 20.71 

0.2 18.34 20.46 

0.1 18.30 20.20 

 

For validating, the proposed equations with different 

conditions were compared with the results of other 

analytical and numerical researches. Table 1 demonstrates 

that the results of the first natural frequency for the core-

to-face sheet thickness ratio differs 1% from the results of 

the exact solution. 

Table 2 shows the first dimensionless natural 

frequencies for volume fraction of two materials GLAR 

and CARAL with two different directions of lay-up. The 

results show that the frequency of CARAL material has the 

highest amount for angle of 45 degree and volume fraction 

in 0.5. 

 

 
Figure 1. Comparison of the first dimensionless natural 

frequency for a square sandwich panel with respect to 

thickness ratio of the core to the top face sheet, the effective 

volume fraction of the composite and a/h=10 

 

Figure 1 shows the dimensionless natural frequency for 

the thickness of the core to the top face sheet ratio with 

volume fraction 1, 0.5 and 0.1 for two types of materials 

of GLAR and CARAL. It is clear that the dimensionless 

natural frequency of AL/Carbon hybrid (CARAL) has 

higher value because of carbon stiffness. 

 

5. Conclusion 

This study investigated the free vibration of a sandwich 

panel with metal/composite hybrid face sheets reinforced 

carbon and glass fibres and a soft core under simply-

support boundary conditions. The obtained results from 

analytical solution revealed that FML with lay-up AL/-

45/45/core/45/-45/AL and volume fraction 0.5 has higher 

natural frequency in comparison with other angles and 

volume fractions. By increasing the thickness of the 

softcore to the face sheet and the ratio of the length 

sandwich panel to total thickness, the effect of the 

aluminium layer decreases. 
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با استفاده از تئوري  پذيرهیبريد فلز/كامپوزيت و هسته انعطاف يهنل با رواارتعاشات آزاد صفحه ساندويچ پ یلتحل
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گاه یهتکو هسته نرم دارای  شده با الیاف كربن و شیشهیتتقو هیبرید فلز/كامپوزیترویه ساندویچی با  ورقمقاله ارتعاشات آزاد  یندر ا  چکیده

ن برای ورق ساندویچی مستطیلی یلتومه اصل و یهچندلا بالای مرتبه تئوری از حاكم، معادلات استخراج برای. است ساده مورد بررسی قرار گرفته
و  از مقایسه پس. ه استاستفاده شد یخط جاییجابههمچنین با فرض به هسته نرم و  رویه كامل اتصال فرض با وبا رویه هیبرید فلز/كامپوزیت 
با  شده، اثرات حجم مؤثر لایه فلز و كامپوزیتاز صحت معادلات استخراجمشابه موجود و اطمینان تحقیقات با نتایج  تصدیق نتایج تحقیق حاضر

دو  یبرا (-45و45( و )0و90چینی )یه، طول به عرض و لایهو ضخامت هسته به رو ضخامت، پارامترهای هندسی نسبت طول به ایچینی زاویهلایه
هیبرید كربن/آلومینیوم در  ،ارتعاشات آزاد نشان داد یج. نتاگرفتسی قرار مورد برر AL 2024 T3 ینیومبا آلوم یبریدشدهو كربن ه یشهشالیاف جنس 
داشته در پنج مود اول  /AL/45-/45core//45/45-ALچینی را در لایهطبیعی ، بیشترین مقدار فركانس 5/0 برابر با( cVكامپوزیت ) مؤثرحجم  نسبت

 .یابداثر لایه آلومینیوم كاهش می ،ضخامت كلاست و همچنین با افزایش ضخامت هسته به رویه و نسبت طول به 
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Free Vibration Analysis of Sandwich Panel Plate with FML Face Sheet and Flexible Core Using 

Third-Order Shear Deformation Theory 
 

Mohammad Heravi          Mohammad Mahdi Khatibi          Alireza Albooyeh 
 

Abstract This paper investigates the free vibrations of a sandwich panel with metal/composite hybrid face sheets 

reinforced with carbon and glass fibers and a soft core with simply-support boundary conditions. To derive the governing 

equations, with third shear deformation theory (TSDT) of multilayers and Hamilton's principle have been used for a 

rectangular sandwich panel with a metal/composite hybrid top and bottom face sheets. It is assumed full connection of 

the face sheets to the softcore and linear displacement. After comparing the results of the present research with similar 

and ensuring the correctness of the extracted equations, the parameters effective, volume fraction metal layer and 

composite with angular layering, the ratio of length to thickness and thickness of the core to the face sheet, length 

sandwich panel to width and the layup (0,90) and (45, -45) for two types of glass and carbon fibers hybridized with AL 

2024 T3 aluminium investigated. The results showed that the carbon/aluminium hybrid with the volume of the composite 

(Vc) equal to 0.5 has the highest natural frequency value in the first five mode shapes with layup AL/-45/45/core/45/-

45/AL. Also, by increasing the thickness of the softcore to the surface and the ratio of length sandwich panel to total 

thickness, the effect of the aluminium layer decreases. 
 

Key Words  Sandwich Panel, Metal/Composite Hybrid (FML), Third-Order Shear Deformation Theory, Angle-ply 

Laminate, Volume Fraction Laminate 
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 1401 ،شمارۀ چهار، چهارمسال سی و      در مکانیکعلوم كاربردی و محاسباتی نشریۀ 

 مقدمه

و  هایی با وزن كمطراحی سازه یکی از فاكتورهای مهم كاربردی،
ترین باشد. از مهمخواص مکانیکی بالا در صنایع مختلف می
ل های ساندویچ پانساختارها برای دستیابی به چنین هدفی، سازه

د اختارهای ساندویچ پانلی از دو رویه و یک یا چنباشند. سمی
یبرید هها، فلزات و یا اند كه معمولاً از كامپوزیتشدههسته تشکیل

ذكر  قابل شود.فلز/كامپوزیت با سفتی بالا برای رویه استفاده می

های های ساندویچی مورد بحث، چالشاست كه كامپوزیت
د ربردهای مختلف ماننكاهش وزن و استحکام مکانیکی بالا در كا

 .[1,2] اندیدهبخشهوافضا، دریایی، خودرو و معماری را بهبود 

طی چند دهه گذشته تحقیقات متعددی برای ارزیابی دقیق  
شده است. پاسخ ارتعاشی ها انجامارتعاشات ساندویچ پانل

-ها و روشصفحات هیبرید فلز/كامپوزیت منجر به توسعه نظریه

ها، مبتنی بر روش ه است. این نظریههای تحلیلی مختلف شد
لاتر جایی با مرتبه باجایی مرتبه اول برشی و جابههكلاسیک، جاب

ل و باشند. در ادامه تعدادی از مقالات در حوزه ساندویچ پانمی

 صفحات هیبریدی بررسی شده است.

 یانحنا دو صففففحه فركانس طبیعی و خیز [3] پاندا و كاتریا 
سی      كامپوزیت هروی با پانل ساندویچ  ساده را برر سته فوم   و ه

ل از ح و برشی  اول مرتبه تئوری از استفاده  با . این مطالعهدندكر
ست. در تحقیقی دیگر رانی    محدود یطریق اجزا شده ا  و انجام 

 دآزا ارتعاشففات برشففی، اول مرتبه تئوری از اسففتفاده با [4] لال
 زا همگن رامواد  ،هسته  و كامپوزیت رویه با پانل ساندویچ  ورق

 شففرای  برای( اول ریشففه سففه) (Chebeshevچبیشففف ) تکنیک
سی  رداریو گ ساده  آزاد، مرزی شان دندكر برر شان  . ای  اب دادند ن
سبت  افزایش سته  ضخامت  ن  گیردار، مرزی شرط  در رویه به ه
 .یابدمی طبیعی افزایش فركانس
 بالای مرتبه تئوری از استفاده با [5] همکارانش و لیوانی 
 آزاد ارتعاشات هسته، به رویه كامل اتصال و فرض افتهیودبهب

 بررسی نرم را هسته و كامپوزیت رویه با پانل ساندویچ استوانه
آزاد و  -صورت گیردارهب مرزی شرای  تحقیق، این در. كردند
 ضخامت داد، با افزایش نظر گرفته شده است. نتایج نشان در ساده

 زاویه در و افزایش انس طبیعیفرك درجه، 40 تا 0 زاویه هسته در
ای دیگر در مطالعه .كاهش یافته است درجه، فركانس 90 تا 40

 مستطیلی صفحه آزاد ارتعاشات [6]خلیلی  و گذارنصیحت
 استفاده كامپوزیت را با رویه و ساده فوم هسته با پانل ساندویچ

 مسئله تحقیق، این در. بررسی كردند برشی بالای مرتبه تئوری از
 یبعدسه حالت ( درDQMروش تفاضلات مربعی ) استفاده از با
دادند،  نشانآنها . گرفتمورد بررسی قرار  مختلف مرزی شرای  و

 افزایش باعث گیردار مرزی شرط و هسته ضخامت افزایش
 .شودطبیعی می فركانس
را بر  یینپاسففرعتضففربه  [7]قدس بین جهرمی و حاتمی  

نه   له فلزی آ  ایاسفففتوا یا  لومینیوماز جنس لو مختلف  یدر زوا
حل عددی )آباكوس(   این مطالعه با اسففتفاده از ؛دندكربررسففی 

 استوانه [8]در تحقیقی دیگر حاتمی و شریعتی  انجام شده است.
 axial cyclicمحوری ) چرخشفففیاری ذبارگ  فولادی را تحت  

loadingآباكوس بررسی  افزارنرمصورت تجربی و عددی در ه( ب
در مدل پوسفففته همسفففانگرد، ییر خطی و     ، حل عددی  دند كر

 كرنش پلاستیک با نتایج آزمایشگاهی تطابق خوبی داشته است.
-هبا استفاده از پرتاب صفحات نازک را [9]حاتمی و همکاران  

 دندقرار دا بالاسرعتآزمایش ضربه مورد  های كروی آلومینیومی
را مواردی همچون قطر پرتابه، سرعت ضربه و ضخامت ورق  و
 .كردندررسی ب

 یانحنا دو صفحه دینامیکی خواص [10] همکارانش ژای و 
 جنس از ساده هسته دو با رویه كامپوزیت و پانل ساندویچ

 یکتکن و برشی اول مرتبه تئوری از استفاده را با ویسکوالاستیک
 فرد و همکاران زادهملکدر تحقیقی دیگر  .بررسی كردند ناویر
 ورق استاتیکی خمش و آزاد تحلیلی ارتعاشات بررسی [11]

 اهرویه مغناطیسی در هوشمند روین لایه با انحنادار ساندویچی
 اعمال بارا  ساده گاهیبا شرط مرزی تکیه فوم جنس از هسته و
 با . در این تحقیق، معادلاتدندكراستاتیکی بررسی  خمشی بار

 ایبر همیلتون اصل و افتهیبهبود بالای مرتبه تئوری از استفاده
 استخراج شد. بار ولینا

 پانل ساندویچ صفحه فركانس اساسی [12] مروزو و لوپاتین 
 و یبرش اول مرتبه تئوری از استفاده را با مركز در جرم اثر تحت

 جنس از رویه تحقیق این در. كردند بررسی ریتز ریلی حل
 صفحه خیز [13] اسزكرینیس .بود ساده فوم هسته و كامپوزیت

 سجن ازدو هسته  ومواد همگن  رویه با پانل ساندویچ یانحنا دو

 اول مرتبه تئوری مقایسه و لایهنیمه تکنیک از استفاده با را فوم
 . كرده است بررسی برشی سوم مرتبه برشی و دوم مرتبه برشی،
های هیبریدی یکی از مواردی است كه رفتار ارتعاشی سازه 

 [14]و همکاران  قابلیت بررسی بیشتری دارد. بنابراین راویشانکار
 Fiber metalارتعاشات آزاد تیرهای هیبرید فلز/كامپوزیت )
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باتی در مکانیکعلوم كاربردی و محاسنشریۀ  1401 ،شمارۀ چهار، چهارمسال سی و        

laminate beam،) شدهیبنددرجه (Functionally graded 

beams) ( و تركیبیHybrid composite beams)  را در دو حالت
. دندكرمحدود بررسی  یدوار و ثابت با استفاده از روش اجزا

ات ییرخطی یک صفحه ارتعاش [15]شوشتری و رضوی 
هیبرید فلز/كامپوزیت را با استفاده از تئوری  یهچندلامستطیلی 

مرتبه اول برشی و روش گالركین مطالعه كردند. رحیمی و 
را با روش  FMLای پاسخ ارتعاشی صفحه دایره [16]همکاران 
 [17]. ایریوندو و همکاران دندكركامل حل  یفرانسیلدمربعات 

كامپوزیتی با الیاف  یهچندلاایی را برای خواص الاستیک و میر
Self-) شدهیتتقوخود  پروپیلنیپلشیشه و هیبریدی با تقویت 

reinforced polypropylene  بررسی كردند. مهندس و همکاران )
را با شرای   FMLپاسخ ارتعاشی یک استوانه جدار نازک  [18]

تئوری لایه كامپوزیت با استفاده از  مؤثرمرزی مختلف و حجم 
چینی متعامد صفر و نود لایه( برای Loveمرتبه اول برشی )

 دست آوردند.به
عددی               یا  حل تحلیلی  عددی  که مراجع مت به این جه  با تو

سی قرار داده        ساندویچی را مورد برر صفحه  شات  اما  ،اندارتعا
ساندویچ پانل با رویه       صفحه  شات آزاد  مطالعات بر روی ارتعا

ستفاده از تئوری مرتبه بالای  FMLهیبرید فلز/كامپوزیت ) ( و با ا
شی برای    و متعامد (Angle-ply laminate) ایچینی زاویهلایهبر

شففده با یتتقواپوكسففی -اپوكسففی و كربن-شففیشففه دو جنسو 
با توجه به  آلومینیوم مورد بررسففی قرار نگرفته اسففت. همچنین 
مجزا صورت  بهلزوم بررسی دقیق اثر لایه آلومینیوم و كامپوزیت  

، برای اولین های هیبریدیبالا بردن دقت محاسفففبات در رویه   و
و ممان اینرسفففی كه وابسفففته به      یند  ابرهای  بار از رواب  تنش 

شد یه كامپوزیت میچندلاضخامت لایه فلز و   شد.   بهره برده، با
له،      قا نابراین، در این م حاكم بر     منظوربه ب عادلات  اسفففتخراج م

دلیل ضخامت كم  هرشی برای رویه ب سازه، از تئوری مرتبه اول ب 
دلیل ضففخامت قابل  هو تئوری مرتبه سففوم برشففی برای هسففته ب

اعتبارسففنجی معادلات،  منظوربهتوجه اسففتفاده گردیده اسففت.  
پارامترهای نسففبت ضففخامت هسففته به رویه و نسففبت طول به  

ست        شده ا سی  لایه فلز و  مؤثرسپس اثر حجم   .ضخامت برر
ضففخامت طول به  هسففته به رویه،پوزیت، نسففبت ضففخامت كام

، نسبت طول به عرض و بررسی دو   ضخامت كل ساندویچ پانل  
بر ارتعاشات ساندویچ پانل با رویه هیبریدی مورد    چینیلایهنوع 

 .مطالعه قرار گرفته است
 

 معادلات حركت

 كرنش-تنش روابط و ييجاجابه ميدان

صفحه  كه این تحقیق مدل هندسی مورد استفاده در (1)در شکل 
ساندویچ پانل مستطیلی متشکل از دو رویه هیبرید فلز/كامپوزیت 

 شده با الیاف شیشه یا كربن و هسته فوم سادهیتتقواپوكسی 
های بالا و پایین و باشد، نشان داده شده است. ضخامت رویهمی

و مجموع ضخامت  chو  th ،bhیب برابر به ترتهسته ساندویچ پانل 
h ست. لازم به ذكر است، برای استخراج در نظر گرفته شده ا

 معادلات فرضیات مسئله به شرح ذیل در نظر گرفته شده است.
 متصففل كاملاًرویه و هسففته و همچنین لایه فلز به كامپوزیت . 1

 باشد.می

یه . 2 ته         رو یک و ایزوترو  و هسففف ماده الاسفففت یب  ها از ترك
 ماده الاستیک و نرم است. صورتهب
نازک و   رویه . 3 به ج ها  كوچک و خطی   صفففورتهب ها  ییجا ا

 باشد.می

 

 
 

 نمایی از ساندویچ پانل مستطیلی مورد استفاده با رویه هیبرید فلز/كامپوزیت  1شکل 
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پذیری هسته، یل انعطافبه دلجهت بررسی معادلات حركت  
-لذا با توجه به ضخامت كم رویه ؛مطالعات دارای پیچیدگی است

های مرتبه اول برشی بر اساس ییجاجابهی بالا و پایین از ها
 استفاده گردید. (1) مطابق رواب  Mindlin–Reissnerتئوری 

 

{

ut,b(x, y, z, T) = u0
t,b(x, y, T) + zt,b u1

t,b (x, y, T)

vt,b(x, y, z, T) = v0
t,b(x, y, T) + zt,b v1

t,b (x, y, T)

wt,b( x, y, z, T) = w0
t,b(x, y, T)

 

(1) 
یی جاجابهیب به ترت t,bwو  t,bu ،t,bvپارامترهای  (،1در رابطه ) 

t,bهستند كه  zو  x ،yهای در جهت محور
0u ،t,b

0v  وt,b
0w جابه-

t,bجایی خطی و 
1u  وt,b

1v  چرخش حول محورهایx ،y  وz  و
T  .هسته و  یت به ضخامت بالایبا عنانیز بیانگر زمان است

های مرتبه ییجاجابهیی در راستای ضخامت، از جاجابهبینی پیش
 استفاده گردید.( 2) سوم برشی مطابق رواب 

 

{
  
 

  
 
uc(x, y, z, T) = u0

c(x, y, T) + zu1
c(x, y, T)

+z2u2
c(x, y, T) + z3u3

c(x, y, T)
vc(x, y, z, T) = v0

c(x, y, T) + zv1
c(x, y, T)

+z2v2
c(x, y, T) + z3v3

c(x, y, T)
wc(x, y, z, T) = w0

c(x, y, T) + zw1
c(x, y, T)

+z2w2
c(x, y, T) + z3w3

c(x, y, T)

 

(2) 
شان  T، (2) در رابطه  و  cu ،cvهای ییجاجابهدهنده زمان و ن

cw های یب در جهت محوربه ترتx ،y  وz باشند كه  میc
0u ،c

0v 
cو 

0w   یی خطی، جا جابهc
1u ،c

1v  وc
1w  چرخش وc

2u،c3u ،c
2v ،

c
3v ،c

2w  وc
3w د سری تیلور هستن های مرتبه بالاتر درییجاجابه

برای دو رویه و یک هسففته  درمجموعبنابراین، مجهولات  ؛[19]
یی خطی برای صفحه  جاجابه-عدد است. رواب  كرنش 22تعداد 

 . [20]باشد ( می3صورت رابطه )هبمستطیلی 
گذاری رواب      با   طه ) ( 2و  1)جا قادیر  3در راب كرنش (، م
 (.4شود )رابطه یم ی ورق بالایی، پایینی و هسته محاسبهبرا
 
 

εx
i =

∂ui

∂x
               εy

i =
∂vi

∂y
                 εz

i =
∂wi

∂z
 

γxy
i = (

∂ui

∂y
+
∂vi

∂x
)              γxz

i = (
∂ui

∂z
+
∂wi

∂x
)  

 γyz
i = (

∂vi

∂z
+
∂wi

∂y
)       i = t, b, c 

(3) 

(

 
 
 
 

εx
i

εy
i

εz
i

γ
xz
i

γ
yz
i

γ
xy
i
)

 
 
 
 

=

(

 
 
 
 

εx0
i

εy0
i

εz0
i

γ
xz0
i

γ
yz0
i

γ
xy0
i
)

 
 
 
 

+ zi

(

 
 
 
 

kx1
i

ky1
i

kz1
i

kxz1
i

kyz1
i

kxy1
i
)

 
 
 
 

 

(4) 
مربوط به  i=tها اسففت كه رویه دهندهنشففان i(، 4در رابطه ) 
-رنشباشد. رواب  كمربوط به رویه پایینی می i=bیی و بالا یهرو
  ی مطابق رواب بعدسه یی هسته بر مبنای حل الاستیسیته    جاجابه
 .[21]نشان داده شده است ( 5)

 

(

εz
c

γ
xz
c

γ
yz
c
) = (

εz0
c

γ
xz0
c

γ
yz0
c
) + z(

kz1
c

kxz1
c

kyz1
c
) + z2 (

kz2
c

kxz2
c

kyz2
c
) 

 

           +z3 (
kz3
c

kxz3
c

kyz3
c
) 

(5) 
 

 پيوستگي شرايط

ها با در این تحقیق، شرای  پیوستگی در فصل مشترک بین رویه     

سته برق  ست ه و  های بالایییی رویهجاجابه مؤلفهبنابراین ؛ رار ا
ترتیب شفففرای  ینابهبرابرند.  باهمهسفففته در فصفففل مشفففترک 

 باشد.می( 6)رابطه  صورتهبپیوستگی 
 

{

uc|
z=
hc
2
= ut|

z=
hc
2

uc|
z=−

hc
2
= ub|

z=−
hc
2

, {

vc|
z=
hc
2
= vt|

z=
hc
2

vc|
z=−

hc
2
= vb|

z=−
hc
2

 

 

{

wc|
z=
hc
2
= wt|

z=
hc
2

wc|
z=−

hc
2
= wb|

z=−
hc
2

 

(6) 
 )1)رواب   صفففورتهب bzو  tzمقدار  (1شفففکل ) با توجه به 
 دست آمد.هب

 

(1( 
t b

ht hc ht hc
z z ( ) z z ( )

2 2 2 2
      

طه  (2)و( 1) با قرار دادن رواب    و در نظر گرفتن   (6)در راب

ی معادلات رواب  سفففازگاری   سفففازسفففادهو پس از  )1)رابطه  
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 ( خواهند بود.8رابطه ) صورتهب
 

u0
c =

1

2
(u0

b + u0
t ) +

1

4
(hb u1

b − htu1
t ) −

hc
2

4
u2
c  

u1
c =

1

hc
(u0

t − u0
b) −

1

2hc
(hb u1

b + htu1
t ) −

hc
2

4
u3
c  

v0
c =

1

2
(v0

b+v0
t ) +

1

4
(hb v1

b − htv1
t) −

hc
2

4
v2
c 

v1
c =

1

hc
(v0

t −v0
b) −

1

2hc
(hb v1

b + htv1
t) −

hc
2

4
v3
c 

w0
c =

1

2
(w0

b+w0
t ) −

hc
2

4
w2
c 

w1
c =

1

hc
(w0

t −w0
b) −

hc
2

4
w3
c 

(8) 
سبه رابطه )   سته به    8با محا ستقل در ه عدد  6( مجهولات م

فت و این امر موجب گردید مجهولات معادلات حاكم      كاهش یا  
 عدد كاهش یابد. 16به  22از 
 

 كرنش-تنش روابط

سبه میدان تنش    كرنش از قانون هوک و رواب  بنیادین-برای محا
ه های هیبرید فلز/كامپوزیت و هسفففتماده ارتوتروپیک برای رویه

صففورت رواب   هب( 3و  2،1ی اصففلی )هادر جهتپذیر انعطاف

 استفاده شده است.( 9)
 

Q11
i =

E1
i (1 − ν23

i ν32
i )

Δνi

Q22
i =

E2
i (1 − ν13

i ν31
i )

Δνi

Q33
i =

E3
i (1 − ν12

i ν21
i )

Δνi

Q44
i = G23

i

Q55
i = G13

i

Q66
i = G12

i

 Q12
i =

E1
i (ν21

i − ν23
i ν31

i )

Δνi

 Q13
i =

E1
i (ν31

i − ν21
i ν32

i )

Δνi

 Q23
i =

E2
i (ν32

i − ν12
i ν31

i )

Δνi

Q21
i = Q12

i

Q31
i = Q13

i

Q32
i = Q23

i

 

 

Δνi = 1 − ν12
i ν21

i − ν23
i ν32

i − ν13
i ν31

i − 2ν21
i ν32

i ν13
i  

(9) 
شان  iدر رواب  بالا   سته می رویه دهندهن شد كه  ها و ه  i=tبا

 مربوط به هسففته سففاندویچ  i=cرویه پایینی و  i=bرویه بالایی، 
ست پانل   های هیبریددر رویه x,y,z؛ جهت انتقال به محورهای ا

مه  . در ادا[20]فلز/كامپوزیت از ماتریس انتقال اسفففتفاده گردید        

و جایگذاری در قانون هوک، ( 5)و ( 4)واب  پس از محاسففبه ر 
 محاسبه گردید. (10)طبق رواب یند ابرتنش 

 

i

i i i

i i i

x x x

i i i

y y y

i i i i

xz xz

zi i

yz yz

ii i
xyxy xy

cc

zz z z

2 3

xz xz xz xz xz

z
yz yzyz yz yz

[Q]

N M

N M

Q 0 (1, z )dz

Q 0

SQ i t, b

N M P 0

Q S R V (1, z , z , z )dz

S RQ V

  

   
   

   
   

   
     
       

  
  

   
      





 

(10) 

 Qخمشفففی،  برایند تنش  M، برایند تنش  N(، 10ر رابطه ) د 

ند تنش  ند های  ( تنشVو  P ،R ،Sنیروی برشفففی و ) برای  برای
 مرتبه بالای برشی را نشان داده است.

 

 حاكم معادلات راجاستخ

در این تحقیق، برای استخراج معادلات حاكم و شرای  مرزی بر   
 .[20]از اصل همیلتون استفاده گردید  (11)طبق رابطه 

 

(11) ∫ δ
t2

t1

(L) dT =∫ (δ
t2

t1

K − δU + δW)Dt 
 

تغییرات انرژی Uانرژی جنبشفففی، تغییراتKكه در آن  

بر   شفففدهاعمال تغییرات كار نیروهای خارجیWكرنشفففی و 

ستم     ست سی شرای  همگن    . ا شی با فرض  تغییرات انرژی جنب

یی و سرعت با توجه به مختصه زمان در شکل كلی جاجابهبرای 

 باشد.می( 12)رواب  صورتبه
 

∫ δ
t2

t1

K = (∫ δ
t2

t1

Kcdt +∑∫ δ
t2

t1

Kidt)

t,b

i

 
 

 = ∫ ∫∫ ρc(u̇cδu̇c + v̇cδv̇c +
Acz

t

0

ẇcδẇc)dAcdzdT 
 

       +{∑∫ ∫ ∫ ρi(u̇iδu̇i + v̇iδv̇i

Aizi

t

0

t,b

i

+ ẇiδẇi)dAidzidT} 

(12) 
های   دهنده هسفففته میانی، رویه     نشفففان b و c ،tهای  اندیس  

یب  به ترت  iو  cهیبریدی بالایی و پایینی اسفففت. همچنین    
 باشند.چگالی هسته و رویه هیبرید فلز كامپوزیت می

 رویهو با دتغییرات انرژی پتانسیل برای یک ورق ساندویچی  
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 بیان گردید. (13)رابطه صورتبه ضخیم نرم و هسته نازک
 

∫ δ
t2

t1

U = ∫ δ
t2

t1

Uc +∑∫ δ
t2

t1

Uidt

t,b

i

 
 

             = ∫ ∫∫ (σzδεz + τxzδγ
xz
+

Acz

t

0

τyzδγ
yz
)cdAcdzdT 

 

              +{∑∫ ∫ ∫ (σxδεx + σyδεy + τxzδγ
xz
+

Aizi

t

0

t,b

i

τyzδγ
yz

 
 

              +τxyδγ
xy
)idAidzidT} 

(13) 
j، (13)در رابطه  

lσ  وj
lε (j=x,y,z; l=t,b,c)  یانگر تنش های  ب

و باشففند وها و هسففته میهای نرمال در رویهنرمال و كرنش

 های برشی خارج از صفحه   های برشی و كرنش بیانگر تنش
ت هستند. لازم به ذكر است برای حالت ارتعاشا    ها و هسته رویه
 باشد.برابر صفر میWآزاد 
 برایندهای تنش ماتریس سفتی سازه وابستگی به ماتریس 

وزیت های لایه فلز و كامپ( دارد؛ به همین دلیل ضخامت10)رابطه 

 مجزا محاسبه شد و اثر دقیق لایه فلز و كامپوزیت در صورتبه
های تنش ماتریس ضمناًدست آمد. هب( 14) رابطه رویه هیبریدی

 .[22]بیان گردیده است  (15)مربوط به هسته در رابطه برایند
 

ii i

0

1

i

x y xz yz xy

i

x y xy

N A B

M B D k

N [N N Q Q Q ]

M [M M 0 0 S ]

    
     

     





 

 

(A, B, D)t =∑∑∫ Q̄jk
tc(1, zt)dzt

hct−hmt
2

−
ht
2

6

k=1

6

j=1

 
 

                  +∑∑∫ Q̄jk
tm(1, zt)dzt

ht
2

hct−hmt
2

6

k=1

6

j=1

 
 

(A, B, D)b =∑∑∫ Q̄jk
bm(1, zb)dzb

hmb−hcb
2

−
hb
2

6

k=1

6

j=1

 
 

                   +∑∑∫ Q̄jk
bc(1, zb)dzb

hb
2

hmb−hcb
2

6

k=1

6

j=1

 

(14) 

c

c

cc

0

1

2

3

c

z xz yz

c

z xz yz

c

yzxzz

c
xz yz

c

h

26 6
c 2 3 4 5 6

jk

j 1 k 1 h

2

N A B D E

kM B D E F

P D E F G k

S E F G H k

N [N Q Q ]

M [M S S ]

R ]RP [P

VS [0 V ]

(A,B,D,E,F,G,H)

Q (1, z, z , z , z , z , z )dz
 



    
    
    
    
    
      











 

 

(15) 

مربوط به ضفففخامت لایه فلز در      mbhو  mth(، 14در رابطه )  
ر دیه كامپوزیتی چندلاضخامت   cbhو  cthرویه بالایی و پایینی و 

ترتیب ضفففخامت كل      هب  th، bhبالایی و پایینی و همچنین    رویه 
 .باشدكامپوزیت در رویه بالایی و پایینی می-لایه هیبرید فلز

صفحات رویه هیبریدی بالا و پایین     سی مربوط به   ممان اینر
 .باشندیم (16رابطه ) صورتبهو هسته مركزی 

 

(I0, I1, I2)
t = ∫ ρct(1, zt, zt

2)dzt

hct−hmt
2

−
ht
2

 
 

                    +∫ ρmt(1, zt, zt
2)dzt

ht
2

hct−hmt
2

 
 

(I0, I1, I2)
b = ∫ ρmb(1, zb, zb

2)dzb

hmb−hcb
2

−
hb
2

 
 

                    +∫ ρcb(1, zb, zb
2)dzb

hb
2

hmb−hcb
2

 
 

(I0, I1, I2, I3, I4, I5, I6)
c = ∫ ρc(1, z, z2, z3, z4, z5, z6) d𝑧

hc

2

−
hc

2

 

(16) 
ماتریس جرم در  عنوانبهبا عنایت به اهمیت ممان اینرسفففی  

مجزا ضففخامت لایه  صففورتبه(16)معادلات فركانس، در رابطه 

یت با قرار دادن درنها كامپوزیت محاسفففبه شفففده اسفففت. فلز و
تغییرات انرژی كرنشففی و جنبشففی در اصففل همیلتون معادلات  

ستقل به  16حركت برای  ست )رواب      متغیر م ست آمده ا  -17د

32.) 
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δu0
t : 

(
1

4
I0
c + I0

t +
I2
c

hc
2
) u0,tt

t +(
1

4
I0
c −

I2
c

hc
2
) u0,tt

b + 

(I1
t −

htI0
c

8
−
htI2

c

2hc
2
) u1,tt

t +(
hbI0

c

8
−
hbI2

c

2hc
2
) u1,tt

b  

+(
I2
c

2
−
hc
2I0
c

8
) u2,tt

c +(−
hcI2

c

4
+
I4
c

hc
) u3,tt

c = 

Nx,x
t + Qxy,y

t −
Qxz
c

hc
 

(17) 
δv0

t : 

(
1

4
I0
c + I0

t +
I2
c

hc
2
) v0,tt

t +(
1

4
I0
c −

I2
c

hc
2
) v0,tt

b + 

(I1
t −

htI0
c

8
−
htI2

c

2hc
2
) v1,tt

t +(
hbI0

c

8
−
hbI2

c

2hc
2
) v1,tt

b  

+(
I2
c

2
−
hc
2I0
c

8
) v2,tt

c +(−
hcI2

c

4
+
I4
c

hc
) v3,tt

c = 

Ny,y
t + Qxy,x

t −
Qyz
c

hc
 

(18) 
δw0

t : 

(
1

4
I0
c + I0

t +
I2
c

hc
2
)w0,tt

t +(
1

4
I0
c −

I2
c

hc
2
)w0,tt

b + 

(
I2
c

2
−
hc
2I0
c

8
)w2,tt

c +(−
hcI2

c

4
+
I4
c

hc
)w3,tt

c  

= −
Nz
c

hc
+ (Qxz,x + Qyz,y

𝑡 ) +
Qxz,x
c + Qyz,y

c

2
+
Sxz,x
c + Syz,y

c

hc
 

(19) 
δu0

b: 

(
1

4
I0
c + I0

b +
I2
c

hc
2
) u0,tt

b +(
1

4
I0
c −

I2
c

hc
2
) u0,tt

t + 

(I1
b +

hbI0
c

8
+
hbI2

c

2hc
2
) u1,tt

b +(−
htI0

c

8
+
htI2

c

2hc
2
) u1,tt

t + 

(
I2
c

2
−
hc
2I0
c

8
) u2,tt

c +(
hcI2

c

4
−
I4
c

hc
) u3,tt

c =Nx,x
b + Qxy,y

b +
Qxz
c

hc
 

(20) 
δv0

b: 

(
1

4
I0
c + I0

b +
I2
c

hc
2
) v0,tt

b +(
1

4
I0
c −

I2
c

hc
2
) v0,tt

t + 

(I1
b +

hbI0
c

8
+
htI2

c

2hc
2
) v1,tt

b +(−
htI0

c

8
+
htI2

c

2hc
2
) v1,tt

t + 

(
I2
c

2
−
hc
2I0
c

8
) v2,tt

c +(−
hcI2

c

4
+
I4
c

hc
) v3,tt

c =Ny,y
b + Qxy,x

b

+
Qxz
c

hc
 

(21) 

(
1

4
I0
c + I0

b +
I2
c

hc
2
)w0,tt

b + (
1

4
I0
c −

I2
c

hc
2
)w0,tt

t + 

(
I2
c

2
−
hc
2I0
c

8
)w2,tt

c +(
hcI2

c

4
−
I4
c

hc
)w3,tt

c  

=
Nz
c

hc
+ (Qxz,x

𝑏 + Qyz,y
b ) +

Qxz,x
c + Qyz,y

c

2
−
Sxz,x
c + Syz,y

c

hc
 

(22) 
 

δu1
t : 

(−
ht
8
I0
c + I1

t −
htI2

c

2hc
2
) u0,tt

t +(−
ht
8
I0
c +

htI2
c

2hc
2
) u0,tt

b + 

(I2
t +

ht
2I0
c

16
+
ht
2I2
c

4hc
2
) u1,tt

t +(−
hbhtI0

c

16
+
hbhtI2

c

4hc
2
) u1,tt

b  

+(−
htI2

c

4
+
hthc

2I0
c

16
) u2,tt

c +(
hthcI2

c

8
−
htI4

c

2hc
) u3,tt

c = 

Mx,x
t + Sxy,y

t +
htQxz

c

2hc
− Qxz

t  

(23) 
 

δv1
t : 

(−
ht
8
I0
c + I1

t −
htI2

c

2hc
2
) v0,tt

t +(−
ht
8
I0
c +

htI2
c

2hc
2
) v0,tt

b + 

(I2
t +

ht
2I0
c

16
+
ht
2I2
c

4hc
2
) v1,tt

t +(−
hbhtI0

c

16
+
hbhtI2

c

4hc
2
) v1,tt

b  

+(−
htI2

c

4
+
hthc

2I0
c

16
) v2,tt

c +(
hthcI2

c

8
−
htI4

c

2hc
) v3,tt

c = 

My,y
𝑡 + Sxy,x

t +
htQyz

c

2hc
− 𝑄𝑦𝑧

𝑡  

(24) 
 

δu1
b: 

(
hb
8
I0
c + I1

b +
hbI2

c

2hc
2
) u0,tt

b +(
hb
8
I0
c −

hbI2
c

2hc
2
) u0,tt

t + 

(I2
b +

hb
2I0
c

16
+
hb
2I2
c

4hc
2
)u1,tt

b +(−
hbhtI0

c

16
+
hbhtI2

c

4hc
2
) u1,tt

t  

+(
hbI2

c

4
−
hbhc

2I0
c

16
) u2,tt

c +(
hbhcI2

c

8
−
hbI4

c

2hc
)u3,tt

c = 

Mx,x
b + Sxy,y

b +
hbQxz

c

2hc
− Qxz

b  

(25  ) 
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δv1
b: 

      (
hb
8
I0
c + I1

b +
hbI2

c

2hc
2
) v0,tt

b +(
hb
8
I0
c −

hbI2
c

2hc
2
)v0,tt

t  

   +(I2
b +

hb
2I0
c

16
+
hb
2I2
c

4hc
2 ) v1,tt

b +(−
hbhtI0

c

16
+
hbhtI2

c

4hc
2 )v1,tt

t 

   +(
hbI2

c

4
−
hbhc

2I0
c

16
) v2,tt

c +(
hbhcI2

c

8
−
hbI4

c

2hc
) v3,tt

c = 

My,y
𝑏 + Sxy,x

b +
hbQyz

c

2hc
− 𝑄𝑦𝑧

𝑏  

(26) 
δu2

c : 

      (−
hc
2

8
I0
c +

I2
c

2
) u0,tt

t +(−
hc
2

8
I0
c +

I2
c

2
)u0,tt

b  

     +(
hthc

2

16
I0
c −

htI2
c

4
) u1,tt

t +(
hbhc

2

16
I0
c −

hbI2
c

4
) u1,tt

b  

     +(I4
c −

hc
2I2
c

2
+
hc
4I0
c

16
) u2,tt

c = − 2Sxz
c  

(27) 
δv2

c: 

       (−
hc
2

8
I0
c +

I2
c

2
) v0,tt

t +(−
hc
2

8
I0
c +

I2
c

2
)v0,tt
b  

      +(
hthc

2

16
I0
c −

htI2
c

4
) v1,tt

t +(
hbhc

2

16
I0
c −

hbI2
c

4
)v1,tt

b  

      +(I4
c −

hc
2I2
c

2
+
hc
4I0
c

16
) v2,tt

c = − 2Syz
c  

(28) 
c

2

2 2c c

c t c bc c2 2

0 0,tt 0 0,tt

2 c 4 c

c cc 2 c 0

4 2,tt

2

c cc

xz,x yz,y

c c c

xz,x yz,y z

w :

h hI I
( I ) w ( I ) w

8 2 8 2

h I h I
(I ) w

2 16

h
(Q Q )

4

(R R ) 2M



     

  

  

 

 

(29) 
δu3

c : 

(
I4
c

hc
−
hcI2

c

4
) u0,tt

t +(−
I4
c

hc
+
hcI2

c

4
)u0,tt

b  

+(
hthc

2

8
I2
c −

htI4
c

2hc
) u1,tt

t +(
hbhc
8

I2
c −

hbI2
c

2hc
)u1,tt

b  

+(I6
c −

hc
2I4
c

2
+
hc
4I2
c

16
) u3,tt

c =
hc
2Qxz

c

4
− 3Rxz

c  

(30) 
 

    +(
hthc

2

8
I2
c −

htI4
c

2hc
) v1,tt

t +(
hbhc
8

I2
c −

hbI2
c

2hc
)v1,tt
b  

    +(I6
c −

hc
2I4
c

2
+
hc
4I2
c

16
) v3,tt

c =
hc
2Qyz

c

4
− 3Ryz

c  

(31) 
c

3

c cc c

t bc 2 c 24 4

0,tt 0,tt

c c

2 c 4 c 2

c c c cc 4 c 2 c

6 3,tt z z

2

c c c cc

xz,x yz,y xz,x yz,y

w :

h I h II I
( ) w ( ) w
h 4 h 4

h I h I h
(I ) w 3P N

2 16 4

h
(S S ) (V V )

4



    

    

   

 

(32) 

سئله شرای  مرزی    ساده در  برای تکیه م  صورت به bو  aگاه 
 :( بیان گردید33رابطه )

i i i i i

0 0 0 x xy

i i i i i

0 0 x x xy

i i i i i

0 0 0 y xy

i i i i i

0 0 y y xy

x 0 :

u v w M S 0

x a

v w N M S 0

y 0

u v w M S 0

y b

u w N M S 0 i t, b



    



    



    



     

 

(33) 
 

 حركت معادلات حل

  (14)حل معادلات حاكم بر مسفففئله، با قرار دادن رواب  منظوربه

دسفففتگاه معادلات حاكم بر     (32)الی( 17)در معادلات ( 16)الی 
حل  منظوربهدسففت آمده اسففت و هسففاندویچ پانل مسففتطیلی ب

معادلات حركت از روش مودهای فرضی استفاده گردید. در این 

ی در یک تابع دوبعدفرم سففری فوریه  صففورتبهروش، پاسففخ 
طوریکه هزمانی هارمونیک با ضرایب مجهول در نظر گرفته شد، ب

  گاه)شرای  مرزی تکیه مسئلهمرزی هندسی توابع مذكور شرای   

راین  بناب؛ ( را ارضففا نماید33)مطابق رواب  bو  aها سففاده در لبه
 بیان گردید.( 34)رابطه  صورتبهه پاسخ نهایی مسئل
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i i

0 0mn

i i

0 0mn

i i

0 0mn

i i

1 1mnI t

i i

1 1mn

c c

f fmn

c c

f fmn

c c

f fmn

u U cos( x)sin( y)

v V sin( x)cos( y)

w W sin( x)sin( y)

u U cos( x)sin( y)
e *

v V sin( x)cos( y)

u U cos( x)sin( y)

v V sin( x)cos( y)

w W sin

 

   
 

  
 

  
   
  
   
 

  
 

  
 
 

m 1 n 1

i t ,b f 2,3
( x)sin( y)

m n

a b

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
   



 

(34) 

فوق،      بطففه  جهففت      m,nدر را موج در   و x,yشفففمففاره 
U0,1
t,b , V0,1

t,b,W0
t,b, U2,3

c , V2,3
c ,W2,3

c   ضففرایب مجهول سففری فوریه
ست كه با قرار دادن رابطه  سئله ، (32)الی( 17)در رواب  (34) ا   م

 شود.مقدار ویژه می مسئلهتبدیل به یک 
 

|[K] − [M]ω2|{χ} = 0 

{χ} = [U0
t , V0

t ,W0
t, U0

b, V0
b,W0

b , U1
t , V1

t, 

U1
b, V1

b, U2
c, V2

c,W2
c, U3

c, V3
c,W3

c]T 
(35) 

ست    ماتریس [K]و  [M]، (35)در رابطه   سفتی ا های جرم و 
سئله كه با حل  ل یچ پانساندو مقدار ویژه، مقدار مربع فركانس  م

 محاسبه خواهد شد.
 

 نتايج و بحث 

دست آمده از هبعد بی بیدر این قسمت، ابتدا دقت فركانس طبیع
سایر مقالات   رای بمعادلات این مقاله با نتایج تحلیلی موجود در 

سپس            ست.  شده ا سی  ساندویچی برر صفحه  سر   تأثیک  یر ك

حجمی لایه آلومینیوم، نسففبت طول به ضففخامت كل و نسففبت   
ضفففخامت هسفففته به رویه برای سفففاندویچ پانل با رویه هیبرید 

 قرار گرفت.فلز/كامپوزیت مورد مطالعه 

 
 سنجي اعتبار

سنجی معادلات   منظوربه  ست بهاعتبار ستخراج    آمدهد در بخش ا
ساندویچ پانل  معادلات حاكم (  90/0هسته/ /90/0لایه ) پنج، یک 

 در  ذكرشدهتحت شرای  مرزی ساده با خواص مکانیکی 

 :[23]در نظر گرفته شده است  (1جدول 
 

 [23]مشخصات مکانیکی رویه و هسته  1جدول 

 

 هسته Graphite/Epoxy ماده

E1(Gpa) 131 00689/0 

E2=E3(Gpa) 34/10 00689/0 

G23(Gpa) 205/6 00345/0 

G13=G12(Gpa) 985/6 00345/0 

ν23 49/0 0 

ν13= ν12 22/0 0 

ρ(kg/m3) 1627 97 

 

برای سففازه   آمدهدسففتبهجی، معادلات سففنتصففح منظوربه 

بعد یبحل شده است. فركانس طبیعی  (1)مورد اشاره در جدول 

ساس ((36)ساندویچ پانل )رابطه  سبه و   شرای  مختلف  بر ا محا

لی تحلین امحققارائه و با نتایج سایر  (3)و جدول  (2)در جدول 

بر مقایسففه شففده اسففت. همچنین میزان خطا   [25-23]و عددی 

 و ارائه گردید.   محاسبه( 36)رابطه  اساس

شاهده  (2)در جدول  كه طورهمان  ست   هشود، نتایج ب یم م د
سبت  ضخامت   آمده در فركانس اول برای ن های مختلف طول به 

 . اختلاف دارد [23]درصد با نتایج حل دقیق  یکحدود 

بت دست آمده فركانس اول برای نسنیز نتایج به (3)در جدول  

درصد  یکحدود  [23]به رویه با نتایج حل دقیق ضخامت هسته 

 ورود با توجه به نحوه حل مسئله یمانتظار  اما اختلاف دارد؛

افزایش ضخامت رویه، اختلاف اندكی بین روش حاضر با نتایج 

 حل دقیق ایجاد شود.
 

(36   )  ω̄ =
ωb2√(ρ/E2)

t

h
 

 

 error =
FR−Fp

FR
∗ 100 

R: reference       P: present        F: frequency 

(37) 

عرض ساندویچ    bفركانس طبیعی سیستم،    ω (36) در رابطه 
مدول الاستیسته عرضی     2Eچگالی رویه ساندویچ پانل،   ρپانل، 
 ضخامت كل ساندویچ پانل را نشان داده است. hرویه و 
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 hc/ht=10و  a/b=1، (core/0/90/0/90)بعد ساندویچ پانل مستطیلی یبمقایسه اولین فركانس   2جدول 

 

a/h درصد خطا [25] درصد خطا [24] خطا درصد [23] حاضر نتایج كار 

10 85/1 85/1 0 84/1 54/0 84/1 54/0 

20 47/3 48/3 29/0 48/3 29/0 46/3 29/0 

30 02/5 04/5 40/0 06/5 79/0 00/5 40/0 

40 45/6 46/6 15/0 46/6 15/0 42/6 47/0 

50 73/7 73/7 0 71/7 26/0 69/7 52/0 

60 86/8 85/8 11/0 84/8 23/0 80/8 68/0 

70 84/9 81/9 31/0 78/9 61/0 76/9 82/0 

80 68/10 64/10 38/0 63/10 47/0 59/10 85/0 

90 40/11 34/11 53/0 33/11 62/0 29/11 97/0 

100 02/12 94/11 67/0 94/11 67/0 90/11 01/1 

 66/0  46/0  28/0 میانگین خطا

 

 a/h=10و  a/b=1، (core/0/90/0/90)بعد ساندویچ پانل یسه اولین فركانس بیمقا  3جدول 

 

hc/ht درصد خطا [25] درصد خطا [24] خطا درصد [23] نتایج كار حاضر 

10 85/1 85/1 0 84/1 54/0 84/1 54/0 

20 15/2 13/2 94/0 13/2 94/0 13/2 94/0 

30 35/2 33/2 86/0 33/2 86/0 33/2 86/0 

40 49/2 47/2 81/0 46/2 22/1 47/2 81/0 

50 58/2 57/2 39/0 56/2 78/0 56/2 39/0 

 71/0  87/0  60/0  میانگین خطا

 

 FMLنتايج ساندويچ پانل با رويه  بررسي

و  a/h=10، hc/ht=10در این قسمت، با در نظر گرفتن نسبت 
a/b=1  و چیدمانAL/−θ/θ/ Core/ θ /−θ/AL  با خواص

، اثرات پارامترهای مختلف شامل (4 جدول شده در یانبمکانیکی 
به ضخامت كل و ، طول رویه اثر ضخامت هسته به خواص مواد،

بر روی  ومكامپوزیت نسبت به لایه آلومینی مؤثرهمچنین حجم 

مورد مطالعه  FMLهای صفحه ساندویچ پانل با رویه فركانس
 قرار گرفت.

 FMLبرای بررسی ارتعاشات صفحه ساندویچ پانل با رویه  

نسبت  صورتبه( را Vc) مؤثراز ابتدا لازم است پارامتر حجم 

یف تعر یهروكار رفته نسبت به حجم كل هحجمی كامپوزیت ب

 مؤثرویه آلومینیوم خالص پارامتر حجم كرد. بر این اساس برای ر

برابر صفر و برای كامپوزیت خالص پارامتر مذكور برابر یک 

( فركانس را بر اساس 38بدست آمد. در ادامه ابتدا طبق رابطه )

بعد و برای دو ماده كامپوزیت الیاف خواص مکانیکی هسته بی

 Glass Laminate Aluminum) شده با آلومینیومیتتقوشیشه 

Reinforced Epoxy) (GLAR)  و كامپوزیت الیاف كربن

 Carbon Laminate Aluminum) شده با آلومینیومیتتقو

Reinforced Epoxy) (CARAL) های و با در نظر گرفتن زاویه

 گردد.( محاسبه و مقایسه می5) در جدول 45و  30
 

(38  ) Ω =
ωb2√(ρ/E2)

core

h
 

عرض ساندویچ   bنس طبیعی سیستم،  فركا ω(، 38در رابطه ) 

 ومدول الاستیسته هسته     2Eچگالی هسته ساندویچ پانل،    ρپانل، 

h دهند.می ضخامت كل ساندویچ پانل را نشان 
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 خواص مکانیکی نمونه هیبرید فلز/كامپوزیت 4 جدول 
 

 ماده
Glass 

/Epoxy 
[26] 

Carbon 
/Epoxy 

[27] 

AL 
2024T3 

[26] 

 هسته

[23] 

E1(Gpa) 50 181 4/72 00689/0 

E2=E3(Gpa) 2/15 3/10 4/72 00689/0 

G23(Gpa) 28/3 78/3 28 00345/0 

G13=G12(Gpa) 7/4 17/7 28 00345/0 

23ν 42/0 49/0 33/0 0 

12ν =13ν 25/0 27/0 33/0 0 

)3(kg/mρ 2500 1627 2700 97 
 

 چینیهلایمربعی با  ساندویچ پانلبعد مقایسه اولین فركانس بی  5  جدول

AL / / / Core/ / / AL    ،10hc/ht=  10وa/h= 

 cv ماده
 زاویه )درجه(

30 45 

GLAR 

1 63/14 00/16 

9/0 81/15 47/17 

8/0 28/16 05/18 

7/0 43/16 23/18 

6/0 43/16 24/18 

5/0 39/16 18/18 

4/0 39/16 15/18 

3/0 47/16 19/18 

2/0 67/16 35/18 

1/0 02/17 65/18 

CARAL 

1 61/15 69/17 

9/0 26/17 17/19 

8/0 14/18 12/20 

7/0 57/18 69/20 

6/0 73/18 97/20 

5/0 71/18 03/21 

4/0 59/18 92/20 

3/0 45/18 71/20 

2/0 34/18 46/20 

1/0 30/18 21/20 

 

 GLARاده بعد ممشخص است فركانس بی كه طورهمان 
 6/0افزایشی و در بازه  6/0 مؤثرتا حجم  45و  30برای زاویه 

یر خواص آلومینیوم فركانس تأث كاهشی و سپس با 4/0الی 
با توجه به  CARALبعد ماده افزایشی شده است؛ اما فركانس بی

درجه تا  30خواص مکانیکی و مدول الاستسیته بالاتر در زاویه 
 مؤثردرجه فركانس تا حجم  45 و برای زاویه 6/0 مؤثرحجم 

 افزایشی و سپس كاهشی گردید. 5/0
جدول    كانس طبیعی دو نوع   (6)در  یه فر مد     چینیلا عا مت
در دو جنس   5/0و  1/0 مؤثر( برای حجم -45و 45( و )90و0)

GLAR  وCARAL     ست. همان شده ا سبه  طور كه مشخص  محا
و مقادیر چینی كم شده ثیر جنس و لایهأاست در فركانس ششم ت

بعد نسففبت به هم اختلاف كمتری دارد؛ همچنین در فركانس بی
یه    CARALبا جنس   5/0ثر ؤ( و در حجم م-45و45چینی )لا

 بینی نموده اسففت اما در مودپیش 5بیشففترین فركانس را تا مود 
با  GLARثیر لایه آلومینیوم در سففازه فركانس أدلیل تهشففشففم ب
 نشان داده است.بیشترین مقدار را  1/0ثر ؤحجم م
برای مطالعه اثر نسبت ضخامت هسته به رویه بر فركانس  

و  5/0، 1عنوان یک پارامتر مهم هب مؤثرابتدا حجم د، بعطبیعی بی
در شکل  CARALو  GLARفرض شد و برای دو جنس  1/0
سبت یت خالص تا ندر كامپوزگردید. نتایج نشان داد، مقایسه ( 2)

مقدار فركانس به مقدار اولیه شش، فركانس، كاهشی و سپس 
 خود نزدیک شده است؛ همچنین تا نسبت هشت، فركانس طبیعی

( از حالت كربن خالص مقدار GLARشه )هیبرید آلومینیوم/شی
فتی یل سبه دلها بیشتری را نشان داده است. ضمناً در تمام نسبت

های (، فركانسCARAL) كربن، نمونه هیبرید آلومینیوم/كربن
 باشد.یمتری را دارا طبیعی بالا

اثر نسبت طول به ضخامت كل ساندویچ پانل  (3)در شکل  
یسه مقا 1/0و  5/0، 1 مؤثربعد با حجم بر روی اولین فركانس بی

شد. نتایج نشان داد، با افزایش نسبت طول به ضخامت كل 
 رمؤثبعد رویه هیبریدی با حجم یبساندویچ پانل، فركانس طبیعی 

های پنج الی ده در مقایسه با كامپوزیت بتدر نس 5/0و  1/0
خالص افزایشی حدود شصت الی سی درصدی داشته است؛ اما 
 برای نسبت بیشتر از ده، مقدار فركانس كامپوزیت خالص با دو

روندی افزایشی و با شیب ثابت داشته  CARALو  GLARجنس 
اپوكسی -است؛ همچنین فركانس رویه هیبریدی الیاف شیشه

 و در نسبت 1/0 مؤثر( با حجم GLARبا آلومینیوم ) شدهیتتقو
طول به ضخامت پنج در مقایسه با كربن خالص، افزایش 

یباً تقردرصدی داشت؛ اما با نزدیک شدن به نسبت هشت، یستب
بعد یبمقادیر برابر و در ادامه به علت سفتی بالای كربن، فركانس 

 كامپوزیت خالص افزایش یافت.
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 a/h=10, hc/ht=10بعد ساندویچ پنل مربعی با یبچینی مختلف بر روی شماره فركانس یهلا اثر  6جدول 
 

 لایه چینی
شمارنده 

 مود
GLAR CARAL 

vc= 5/0  vc= 1/0  vc= 5/0  vc= 1/0  

AL/90/0/core/0/90/AL 

1 95/15 95/16 23/19 83/19 

2 14/29 68/32 07/37 94/38 

3 43/40 44/47 54/52 50/56 

4 49/49 53/57 84/65 67/69 

5 51/59 78/71 92/76 41/79 

6 93/76 02/85 88/81 86/82 

AL/-45/45/core/45/-45/AL 

1 39/16 02/17 03/21 21/20 

2 25/30 79/32 60/40 46/39 

3 27/44 02/48 38/63 88/58 

4 26/50 42/57 53/69 33/69 

5 16/65 50/72 27/81 17/80 

6 68/82 32/85 10/84 35/83 

 

 
 a/h=10كامپوزیت و  مؤثربعد برای ساندویچ پانل مربعی با تغییر نسبت ضخامت هسته به رویه و حجم مقایسه اولین فركانس بی  2شکل 

 

 
 hc/ht=10 كامپوزیت با مؤثرطول به ضخامت كل و حجم  بعد برای ساندویچ پانل مربعی با تغییر نسبتمقایسه اولین فركانس بی  3شکل 
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 hc/ht=10و  a/h=10كامپوزیت با  مؤثربعد برای ساندویچ پانل با تغییر نسبت طول به عرض و حجم یبمقایسه اولین فركانس   4شکل 

اثر افزایش نسبت طول به عرض ساندویچ پانل  (4)در شکل  
 1/0و  5/0، 1 مؤثربعد با حجم لین فركانس طبیعی بیبر روی او

 مقایسه شد. نتایج مطالعه نشان داد، با افزایش نسبت طول به
داشته است؛ بعد كاهش عرض ساندویچ پانل، فركانس طبیعی بی

نسبت به  1/0یر حجمی تأثبا ضریب  GLAR اما برای جنس

حدود افزایش  5/4الی  5/1بین ضرایب  كامپوزیت خالص كربن
با افزایش نسبت طول درصدی داشته است؛ همچنین  30الی  10

 GLARبعد در هر دو جنس های بیبه بعد فركانس 4به عرض 

 كامپوزیتبه هم نزدیک و اثر لایه  1/0در نسبت   CARALو 
 رویه بر فركانس طبیعی كاهش یافت.

 

 گيرييجهنت

رویه هیبرید ارتعاشات آزاد صفحه ساندویچ پانل با  در این مقاله،
( و با استفاده از تئوری مرتبه بالای برشی FMLفلز/كامپوزیت )

شده با یتتقواپوكسی -اپوكسی و كربن-برای دو جنس شیشه
آلومینیوم مورد بررسی قرار گرفت. معادلات حاكم بر سیستم با 

علت ضخامت كم هاستفاده از تئوری مرتبه اول برشی برای رویه ب
علت ضخامت قابل هشی برای هسته بو تئوری مرتبه سوم بر

دست آمد و با محاسبه انرژی جنبشی و پتانسیل و هتوجه، ب
یری در اصل همیلتون معادلات حركت استخراج گردید. قرارگ

لایه فلز و كامپوزیت، نسبت ضخامت هسته  مؤثرسپس اثر حجم 
، طول به عرض و بررسی شماره طول به ضخامت كل ،به رویه

بررسی و  ساندویچ پانل بر ارتعاشات سیستم ینیچلایهمود در دو

 :نتایج زیر استخراج شد
عد، مربوط به لایه   بیشفففترین میزان فركانس طبیعی بی . 1   چینیب

AL/45/-45/core/-45/45/AL    و پنج    5/0 مؤثر  و در حجم
 باشد.میمود اول 

نسففبت به   1/0الی  8/0 مؤثراز حجم  GLARرویه هیبریدی . 2

 افزایش فركانس طبیعی را داشته است.رویه كربن خالص 
ه ب  CARALكامپوزیت، فركانس ماده       مؤثربا رشفففد حجم  . 3

 بیشتر شده است. GLARعلت سفتی بالاتر كربن از ماده 

با  CARALو  GLAR یبریدیههای بعد رویهفركانس بی. 4
 های كامپوزیتی با الیافدر مقایسه با رویه 5/0 مؤثرحجم 
ضخامت  اپوكسی در نسبت-ف كربناپوكسی یا الیا-شیشه

ا درصدی را نشان داده كه ب 50هسته به رویه چهار، اختلافی 
درصد كاهش  10افزایش نسبت به بیست میزان این اختلاف به 

 یافته است.

( با حجم  GLARبعد برای رویه هیبریدی )   مقدار فركانس بی  . 5
سه با كربن خالص افزایش   1/0مؤثر  صدی را   20در مقای در
 نشان داده است. پنجنسبت طول به ضخامت  در

در نسبت طول  GLARفركانس طبیعی بی بعد رویه هیبریدی . 6
درصد را نسبت   30الی  10افزایشی از  5/4الی  5/1به عرض 

 به كربن خالص نشان داده است.  

 

 تقدير و تشكر 
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 1401 ،شمارۀ چهار، چهارمسال سی و      علوم كاربردی و محاسباتی در مکانیکنشریۀ 

  فهرست علائم

h ضخامت ساندویچ پانل 
Top Face (t) رویه بالایی 

Bottom Face (b) رویه پایینی 
Core (c) هسته 

ω̅, Ω  بعدیبفركانس 
 

 واژه نامه 

Fiber Metal Laminate (FML) هیبرید فلز/كامپوزیت 
Volume Fraction (V)  مؤثرحجم 

Glass Laminate Aluminum 

Reinforced Epoxy (GLAR) 

كامپوزیت الیاف شیشه 
 تقویت شده با آلومینیوم

Carbon Laminate Aluminum 

Reinforced Epoxy (CARAL) 
كامپوزیت الیاف كربن 
 تقویت شده با آلومینیوم
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