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د كـه بـا اسـتفاده از روش    باش ـ مـي  واگراهاي  هاي آرام و درهم درون كانال ي عددي جريانساز شبيهنتايج حاصل از  ةاين مقاله ارائ  چكيده
) روشـي اسـت كـه معـادلات     RVMهاي تصـادفي (  ) صورت گرفته است. روش ورتكسRandom Vortex Methodهاي تصادفي ( ورتكس

بدون نيـاز بـه تعيـين سـرعت در      چنين همبندي بر روي هندسه و  كند و بدون نياز به شبكه تابعي از زمان حل مي صورت بهاستوكس را -ناوير
هـاي   شرط اوليه در تحليل جريان به روش ورتكـس  عنوان بهنمايد. سرعت پتانسيل  تمام ميدان سيال، سرعت در هر نقطه از كانال را تعيين مي

آمده است. نتايج حاصل از اين روش با كدنويسـي بـه    دست بهكريستوفل -له با استفاده از تبديل همديس شوارتزتصادفي است كه در اين مقا
 چنـين  هم د.باش ي ميتطابق بسيار خوب ةدهند مقايسه شده است كه نشان Fluentافزار  صورت گرفته و با نتايج نرم Fortranنويسي  زبان برنامه

واگـرا بررسـي   هـاي   عدد رينولدز بر جدايي جريان درون كانـال  تأثيركانال و نيز  زاوية واگرايي تأثيرادفي تصهاي  با استفاده از روش ورتكس
  آمده است. دست بهشده و نتايج بسيار مفيدي 
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Abstract  This paper presents the results of numerical simulations of the laminar and turbulent flows 

inside diverging channels using random vortex methods (RVM). Random Vortex Method is a mesh-free 

method which solves unsteady vorticity equation instead of solving Navier-stokes equations directly to 

determine the velocity field. In this paper, the velocity potential, which is used as the initial condition, is 

derived by the Schwarz-Christoffel mapping. A FORTRAN code is developed to solve the equations and 

good agreement is achieved by comparing the results with the CFD code of the FLUENT. Furthermore, 

the effects of the angle of divergence of the channel and the Reynolds number on the flow separation are 

investigated. 
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  و مروري بر تحقيقات گذشته مقدمه
هاي موفق، دقيق و در عين حـال جـذاب   يكي از روش

آرام و درهم كه در هاي  در بررسي جريان لزج در رژيم
وسيعي از اعـداد رينولـدز مـورد اسـتفاده قـرار       ةگستر
 ـ هاي  گيرد، روش ورتكس مي  ةتصادفي است كه بـر پاي
استفاده  ي جريان لزج درون اجسام مختلف، باساز شبيه

از تئوري جريان پتانسيل و صفر نمودن سرعت مماسي 
و هـا   روي ديواره (شرط عدم لغزش) توسـط ورتكـس  

عمـودي سـرعت توسـط     ةلف ـؤصفر نمـودن م  چنين هم
  پذيرد. صورت ميها  تصاوير ورتكس

تصـادفي  هـاي   ورتكسهمانند هر روش عددي، روش 
ان فـراو هـاي   ها و معايبي دارد. از بين مزيـت  نيز مزيت

  توان به موارد زير اشاره نمود: اين روش مي
ي جريان سيال، نياز بـه  ساز شبيهدر اين روش براي  -1

مورد نظر نيسـت در حـالي    ةشبكه بندي بر روي هندس
بنـدي   همواره نيازمند شبكه CFDمتداول هاي  كه روش

 را روشروش ايـن  د. نباش ـ مـي  دقيق بـر روي هندسـه  
 .[1] انندخو نيز مي) Meshless(بدون مش 

جاي اسـتفاده از متغيرهـاي اصـلي     در اين روش، به -2
انتقــال  ةنظيــر فشــار و ســرعت، از ورتيســيته و معادلــ

اسـتفاده  ) Vorticity Transport Equation(ورتيسـيته  
توان حركت سيال را بدون اطلاع  رو مي شود و ازاين مي

 ي نمود.ساز شبيهاز ميدان سرعت يا فشار، 

 ةجريان سيال در گسـتر  يكان بررسدر اين روش ام -3
آرام و درهم هاي  وسيعي از اعداد رينولدز، اعم از رژيم

 ميسر است.

ي جريان درهـم  ساز هاي شبيه در اين روش به مدل -4
و اسـتفاده از معـادلات كمكـي نيـاز      K-ωو  K-ζنظير 
 باشد. نمي

انتقال ورتيسـيته   ةجايي كه در اين روش معادل از آن -5
گيـرد،   با ديدگاه لاگرانژي صورت مـي  و حركت ذرات

 -غيرخطي معادلات نـاوير هاي  مشكلات مربوط به ترم
تـوان معـادلات حـاكم را     مي رود و مي استوكس از بين

 اي حل كرد. لحظه صورت به

سـازي در معـادلات    گونـه سـاده   در اين روش هيچ -6
 وجود ندارد.

ايــن روش، حــل  ةبرجســتهــاي  يكــي از مشخصــه -7
 بع زمان است.معادلات تا

جايي كـه در ايـن روش از ديـدگاه لاگرانـژي      از آن -8
سـرعت  هـاي   شود، در مناطقي كـه گراديـان   مي استفاده

سـادگي   تـوان توزيـع سـرعت را بـه     مـي  بزرگ دارنـد، 
 آورد. دست به

توان مناطق بزرگ چرخشي را قابل  مي با اين روش -9
 مشاهده نمود.

 ـ ةشـمرده شـد  هـاي   عليرغم تمام مزيت    ن روشاي
توان دست كم بـه دو مـورد اشـاره كـرد كـه جـزء        مي

  معايب اين روش است:
دليل طبيعت لاگرانژي اين روش، زمـان محاسـبه    به -1

 بسيار طولاني خواهد بود.

هـاي   بعدي و جريان سههاي  اين روش براي جريان -2
 محوري كاربرد ندارد.

حـل   بـراي تصـادفي  هـاي   روش عددي ورتكـس   
عدي و تابع زمان سيالات غيرقابـل  معادلات حركت دوب

 آرام و درهـم بـه خـدمت گرفتـه    هاي  تراكم در جريان
ورتيسيته  ةاساس اين روش مبتني بر حل معادلشود.  مي

اپراتور كرل  تأثيروابسته به زمان است كه اين معادله از 
)Curl Operator (ــاوير اســتوكس و -روي معــادلات ن

  .[1] شود مي پيوستگي حاصل ةادغام آن با معادل
شرط عدم لغزش يا صفر بودن سرعت نسبي روي   

شرط مرزي حـل   عنوان بهديواره در هر لحظه از زمان، 
هـاي   د. در روش ورتكسباش مي معادلات جريان سيال

مماسـي سـرعت    ةلف ـؤمنظور صفر كـردن م  تصادفي، به
روي ديواره، تعدادي ورتكس با چرخش ثابت و معـين  

ديـدگاه  هـا بـا    ورتكـس  گردد كه حركت ايـن  مي توليد
و براسـاس دو  ) Lagrangian Description(لاگرانـژي  
و پخــــش ) Convection(يي جــــا جابــــهمكــــانيزم 

)Diffusion ([1] گيرد مي صورت.  
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حركـت هــر ورتكــس ناشـي از ســرعت پتانســيل     
اي القـا شـده    لحظـه هاي  علاوه مجموع سرعت هب ،سيال

هـا در   تصـاوير آن  چنين همديگر و هاي  توسط ورتكس
د. بـه همـين ترتيـب    باش ـ مـي  مركز ورتكس مورد نظر

در هر نقطه از سيال نيز بـا اسـتفاده از    اي لحظهسرعت 
هـا،   القـا شـده توسـط ورتكـس     اي لحظـه  هـاي  سرعت

هـا و سـرعت پتانسـيل عبـوري از آن نقطـه       تصاوير آن
  آيد. مي دست به

ها در تمام محيط اطـراف خـود و    حركت ورتكس  
 مؤلفـة نماينـد.   مي سرعت القايي ايجادديواره،  چنين هم

عمودي سرعت القايي روي ديواره با استفاده از تصوير 
گـردد.   مـي  ها با چرخش ثابت و معكوس صفر ورتكس

گيـرد. در   مـي  اين عمل در هر لحظه از زمـان صـورت  
نهايت توزيع ورتيسيته، جريان سيال لـزج را در حالـت   

  نمايد. مي يساز شبيهآرام و درهم با گذشت زمان 
 [2]تصادفي را به چورين هاي  ورتكسروش  ةارائ  

)Chorin ( منظـور   دهند كـه بـه   مي نسبت 1973در سال
مدل كردن جريان درهم اطراف يك استوانه مطرح كرد. 

منظور وارد نمودن  به [3] 1978او اين روش را در سال 
مرزي، اصلاح  ةشرايط مرزي در محاسبات و تحليل لاي

گـذاري   تصـادفي نـام  هاي  ورتكسوش نمود و آن را ر
تصـادفي   هـاي  ورتكسنمود. از اين پس بود كه روش 

يـك روش عـددي بـراي حـل      عنـوان  بهجاي خود را 
جريان باز كرد. تحقيقـاتي راجـع بـه افـزايش دقـت و      

ــم ــل  ه ــن روش توســط بي ــي اي ــدا  )Beal( گراي و مج
)Majda ()  ( و توسط بنفاتو) [4]1981سالBenfatto( 

ــويرن ــال  () Pulvirenti(تي و پول ــام  [5] )1984س انج
(سـال   )Kenneth( و كنـت  )Ghoniem( قونيم گرفت.
هـاي   ، با استفاده از اين روش، اختلاط لايـه [6] )1986

 ةو در ناحي ـ نـد مرزي داخل يك كانال را بررسـي نمود 
ايـن روش   دنـد. كربرشي را محاسبه هاي  اختلاط، تنش
وي سـيلندر  ر )1989(سـال   [7] )Cheer(توسط چيـر  

ــدزهاي  ــا حركـــت  9500و  3000دوار و در رينولـ بـ
و  )Gagnon( گاگنون كار گرفته و كامل شد. اي به ضربه

بـا اسـتفاده    [1]) 1993(سال ) Giovannini(جيووانيني 
ي عـددي و تجزيـه و تحليـل    ساز شبيهاز اين روش به 
چرخشي با رينولـدز بـالا در كانـال     هاي فيزيكي جريان
  هاني پرداختند. با انبساط ناگ

توان بـه كتـاب منتشـر     مي در ميان تحقيقات اخير،  
و كوموتســـكاس  )Cottet( شـــده توســـط كاتـــت  

)Koumoutskos () روش  ةدربــــار [8] )2000ســــال
و  )Mortazavi( مرتضـــوي اشـــاره نمـــود. ورتكـــس
يـك جـت    [9]) 2001(سال ) Giovannini(جيووانيني 

تركيبـي از  كمـك   دوبعدي را در عدد رينولـدز بـالا بـه   
دفي و روش المان محدود مدل تصا هاي ورتكسروش 
تـوان تحقيقـات راماچانـدران     چنـين مـي   هـم اند.  نموده

)Ramachandran () را در خصـوص   [10] )2004سال
ي جريان سيال در كانال با انبسـاط ناگهـاني و   ساز شبيه

تصادفي بيان هاي  ورتكسنيز بر روي استوانه به روش 
  كرد.
ته در ايــران تحقيقــات و مطالعــات گذشــ ةدر دهــ  

تصـادفي صـورت   هـاي   ورتكسروش  ةخوبي در زمين
بــا  ]11[ )1379(ســال  گرفتــه اســت. كربــاس فــروش

ي جريـان آرام و درهـم   ساز شبيهاستفاده از اين روش، 
نـوري و   داخل كانال با انبساط ناگهاني را بررسي نمود.

بــه تحليــل ديناميــك    ]12[) 1382(ســال شــادمان 
در جريان تراكم ناپـذير بـا    ةها حول استوان بابميكروح

ــتفاده از روش  ــاي  ورتكــساس ــد.ه  تصــادفي پرداختن
حل عددي جريان لـزج   ]13[ )1385(سال  سبزپوشاني

همراه اسپويلر بـا اسـتفاده از روش    بهرا اطراف ايرفويل 
تصادفي و تبديلات همديس متوالي بيـان  هاي  ورتكس

 ةبـه محاسـب   ]14[ )1387(سـال   ظفرمند و كهرم نمود.
رينولدز در جريان پشت (دنباله) و روي يـك  هاي  تنش

ــتفاده از روش      ــا اس ــتطيلي ب ــع مس ــا مقط ــتوانه ب اس
 ميرمفيـدي  چنـين  هـم تصادفي پرداختنـد.  هاي  ورتكس

ي جريان لزج مغشـوش در  ساز شبيه ]15[ )1387(سال 
اطراف استوانه را با استفاده از الگوهاي جريان پتانسيل، 

هـاي   ورتكـس هـا بـا اسـتفاده از روش     و چاه ها چشمه
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جريـان   ]16[ )1388(سال  قديرزاده تصادفي بيان نمود.
لزج مغشوش در اطراف ايرفويل بيضوي را بـا اسـتفاده   

 چنـين  هـم تصادفي بررسي نمود. هاي  ورتكساز روش 
بـه بررسـي جريـان    ] 17[) 1388(سال كهرم  ظفرمند و

يـك كانـال بـا    حباب) داخل -توربولنس دوفازي (مايع
نـرخ جـدايي فازهـا بـا اسـتفاده از       ةو محاسب Tاتصال 
(سـال  تـديني   تصـادفي پرداختنـد.  هاي  ورتكسروش 
به بررسي ميدان جريـان آرام و درهـم در   ] 18[) 1388

هـاي   ورتكـس داخل يـك حفـره بـا اسـتفاده از روش     
ي سـاز  شبيه ]19[ )1389(سال  زابلي تصادفي پرداخت.

استوانه متوالي را با اسـتفاده از   جريان درهم بر روي دو
  تصادفي بيان نمود.هاي  ورتكسروش 

  
  معادلات حاكم

 ـ  همان حـاكم بـر    ةطور كه گفته شد اساس كـار و معادل
 ـ هاي  روش ورتكس  انتقـال ورتيسـيته   ةتصـادفي، معادل

اپراتـور كـرل روي    تـأثير د كـه ايـن معادلـه از    باش ـ مي
ــاوير  ــادلات ن ــا معا  -مع ــام آن ب ــتوكس و ادغ ــاس  ةدل

چه كه در اين  شود. آن مي ناپذير پيوستگي حاصل تراكم
 ـ   مي قسمت بيان انتقـال   ةگردد، چگـونگي يـافتن معادل

  د.باش مي ورتيسيته
معادلات حاكم بر جريان سيال نيـوتني و غيرقابـل     

ند باش ـ مي استوكس -تراكم، معادلات بقاي جرم و ناوير
 نظر از نيروهـاي جسـمي). اگـر در معـادلات     (با صرف

اسـتوكس در حالـت دوبعـدي، بـردار سـرعت       -ناوير
 V u,v  توسط سرعت مرجعU

، بردار موقعيـت  
 X x, y    توسط طـول مرجـعH،    زمـان توسـط

H

U

بعـد   بعد شوند، فرم بي بي 2ρUفشار توسط  Pو  

  :[20]زير بيان خواهد شد  صورت بهاين رابطه  ةشد
  

 )1(  2V 1
V. V P V

Re

      


 

  

Uفوق  ةدر رابط H
Re 


عدد رينولدز است كه در آن  

μ از: شرايط مرزي عبارتندد. باش مي لزجت ديناميكي  
  

  بر روي ديواره      )2( V 0,0  
  

  ورودي كانال      )3( V 1,0  

  

كميتي برداري است كه با بررسي ميـدان   ةورتيسيت  
ي سـاز  شـبيه خـوبي   توان جريان سيال را به مي ورتيسيته

  :[20] شود مي زير بيان صورت بهنمود. بردار ورتيسيته 
  

)4(  V curl V    
  

د كـه از  باش مي بردار سرعت سيال Vدر اين رابطه   
ترتيـب   تشكيل شده اسـت كـه بـه    wو  u ،vهاي  مؤلفه

  باشند. مي zو  x ،yسرعت در راستاي 
زير  صورت بهبراي حالت دوبعدي بردار ورتيسيته   

  :[1] خواهد بود
  

)5(   v u
V 0,0, 0,0,

x y

           
 

  

تفاده از روابط بردارهـا و مشـتق مـادي بـراي     با اس  
اپراتـور كـرل روي ايـن رابطـه و بـا       تأثيرو  )1( ةرابط
به اين كه كرل هر كميت اسـكالر صـفر اسـت و     توجه
بقاي جرم سـيال غيرقابـل    ةبا استفاده از معادل چنين هم

V.تراكم ( 0 ـ   ةانتقـال ورتيسـيت   ة)، در نهايت معادل
  خواهد آمد: دست بهزير  صورت بهدي دوبع

  

)6(  21
V.

Re

     


 
  

بـردار   Vبـردار ورتيسـيته،    ωكه در ايـن معادلـه     
چه كـه در   د. آنباش مي عدد رينولدز Re سرعت سيال و

اين معادله بسيار مورد توجه و بـا اهميـت اسـت عـدم     
د؛ ايـن  باش ـ مي ر معادلهمجهول د عنوان بهحضور فشار 
ورتيسـيته و جريـان   هاي  كند كه ميدان مي موضوع بيان
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 سيال بدون نياز به ميدان فشار و يافتن آن، قابل محاسبه
  ند.باش مي

 هاي دائم جريان در گامدر اين روش، معادلات غير  

گام تقسيم  هر گام زماني به دو نيم .شوند مي زماني حل
 اص خــود را داراكــه هــر كــدام ســاختار خــ شــود مــي
گام زمـاني اول كـه اثـرات لزجـت در آن      ند. نيمباش مي

 يي طـي جـا  جابهمكانيزم  ةوسيل شود به مي ناديده گرفته
گام زمـاني دوم اثـرات لزجـت     گردد و سپس در نيم مي
ورتكـس توسـط   هاي  حركت تصادفي حباب صورت به

شود كه به همين علـت بـه    مي داده تأثيرمكانيزم پخش 
. [8] شـود  مي تصادفي گفتههاي  روش گرابهاين روش، 

) 6 ةانتقال ورتيسيته (رابط ةاين دو مرحله در حل معادل
  :[1] گردند مي زير بيان صورت بهترتيب  به

  

)7(  V. 0
   


 

)8(  21

Re

   


 

   

هـاي   انتقال ورتيسيته با جمع حـل  ةحل كلي معادل  
  آيد. مي دست به )7و  8(روابط 

يي لاگرانـژي تعـداد   جـا  جابـه  ةوسـيل  به )7( ةرابط  
هسـتند) حـل    ωزيادي ورتكس (كه در واقـع توزيـع  

و  د. اين حل با كمك تعريـف تـابع جريـان    شو مي
زيـر   صـورت  به) Biot-Savartساوارت ( -قانون بايوت

  :[1] است
  

)9(       V X K X X X dX      

  

ــ   ــوق ةدر رابط dXف dxdy   وK ــ  ــل رابط  ةكرن
 زيـر بيـان   صـورت  بـه د كـه  باش مي پواسون تابع جريان

  :[1] شود مي
  

)10(       
2

y, x1
K X K x, y

2 r


  


 

2فوق  ةدر رابط   2 2r x y  9رابطـة ( باشد.  مي( 
دهد. با استفاده از  سيته ربط ميسرعت را به توزيع ورتي

 Kelvin-Holmholtzهلمهـــولتز ( -تئـــوري كلـــوين

Theory( تــوان يــك فــرم لاگرانــژي از  مــي) 7رابطــة( 
. بدين منظور اگـر  [1] داشت 0X ,   اي  موقعيـت ذره

گـذرد و   مي 0X ةاز نقط  ةباشد كه در لحظ 0ω X 
0توزيع ورتيسيته در لحظه     باشد، در اين صـورت

  معادل است با: )7رابطة (
  

)11(        0 0 0X , X X ,0        

  

 [1] آيد مي دست بهزير  ةفوق از حل معادل ةدر رابط:  
  

)12(      0 0

d
V X,       ,   X ,0 X

d

     


 

    

انتقــال حركــت،  ةايــن توصــيف لاگرانــژي معادلــ  
مشكلات مربوط به عبارات غيرخطي معـادلات حـاكم   

كنـد.   مـي  اسـتوكس را برطـرف   -يعني معادلات نـاوير 
ــي )12رابطــة ( ــ سيســتمي متشــكل از ب  ةنهايــت معادل

منظور كـاهش تعـداد ايـن     ديفرانسيلي معمولي است. به
سيل به تعدادي محدود، ميدان ورتيسيته معادلات ديفران
تشـكيل   منظـور  بهكوچك سطح و هاي  به تعدادي المان

شـود. هـر كـدام از ايـن      مـي  ورتكس تجزيههاي  المان
) ثابـت و محـدود   Circulationها يك چـرخش (  المان

max نمايند. مفهوم چرخش بر روي يـك   مي را منتقل
  :[20] شود مي زير بيان ةسطح بسته با رابط

  

)13(  V.dI ∮  
  

يـك المـان جـزء از سـطح بسـته       ةكنند بيان dIكه   
المان بـا سـطح    Nها به  مربوط به ديواره Aاست. سطح 

شـود و چـرخش هـر المـان بـا       مـي  تقسيم δAمقطع 
 سـبه زير محا ةاستفاده از تعريف اصلي چرخش از رابط

  :[1] گردد مي
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)14(     
i

 

i i i

A

x, y dA X A


        

    

منفـرد مركـز هـر ورتكـس،      ةحذف نقط ـ منظور به  
توزيع ورتيسيته در هر المان بر اساس يك تـابع هسـته   

)Core Function ( با شعاع محدودδ  [1] دشو ميبيان. 
قسـمي   د بهمختلفي داشته باشهاي  تواند فرم مي اين تابع
طبـق  منفرد در مركز ورتكس را از بـين ببـرد.    ةكه نقط
، بـا  Bernard ([1]) و برنـارد ( Chorinچـورين (  ةنظري

استفاده از تابع هسته، توزيع ورتيسـيته بـه شـكل زيـر     
  شود: مي تقريب زده

  

)15(     
N

i
i 1

x, y f x, y


    

  

شـعاع   δتابع هسته و همان  fفوق  ةكه در رابط  
هر ورتكس است. تابع هسـته تـابع شـعاعي و متقـارن     

، سرعت )9رابطة (در  )15رابطة (گذاري  است. با جاي
 دسـت  بهزير  صورت بهالقا شده توسط ميدان ورتيسيته 

  :[1] آيد مي
  

)16(  
   

N

i
i 1

V x, y K x x , y y


      

 
N

i
i 1

K X X


     

  

  فوق داريم: ةكه در رابط
  

)17(     
2

y, x1 r
K x, y K

2 r

       
 

  و

)18(     
r

0

K r 2 rf r dr   

  

ه از تــابع هســته توزيــع دكــه بــا اســتفا نتيجــه ايــن  
و  شـود  مـي ورتيسيته در داخل المان ورتكس مشخص 

سرعت در مركز هر ورتكس مقدار محـدودي خواهـد   
زيـر   صـورت  بـه  اولين بـار توسـط چـورين    fشد. تابع 

بـه همـين فـرم انتخـاب      و معمـولاً  پيشنهاد شده است
  :[1] دشو مي

  

)19(  
 

1
     , r

f r         ,  2 r
0         , r

   
  

 

  r      , r
K r

1       , r

 
   

 

  

ها توسط تعداد محـدودي از   حال حركت ورتكس  
 لاگرانـژي صـورت   صـورت  بـه معادلات ديفرانسـيل و  

  گيرد: مي
  

)20(   
N

j
i j i

i 1

dX
K X X    , j 1, , N

d 


    
   

  

، سـرعت  )20رابطة (در  )17رابطة (گزيني  با جاي  
 Nآيـد. اگـر    مـي  دست بهام  jورتكس القا شده بر روي 
ــداد ورتكــس ــا،  تع wه u iv   ــتلط و ــرعت مخ س

z x iy   ــه iموقعيــت مخــتلط ك 1   ،باشــد
  ها بـر روي ورتكـس   سرعت القا شده از سوي ورتكس

j 3-1]14و17 [ آيد مي دست بهزير  ةام از رابط,:  
  

 

)21(     
N

i j i

j
i 1 j ij i
i j

i z z 1
w z

z z2  max z z ,


  


    

  

wفـوق   ةكه در رابط ـ   u iv     مـزدوج سـرعت
 سيركولاسيون هـر ورتكـس   iشعاع و  w، δمختلط 

ي صـفر كـردن سـرعت عمـودي بـر روي      د. براباش مي
 كريسـتوفل اسـتفاده  -ديس شـوارتز  ديواره، از انتقال هم

داخلـي آن را كـه در    ةشود. اين انتقال كانال و ناحي ـ مي
بـالايي   ةقرار دارد به روي محور حقيقي و نيم z ةصفح

نگارد. براي از بين بردن سرعت قائم  مي tصفحه انتقال 
 صوير ورتكـس اسـتفاده  ها از ت القا شده توسط ورتكس

سرعت مماسي بر روي ديـواره باشـد،    Usشود. اگر  مي
از بين بردن ايـن سـرعت    برايسيركولاسيون مورد نياز 

  :[1] عبارت است از
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)22( 
sU .ds  ∮  

  

جهـت ممـاس بـر سـطح ديـواره       sفوق  ةدر رابط  
هـا بـه خـاطر صـفر شـدن       است. بدين ترتيب ورتكس

آينـد و توسـط    مي وجود روي ديواره بهسرعت لغزشي 
 مكانيزم پخـش از ديـواره جـدا و وارد جريـان اصـلي     

بعد توسط هر دو مكانيزم پخـش   ةشوند و در مرحل مي
  دهند. مي يي به حركت خود ادامهجا جابهو 

يي جا جابه) با 8 ةدومين گام انتقال ورتيسيته (رابط  
 ها براساس يك متغير تصادفي گوسـي  تصادفي ورتكس

توسـط تـابع    )8رابطـة ( بعـدي   گيرد. حل يك مي انجام
  :[1] شود مي زير بيان صورت بهگرين 

  

)23(   
1

2
2Re Re

Gr x, exp x
4 4

            
 

  

با تابع چگالي احتمال متغير گوسـي بـا متغيـر     كه دقيقاً
 σ، مقدار متوسط صفر و انحراف از معيـار  ηتصادفي 

  :[1] يكسان است
  

)24(   
1

2
2

2 2

1 1
P , exp

2 2
              

 
  

توان دريافت كـه ايـن    مي اخير ةدو رابط ةبا مقايس  
2يكسانند اگر  دو معادله كاملاً

Re

    باشد. در حالـت
حـل   بنـابراين  اسـت. دوبعدي نيز همين حكـم صـادق   

پخــش انتقــال ورتيســيته عبارتســت از دو     ةمرحلــ
متغيرهاي تصـادفي  يي عمود بر هم كه در واقع جا جابه

با توزيع گوسي، مقدار متوسط صفر و انحراف از معيار 
2

Re

   هستند كه [1] دباش مي گام زماني.  

اي ورتكـس در يـك گـام زمـاني      انتقال كلي المان  
يي و جـا  جابـه جمع دو تغيير مكـان حاصـل از    ، از

گيرد. بنـابراين اگـر    مي پخش صورت jZ    موقعيـت
باشـد، موقعيـت آن در زمـان     ام در زمـان  jورتكس 
   [1] آيد مي دست بهزير  ةاز رابط:  

  

)25(    j j j jZ Z w      
  

كه در اين رابطـه  
j x yi      وx  و

y   متغيرهـاي
 دسـت  بـه زيـر   ةنيز از رابط ـ wتصادفي گوسي هستند. 

  :]14[ آيد مي
  

)26(  
 jw z   

       
N N

j i j i p j j
i 1 i 1
i j

w t , t w t , t  w t F t
 


 
   
  

   

  

القـا  هاي  اول مجموعه سرعت ةوق جملف ةدر رابط  
است ام  jها بر روي ورتكس ةورتكس ةشده توسط كلي

دوم مجموعـه   ة، جمل ـباشـد  مـي  )21رابطـة ( كه همان 
ها بـر   ورتكس ةالقا شده توسط تصاوير كليهاي  سرعت

سوم مقدار سرعت پتانسـيل   ةام و جمل jروي ورتكس 
مختصـات   t چنـين  هـم ند. باش ـ يم ـ jz ةعبوري از نقط

و  tمـزدوج   tانتقـال،   ةمختلط در صـفح  jF t   نيـز
 .[21] ندباش مي كريستوفل-تابع انتقال شوارتز

 
مورد نظر و يافتن سرعت  ةمشخصات هندس

  پتانسيل
 ـ  ي عـددي  سـاز  شـبيه نتـايج حاصـل از    ةاين مقالـه ارائ

د. باش مي واگراهاي  آرام و درهم درون كانالي ها جريان
د. باش مي كانالي با مشخصات نشان داده شده )1(شكل 
واگرايي كانال  ةطور كه از اين شكل پيداست زاوي همان
     در نظر گرفته شده اسـت. سـرعت جريـان ورودي

U  و ارتفاع ورودي كانالH شدبا مي.  
  

  
   ةاي از كانال واگرا با زاويترسيمه  1شكل 
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در جريان سيال داخلي، عـدد رينولـدز بـر مبنـاي       
تـوان  شود بنـابراين مـي   مي ) محاسبهHارتفاع ورودي (
  زير نشان داد: صورت بهعدد رينولدز را 

  

 )27(  U H U H
Re   

 
 

  

 لزجــت دينــاميكي و  μچگــالي،  ρفــوق،  ةدر رابطــ
ها نسـبت   لزجت سينماتيكي سيال است. تمامي سرعت

هـا نسـبت بـه     ) و تمامي طولUبه سرعت ورودي (
  اند.بعد شده ) بيHطول ورودي (

طور كه پيش از اين بيان گرديد بـراي يـافتن    همان  
شـرط اوليـه، از تـابع تبـديل      عنـوان  بـه سيل جريان پتان

شـود كـه بـراي     مي كريستوفل استفاده-ديس شوارتز هم
 آيـد  مي دست بهبه فرم كلي زير   ةكانال واگرا با زاوي

[21]:  
  

)28(  b 2dz 1 t

dt t




 

  

 فوق با فرض واحد درجه براي زاويه  ةدر رابط  
0 ةو براي محـدود  90   ،180

b 


خواهـد بـود.    
خطـوط   )3(بردار سرعت پتانسـيل و شـكل    )2(شكل 

 درجـه نشـان   45 ةجريان پتانسيل را براي كانال با زاوي
  دهد. مي

 
  

  بردار سرعت پتانسيل براي كانال واگرا   2 شكل
  درجه 45 ةبا زاوي

  

  خطوط جريان پتانسيل براي كانال واگرا   3 شكل
  درجه 45 ةبا زاوي

  
  نتايج

جريان پتانسيل درون تمام كانـال   ةمحاسبه با شرط اولي
ها بـا   آغاز و با ارضاي شرط عدم لغزش بر روي ديواره

ها روي ديواره براي صفر كردن سـرعت   توليد ورتكس
ا براي صفر كردن ه مماسي و استفاده از تصوير ورتكس

يابنـد.   مي به ميدان جريان راهها  سرعت نرمال، ورتكس
يي و جـا  جابـه توسط هر دو مكانيزم ها  حركت ورتكس
 ةواسـط  هـايي كـه بـه    پذيرد. ورتكس مي پخش صورت

ند در شــو مــيحركتشــان از فضــاي محاســباتي خــارج 
ي نخواهنــد داشــت و كنــار گذاشــته تــأثيرمحاســبات 

هــا تمــام فضــاي  ورتكــس كــه ند. پــس از آنشــو مــي
د. شـو  ميثابت  تقريباًها  محاسباتي را پر كردند تعداد آن

ــي  dNيعن
0

d



 )N ــداد ورتكــس ــا  تع ــاي ه درون فض

تـوان سـرعت   محاسباتي است). از اين لحظه به بعد مي
 )26رابطـة ( اي مشابه  در هر نقطه از جريان را از رابطه

i(بدون محدوديت  j آورد.  دسـت  بـه اول)  ةدر جمل
 دسـت  بـه اسـت و بـراي    اي لحظهچنين ميدان سرعتي، 

آوردن سـرعت متوســط بايــد در چنـدين گــام زمــاني،   
  گيري نمود. محاسبه را تكرار و سپس متوسط

دقيـق بايسـتي تعـداد     ةبراي حصول به يـك نتيج ـ   
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طر به همين خـا  .فيزيكي زياد باشد ةدر دامنها  ورتكس
مقدار سيركولاسيون اختصاص داده شده به هر ورتكس 

m 0.01    .گـام   چنـين  هـم در نظر گرفته شده اسـت
و هـر چـه    رددر اين روش نقش اساسي دا زماني 

. بـود تري خواهد  تر باشد جواب دقيق مقدار آن كوچك
0.1در اين تحقيق       فرض شده اسـت. البتـه ايـن

تـر فـرض    نكته را نيز نبايد فراموش كرد كه با كوچـك 
تــر  ، زمــان اجــراي برنامــه طــولانيو  mنمــودن 

  خواهد شد.
تـوان توزيـع    مـي  تصـادفي هاي  در روش ورتكس  
مشـاهده  دلخـواه   ةرا در هـر لحظ ـ ها  ورتكس اي لحظه

نمود. اين توزيـع كـه همـان توزيـع ورتيسـيته اسـت،       
 حركت جريان سيال را در هر لحظه از زمان به نمـايش 

پيوسته اين توزيع، جذابيت خاص  ةگذارد كه مشاهد مي
  همراه خواهد داشت.  و بسيار جالبي را به

، 10، 6، 3واگرا با زواياي هاي  در اين تحقيق كانال  
اد رينولــدز مختلــف مــورد درجــه بــراي اعــد 45و  20

بررسي قرار گرفته و نتايج حاصل از كـد نوشـته شـده    
افـزار   دليل نبودن نتـايج آزمايشـگاهي، بـا نتـايج نـرم      به

FLUENT  نتـايج حـل    ةمقايسه گرديده است. مشـاهد
تصادفي و هاي  عددي كد نوشته شده به روش ورتكس

ــرم ــايج ن ــزار  نت ، تطــابق بســيار خــوب و FLUENTاف
  دهد. مي ي را بين اين نتايج نشانقبول قابل
را در سـه  هـا   ورتكـس  اي لحظـه توزيع  )4(شكل   

 )5(گام زمـاني، شـكل    300و  200، 100زمان مختلف 
را در  اي لحظـه و خطوط جريان  اي لحظهبردار سرعت 

گام زماني و شـكل   300و  200، 100سه زمان مختلف 
بردار سرعت متوسط و خطـوط جريـان مربـوط را     )6(

 50درجه بـراي رينولـدز    45 ةكانال واگرا با زاوي درون
گـام زمـاني    200گيري بـر روي   دهند. متوسط مي نشان

  صورت گرفته است.
را در سـه  هـا   ورتكـس  اي لحظـه توزيع  )7(شكل   

 )8(گام زمـاني، شـكل    300و  200، 100زمان مختلف 

را در  اي لحظـه و خطوط جريان  اي لحظهبردار سرعت 
گام زماني و شـكل   300و  200، 100سه زمان مختلف 

بردار سرعت متوسط و خطـوط جريـان مربـوط را     )9(
 ـ  درجـه بـراي رينولـدز     45 ةدرون كانال واگرا بـا زاوي

گـام   500گيري بر روي  دهند. متوسط مي نشان 50000
  زماني صورت گرفته است.

توان به  مي )4و  7(هاي  شكل ةبا مشاهده و مقايس  
اعـداد رينولـدز كـم     ةمحـدود  اين نتيجه رسيد كه براي

ــس  ــع ورتك ــان آرام)، توزي ــا  (جري ــتآرام ه و در  اس
مشابه هستند. در مقابـل بـراي    مختلف تقريباً هاي زمان

در ها  اعداد رينولدز بالا (جريان درهم)، توزيع ورتكس
و موقعيـت   اسـت غيرهمسـان   مختلف كاملاًهاي  زمان

از به زمان بسـتگي خواهـد داشـت و     كاملاًها  ورتكس
گونـه   حركت اين ةجايي كه توزيع سرعت سيال نتيج آن

هـا)   باشد (القاي سرعت توسط ورتكـس  ميها  ورتكس
و ديگر متغيرهاي حركـت  ها  بار ديگر وابستگي سرعت

  شود. مي به زمان آشكار
دانــيم در جريــان آرام توزيــع  مــي طــور كــه همــان  

و  انـد و توزيع سرعت متوسط يكسان  اي لحظهسرعت 
تصادفي، تعداد هاي  دارند اما در روش ورتكستفاوتي ن
در فضـاي محاسـباتي در لحظـات مختلـف     ها  ورتكس

و به هـم   هستند مرتبة بزرگييكسان نيستند (اما از يك 
بنـابراين در توزيـع سـرعت تفـاوت وجـود       ،نزديكند)

آن بـا شـكل    ةو مقايس 6شكل  ةخواهد داشت (مشاهد
حاسـباتي  م ةدر محـدود هـا   ). هر چه تعداد ورتكـس 5

زيادتر باشد، به عبارت ديگر سيركولاسيون اختصاصـي  
داده شده به هر ورتكـس را كوچـك در نظـر بگيـريم،     

تـر   و متوسـط بـه يكـديگر نزديـك     اي لحظههاي  توزيع
تـر شـدن زمـان     ند (البته اين عمل باعث طولانيشو مي

جالـب در ايـن روش    ةد). نكت ـشـو  مـي اجراي برنامـه  
نوسانات سرعت خيلي خيلي  اينست كه در جريان آرام

كوچكنــد. از طرفــي بــراي جريــان درهــم بــين توزيــع 
و توزيــع ســرعت متوســط تفــاوت  اي لحظــهســرعت 

اينسـت كـه    ةگيري وجـود دارد كـه نشـان دهنـد     چشم
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 و قابـل ملاحظـه   نيسـتند سـرعت كوچـك   هاي  نوسان
  ).8آن با شكل  ةو مقايس 9شكل  ةباشند (مشاهد مي

توان پروفيل آن را  مي سطبا يافتن سرعت افقي متو  
بــراي حــالات مختلفــي از زوايــاي واگرايــي و اعــداد  

هـاي   پروفيـل  )10-13(هـاي   رينولدز رسم نمود. شكل
مقطع مختلف براي كانـال   4سرعت افقي متوسط را در 

واگرا با زواياي مختلف و براي اعداد رينولدز متفـاوت  
 Fluentافـزار   دهند كه با نتايج حاصـل از نـرم   مي نشان

پيداسـت  هـا   طور كه از اين شكل اند. همان مقايسه شده
 Fluentافزار  نتايج حاصل از مدل با نتايج حاصل از نرم

  د.نقبولي دار تطابق بسيار خوب و قابل

  

  
  

  
  

  
  

  ها براي كانال واگرا با زاويه اي ورتكس توزيع لحظه  4 شكل
  در سه زمان مختلف Re=50درجه براي  45 
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اي براي  اي و خطوط جريان لحظه دار سرعت لحظهبر  5شكل
  در سه زمان مختلف Re=50درجه براي  45 ۀكانال واگرا با زاوي

  

  
بردار سرعت متوسط و خطوط جريان مربوط براي كانال   6شكل 

   Re=50درجه براي  45زاوية واگرا با 

  
  

  
  

  
 45ية زاوبراي كانال واگرا با ها  ورتكس اي لحظهتوزيع   7 شكل

  در سه زمان مختلف Re=50000درجه براي 
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براي  اي لحظهو خطوط جريان  اي لحظهبردار سرعت   8شكل 

  در سه زمان مختلف Re=50000درجه براي  45زاوية كانال واگرا با 
  

  
بردار سرعت متوسط و خطوط جريان مربوط براي كانال   9شكل 

   Re=50000درجه براي  45زاوية واگرا با 

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
پروفيل سرعت افقي متوسط در مقاطع مختلف درون   10شكل 

و مقايسه آن با نتايج  Re=250درجه براي  10 ةكانال واگرا با زاوي
 Fluentافزار  نرم
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  درجه  10زاوية پروفيل سرعت افقي متوسط در مقاطع مختلف درون كانال واگرا با   11شكل 
   Fluentسه آن با نتايج نرم افزار و مقاي Re=50000براي 

 

 

 
  درجه  45زاوية پروفيل سرعت افقي متوسط در مقاطع مختلف درون كانال واگرا با   12شكل 

   Fluentو مقايسه آن با نتايج نرم افزار  Re=50براي 
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  درجه  45زاوية پروفيل سرعت افقي متوسط در مقاطع مختلف درون كانال واگرا با   13شكل 

   Fluentو مقايسه آن با نتايج نرم افزار  Re=50000براي 

  

  
  ازاي زواياي مختلف واگرايي كانال  بررسي محل جدايي جريان به  14شكل 

  واگراهاي  ازاي اعداد رينولدز متفاوت درون كانال به چنين همو 
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و عدد رينولدز  زاوية واگرايي تأثيردر اين تحقيق   
و شده واگرا بررسي هاي  ريان درون كانالبر جدايي ج

آمـده اسـت كـه ايـن      دست بهنتايج بسيار ارزشمندي 
  مشاهده نمود. )14(توان در نمودار شكل  مي نتايج را

  
  بندي گيري و جمع نتيجه

طبيعت وابسته به زمان بـودن جريـان درهـم، مسـتلزم     
انتخاب يك مدل رياضي وابسته به زمان براي اين نوع 

هـاي   جـا از روش ورتكـس   د كه در اينباش مي جريان
تصادفي استفاده شده است. اين روش مبتني بر مفاهيم 

هـاي   د. روش ورتكـس باش ـ مـي  فيزيكي جريان سـيال 
ــادفي ( ــيRVMتص ــدرت    ) م ــت و ق ــا دق ــد ب توان

مختلـف را  هـاي   اي جريان سيال در رژيم ملاحظه قابل
ي نمايد. در اين روش جريان سـيال پيرامـون   ساز شبيه
و وابسـته بـه    اي لحظـه  صورت بهمختلف هاي  دسههن

سـازي در معـادلات حـاكم     زمان و بـدون هـيچ سـاده   
  شود. مي يساز شبيه
پارامتر كليدي در اين مدل، عدد رينولدز است. به  

خواه كد نوشته  عبارت ديگر براي هر عدد رينولدز دل
تواند پاسخ لازم را بدهد. عدد رينولدز بحراني  مي شده
ازاي رينولـدزهاي   توان با اجـراي برنامـه بـه    يم را نيز

آورد. معيــار آرام يــا درهــم بــودن  دســت بــهمختلــف 
باشد.  مي رينولدز)هاي  جريان، نوسانات سرعت (تنش

و بـه   اسـت رينولـدز نـاچيز   هاي  در جريان آرام تنش
بـالا ايـن   هـاي   اما در رينولـدز  كند ميسمت صفر ميل 

د. البتـه در ايـن   كوچك نيسـتن  نوسانات مقدار دارند و
مقاله به محاسبات مربوط از اين دست پرداخته نشـده  

و نتــايج فقــط براســاس مقــدار عــدد رينولــدز اســت 
  اند. استخراج شده

ــان درون   همــان  طــور كــه ملاحظــه گرديــد جري
واگـرا بـا زوايـا و اعـداد رينولـدز مختلـف       هاي  كانال

و متوسـط محاسـبه    اي لحظـه هـاي   بررسي و سـرعت 
نوشـته شـده بـراي     ةفقيت و صحت برنامگرديدند. مو

واگـرا بـا   هـاي   ن كانـال روي جريـان سـيال د  ساز شبيه
تصــادفي، هــاي  زوايــاي مختلــف بــه روش ورتكــس

سـرعت متوسـط سـيال درون كانـال      ةمحاسب ةوسيل به
افـزار   آن بـا نتـايج حاصـل از نـرم     ةمورد نظر و مقايس

FLUENT طـور كـه    ييـد قـرار گرفـت. همـان    أمورد ت
انطبـاق بسـيار    ةدهند رديد اين مقايسه نشانملاحظه گ

نوشـته شـده بـه روش     ةقبول نتايج برنام خوب و قابل
افـزار   تصـادفي بـا نتـايج حاصـل از نـرم     هاي  ورتكس

FLUENT خطوط جريان و  ةمحاسب چنين همد. باش مي
راحتـي   ها، مناطق بزرگ چرخشي سيال را بـه  رسم آن

  نمايد. مي مشاهده قابل
و هـا   مايشـي از توليـد ورتكـس   در اين تحقيـق ن  

تـوان   مـي  تأتوزيع ورتيسيته ارائه گرديد كـه بـه جـر   
سـيال را بـا ايـن     ةگفت تنها روشي كه توزيع ورتيسيت

كنـــد، روش  ي مـــيســـاز شـــبيهقـــدرت و زيبـــايي 
تصـادفي اسـت. در ايـن روش حركـت     هاي  ورتكس
در  اي لحظــه صــورت بــهتوليــد شــده هــاي  ورتكــس

 ـ  مختلف بههاي  زمان ه تصـوير كشـيده شـده    خـوبي ب
در هـا   آرام، حركـت ورتكـس  هاي  است. براي جريان

خواهـد  مختلف از لحاظ توزيع مشـابه هـم   هاي  زمان
و تفاوت چنداني نخواهد داشت. از طرفـي بـراي    بود

هـاي   در زمـان هـا   درهم، حركت ورتكـس هاي  جريان
و موقعيــت  خواهــد بــودغيرهمســان  مختلــف كــاملاً

بستگي خواهـد داشـت و از   كاملا به زمان ها  ورتكس
گونه  جايي كه توزيع سرعت سيال نتيجه حركت اين آن

)، هـا  ( القاي سرعت توسط ورتكـس  استها  ورتكس
و ديگر متغيرهاي حركت ها  بار ديگر وابستگي سرعت

  شود. مي به زمان آشكار
زاويـة   تـأثير علاوه بر نتايج فوق در ايـن تحقيـق    

ريــان درون و عــدد رينولــدز بــر جــدايي ج واگرايــي
آن  از آمده دست بهو نتايج  شدواگرا بررسي هاي  كانال

). ايـن  14(شكل  نمودار مفيدي ارائه گرديد صورت به
و عـدد رينولـدز، محـل     زاوية واگراييازاي  نمودار به

 دهد مي به ما نشان xشروع جدايي جريان را در جهت 
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خود از اهميـت بسـزايي برخـوردار اسـت.      ةنوب كه به
بردارهـاي سـرعت    ةي جريـان بـا مشـاهد   محل جداي

متوسط براي كانال با زوايا و اعـداد رينولـدز مختلـف    
 ـ  شو ميتعيين  مشـخص و   ةد. براي يك كانـال بـا زاوي

براي يك عدد رينولدز معـين، زمـاني كـه سـرعت در     
رسد مختصـات   مي ترين گره به ديواره به صفر نزديك

 ـ مي كنيم. از اين نمودار مي آن را مشخص ه ايـن  توان ب
نتيجه رسيد كه در يك زاويه مشخص بـراي واگرايـي   
كانال با افزايش عدد رينولـدز، محـل جـدايي جريـان     

عبارت ديگـر جـدايي جريـان در    به آيد يا  مي تر عقب
 o ةمختصـات (نقط ـ  أتري نسبت بـه مبـد   مكان نزديك

اخير براي حالتي كه عـدد   ةدهد. نتيج مي ) رخ1شكل 
 ؛تغيير كند نيز صادق است و زاويه باشدرينولدز ثابت 

ازاي يك عدد رينولدز مشخص بـا   به اين ترتيب كه به
ــزايش  ــياف ــة واگراي ــان در مكــان زاوي ، جــدايي جري
) 1شكل  o ةمختصات (نقط أتري نسبت به مبد نزديك

  دهد. مي رخ
جايي كه در اين روش در هـر گـام زمـاني،     از آن 

ش شود، از ايـن رو  مي محاسبه اي لحظهتوزيع سرعت 
در هـا   دوفازي مانند حركـت حبـاب  هاي  براي جريان

توان استفاده نمود. بـراي محاسـبه    مي يك ميدان سيال
و  اي لحظــهمســير حركــت هــر حبــاب بايــد ســرعت 

حضور  ةجريان مايع در نقط اي لحظهمشتقات سرعت 
آسـاني ميسـر    حباب معلوم باشد كه بـا ايـن روش بـه   

  خواهد بود.
  

  ميفهرست علا
  يم انگليسيعلا

  dA                                            المان سطح  
  dI               المان جزء سطح بسته                   

  dr                  بردار موقعيت المان سيال            
  D                                            مشتق كلي     

  δf                     تابع هسته                            

  H                             ارتفاع ورودي كانال        
  i                                          شمارنده           

  j                               شمارنده                     
k                    روش حل عددي                   
k                   روش حل عددي                   

  K                                     پواسون ةكرنل رابط
  N         درون ميدان فيزيكي  ها  تعداد كل ورتكس

  P                         فشار                               
  inQ                        دبي ورودي كانال             

  rبردار طول                                                 
  Re                           عدد رينولدز                  

                     زمان                                      
  t                                               متغير مختلط

  x                                uسرعت در جهت بردار 
  Uسرعت جريان بالادست (ورودي كانال)           

  y                                vسرعت در جهت بردار 
                   بردار سرعت              V u,v 

  z                               wسرعت در جهت بردار 
  W                  سرعت مختلط                        

  x                        راستاي محور مختصات         
                   بردار مكان                   X x, y  

  y                      راستاي محور مختصات           
  z                        متغير مختلط                      

  z                   راستاي محور مختصات               
               ةام در لحظ jمختصات ورتكس  jZ   

  م يونانييعلا
  j                          ام jقدرت چرخش ورتكس 

  max           بيشترين قدرت چرخش ورتكس       
  z                    مختلط  ةشعاع ورتكس در صفح

لاپلاسين ( -تغييرات
2 2

2
2 2x y

   
 

   (           

                           تغييرات زمان                  
                          في                      متغير تصاد

                                           زاويه               
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                            لزجت ديناميكي               
                         كي                 لزجت سينماتي

  ثابت حقيقي                                              
                                چگالي                       

                                        انحراف معيار       
  χموقعيت ذره                                              

  تابع جريان                                               
                                    بردار ورتيسيته          

0t ورتيسيته در زمان                              0  
                          ي                 يديفرانسيل جز
                                               اپراتور دل    
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