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 هؼبئلوٌتشل ثٌِْ٘ تحت ػٌَاى  هؼبئلإ اص  ، دػتِي٘ث يٗدسااهشٍصُ وٌتشل ثٌِْ٘ وبسثشدّبٕ ٍػ٘ؼٖ دس ػلَم هختلف پ٘ذا وشدُ اػت.   چکیده
ْب تبثغ وٌتشل، ؿبهل ٗه پشؽ ًبپَ٘ػتِ اص ٗه همذاس اوؼتشهن ثِ همذاس اوؼتشهن ثؼذٕ اًذ وِ دس آً داس، ظَْس پ٘ذا ًوَدُ ثٌْ٘ٔ ػَٗ٘چوٌتشل 

ٍٗظُ داسإ وبسثشدّبٕ  ًَس ثٍِ  ؿذُ ذُٗددس ػول ثؼ٘بس  هؼبئلگشدد. اٗي  خٌٖ دس تبثغ ّذف ٍ هؼبدلات دٌٗبه٘ىٖ ظبّش هٖ ًَس ثِاػت ٍ 
ت اػت، پ٘ذا وشدى ّ٘وٌتشل ثٌِْ٘ حبئض اّوّ هؼبئلدس حل اٗي دػتِ اص  آًچِ. ؼتٌذّ ّبٕ كٌؼتٖ ّب ٍ سثبت فشاٍاًٖ دس هٌْذػٖ َّافوب، خشثم٘ل

گشدد. ثِ  هٖ اسائِوٌتشل ثٌِْ٘  هؼبئلثبلا اػت. دس اٗي همبلِ، ٗه سٍؽ پشتبثٖ ثْجَدٗبفتِ خْت حل وبسإ اٗي دػتِ اص  دلتًّمبى ػَٗ٘چ ثب 
ؿَد. ػپغ ثب  ثبصگَ ٍ ًمبى هؼف آى دس ٗبفتي ًمبى ػَٗ٘چ گَؿضد هٖ ؼبئلهاٗي هٌظَس، اثتذا سٍؽ پشتبثٖ هشػَم ثشإ حل ػذدٕ اٗي 

وٌ٘ن وِ دس آى، ًمبى ػَٗ٘چ  سا ثِ ٗبفتي خَاة هؼبدلِ پشتبثٖ ًَسٕ ّذاٗت هٖ هؼئلِثبصًشاحٖ سٍؽ ثب اػتفبدُ اص تبثغ وٌتشل پبساهتشٕ ؿذُ، 
، ثب داس ثٌْ٘ٔ ػَٗ٘چوٌتشل  هؼئلِخَاة  ًجؼبًثبؿٌذ. ثذٗي تشت٘ت، ًمبى ػَٗ٘چ ٍ  هؼئلِهتغ٘شّبٕ الحبلٖ، پبساهتشّبٕ هدَْل  اٍّلٍِّ٘ همبدٗش 

هؼ٘بسػٌح گضاسؽ گشدٗذُ ٍ وبساٖٗ  هؼئلِسٍؽ پ٘ـٌْبدٕ، ًتبٗح سٍؽ سٍٕ پٌح  دلتّثبلاٖٗ ثِ دػت خَاّذ آهذ. ثشإ ًـبى دادى  دلتّ
 سٍؽ ًـبى دادُ خَاّذ ؿذ.

 .وٌتشل پبساهتشٕ ؿذُ ؛پشتبثٖ سٍؽ ؛هٌ٘٘ون پًَتشٗبگ٘ي اكل ؛داس ثٌْ٘ٔ ػَٗ٘چوٌتشل   کلیدی یها واژه
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Abstract  Optimal control appears in some of the well-known areas of science in recent decades. In 

optimal control field, a classical subject is the switching optimal control problems which arise in some 

well-known application areas, such as aerospace engineering, cranes and industrial robots. In these 

problems, the input control jumps from one boundary to another and appears linearly in the objective 

function and the dynamical equations. What’s important in solving these problems, is finding the 

switching points with high accuracy. In this paper, an improved shooting method for solving these 

problems is investigated. For this purpose, the well-known indirect shooting method for numerical 

solution of this class of optimal control problems is first reviewed and it’s deficiency in obtaining the 

switching points accurately, is expressed. Then, with redesigning the method by applying a control 

parameterization, we transform the problem to the solution of the shooting equation, in which, the values 

of the switching points and the initial values of the costate variables are unknown parameters. This leads 

the switching points are captured accurately and thereby accurate solution of the problem is obtained. 

Numerical results of five benchmark examples are presented and efficiency of the method is reported. 
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 مهمقدّ

ٖ ِ وٌتشل ثٌِْ٘ اهشٍصُ ًمؾ ث هؼبئل دس تَػزؼِ ٍ   ػزضاٗ

اًذ. دس ٍالغ ّش ٗه اص  ّبٕ خذٗذ ٗبفتِ پ٘ـشفت فٌبٍسٕ
ّبٕ فؼّبل٘ت سٍصهشُ هب ػولاً ًَػٖ ػ٘ؼتن وٌتشلزٖ   خٌجِ

ٕ  وٌٌزذُ  وٌتزشل ًوًَزِ،   ػٌزَاى  ثِاػت.  دس  خَدوزبس  ّزب

 ّزب  إ، دهب ٍ سًَثت َّإ ػزبختوبى  َِّٗبٕ تْ ػ٘ؼتن
ِ  سا دس حذ هٌلَة ًگِ هٖ  داسًذ. تشهَػتبت ٍ تبٗوش ثز

 ؿزَٖٗ سا  ّبٕ لجزبع  ّبٕ حشاستٖ ٍ هبؿ٘ي تشت٘ت دٗگ

 اتَهج٘ل، هؼ٘ش حشوتزٖ سا ثزب   ٓوٌٌذ. ٗه ساًٌذ وٌتشل هٖ
ٖ  ّبٕ پبٖٗ ٍ فشهبى اتَهج٘ل وٌتشل هٖ پذال  ًوبٗذ. لزَاًٌ٘

 ؿزَد،  ّب ثِ ووه آى تؼ٘٘ي هٖ ػ٘ؼتنوِ سفتبس ّوِ اٗي 
ثبٗذ ؿزبهل هتغ٘شّزبٖٗ ثبؿزٌذ وزِ همبدٗشؿزبى ثتَاًٌزذ       

وؼٖ خبسج ٍ هؼزتمل اص خزَد دػزتگبُ تغ٘٘زش      ٍػ٘لٔ ثِ
ثٌبثشاٗي هتغ٘شّبٖٗ تحت ػٌزَاى هتغ٘شّزبٕ   ؛ دادُ ؿًَذ

حبلت ٗب هتغ٘شّبٕ هىزبًٖ داسٗزن وزِ دل٘مزبً هـزخق      
ذ اًدزبم دّزذ.   وبسٕ سا ثبٗ چِ ىبوٌٌذ دػتگبُ دس صه هٖ

دس ػَم هتغ٘شّبٖٗ ً٘ض داسٗزن وزِ هتغ٘شّزبٕ وٌتشلزٖ     

 ؿزذُ  حبكزل تَاًٌذ ثشإ اكلاح ًتبٗح  ًبه٘ذُ ؿذُ ٍ هٖ
اص سفتززبس دػززتگبُ هززَسد اػززتفبدُ لززشاس ثگ٘شًززذ. اوٌززَى 

 ٍػ٘لٔ ثِػ٘ؼتن دٌٗبه٘ىٖ سا دس ًظش ثگ٘شٗذ وِ سفتبس آى 

إ اص هؼزبدلات دٗفشاًؼز٘ل هؼوزَلٖ تَكز٘ف      هدوَػِ
دس هَهؼٖ خزبف اػزت    لحظِ ٗهؿَد. ػ٘ؼتن دس  هٖ

سا ًَسٕ وٌتشل وٌ٘ن تب ثِ هَهزغ دادُ    خَاّ٘ن آى ٍ هٖ

ؿذُ دٗگشٕ ثشػذ. اگش اٗي وبس ثِ ًشق هختلفزٖ لبثزل   
اٗي حك ٍخزَد داسد وزِ ّزش ٗزه اص      آًگبُاًدبم ثبؿذ، 

اٗزي   ٔهٌضل ثِّب  اًتخبة ؿًَذ. ثؼوٖ اص اٗي اًتخبة آًْب

٘لزٖ صٗزبدٕ سا تزب سػز٘ذى ثزِ      اػت وِ ػ٘ؼتن صهبى خ
 ٖ دّزذ. ثم٘زِ هوىزي اػزت دس      هَهغ دادُ ؿذُ ّذس هز

گ٘زشٕ   ثٌبثشاٗي، ثِ اًزذاصُ ؛ اًشطٕ هلشفٖ پشّضٌِٗ ثبؿٌذ

ّضٌِٗ هتحول ؿزذُ دس اًتمزبل ً٘زبص اػزت. ٗزه سٍؽ      
گ٘شٕ اٗي ّضٌِٗ، ًشح اًتگشالٖ اػت  ًج٘ؼٖ ثشإ اًذاصُ

ثبؿذ  وِ ثش حؼت هتغ٘شّبٕ هىبًٖ ٍ هتغ٘شّبٕ وٌتشلٖ

لاصم  وٌتزشل ثٌْ٘زِ اػزت.    هؼئلٍِ اٗي ّوبى تبثغ ّذف 
وٌتزشل ثٌْ٘ززِ،   هؼززبئلاػزت وززِ دس ثز٘ي    ٗززبدآٍسٕثزِ  

وٌتزشل   هؼزبئل تحزت ػٌزَاى    هؼبئلإ خبف اص  دػتِ
ِ  آًْزب ت ٍخَد داسد وِ هبّّ٘ داس ثٌْ٘ٔ ػَٗ٘چ ِ  ثز  ٕا گًَز

اػت وِ تبثغ وٌتشل ّن دس تبثغ ّذف ٍ ّن دس ػ٘ؼزتن  
خٌٖ ظبّش ؿذُ ٍ همزبدٗش خزَد سا    كَست ثِدٌٗبه٘ىٖ 

   ٖ  هؼزبئل گ٘زشد. حزل اٗزي     اص ٗه هدوَػزِ گؼؼزتِ هز
إ ّوشاُ  ؿبى، ثب هـىلات ػذٗذُ سغن ػبختبس ػبدُ ػلٖ

اػت. هٌـأ اٗي هـزىلات دس ًبپَ٘ػزتگٖ ٍ ًزبّوَاسٕ    
، ػزلاٍُ ثزش   هؼزبئل   تَاثغ وٌتزشل ًْفتزِ اػزت. دس اٗزي    

اٗزي  ّبٕ ػَٗ٘چ، ثزِ همزبدٗش وٌتزشل ً٘زض دس ثز٘ي       صهبى
ّب ً٘بص اػت. لزا، اگش ػبختبس وٌتشل ثٌِْ٘ ٍ تؼزذاد   صهبى

گًَزِ   حل اٗزي  آًگبًُمبى ػَٗ٘چ اص پ٘ؾ هؼلَم ًجبؿٌذ، 

ثؼ٘بس دؿَاس خَاّذ ثَد. ثشإ ٗبفتي وٌتشل ثٌِْ٘  هؼبئل
، اص اكلٖ ثزِ ًزبم اكزل هٌ٘ز٘ون     هؼبئلدس اٗي دػتِ اص 

ْ  ثٌزب ثزش  ؿَد وِ  پًَتشٗبگ٘ي اػتفبدُ هٖ ٌ٘زِ  آى، وٌتزشل ث
ثبٗؼت تبثغ ّو٘لتًَٖ سا ًؼجت ثِ تَاثغ وٌتزشل   هٖ حتوبً

هٌ٘٘ون ًوبٗذ. ثزذٗي تشت٘زت، هتغ٘شّزبٖٗ تحزت ػٌزَاى      
ؿًَذ وزِ ثزِ ووزه     هتغ٘شّبٕ الحبلٖ ثِ وبس گشفتِ هٖ

وٌتشل ثٌِْ٘ ثِ تبثغ ّذف  ٔهؼئلهؼبدلات دٌٗبه٘ىٖ  آًْب
الحبق ؿذُ تب دس تـى٘ل تزبثغ ّو٘لتزًَٖ دس اػزتخشاج    

هَسد اػتفبدُ لزشاس   هؼئلِصم ثٌْ٘گٖ ثشإ حل ؿشاٗي لا
 ٖ چٌز٘ي ًمـزٖ سا    ،كزشفبً  ،گ٘شًذ. اٗي هتغ٘شّبٕ الحزبل

 .ً٘ؼتٌذداؿتِ ٍ داسإ تؼج٘ش ف٘ضٗىٖ خبكٖ 

وٌتشل ثٌِْ٘ سا دس ثؼ٘بسٕ  هؼبئلوبسثشد اٗي ًَع اص  

ًشاحزٖ  ، [1] ّبٕ ثَ٘لَطٗه ّب اص لج٘ل ػ٘ؼتن اص ػ٘ؼتن
ٖ   ؿجىِ، [2] ػ٘ؼتن لذست ّبٗجشٗذٕ ، [3] ػز٘ن  ّزبٕ ثز

تزَاى هـزبّذُ    هٖ ّبٕ كٌؼتٖ ٍ سثبت هٌْذػٖ َّافوب
ّزبٕ   ّبٕ كزٌؼتٖ ػ٘ؼزتن   ، دس سثبتهثبل ػٌَاى ثِ ًوَد.

إ اص حشوزبت   داسإ ً٘ف گؼتشدُ ؿذُ وٌتشلدٌٗبه٘ىٖ 
ّبٕ وٌتزشل ثٌْ٘زِ ثزِ     هوىي ّؼتٌذ. ثب اػتفبدُ اص سٍؽ

سػذ وِ ٗه حشوت هـخق اص سثبتٖ سا  ًظش ًج٘ؼٖ هٖ
تزشٗي   ثشإ ٗه ٍظ٘فزِ هؼلزَم دس ًظزش ثگ٘زشٗن. ساٗزح     

دس تؼ٘ز٘ي   دلزّت ٍسٕ،  ّب، ثْزشُ  هؼ٘بسّبٕ ػولىشد سثبت

ب چٌگه ٍ إ ث )چٌگه( ٗب گشفتي ٍػ٘لِ هَلؼ٘ت دػتِ
ػزبصٕ   هلشف اًشطٕ آًْبػت. اًتخبة هؼ٘بس ثشإ ثٌِْ٘
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ثِ اّذاف تىٌَلَطٗىٖ ٗه سثزبت ثؼزتگٖ داسد. ثزشإ    
تَػي سثبت دس آغزبص گزبم    ؿذُ اًدبم٘بت لهثبل، اگش ػو

 ثؼذٕ ثشخٖ فشاٌٗذّبٕ تَل٘زذ ثزب تزأخ٘ش هَاخزِ ؿزَد     
(، "هٌتظزش ثوبًزذ  ")تدْ٘ضات تىٌَلَطٗىٖ ثزشإ سثزبت  

ِ ًگبُ ٍخَد ثشًبآ ثٌْ٘زِ هزشٍسٕ    ّزبٕ وٌتزشل صهزبى    هز

، اگش ٗه سثبت ثتَاًذ ػول٘زبتؾ  دٗگش ػجبست ثِؿَد.  هٖ
ثشإ گبم ثؼذٕ پشٍػِ تىٌَلَطٗىٖ  آًچِتش اص  سا ػشٗغ

لاصم اػت اًدبم دّذ، آًگبُ ًج٘ؼٖ اػزت وزِ ػول٘زبت    

ي ثزب ووتزشٗي ّضٌٗزِ اًزشطٕ     سثبت٘ه دس ٗه صهبى هؼزّ٘ 
 اًدبم ؿَد.

ٗزبفتي ًمزبى ػزَٗ٘چ ٍ    ثِ دل٘ل هـزىلاتٖ وزِ دس    

ّبٕ ثٌْ٘زِ دس   خَاة ثٌِْ٘ ٍخَد داسد، هحبػجبت وٌتشل
لشاس گشفتِ  تَخِّإ هَسد  ٍٗظُ ًَس ثِ هؼبئلاٗي ًَع اص 

ّبٕ ػذدٕ هؼتم٘ن ٍ غ٘شهؼزتم٘ن   ثٌبثشاٗي، سٍؽ؛ اػت

ِ   گؼؼتِ ثش اػبعوِ دس آى اٍلٖ  سٗزضٕ   ػزبصٕ ٍ ثشًبهز
ٌ٘ز٘ون  ٍ دٍهٖ هتٌزبظش ثزب اػزتفبدُ اص اكزل ه     غ٘شخٌٖ

إ دس ثؼزز٘بسٕ اص  گؼززتشدُ ًززَس ثززِاػززت،  پًَتشٗززبگ٘ي

داس هزَسد   ّبٕ ػزَٗ٘چ  وٌتشل اصخولِوٌتشل ثٌِْ٘  هؼبئل
  ِ ّزبٕ هؼزتم٘ن ثزِ دل٘زل      اًزذ. سٍؽ  اػتفبدُ لزشاس گشفتز

ّزب ثزِ    ّب ٍ اهىبًبتـبى هـَْس ّؼتٌذ. اٗي سٍؽ تلبثلّ٘

ٍ اػتخشاج ؿزشاٗي   ثشإ هتغ٘شّبٕ الحبلٖ اٍّلِّ٘حذع 
ثززِ ّوزز٘ي دل٘ززل اًززَاع    ٌ٘گززٖ ً٘ززبص ًذاسًززذ. لاصم ثْ

ثٌْ٘ززٔ وٌتززشل  هؼززبئلّززبٕ هؼززتم٘ن ثززشإ   الگززَسٗتن

ِ گضاسؽ ؿزذُ اػزت.    داس ػَٗ٘چ ٍ  وبٗزب  هثزبل  ػٌزَاى  ثز
سٍؽ هحبػجبت صهبى ػزَٗ٘چ سا تَػزؼِ   ، [4] ًَاٗىغ

اػزت   دادًذ. اٗي سٍؽ، سٍؿٖ ثشإ وٌتشل ته هتغ٘زشُ 

ثبثزت ٍسٍدٕ ؿزذًٖ اهزب ًزِ      ّبٕ ووبىوِ ٗه تشو٘ت 
ثِ ػزوت ًمٌزِ ّزذف     اٍّلِّ٘ثٌِْ٘ سا اص ٗه ًمٌِ  لضٍهبً

 ًَٗؼزٌذگبى  وٌزذ.  ّبٕ هؼلَم پ٘ذا هٖ ثشإ تؼذاد ػَٗ٘چ

ثزشإ وٌتزشل   ، [5] ّبٕ ثٌِْ٘ سا دس الگَسٗتن ػَٗ٘چ، [4]
ّبٕ غ٘شخٌزٖ ثزب ٗزه وٌتزشل      ػتگبُّبٕ ثٌِْ٘ د ػَٗ٘چ

ًزَل  ، [5 ,4] هـبثِ ثزب  [6] دس ته هتغ٘شُ تَػؼِ دادًذ.

ػبصٕ اػتفبدُ ؿزذُ اهزب    هتغ٘شّبٕ ثٌِْ٘ ػٌَاى ثِّب  ووبى
 ٖ وٌتزشل   هؼزبئل تزشٕ اص   سٍؽ آًْب ثشإ ولاع ػوزَه

ثِ وبس سفتِ اػزت وزِ ػزلاٍُ ثزش اٗزي،       داس ثٌْ٘ٔ ػَٗ٘چ
ؿشاٗي وبفٖ هشتجزِ دٍم ثٌْ٘گزٖ ثزشإ توزو٘ي اٌٗىزِ      

لز٘ي ٍ   لبًَى وٌتشل ثٌِْ٘ ثبؿذ، اػتفبدُ گشدٗزذُ اػزت.  
إ ِ تمشٗت تىّ ٔسٍؽ هحبػجبتٖ وِ ثش پبٗ، [7] ّوىبساى

وٌتشل اػت سا ثِ وزبس ثشدًزذ. اٗزي ًزشح تمشٗجزٖ       ثبثت

ِ اهب  ،دل٘ك اػت ِ     هؼزئل سٗزضٕ   سا ثزِ ػزوت ٗزه ثشًبهز
 ٖ وٌزذ وزِ حزل ػزذدٕ آى      غ٘شخٌٖ تمشٗجٖ ّذاٗت هز

تىٌ٘ىٖ خذٗذ ثشإ  [7] ثؼ٘بس دؿَاس اػت. ًَٗؼٌذگبى

ثب هؼشفزٖ ٗزه سٍؽ خذٗزذ     حل هـىلات اٗي سٍؽ،
ِ  ٔهؼزئل تمشٗجٖ ثزِ ٗزه    ٔهؼئلثشإ تجذٗل  ػزبصٕ   ثٌْ٘ز

 دس دادًزذ.  اسائِ [8] تش اػت، دس حل آى آػبىخذٗذ وِ 

ؿزذُ اػزت. اٗزي     اسائِ ؿذُ اكلاحً٘فٖ  سٍؽ ؿجِ [9]
سا  داس ثٌْ٘زٔ ػزَٗ٘چ  وٌتزشل   هؼزبئل سٍؽ، خَاة دل٘ك 

ثزِ   دلزّت تَاًزذ ًمزبى ػزَٗ٘چ سا ثزب      دّذ ٍ هٖ هٖ اسائِ

ثزِ حزل   ث٘ـزتش   ٔثزشإ هٌبلؼز   هٌذاى ػلالِ آٍسد. دػت
ٖ وٌتشل ثٌْ٘زِ   هؼبئلدػتِ اص هؼتم٘ن اٗي  ِ   هز  تَاًٌزذ ثز

 هشاخؼِ ًوبٌٗذ. [16-10] هشاخغ

ّزبٕ غ٘شهؼزتم٘ن، هتٌزبظش ثزب      اص ًشف دٗگش، سٍؽ 
ٍ هٌدزش   [17] اػتفبدُ اص اكل هٌ٘٘ون پًَتشٗبگ٘ي ّؼتٌذ

ٖ    ٔهؼئلثِ حل ٗه  ٖ  همزذاس هزشصٕ ّو٘لتزًَ ؿزًَذ.   هز

ثبلإ آًْب دس خَاة ٍ  دلتّّب،  هضاٗبٕ اكلٖ اٗي سٍؽ
ِ توو٘ي اٌٗىزِ خزَاة    س ؿزشاٗي لاصم  د آهزذُ  دػزت  ثز

 .[18] اػت، وٌذ ثٌْ٘گٖ كذق هٖ

ٗه سٍؽ پشتبثٖ غ٘شهؼزتم٘ن   اسائِّذف اٗي همبلِ  
 ِ  داس ثٌْ٘زٔ ػزَٗ٘چ  وٌتزشل   هؼزبئل إ اص  ثشإ حل دػزت

ّب، سٍؽ پشتبثٖ هشػَم  اػت. ثِ دل٘ل ًبپَ٘ػتگٖ وٌتشل

 هخلَكزبً  ،سٍؽ دلتّدس حل آًْب، ثبػث خشاة ؿذى 
ؿَد. دس ًت٘دِ ثشإ سفغ اٗزي   دس ٗبفتي ًمبى ػَٗ٘چ هٖ

هـىل، ٗه سٍؽ پشتبثٖ ثْجَدٗبفتِ ثب وٌتشل پزبساهتشٕ  

 عثزش اػزب  گشدد. ثِ ّو٘ي هٌظزَس، اثتزذا،    هٖ اسائِؿذُ 
اكل هٌ٘٘ون پًَتشٗبگ٘ي، ؿشاٗي لاصم ثٌْ٘گٖ وزِ هٌدزش   

ٖ  هؼئلِثِ تـى٘ل ٗه  ( HBVP) همذاس هشصٕ ّو٘لتزًَ

ؿَد، اػتخشاج ؿذُ، ػپغ ثزب هؼلزَم ثزَدى تؼزذاد      هٖ
ِ  ًٔمبى ػَٗ٘چ ٍ ػزبختبس وٌتزشل ثٌْ٘ز    اص  آهزذُ  دػزت  ثز
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إ ثبثزت   سٍؽ پشتبثٖ هشػَم، تَاثغ وٌتشل ثب تَاثغ تىِ
ثِ حل هؼبدلِ پشتزبثٖ   هؼئلِؿَد. لزا، حل  خبٗگضٗي هٖ
وززِ دس آى همززبدٗش ًمززبى ػززَٗ٘چ ٍ ، [19] تجززذٗل ؿززذُ

ِ همبدٗش  هتغ٘شّزبٕ الحزبلٖ، پبساهتشّزبٕ هدْزَل      اٍّل٘زّ
 ّؼتٌذ.

ثخزؾ  ٖ ؿذُ اػت: اٗي همبلِ دس چٌذ ثخؾ ًشاح 
ّذف، هؼشفٖ اكزل   هؼئلِ، ثِ فشهَلِ وشدى ث٘بى هؼئلِ

هٌ٘٘ون پًَتشٗبگ٘ي ٍ سٍؽ پشتزبثٖ اختلزبف داسد. دس   

، سٍؽ پشتبثٖ ثْجَدٗبفتِ ثزب وٌتزشل   هؼشفٖ سٍؽثخؾ 
ٕ  هثبلثخؾ گشدد. دس  هٖ اسائِؿذُ  پبساهتشٕ  ،ّبٕ ػزذد

وٌتززشل ثٌْ٘ززِ  هؼززئلِسٍؽ پ٘ـززٌْبدٕ ثززش سٍٕ پززٌح  

ػبصٕ ؿزذُ ٍ هضاٗزبٕ سٍؽ ًـزبى دادُ     پ٘بدُ هؼ٘بسػٌح
 خَاّذ ؿذ.

 

 ، اصل مینیمم و روش پرتببیمسئلهبیبن 

وزِ دس   داس ثٌْ٘ٔ ػَٗ٘چوٌتشل  هؼبئل  .اصلی مسئلهبیبن 
ؿزًَذ سا دس ًظزش    خٌٖ ظبّش هٖ كَست ثِّب  آى وٌتشل

ٌززززززززز٘نگ٘زززززززززشٗن. فزززززززززشم و هزززززززززٖ

1 2( ) ( ), ( ),..., ( )
T

pt x t x t x t   x   ٍ ثشداس حبلزت

1 2u( ) ( ), ( ),..., ( )
T

qt u t u t u t     ثشداس وٌتشل دس
,0 ٓثبص ft t     ثب صهبى اًتْزبٖٗ آصاد

ft    ِثبؿزٌذ وز
 تبثؼٖ

(1)  
0

1
ft

fJ dt t  

 ّبٕ سا ًؼجت ثِ هحذٍدٗت

(2 )       
1 2

x( ) h(x( ),u( ), )

(x( ), ) (x( ), )u( )

t t t t

f t t f t t t



 
 

 

(3)  0x(0) x 

 

(4)   
x( ) xf ft 

 

 

(5) 
 ( ) 1, 1 , 1,2,...,ju t j q   

 

 

,0 ٓدس ثبص ft   ٖوٌذ. هٌ٘٘ون ه 

ّزب   پَ٘ػتِ اػت ٍ وٌتزشل  xدس اٌٗدب ثشداس حبلت  
ثبؿزٌذ وزِ دس اٗزي     داسإ تؼذاد هتٌبّٖ ًمبى ػَٗ٘چ هٖ

ٖ     ًمبى اص ٗه  وٌٌزذ.   همذاس ثزِ همزذاس دٗگزش ػزَٗ٘چ هز

1hّوچٌز٘ي فززشم ؿززذُ وززِ تززبثغ   : p q p   
,x,u)تبثؼٖ ّوَاس اص هتغ٘شّبٕ  )t .ثبؿذ 

 

ِ   اصل مینیمم و روش پرتاببی.  فشهَلزِ وزشدى    هٌظزَس  ثز
 :كَست ثِؿشاٗي لاصم ثٌْ٘گٖ، تبثغ ّو٘لتًَٖ 

 

1 2

(x( ), λ( ),u( )) 1 λ ( )h(x( ),u( ), )

1 λ( ) (x( ), ) λ( ) (x( ), )u( )

TH t t t t t t t

t f t t t f t t t

 

  

(6) 

ؼشفززززززززززززززٖ ؿززززززززززززززذُ وززززززززززززززِ ه

1 2λ( ) λ ( ), λ ( ),..., λ ( )
T

pt t t t      ٖهتغ٘ش الحزبل
دس u(t)ؿَد. ّوچٌ٘ي هزشٗت تزبثغ وٌتزشل     ًبه٘ذُ هٖ

 تبثغ ّو٘لتًَٖ، تبثغ ػَٗ٘چ ًبه٘ذُ ؿذُ ٍ ثب

(7 )  
1

2

(x,λ, ) (x,λ, ),..., (x,λ, )

λ (x, )

q

T

t t t

f t

     


 

 ؿَد. ًـبى دادُ هٖ

وٌتشل ثٌِْ٘ دس ؿشاٗي  هؼئلِؿَد وِ خَاة  تَخِّ 
 ،لاصم

(8)  x / λ ,
T

H  
 

(9)  λ / x ,
T

H   
 

 

اكزل هٌ٘ز٘ون پًَتشٗزبگ٘ي،     ثزش اػزبع  وٌذ ٍ  كذق هٖ
وٌتشل ثٌِْ٘ ثبٗؼتٖ تبثغ ّو٘لتزًَٖ سا ًؼزجت ثزِ تَاثزغ     

 لبًَى وٌتشل ٖػبدگ ثِوِ  [17] وٌتشل هٌ٘٘ون وٌذ
 

1 if ( ( ), , ) 0

( ) 1 if ( ( ), , ) 0

undefined  if ( ( ), , ) 0

j

j j

j

x t t

u t x t t

x t t

 

 

 

 


  




(01) 



 هحوذػلٖ هْشپَٗب -فشٗجب ٍح٘ذٕ فش  ...سٍؽ پشتبثٖ ثْجَدٗبفتِ ثشإ حل دػتِ إ اص

 

127

j,...,1,2ثشإ  q ٖؿَد. ًت٘دِ ه 
)ثٌبثشاٗي تبثغ ػَٗ٘چ   )t تبثغ وٌتشل سا ثب 

 

(11) u( ) sign( ( )),t t  
 

,0 ٓثززبصسٍٕ  ft   ِثززش سٍٕ ًمززبى ػززَٗ٘چ   خززض ثزز

ؿَد ٍلتٖ صهبى ًْزبٖٗ   تَخِّوٌذ.  هـخق هٖ
ft  آصاد

 اػت، ؿشى تشاًؼَسػبل٘تٖ
 

(12) ( ( ),λ( ),u( )) 0f f fH x t t t  

 ٍ هزشصٕ، ٗؼٌزٖ هؼزبدلات     اٍّلِّ٘ثبٗؼتٖ دس وٌبس ؿشاٗي 
. حبل ثب خبٗگزاسٕ تبثغ وٌتشل [17] ( لشاس ثگ٘شد4ٍ  3)
( ٍ دس ًظش گشفتي ؿشاٗي 12ٍ  9، 8( دس هؼبدلات )11)
ؿزشاٗي لاصم ثٌْ٘گزٖ ثزِ     ػٌَاى ثِ HBVP( ٗه 4ٍ  3)

 :كَست ثِسا  HBVP. اٗي ذٗآٖ هدػت 
 

(13)    

0

y ( , y) 0

y(0) y

Ψ(y(t ), ) 0

f

f f

f t t t

t

  



  

 
دّ٘ن وِ  ًـبى هٖ      2y( ) x( ),λ( )

T pt t t  ،
2 1 2: p pf    ٍ2 1 1: p p    تززبثغ

 وزِ هدوزَع ؿزشاٗي دس هؼزبدلات      اػزت  هؼئلِهشصٕ 
(4  ٍ12 ٖ ِ وٌزذ.   ( سا ث٘بى هز اػزتفبدُ اص سٍؽ   هٌظزَس  ثز

ِ همذاس  هؼئلِاثتذا،  HBVP (13)پشتبثٖ ثشإ حل   اٍّل٘زّ

 :كَست ثِسا هتٌبظش آى 
 

(14) 0

y ( , y) 0

y(0) y

ff t t t  


 

گ٘ززززززشٗن. حززززززبل ثززززززشداس  دس ًظززززززش هززززززٖ

1v (λ (0),...,λ (0), )T

p ft  ٗزبث٘ن   هٖ ٕا گًَِ ثِسا
 وِ ػ٘ؼتن هؼبدلات خجشٕ غ٘شخٌٖ

F(v) = (y(t ), )

x( ) x

(x( ), λ( ), sign( ( )))

0

f f

f f

f f f

t

t

H t t t



 
    

 
(15   ) 

پشتبثٖ، ثشلزشاس ثبؿزذ. ّوچٌز٘ي فزشم      ٔهؼبدل ػٌَاى ثِ

ِ ( داسإ ٗه خَاة 14) IVPوٌ٘ن وِ  هٖ  فزشد  هٌحلزشث
تبثغ اًتگشالذُ داؿت وِ ثِ دل٘ل ٍخَد  تَخِّثبؿذ. ثبٗذ 

ًبپَ٘ػتِ دس ػوت ساػت ػ٘ؼتن هؼزبدلات دٗفشاًؼز٘ل   

( ػزجت اص دػزت   15(، حل هؼبدلِ پشتبثٖ )14) IVPدس 
دس ٗزبفتي   هخلَكبًHBVP (13 )دس خَاة  دلتّسفتي 

دل٘زك   حل ساُ. ثخؾ ثؼذ ثِ [20] گشدد ًمبى ػَٗ٘چ، هٖ
 اػت.اختلبف دادُ ؿذُ  HBVPٍ وبسآهذ اٗي 

 

 معرفی روش پرتببی بهبودیبفته 

 بب کنترل پبرامتری شده

دس اٗي ثخؾ ثب داًؼتي تؼذاد ًمزبى ػزَٗ٘چ ٍ ػزبختبس    
اص سٍؽ پشتبثٖ هشػَم وِ دس ثخؾ  آهذُ دػت ثِوٌتشل 

 ٖ وٌز٘ن ّزش تزبثغ وٌتزشل      لجل تَه٘ح دادُ ؿذ، فشم هز
( )ju t  ٕداسا

jn ٌثٌزبثشاٗي تمشٗزت   ؛ ػَٗ٘چ ثبؿذ ًٔم
)صٗزش ثززشإ ّززش وٌتززشل   )ju t ،1,...,j q  دس ًظززش

 گشفتِ خَاّذ ؿذ:
 

(16) 

0 0 1

1 1 2

1

,

,
( )

,j j j

j j j

j j j

j

n n n

j j j

b s t s

b s t s
u t

b s t s


  


 
 



 

 

 

10وِ  10 ...


     j jn n

j j j j fs s s s t ِػٌَاى ث 
اًززذ وززِ  ًمززبى ػززَٗ٘چ ٍ اًتْززبٖٗ دس ًظززش گشفتززِ ؿززذُ

( )ju t     سٍٕ ّش صٗشداهٌزِ، پزبساهتش هؼلزَمk

jb   ٕثزشا

0,1,..., jk n ٖ(، 5وٌزززذ. ًجزززك ) سا اخت٘زززبس هززز
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 1, 1  k

jb  ِ1وزز  k k

j jb b ثٌززبثشاٗي ؛ اػززت
 :( داسٗن10ًجك )

 

(17) 
1sign( ( )),k k k

j j j jb t s t s     
 

 ٍ0( 1)j jn n

j jb b    اٗززي ػززبختبس وٌتززشل، ؿززشاٗي .

 ػَٗ٘چ

(18  ) ( ) 0, 1,...,i

j j js i n   

 دّذ. سا ًت٘دِ هٖ
اٗي تمشٗت ّش وٌتزشل   ثش اػبعداؿت،  تَخِّثبٗذ  

( )ju t   1سا ثززززب( ,..., , )jn

j j j fs s s t  ٕپزززززبساهتش
)وٌ٘ن. دس ًت٘دِ ّزش تزبثغ وٌتزشل     هٖ )ju t   ِدس هؼبدلز

) كزَست  ثِتَاً٘ن  ( سا ه16ٖ) ; )j ju t s    .ًـزبى دّز٘ن
 حبل ثب خبٗگزاسٕ تبثغ وٌتشل
 

(19) 1 1u( ; ) ( ; ),..., ( ; )
T

q qt s u t s u t s    
 

(، ٗزززه ػ٘ؼزززتن اص هؼزززبدلات  9ٍ  8دس هؼزززبدلات )
)uدٗفشاًؼ٘ل ثب  ; )t s    ِثزش  دس ػوت ساػت هؼبدلزِ وز

)x اػبع )t ٍλ( )t  ثزِ دػزت  ، اػزت  ٖ آٗزذ. اٗزي    هز

ِ ل دس وٌزبس ؿزشاٗي   ػ٘ؼتن اص هؼبدلات دٗفشاًؼ٘ ٍ  اٍّل٘زّ
( ٍ ؿزشاٗي  12ٍ ؿشى تشاًؼَسػزبل٘تٖ )  (4ٍ  3هشصٕ )

 :كَست ثِ HBVP(، تـى٘ل ٗه 18ػَٗ٘چٖ )
 

(20) 

0

1

f ( , y,u( ; )), 0

y(0) y

(y( ), ,..., , ) 0

f

f q f

y t t s t t

t s s t

  



  

 دّذ. سا هٖ
 HBVPاػتفبدُ اص سٍؽ پشتبثٖ ثشإ حل  هٌظَس ثِ 

 :كَست ثِپشتبثٖ  ٔ(، هؼبدل20)

 

(21) 

1

x( ) x

(x( ), λ( ), sign( ( )))

(.) ( )

( )

, 1, 2,...,

j

f f

f f f

j j

n

j j

t

H t t t

s

s

j q







 
 

 
 

   
 
 
 
 

 

 خبٕ ثِؿَد وِ  تـى٘ل هٖ
1(y( ), ,..., , )f q ft s s t

ٖ  (.)ثشإ ساحتٖ اص  وٌز٘ن. ّزذف، حزل     اػزتفبدُ هز
 هؼبدلِ پشتبثٖ

(22) S(z) (.) 0  

، ثشداس پبساهتشّزبٕ هدْزَل ٍ   zاػت وِ دسٍالغ ثشداس 

 كَست ثِ

(23) 1z (s,λ (0),...,λ (0))T

p 

 ت وِ دس آىػدس ًظش گشفتِ ؿذُ ا

(24) 1( ,..., )qs s s 

( 22وزِ هؼبدلزِ پشتزبثٖ )    ؿَٗن ٗبدآٍس هٖ هدذداً. اػت
هزَسد ًظزش   zوٖ اص هؼبدلات غ٘شخٌٖ ثشإ ٗبفتيػ٘ؼت

)yاػت وزِ   ;z)ft  تمشٗجزٖ اصy( )ft ثزشإ   اػزت ٍ
صٗزش   IVPهؼلَم، ً٘زبص ثزِ حزل      zهحبػجِ آى دس ٗه 

 داسٗن:

(25) 
0

y f ( , y,u( ; )), 0

y(0) y

ft t s t t  



 

 

ِ ( ٗه خَاة 25) IVPوٌ٘ن،  فشم   فزشد  هٌحلزشث

)yداؿتِ ثبؿذ وِ آى سا ثب  ;z)t ٖ دّز٘ن. ثزشإ    ًـبى هز

,0هؼلَم، اثتذا ثبصُ z( ثب 25) IVPٗبفتي خَاة  ft   

سا ثِ 
1( ... ) 1qn n  ٖػپغ وٌ٘ن لؼوت تمؼ٘ن ه .

ِ هؼبدلِ دٌٗبه٘ىٖ ثزب ؿزشى    ل سا اٍّ ٓدس صٗشثزبص 0y اٍّل٘زّ

ًوبٗ٘ن. همذاس هـبّذُ ؿذُ دس اًتْبٕ ّش صٗشثبصُ  حل هٖ

هؼبدلات دٌٗبه٘ىٖ دس صٗشثبصُ ثؼذٕ  اٍّلِّ٘ؿشى  ػٌَاى ثِ

وٌزذ تزب    ؿَد ٍ اٗي سًٍذ اداهِ پ٘ذا هٖ دس ًظش گشفتِ هٖ

ثِ صٗشثبصُ آخش ثشػ٘ن. ػلاٍُ ثش اٗي، اگش ّش ؿزشًٖ دس  
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 zذ هؼبدلِ پشتزبثٖ ًمزن ؿزَد، ثبٗؼزتٖ ثزشداس خذٗز      

هحبػجِ ٍ سًٍذ فَق اص ػش گشفتِ ؿزَد تزب صهزبًٖ وزِ     

 ِ پشتبثٖ ثشلشاس گشدد.هؼبدل

وٌٌزذُ   تَاًذ ثب ٗزه حزل   هٖIVP (25 ) ؿَد تَخِّ 
ٖ اص هشتجزِ ثزبلا حزل    دلّتز هؼبدلات دٗفشاًؼ٘ل ػبدٕ ثب 

ؿَد وِ خبك٘ت وٌتشل خٌب داسد. دس اٗي همبلِ، خذا اص 

IVP (25 )  افضاسّززبٖٗ وزِ ثززشإ حززل  ّزب ٍ ًززشم  سٍؽ
افززضاس هتلززت  دس ًززشم ode45اص تززبثغ ، اًززذ تَػززؼِ ٗبفتززِ

فشهزَل   ثزش اػزبع  اػتفبدُ ؿذُ اػت. اٗي تبثغ سًٍذٕ 

كشٗح ثزب گزبم صهزبًٖ هتغ٘زش ثزشإ وزبساٖٗ        وَتب-ساًگ
هحبػجبت ػذدٕ هؼبدلات دٗفشاًؼز٘ل داسد. ػزلاٍُ ثزش    

ش خٌززب سا ثززب اػززتفبدُ اص دٍ پززبساهت  ode45اٗززي، تززبثغ
RelTol  ٍAbsTol  ٖوٌزذ. ثزب اػزتفبدُ اص اٗزي      وٌتشل ه

سا  تَاً٘ن تلَساًغ خٌزبٕ ًؼزجٖ ٍ هٌلزك    اهتشّب هٖپبس
ثزشإ حزل دػزتگبُ     fsolve ثغ تٌظ٘ن وٌ٘ن. ّوچٌ٘ي، تب

ؿزَد   تَخِّاػتفبدُ ؿذُ اػت. ( 22) هؼبدلات غ٘شخٌٖ
تزَاً٘ن   سا هٖ ؿذُ هـبّذُخَاة  دلتّوٌٌذُ  دس اٗي حل

تٌظز٘ن وٌز٘ن وزِ     TolFun  ٍTolX ثِ ووه دٍ پبساهتش

سٍٕ همزذاس تزبثغ ٍ پزبساهتش دٍم     ل تلزَساًغ پبساهتش اٍّ
 وٌذ. تلَساًغ سٍٕ همذاس ًَل گبم سا تؼ٘٘ي هٖ

 

 عددی هبی مثبل

 دلزّت دس اٗي ثخؾ پٌح هثبل ثشإ ًـبى دادى وبسثشد ٍ 

 .خَاّذ گشدٗذ اسائِؿذُ  سٍؽ ث٘بى
 

ٗززه هززذاس ًَػززبًگش  نوساابن ر واناادرپول.  :1مثاابل 
ؿزَد سا   ٍاًذسپَل وِ ثب اػتفبدُ اص دَٗد تًَل ػبختِ هٖ

ؿٌبػٌذ. دٗزَد   ًَػبًگش دَٗد تًَل ٍاًذسپَل هٖ ػٌَاى ثِ
ّزبٖٗ ثزب فشوزبًغ ثؼز٘بس ثزبلا       ّب ثِ تَل٘ذ ػ٘گٌبل تًَل

ًوبٌٗذ. اوٌَى فشم وٌ٘ن دس ٗه هزذاس   ووه ؿبٗبًٖ هٖ

وشدى صهبى  ًَػبًگش دَٗد تًَل ٍاًذسپَل، ّذف هٌ٘٘ون
 ًْبٖٗ

ft ّّٗبٕ تًؼجت ثِ هحذٍد 
 

(26) 1 2x x 

(27) 2

2 1 1 2( 1)x x x x u     

(28)  ( ) { 1,1}u t   

 ٍ هشصٕ اٍّلٍِّ٘ ؿشاٗي 

 

(29) x(0) [1,1]T 

(30) x( ) [0,0]T

ft  

، ٍلتبط اٗي هذاس u، تبثغ وٌتشلهؼئلِ. دس اٗي [21] ثبؿذ
ؿَد. حبل، تبثغ ّو٘لتًَٖ دس  الىتشٗىٖ دس ًظش گفتِ هٖ

 :كَست ثِ( 6)
 

2

1 2 2 1 1 2(x,λ, ) [1 ( ( 1) )]H u x x x x u       

(31) 
 

 ؿَد. تـى٘ل هٖ

 ( ثِ ؿىل9الحبلٖ )ثذٗي تشت٘ت، هؼبدلات  
 

(32) 1 1 2 2/ (2 1)d dt x x   
 

(33)  2

2 1 2 1/ (1 )d dt x      

 آٌٗذ. هٖ ثِ دػت
)2تززبثغ ػززَٗ٘چ   ) ( )t t   وٌتززشل ثٌْ٘ززِ سا ثززب

2( ) sign( ( ))u t t   ؿَد،  تَخِّ. وٌذ هٖهـخق
ِ ثب اػزتفبدُ اص سٍؽ پشتزبثٖ هشػزَم سٍٕ اٗزي      ، هؼزئل

خززززَاة ػ٘ؼززززتن وٌتززززشل دس ًمٌززززِ ػززززَٗ٘چ    
0.719087s  ِاػت. حزبل ثزب هؼلزَم     آهذُ دػت ث

ثَدى تؼذاد ًمبى ػَٗ٘چ ٍ ػزبختبس وٌتزشل ثٌْ٘زِ، اٗزي     

ثٌزبثشاٗي، تزبثغ   ؛ ؿزَد  ثب سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ حل هٖ هؼئلِ
 :كَست ثِپشتبثٖ 

 

(34)  

2

2

x( )

(.) 1 ( ) ( )

( )

f

f f

t

t u t

s





 
 

   
 
  
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 ثِ ؿىل zاػت وِ ثشداس هدَْلات 
 

(35)  1 2z ( , , (0), (0))T

fs t   

 اًذ. دس ًظش گشفتِ ؿذُ

(، تَاثززغ ػززَٗ٘چ، وٌتززشل، حبلززت ٍ  1دس ؿززىل ) 
(، همزبدٗش  1الحبلٖ ًـبى دادُ ؿزذُ اػزت. دس خزذٍل )   

ٖ  صهززبى وززذ  ّززبٕ ًْززبٖٗ ٍ ػززَٗ٘چ ثززب خززَاة تمشٗجزز
BNDSCO همبٗؼِ ؿذُ اػت.  [22] پشتبثٖ چٌذگبًِ دس

ٍ ّوگشاٗزٖ سٍؽ،   دلتّاٗي، ثشإ ًـبى دادى ػلاٍُ ثش
( گزضاسؽ  2هتغ٘شّبٕ الحزبلٖ دس خزذٍل )   اٍّلِّ٘همبدٗش 

 اًذ. ؿذُ
 

 

 
اص  آهذُ دػت ثِتَاثغ ػَٗ٘چ، وٌتشل، حبلت ٍ الحبلٖ  «:1» ؿىل

 1 سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ دس هثبل
 

 ٔوٌتزشل ثٌْ٘ز    : سیستم غیرخطی مرتباه ساو .  2مثبل 
ّبٕ غ٘شخٌزٖ، اهزشٍصُ ٗىزٖ اص دؿزَاستشٗي ٍ      ػ٘ؼتن

ِ وٌتشل اػزت. اوٌزَى   صاتشٗي هَهَػبت دس ًظشّٗ چبلؾ
صهزبى اًتْزبٖٗ آصاد ٗزه ػ٘ؼزتن      ٔهؼزئل فشم وٌ٘ن ثزب  

آهزذُ، سٍثزشٍ ّؼزت٘ن.     [5]غ٘شخٌٖ هشتجِ ػَم وزِ دس  
، هٌ٘زز٘ون وززشدى صهززبى اًتْززبٖٗ  هؼززئلِ

ft  ًِؼززجت ثزز
 ّبٕ تهحذٍدّٗ

 

(36)  1 2x x 

(37)  2 3x x 

(38)  3 1sin( )x x u  

(39)  ( ) { 1,1}u t   

 ٍ هشصٕ اٍّلٍِّ٘ ؿشاٗي 

(40)  x(0) [1,1,1]T 

(41)  x( ) [0,0,0]T

ft  

 .اػت
 :كَست ثِ( 6دس اٌٗدب تبثغ ّو٘لتًَٖ ) 

 
(42) 

 

( 9ؿززَد. دس ًت٘دززِ، هؼززبدلات الحززبلٖ )  تـززى٘ل هززٖ

 :كَست ثِ
 

(43)  1 3 1/ cos( )d dt x   
 

(44)  2 1/d dt   
 

(45)  3 2/d dt   

 آٌٗذ. هٖ ثِ دػت

 

 fsolve  ٍode45ثشإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ  ؿذُ هحبػجًِْبٖٗ ٍ ػَٗ٘چ  ّبٕ صهبىٍاًذسپَل(: همبدٗش  هؼئلٔ) «:1» خذٍل

1 2 2 3 3 1(x,λ, ) [1 (sin( ) )]H u x x x u      

   s AbsTol RelTol TolX TolFun 
3.09527251197 0.72301562789 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 
3.09520238575 0.72300371861 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 
3.09520234037 0.72300374210 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 
3.09520234047 0.72300374213 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 

 [21] اص آهذُ دػت ثًِتبٗح  0.72300373 3.09520234
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 fsolve  ٍode45هتغ٘شّبٕ الحبلٖ ثِ اصإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ  اٍّلٍِّ٘اًذسپَل(: همبدٗش هحبػجِ ؿذُ همبدٗش  هؼئلٔ) «:2»خذٍل 
            AbsTol RelTol TolX TolFun 

0.97368164537 0.94734017185 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 
0.97364215977 0.94728445696 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 
0.97364224421 0.94728448864 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 
0.97364224436 0.94728448872 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 

 [21] آهذُ اص دػت ًتبٗح ثِ 0.94728449 0.97364224

 

 

 

 2هثبل اص سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ دس  آهذُ دػت ثِتَاثغ ػَٗ٘چ، وٌتشل، حبلت ٍ الحبلٖ  «:2»ؿىل 

 

 fsolve  ٍode45ثشإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ  ؿذُ هحبػجًِْبٖٗ ٍ ػَٗ٘چ  ّبٕ صهبى)ػ٘ؼتن غ٘شخٌٖ هشتجِ ػَم(: همبدٗش  «:3»خذٍل 
         AbsTol RelTol TolX TolFun 

9.08924534920 7.13686556868 3.53834896131 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 
9.08924139329 7.13686397456 3.53835661840 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 
9.08924079250 7.13686367859 3.53835630091 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 
9.08924079213 7.13686367861 3.53835630094 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 

 [5] آهذُ اص دػت ًتبٗح ثِ 3.53835 7.13686 9.08924
 

 هتغ٘شّبٕ الحبلٖ ثِ اصإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ اٍّلِّ٘همبدٗش  ؿذُ هحبػجِ: همبدٗش ()ػ٘ؼتن غ٘شخٌٖ هشتجِ ػَم «:4»خذٍل 

 fsolve  ٍode45 
                  AbsTol RelTol TolX TolFun 

2.33692283359 0.05064547984 -0.68007349291 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 
2.33697211250 0.05060297981 -0.68012157240 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 
2.33697493063 0.05060181910 -0.68012348175 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 
2.33697493536 0.05060181876 -0.68012348372 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 

 
)3تززبثغ ػززَٗ٘چ   ) ( )t t   وٌتززشل ثٌْ٘ززِ سا ثززب

3( ) sign ( )u t t  ٖوٌذ. ثزب اػزتفبدُ اص    هـخق ه
ِ سٍؽ پشتبثٖ هشػَم سٍٕ اٗي  ، خزَاة ػ٘ؼزتن   هؼزئل

1وٌتززززززشل دس ًمززززززبى ػززززززَٗ٘چ  3.4887s  ،

2 7.0694s  ٍ9.892ft  ِاػزت.   آهزذُ  دػزت  ث
حبل ثب هؼلَم ثَدى تؼذاد ًمبى ػَٗ٘چ ٍ ػبختبس وٌتزشل  

پ٘ـٌْبدٕ حل ؿذُ اػزت. دس  ثب سٍؽ  هؼئلِثٌِْ٘، اٗي 
٘چ، حبلززت ٍ الحززبلٖ (، تَاثززغ وٌتززشل، ػزز2َٗؿززىل )

(، 3ًـزبى دادُ ؿزذُ اػزت ٍ دس خزذٍل )     آهذُ دػت ثِ
اًذ. ػلاٍُ  ّبٕ ًْبٖٗ ٍ ػَٗ٘چ گضاسؽ ؿذُ همبدٗش صهبى

ٍ ّوگشاٖٗ سٍؽ، همزبدٗش   دلتّثشاٗي، ثشإ ًـبى دادى 
 اًذ. (، گضاسؽ ؿذ4ُهتغ٘شّبٕ الحبلٖ دس خذٍل ) ٔاٍل٘

 

ِ  : ببزوهبی یا  روباب .  3مثبل  وٌتزشل ثٌْ٘زِ    هؼزئل

ثبصٍّبٕ ٗه سٍثبت ثب دٍ لٌ٘زه وزِ تَػزي هحممز٘ي     
 هختلف ثِ آى پشداختِ ؿزذُ اػزت سا دس ًظزش ثگ٘شٗزذ    

[23, 24, 6]. 

ّذف هٌ٘٘ون وشدى صهبى اًتْبٖٗ  ،هؼئلِدس اٗي  
ft 

 ّبٕ تًؼجت ثِ هحذٍدّٗ
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(46)  1 3x x 

(47)  2 4x x 
 

2 2

3 2 3 3 4 4

1 2 2 2

2 2

2 3 2

[(50 / 3)sin( )( 2 )

(10 / 3)(2 ) 5 cos( )

(25 / 2)sin(2 ) ] / [(400 / 9) 25cos ( )]

x x x x x x

u u u x

x x x

  

  

 

(48) 

2 2

4 2 3 3 4 4

2 1 2 1 2

2 2

2 3 3 4 4

2

2

[ (50 / 3)sin( )(5 2 )

(10 / 3)(5 2 ) 10( )cos( )

(25 / 2)sin(2 )(2 2 ] / [(400 / 9)

25cos ( )]

x x x x x x

u u u u x

x x x x x

x

   

   

  



(49) 

(50)  ( ) { 1,1}, 1,2ju t j   

x(0)ثززززب   [0,0,0,0,]T  ٖٗحبلززززت ًْززززب ٍ
x( ) [ 0.44,1.83,0,0]T

ft   لاصم ثززِ روززش اػززت .
ِ اػت وِ دس اٗزي    1x  ٍ2x، هتغ٘شّزبٕ حبلزت   هؼزئل

 ًج٘ؼتزبً ً٘زض   3x  ٍ4xإ ًمٌِ اتلبل ٍ  هَلؼ٘ت صاٍِٗ
ٖ   ّبٕ صاٍِٗ ػشػت ًوبٌٗزذ. دس هزوي، اص    إ سا ث٘زبى هز

ِ  1u  ٍ2uگـتبٍسّبٕ اٗزي دٍ لٌ٘زه ٗؼٌزٖ      ػٌزَاى  ثز
ّزذاٗت سٍثزبت دس ووتزشٗي     هٌظَس ثِهتغ٘شّبٕ وٌتشلٖ 

ثِ هَلؼ٘ت پبٗبًٖ، اػتفبدُ  اٍّلِّ٘صهبى هوىي اص هَلؼ٘ت 
 ؿذُ اػت.

 :تكَس ثِ( 9ثٌبثشاٗي هؼبدلات الحبلٖ ) 

(51)  1 / 0d dt  
 

2 2 3 4 3 4 1 2

2 4

2 2

/ (3 / 5)[ ( , , , , , , )]

/[256 288cos ( ) 81cos ( )]

d dt x x x u u

x x

    

 

(52) 
 

2

3 1 2 2

3 3 4 4 3 4

2

3 3 4 4 4 2

/ [ (16 9cos ( )) 12sin( )

( ( ) (5 )) sin(2 2)

(9 ( 2 ) 9 )] / [ 16 9cos ( )]

d dt x x

x x x x x

x x x

 

 

  

  

     

    

(53) 

2

4 2 2 3 4

3 2 4 2 4 2

2

2

/ [ (16 9cos ( )) ( )

(12 sin( ) 12 sin( ) 9 sin(2 ))]

/[ 16 9cos ( )]

d dt x x x

x x x

x

 

  

   

  

 

(54) 

 آٌٗذ وِ دس آى هٖ ثِ دػت
 

3 2 2

2 3 3 4 3 3 3 4

2 2 2

4 4 4 3 4 3 4 2

2 2 2

4 3 4 4 3 3 4 3 4

2

2 2 3 2 4 2 4 1

2 2 2

2 3 3 3 4 4 4

2

4 3 3

(.) cos ( )(180 90 90

90 450 180 ) cos ( )

( 690 345 345 690 )

27sin( )cos ( )( 2 2 )

cos( )( 20 20 20

100 40

M x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x u u u

x x x x

x x

  

  

   

  

  

 

  

   

    

  

   

  3 4 4 3 4 2

3 2 4 2 4 1 2 3 1

3 2 4 2 4 1 4 3 4

2 2 2

3 3 3 4 4

40 ) sin( )

(48 96 96 sin(2 )( 36

18 90 36 ) 480

240 480 4 240

x x x x

u u u x u

u u u x x

x x x



   

   

  

 

   

   

   

(55) 

 خززززززبٕ ثززززززِاػززززززت ٍ ثززززززشإ ػززززززبدگٖ 

22 3 4 3 4 1( , , , , , , )M x x x u u   اص(.)M  ُاػزززتفبد

 :كَست ثِ. ّوچٌ٘ي تَاثغ ػَٗ٘چ ؿذُ اػت
 

(56) 
3 4 4 2

1 2

2

(20 / 3)( ) 10 cos( )
( )

(400 / 9) 25cos ( )

x
t

x

  


 


 
 

4 4 2 3 3 2

2 2

2

(50 / 3) 10 cos( ) (10 / 3) 5 cos( )
( )

(400 / 9) 25 cos ( )

x x
t

x

   


  




(57) 

 خَاٌّذ ثَد.
حبل ثب هؼلَم ثَدى تؼذاد ًمبى ػزَٗ٘چ ٍ ػزبختبس    

ِ وٌتشل ثٌْ٘زِ، اٗزي    سا ثزب سٍؽ پ٘ـزٌْبدٕ حزل     هؼزئل

تَاثغ وٌتزشل، ػزَٗ٘چ، حبلزت ٍ    (، 3) وٌ٘ن. دس ؿىل هٖ
 ًـبى دادُ ؿذُ اػزت ٍ دس خزذٍل   آهذُ دػت ثِالحبلٖ 

اًزذ.   ّبٕ ًْبٖٗ ٍ ػَٗ٘چ گضاسؽ ؿذُ صهبى ٗشهمبد (،5)

ٍ ّوگشاٗزٖ سٍؽ،   دلتّػلاٍُ ثشاٗي، ثشإ ًـبى دادى 
گزضاسؽ  (، 6) هتغ٘شّبٕ الحبلٖ دس خزذٍل  ٔهمبدٗش اٍل٘

حلزٖ دل٘زك    ، ساُؿزذُ  ٘بىثؿَد وِ سٍؽ  تَخِّ اًذ. ؿذُ
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133

ثؼز٘بس   دلزّت تَاًذ ًمبى ػَٗ٘چ سا ثب  دّذ ٍ هٖ هٖ اسائِ
 آٍسد. ثِ دػتهٌبػت 

 

 

 

 
اص  آهذُ دػت ثِتَاثغ ػَٗ٘چ، وٌتشل، حبلت ٍ الحبلٖ  «:3» ؿىل

 3هثبل سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ دس 

 

صهبى اًتْبٖٗ آصاد خشثم٘زل   هؼئلِ  : جرثقیل پل.4مثبل 
آهزذُ اػزت سا دس ًظزش ثگ٘شٗزذ. دس اٗزي       [9] پل وِ دس

ّزبٕ   فشم ثش اٗي اػت وزِ خشثم٘زل سٍٕ سٗزل    هؼئلِ

هؼززتم٘ن ٍ ثززذٍى اكززٌىبن لززشاس داؿززتِ ٍ ثززبس آى دس 
اص هشوزض ثمزل خزَد     تحول ٘شلبثلغّبٖٗ داٗوٖ ٍ  ًٌبة

هؼلك ثبؿذ. دس اٗي ػ٘ؼتن، ّزذف حشوزت خشثم٘زل اص    

ذالل صهزبى هوىزي   ٗه هَلؼ٘ت ثِ هَلؼ٘ت دٗگش دس ح
ِ ٕ ًحَ ثِاػت  ثزبس آى دس هزَلؼ٘تٖ ثبثزت اص خزبٖٗ      وز

 هؼئلِتبثغ وٌتشل دس اٗي  ًج٘ؼتبًؿشٍع ٍ ثِ پبٗبى ثشػذ. 
 اح٘بًزبً ّوبى ً٘شٍٕ وٌتشل خشثم٘ل ٗؼٌٖ پزذال گزبص ٗزب    

ِ لزا دس اٗزي  . تشهض خشثم٘ل اػت ، ّزذف هٌ٘ز٘ون   هؼزئل

ٖ وشدى صهبى اًتْبٗ
ft ّّٗبٕ تًؼجت ثِ هحذٍد 

 

(58)  1 2x x 

(59)  2x u 

(60)  3 4x x 

(61)  4 30.98 0.1x x u   

(62  ) ( ) { 1,1}u t   

 ٍ هشصٕ اٍّلٍِّ٘ ؿشاٗي 
 

(63)  x(0) [0,0,0,0]T 

(64)  x( ) [15,0,0,0]T

ft  
 

 :كَست ثِ (6دس اٌٗدب تبثغ ّو٘لتًَٖ ) .ثبؿٌذٖ ه
 

(65  ) 

1 2 2 3 4

4 3

(x,λ, ) 1

(0.98 0.1 )

H u x u x

x u

  



   

  

( 9خَاّذ ثَد وِ هٌدش ثِ تـزى٘ل هؼزبدلات الحزبلٖ )   
 :كَست ثِ

(66  ) 1 / 0d dt  

(67)  2 1/d dt   

(68)  3 4/ 0.98d dt  

(69)  4 3/d dt   

تزززبثغ ػزززَٗ٘چ  هؼزززئلِخَاّزززذ گـزززت. دس اٗزززي  

2 4( ) ( ) 0.1 ( )t t t    كَست ثِ، وٌتشل ثٌِْ٘ سا 

2 4( ) sign( ( ) 0.1 ( ))u t t t    هـزززززززخق 
 ًوبٗذ. هٖ
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 fsolve  ٍode45ثشإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ  ؿذُ هحبػجًِْبٖٗ ٍ ػَٗ٘چ  ّبٕ صهبىثبصٍّبٕ ٗه سٍثبت(: همبدٗش  هؼئلٔ) «:5»خذٍل 

            AbsTol RelTol TolX TolFun 

3.19710629592 2.36634282018 1.10366985024 0.76778603056 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 
3.19711194006 2.36634527742 1.10367124281 0.76778926545 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 
3.19711188693 2.36634521474 1.10367129913 0.76778927125 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 
3.19711188678 2.36634521457 1.10367129908 0.76778927118 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 

 [6] اص آهذُ دػت ثًِتبٗح  0.7677893 1.1036713 2.3663452 3.197119
 

ٍ  fsolveهتغ٘شّبٕ الحبلٖ ثِ اصإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ  اٍّلِّ٘همبدٗش  ؿذُ هحبػجِثبصٍّبٕ ٗه سٍثبت(: همبدٗش  هؼئلٔ) «:6»خذٍل 
ode45 

                        AbsTol RelTol TolX TolFun 

-1.45400686594 -2.90427738607 -0.91771498374 -1.56900143800 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 
-1.45494529907 -2.90687926979 -0.91794327412 -1.56971944709 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 
-1.45494560686 -2.90687990183 -0.91794340778 -1.56971965077 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 
-1.45494560707 -2.90687990192 -0.91794340811 -1.56971965087 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 

 [6] اص آهذُ دػت ثًِتبٗح  1.5697236- 0.9179555- 2.9053665- 1.4543976-

 

اوٌَى ثب هـزخق ثزَدى تؼزذاد ًمزبى ػزَٗ٘چ ٍ        
ػبختبس وٌتشل ثٌِْ٘ وِ اص سٍؽ پشتبثٖ هشػزَم حبكزل   

سا ثززب سٍؽ پ٘ـززٌْبدٕ حززل  هؼززئلِآهززذُ اػززت، اٗززي 
تَاثغ وٌتزشل، ػزَٗ٘چ، حبلزت ٍ    ( 4) وٌ٘ن. دس ؿىل هٖ

 ًـبى دادُ ؿذُ اػزت ٍ دس خزذٍل   آهذُ دػت ثِالحبلٖ 
اًزذ.   ّبٕ ًْبٖٗ ٍ ػَٗ٘چ گضاسؽ ؿزذُ  همبدٗش صهبى( 7)

ٍ ّوگشاٗزٖ سٍؽ، همزبدٗش    دلتّّوچٌ٘ي ثشإ ًوبٗؾ 
گضاسؽ ؿزذُ  ( 8) هتغ٘شّبٕ الحبلٖ ً٘ض دس خذٍل اٍّلِّ٘

 اػت.
 

صهزبى اًتْزبٖٗ آصاد    ٔهؼزئل   : رآکتور شایمیبیی. 5مثبل 
آهززذُ اػززت سا دس ًظززش  [21] دسسآوتززَس ؿزز٘و٘بٖٗ وززِ 

 1x ،2x  ٍ3x هتغ٘شّبٕ حبلت ،هؼئلِثگ٘شٗذ. دس اٗي 
سا  ٗشٕپزز  ٍاوزٌؾ ثِ تشت٘ت چگبلٖ، تأخ٘ش دس غلظت ٍ 

وزِ   u هتغ٘زش  وِٖ دسحبلدٌّذ،  دس ٗه ػ٘ؼتن ًـبى هٖ
ّوبى هتغ٘ش وٌتشلٖ دس اٗي ػ٘ؼتن اػت، ث٘بًگش دهزب دس  

هٌ٘٘ون وشدى صهبى  هؼئلِدس اٗي ػ٘ؼتن،  اػت. t لحظِ
اًتْبٖٗ 

ft ّّٗبٕ تًؼجت ثِ هحذٍد 
 

(70)  1 1 3 25 ( 1) 0.1x x x x   

(71) 2 1 25 0.1x x x  

(72) 3 0.2x u 

(73) ( ) { 1,1}u t   

 ٍ هشصٕ اٍّلٍِّ٘ ؿشاٗي 
(74) x(0) [0.04,2,0]T 

(75) x( ) [0.06,3,0]T

ft  

 كَست: ثِ( 6ثبؿٌذ. دس اٌٗدب تبثغ ّو٘لتًَٖ ) هٖ
 

(76) 

1 1 3 1 2

2 1 2 2 3

(x,λ, ) 1 5 ( 1) 0.1

5 0.1 0.2

H u x x x

x x u

 

  

   

   

( 9خَاّذ ثَد وِ هٌدش ثِ تـزى٘ل هؼزبدلات الحزبلٖ )   
 كَست: ثِ

(77) 1 1 3 2/ 5 (1 ) 5d dt x     

(78) 2 2 1/ 0.1 0.1d dt    

(79) 3 1 1/ 5d dt x   

تزززبثغ ػزززَٗ٘چ  هؼزززئلِخَاّزززذ گـزززت. دس اٗزززي  

3( ) 0.2 ( )t t  كزززَست ثزززِ، وٌتزززشل ثٌْ٘زززِ سا 

3( ) sign(0.2 ( ))u t t  ًٖوبٗذ.  هـخق ه 
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 4هثبل اص سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ دس  آهذُ دػت ثِتَاثغ ػَٗ٘چ، وٌتشل، حبلت ٍ الحبلٖ «: 4» ؿىل

 

 fsolve  ٍode45ثشإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ  ؿذُ هحبػجًِْبٖٗ ٍ ػَٗ٘چ  ّبٕ صهبىپل(: همبدٗش  ل٘مثخش هؼئلٔ) «:7»خذٍل 

            AbsTol RelTol TolX TolFun 
8.58010226372 5.59476254024 4.29005305228 2.98534164389 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 
8.58010260154 5.59476216189 4.29005156830 2.98534070890 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 
8.58010263708 5.59476207521 4.29005131910 2.98534056243 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 
8.58010263709 5.59476207495 4.29005131855 2.98534056214 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 
 [9] آهذُ اص دػت ًتبٗح ثِ 2.98534056214 4.290051311855 5.59476207495 8.58010263709

 

 fsolve  ٍode45هتغ٘شّبٕ الحبلٖ ثِ اصإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ  اٍّلِّ٘همبدٗش  ؿذُ هحبػجِم٘ل پل(: همبدٗش هؼئلٔ خشث) «:8» خذٍل

                        AbsTol RelTol TolX TolFun 

-2.20406817424 -1.09588674992 -0.77959432782 -0.18172142222 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 
-2.20406239144 -1.09588850188 -0.77959374522 -0.18172131824 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 
-2.20406049756 -1.09588779157 -0.77959395064 -0.18172135778 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 
-2.20406049599 -1.09588779215 -0.77959395040 -0.18172135774 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 

 

 

 

 5هثبل اص سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ دس  آهذُ دػت ثِتَاثغ ػَٗ٘چ، وٌتشل، حبلت ٍ الحبلٖ  «:5» ؿىل
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 fsolve  ٍode45ثشإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ  ؿذُ هحبػجًِْبٖٗ ٍ ػَٗ٘چ  ّبٕ صهبىسآوتَس ؿ٘و٘بٖٗ(: همبدٗش  هؼئلٔ) «:9»خذٍل 
         AbsTol RelTol TolX TolFun 

7.04903251040 6.90661504664 3.38209879138 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 
7.04780686215 6.90599293791 3.38208953564 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 
7.04780684672 6.90599297159 3.38208954823 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 
7.04780684669 6.90599297157 3.38208954822 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 

 [21] آهذُ اص دػت ًتبٗح ثِ 3.38208957 6.90599299 7.04780685

 

 fsolve  ٍode45هتغ٘شّبٕ الحبلٖ ثِ اصإ همبدٗش هختلف پبساهتشّبٕ  اٍّلِّ٘همبدٗش  ؿذُ هحبػجِسآوتَس ؿ٘و٘بٖٗ(: همبدٗش  هؼئلٔ) «:10»خذٍل 
                  AbsTol RelTol TolX TolFun 

- 4.97444752966 - 2.83091449952 - 2.95496305447 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 1.0e-03 

- 4.99999998975 - 2.84546902458 - 2.97015514326 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 1.0e-06 

- 4.99999999921 - 2.84546909658 - 2.97015518504 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 1.0e-09 

- 5.00000000000 - 2.84546909698 - 2.97015518582 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 1.0e-12 

 [21] آهذُ اص دػت ًتبٗح ثِ 2.97015515 - 2.84546900 - 5-

 
اوٌَى ثزب هـزخق ثزَدى تؼزذاد ًمزبى ػزَٗ٘چ ٍ        

ػبختبس وٌتشل ثٌِْ٘ وِ اص سٍؽ پشتبثٖ هشػزَم حبكزل   

سا ثززب سٍؽ پ٘ـززٌْبدٕ حززل  هؼززئلِآهززذُ اػززت، اٗززي 
تَاثغ وٌتزشل، ػزَٗ٘چ، حبلزت ٍ    ( 5) ؿىلوٌ٘ن. دس  هٖ

 ًـبى دادُ ؿذُ اػزت ٍ دس خزذٍل   آهذُ دػت ثِالحبلٖ 
اًزذ.   ّبٕ ًْبٖٗ ٍ ػَٗ٘چ گضاسؽ ؿزذُ  همبدٗش صهبى( 9)

ٍ ّوگشاٗزٖ سٍؽ، همزبدٗش    دلتّّوچٌ٘ي ثشإ ًوبٗؾ 
گضاسؽ ؿذُ ( 10) هتغ٘شّبٕ الحبلٖ ً٘ض دس خذٍل اٍّلِّ٘

 اػت.
 

 گیری نتیجه

دس اٗي همبلِ اص ٗه سٍؽ پشتزبثٖ ثزب وٌتزشل پزبساهتشٕ     
   ِ وٌتزشل   هؼزبئل إ اص  ؿذُ ثشإ حزل غ٘شهؼزتم٘ن دػزت

 هؼئلِاػتفبدُ ؿذ ٍ ًتبٗح وبس سٍٕ پٌح  داس ثٌْ٘ٔ ػَٗ٘چ
ًَػززبًگش ٍاًززذسپل، ػ٘ؼززتن غ٘شخٌززٖ هشتجززِ ػززَم،   

ثبت، خشثم٘ل پل ٍ سآوتَس ؿ٘و٘بٖٗ وِ ٍثبصٍّبٕ ٗه س
ٌح دس ًظشٗزِ وٌتزشل ثٌْ٘زِ    هؼ٘بسػز  هؼبئلّوگٖ خضٍ 

گشدًززذ هـززبّذُ گشدٗززذ. دس همبٗؼززِ ثززب  هحؼززَة هززٖ
وٌتزشل   هؼبئلّبٕ هَخَد ثشإ حل اٗي دػتِ اص  سٍؽ

تَاى گفت وِ سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ وبساٖٗ هٌبػزجٖ   ثٌِْ٘ هٖ

 دلزّت سا ثزب   هؼئلِتَاًذ ًمبى ػَٗ٘چ  هٖ ٖخَث ثِداؿتِ، 

شٕ ػزبصٕ وزبهپَ٘ت   ثبلا ثِ دػت آٍسد ٍ ّوچٌز٘ي پ٘زبدُ  
إ داسد. ّوچٌزز٘ي ثززشآٍسدُ وززشدى ؿززشاٗي لاصم   ػززبدُ

ثٌْ٘گززٖ اص دٗگززش ًمززبى لززَت اٗززي سٍؽ هحؼززَة   
ّززبٕ  گززشدد. ٍلززٖ دس ػززَم، ّوبًٌززذ ّوززِ سٍؽ هززٖ

غ٘شهؼتم٘ن، اٗي سٍؽ ً٘ض گؼتشُ ّوگشاٖٗ پزبٌٖٗ٘ داسد  
. ّوچٌ٘ي اػتثؼ٘بس حؼبع  اٍّلٍِّ٘ ثِ اًتخبة حذع 

شإ هتغ٘شّززبٕ هٌبػززت ثزز اٍّل٘زّزِسٍؽ ً٘بصهٌززذ همززبدٗش 
ثِ ػذم تؼج٘زش ف٘ضٗىزٖ اص اٗزي     تَخِّالحبلٖ اػت وِ ثب 

ثززش ّوگشاٗززٖ سٍؽ  ٘شگزززاستأثهتغ٘شّززب، خززَد ػززبهلٖ 
 .  خَاّذ ثَد

 

 نبمه واژه

 
 Switching optimal وٌتشل ثٌِْ٘ ػَٗ٘چ داس

control problem 

 State variable هتغ٘ش هىبًٖ

 Control variable هتغ٘ش وٌتشلٖ

 Dynamical system دٌٗبه٘ىٖػ٘ؼتن 

 Objective function تبثغ ّذف

 Pontryagin’s minimum اكل هٌ٘٘ون پًَتشٗبگ٘ي

principle 

 Hamiltonian function تبثغ ّو٘لتًَٖ
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 Costate variables هتغ٘ش الحبلٖ

هؼألِ همذاس هشصٕ 

 ّو٘لتًَٖ

Hamiltonian boundary 
value problem (HBVP) 

 Improved shooting پشتبثٖ ثْجَدٗبفتِسٍؽ 

method 
 Shooting equation پشتبثٖ ٕ هؼبدلِ

 Switching function تبثغ ػَٗ٘چ

 Transversality ؿشى تشاًؼَسػبل٘تٖ

condition 
 Initial Value Problem هؼألِ همذاس اٍلِ٘

(IVP) 

 Runge-Kutta formula فشهَل ساًگ وَتب

 Relative error خٌبٕ ًؼجٖ

 Absolute error خٌبٕ هٌلك

 Van der Pol oscillator ًَػبًگش ٍاًذسپَل

ػ٘ؼتن غ٘شخٌٖ هشتجِ 

 ػَم

Third-order nonlinear 

system 

 Two-link robot ثبصٍّبٕ ٗه سثبت

 Bridge-Crane Problem هؼألِ خشثم٘ل پل

 Nuclear Reactor هؼألِ سآوتَس ؿ٘و٘بٖٗ
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