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لایه با در نظر در تن اثر  (، برای بررسیییی ارتااشیییات رااد درا ن دوSSPH)متقارن  در این مقاله روش هیدرودینامیک ذرات هموار  چکیده
شی بین لایه  ستفاده می بر شرایط مرای دیردار  ها ا شکل ثابت  رض می   -شود.  صله بین دو لایه بیرونی در حین تغییر  شود. ماادلات  رااد و  ا

 ه دسییتبیی عرضییی، برنولی برای هر لایه و در نظر در تن جابجایی داخل صییفحه عهوه بر جابجا -حاکم با در نظر در تن تئوری تیر اویلر
شبیه       رکانس SSPHبا حل ماادلات حاکم به روش رید. می ست. این نتایج با نتایج  شده ا سبه  و  یمولکولساای دینامیک  های اول و دوم محا

ست نتایج  ست و          GDQرمده اا حل عددی ماادله حاکم به روش  به د شده ا سه  ست، مقای شده ا ستخراج  ستی   دقّتکه اا مراجع دیگر ا و در
 نشان داده شده است. SSPHروش حل بدون مش 

 

 .SSPH روش ،تیر ساندویچی ،ارتااشات رااد ،درا ن دو لایه ،روش بدون مش کلیدی یهاواژه
 

 

 
Application of SSPH Method in Free Vibration Analysis of Graphene 

 

K. Mohammadi                H. Shokrollahi 

 

Abstract In this paper, the symmetric smoothed particle hydrodynamics (SSPH) as a meshless method is 

explained in detail. Free vibration analysis of bilayer graphenes with interlayer shear effect is modeled. 

The bilayer graphene is modeled as a sandwich beam with free-clamp end condition. To obtain the 

governing equations, each graphene layer is modeled based on the Euler-Bernoulli theory and in-plane 

displacements are also considered in addition to the transverse displacement. It is also assumed that the 

graphene layers do not have relative displacement during vibration. The results obtained by the sandwich 

beam model solved by SSPH method, include the first two natural frequencies of the bilayer graphenes. 

These results are validated by the molecular dynamic and compared with the GDQM results reported in 

the literature. 
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 مهمقدّ
( یک FEMامان ایادی، روش اجزا محدود ) تبرای مدّ

وسیای اا  عددی دسترۀ روش استاندارد برای حلِّ
های ها و چالشمسألههای مهندسی بوده است. چالش

تری به خود شکل پیچیده مراتببهجهان امروای 
به  قادر ییتنهابهاند، بنابراین روش اجزا محدود در ته

این مسائل نبوده و ناکا ی است. برخی اا  حلِّ
 اا: اندعبارتهای روش اجزا محدود محدودیت

و  هبه هندس توجهّخوب با  یفیتباکتولید یک مش . 9
 مسأله همیشه رسان نیست، ،شرایط  یزیکی

 های بزرگ؛و کرنش شکل رییتغدر  لمثاعنوانبه

تولید و اصهح مش در روش اجزا محدود اا نظر . 2
 است؛ برینههزمحاسباتی 

در مکانیک شکست در مباحث مربوط به رشد . 9
و همچنین در  هاها، بخصوص در میکرو ترکترک
هایی که مسیر رن پیچیده است، به دلیل لزوم ترک

، روش اجزا محدود ممکن یفیتباکوجود یک مش 
 هایی نادرست به دست دهد؛است جواب

ها و یا در مرا دو  اا اا ماده، استفاده در ناپیوستگی. 4
 برهزینهاا روش اجزا محدود غیر ممکن و یا بسیار 

 است.

های روش اجزا محدود، به محدودیت توجّهبا  
های حل عددی که توانایی حل توساه سایر روش

چیده را بدون استفاده اا مش داشته باشد، های پیمسأله
 برای غلبه بر های بدون مشبسیار ضروری است. روش

اند. شدههای روش اجزا محدود توساه دادهمحدودیت
ها نیاای به مش برای دسسته ساای دامنه حل این روش

ندارند، بلکه اا یک سری توابع تقریب و یک دسته نقاط 
کنند. برخی اا مزایای یبرای تخمین توابع استفاده م

های بدون مش نسبت به روش اجزا محدود روش
 اا: اندعبارت

م نیاا به وجود مش، محاسبات به دلیل عد هزینۀ. 9
 یابد؛کاهش می

کردن  تنها با اضا ه یرسانبهبیشتر در محاسبات  دقّت. 2

که نیاا  ییهامحلدر  خصوصبهحل،  نقاط به دامنۀ
 ستیابی است؛به اصهح دارد، قابل د

های بزرگ و رنی و مسائل مربوط به تغییر شکل. 9
 های بدونبا روش یراحتبههمچنین مسائل غیرخطی 

قاط بین ن هستند، ایرا که  اصلۀ یساامدلمش قابل 
اتوماتیک تولید  صورتبهدر حین انجام محاسبات 

 .[1] کندشود و با تغییر امان نیز تغییر میمی

 (SPHذرات هموار )روش هیدرودینامیک  
(Smoothed Particle Hydrodynamics) یک روش ،

وش لادرانژی بدون نیاا به مش است که اا یک ر
میدان متغیرهای هموار  ای برای محاسبۀیابی نقطهدرون

ه( یک جرم، مختصات کند. هر نقطه )ذرّاستفاده می
لادرانژی، سرعت لادرانژی و انرژی درونی دارد؛ سایر 

ه بیابی و یا اا روابط ساختاری درون یلۀوسبهمقادیر 
ها با سرعت محیط پیوسته حرکت هرید. ذرّمی دست

صال ات یجهدرنتکنند، اما با یک شبکه همراه نیست و می
 .[2] ثابت ندارند

یک روش  کامهًروش هیدرودینامیک ذرات هموار،  
های در محیط اصولاًکه  بدون نیاا به استفاده اا مش است

ن تریقدیمی عنوانبهتوان ته کاربرد دارد و میپیوس
های بدون مش اا رن یاد کرد. این روش حل در روش

ابتدا برای پاسخ به مسائل  یزیکی مطرح در نجوم، در 
(، مانند انفجار خلأبدون شرایط مرای ) یبادسهحالت 

لد وینگج، [3] ستاردان، دینامیک ابرها و ... توسط لوسی
ابداع و دسترش  یهدیم 9111سال  در [4] و موناقان

 های یک تابع بدونداده شد. ابتکار رنها، محاسبه مشتق
استفاده اا ساختار محاسباتی مش است. تابع تقریب 

قان است و محقّ SPH)تابع هسته( جزء اصلی روش 
، لیو [6] ، بلسارا[5] بسیاری اا جمله موناقان و لاتانزیو

در این امینه بحث کرده و توابای را  [7,8] و همکاران
را برای  SPHاند. لیبرسکی و پتچک روش پیشنهاد داده

کار با تانسورهای تنش و مواد مقاوم )جامدات( در 
با . [9,10] دسترش دادند یبادسهو  یدوبادحالت 

دو  ،جامدات ساایمدلدر  SPH روش یریکاردبه
ا برو بیشترمحدودیت ذاتی موجود در اصل این روش 
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 ناپایداریپدیده  در نقاط مرای و دقّتنبود پیدا کرد؛ 
 تهش برای ر ع این .(Tensile instability) کششی

منجر به  SPHها و ا زایش کارایی روش محدودیت
های بدون مش دیگری اا بطن این روش ظهور روش

 EFGM (Element Free Galerkinشد؛ مانند روش 

Method ،) روشRKPM (Reproducing Kernel 

Particle Method ،) روشMLSPH (Moving Least 

Square Particle Hydrodynamics ) و روشMLPG ( 
Meshless Local Petrov Galerkin Method)[2]. 

 (SSPHروش هیدرودینامیک ذرات هموار متقارن ) 
(Symmetric Smoothed Particle Hydrodynamics) 

میهدی برای تحلیل  2111انگ در سال ژتوسط باترا و 
کرنش در حالت الاستیک پیشنهاد  -عددی مسایل تنش

رن متقا صورتبهشد. این روش حل، ماتریس ضرایب را 
کند و ضرایب مشتقات تابع هسته را ضرایب محاسبه می

دهد و همچنین تقریب بهتری اا غیر اا صفر قرار می
 .[11] دهدنتیجه می MLSPHجواب را نسبت به روش 

نسی کووالاپیوند ترین سااه اا نااک عنوانبهرا ن، د 
در  یانبورلانهساختار  صورتبه کههای کربن اتم بین

 به دلیل دارا بودن خواصو  اندکنار یکدیگر قرار در ته
 مچنینهو  مکانیکی، الکتریکی، اپتیکی و حرارتی ۀویژ
ویژه  توجهّرن، مورد  پایینبه نسبت تولید  ۀهزین

یک الاست مدولبا درا ن . پژوهشگران قرار در ته است
 ۀترین سااتراپاسکال قوی 9 ای برابر بادرون صفحه
. همچنین [12] استبوده  های اخیردر سالشناخته شده 

 های چند لایه درای در درا نبین لایهمدول برشی 
در بررسی ر تار  .است دیگاپاسکال 1/22حدود 

های چندلایه، اا روش هایکی درا ناستاتیکی و دینامی
 یک، مکانیمولکولساای دینامیک مختلفی مانند شبیه

 .شودهای پیوسته، استفاده میو مکانیک محیط مولکولی
انه ای، مدل تیر چنددبررسی اثر برش بین لایه منظوربه

پیشنهاد شده است.  [13] لیو و همکارانش توسط برشی
با  و مولکولی ساای دینامیکرنها با استفاده اا شبیه

 ای و درهای درون صفحهکردن اا جابجایی نظرصرف
 عرضی یکسان برای تمامی صر اً جابجایی نظر در تن

در ماادلات  برش را عبارتای درا ن چندلایه، هلایه
 هبرنولی اعمال نموده و مدل جدیدی ب-حرکت تیر اویلر

 Multi-Beam Shear) چنددانه برشی نام مدل تیر

Model (MBSM) ) را ارائه نمودند که نتایج حاصل اا
امیک ساای دیننتایج شبیهبا  روش  وق، همخوانی خوبی

 نژاد و همکاران. در مطالاۀ دیگری، ناظمدارد مولکولی
به دلیل شباهت درا ن دو لایه به تیر ساندویچی،  [14]

ارتااشاتی رن  ساایمدلاا مدل تیر ساندویچی برای 
 GDQMاند و سپس با استفاده اا روش دهاستفاده کر

(Generalized Differential Quadrature Method ) به
 اند.عددی ماادلات حاکم پرداخته حلِّ

اا مدل تیر ساندویچی برای تحلیل  مطالاه، در این 
ر شود. یک تیعددی ارتااشی درا ن دو لایه استفاده می

به  پذیر که تنها قادرساندویچی با یک لایه میانی اناطاف
ن(  تحمل نیروهای برشی است )برش بین صفحات درا

بیرونی تیر ساندویچی،  شود. دو لایۀدر نظر در ته می
در تحلیل اا تئوری  کند.صفحات درا ن را مدل می

شود و جابجایی عرضی برای برنولی استفاده می -اویلر
، پس اا یتدرنهاشود. هر سه لایه ثابت  رض می

استخراج ماادلات حاکم، این ماادلات با استفاده اا 
دسسته ساای شده و مدهای اول و دوم  SSPHروش 

ای ه رکانس دقّتشوند.  رکانس طبیای محاسبه می
های با نتایج حاصل اا روش SSPHاا روش  شدهمحاسبه

، تیر چنددانه برشی و مدل تیر مولکولیدینامیک 
که اا مراجع دیگر  GDQMبه روش  شدهحلساندویچی 

لاام به ذکر است  شود.مقایسه میاستخراج شده است، 
 توانیم درا ن، صفحات برای تیر  رض اا استفاده که با

 یا ت دست هادرا ن مکانیکی ر تار اا نسبی شناخت به
 اندتومی مطالاه این در شده انجام  رض دفت توانو می
 تحلیل در ترکامل و ترجامع هایمدل ارائه بر ایمقدمه

 مدل به تیر مدل تامیم با .باشد درا نی صفحات
 ظرن مورد سااۀ توانمی یبادسه مدل سپس و ایصفحه

 تیر دلم بنابراین؛ کرد تحلیل ترواقای و تردقیق طوربه را
 .تاس بادیسه و دوبادی هایتحلیل بر ایمقدمه و پایه
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 فرمولاسیون و معادلات حاکم

، (9)درا ن، تیر ساندویچی مطابق شکل  ساایمدلدر 
ه میانی تنها قادر ب اا سه لایه تشکیل شده است که لایۀ

تحمل نیروهای برشی است و به دلیل چگالی ناچیز اا 
شود، جابجایی نسبی عرضی هر می ظرنصرفاینرسی رن 

های بالایی و پایینی اا مواد سه لایه ثابت و لایه
نولی بر –و اا تئوری تیر اویلر  شدهیلتشکرد همسانگ

های و ضخامت، b، عرض تیر Lکند. طول تیر پیروی می
 رض  hcو  hfهای بیرونی و هسته به ترتیب لایه
 شود.می

 
 

 (یه)درا ن دو لا یچیساندو یرت یکشمات (:9)شکل 

 
 کرنش -جابجایی و تنش  –روابط کرنش 

 به دست( 9) برای رویه بالایی، اا رابطۀ ییجابجامیدان 
 رید.می

 

wt(x, z, t) = w1(x, t) 

ut(x. z. t) = u1(x, t) − (z −
hc + hf

2
)

∂w1(x, t)

∂x
 

(9) 
   رنکه در  

hc

2
 ≤ z ≤

hc

2
+ hf وu1  وw1 به ترتیب ،

جابجایی در راستای طولی و عرضی نقاط واقع بر صفحه 
میانی لایه بالایی است. برای لایه پایینی جابجایی 

 شود.(  رض می2رابطۀ ) صورتبه
 

wb(x, z, t) = w2(x, t) 

ub(x, z, t) = u2(x, t) − (z +
hc + hf

2
)

∂w2(x, t)

∂x
 

(2) 
hf−  پایینی که برای لایه  −

hc

2
 ≤ z ≤ −

hc

2
است و 

u2  وw2، ضی ربه ترتیب جابجایی در راستای طولی و ع

به  وجّهتپایینی است. با  نقاط واقع بر صفحۀ میانی لایۀ

 ل ومیانی حین تغییر شک  رض ثابت بودن ضخامت لایۀ

( بیانگر میدان 9توایع خطی در راستای طولی، رابطۀ )

 جابجایی لایۀ میانی است.
 

wc(x, z, t) = wb(x, z, t) = wt(x, z, t) = w(x, t) 
 

uc(x, z, t) =
u1(x,t)+u2(x,t)

2
+ 

 

                    
2z

hc
(

u1(x,t)−u2(x,t)

2
+

hf

2

∂w(x,t)

∂x
) 

(9) 

  که در رن 
hc

2
 ≤ z ≤

hc

2
جابجایی  –. روابط کرنش  

( و 4بط )ابرنولی اا رو -به تئوری تیر اویلر  توجهّنیز با 

 ریند.می تبه دسبالایی و پایینی  ( به ترتیب برای لایۀ2)
 

εx
t (x, z, t) =

∂ut(x, z, t)

∂x
 

 

                =
∂u1(x,t)

∂x
− (z −

hc+hf

2
)

∂2w1(x,t)

∂x2  

(4) 

εx
b(x, z, t) =

∂ub(x, z, t)

∂x
 

 

                =
∂u2(x,t)

∂x
− (z +

hc+hf

2
)

∂2w2(x,t)

∂x2  

(2) 
به تحمل نیروهای برشی است میانی تنها قادر  لایۀ 

به ( 6) رابطۀ صورتبهجابجایی رن  –کرنش  و رابطۀ
 رید.می دست

 

γxz
c (x, z, t) =

∂w3(x, z, t)

∂x
+

∂uc(x, z, t)

∂z
 

 

                  =
∂w(x,t)

∂x
+ 

 

                     
2

hc
(

u1(x,t)−u2(x,t)

2
+

hf

2

∂w(x,t)

∂x
) 

(6) 
تنش  لایی و پایینی وبا بنابراین تنش محوری در لایۀ 

های متناظر قابل نشمیانی برحسب کر برشی در لایۀ
 محاسبه هستند.

 

          

           

          

       
L 

hc 

hf 

hf 

z 

x 
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σx
t = Etεx

t  

 

= Et (
∂u1(x, t)

∂x
− (z −

hc + hf

2
)

∂2w(x, t)

∂x2
) 

(1) 
σx

b = Ebεx
b 

 

= Eb (
∂u2(x, t)

∂x
− (z +

hc + hf

2
)

∂2w(x, t)

∂x2
) 

(1 ) 
τxz

c = Gcγxz
c  

 

= Gc [
∂w(x, t)

∂x
+

2

hc

(
u1(x, t) − u2(x, t)

2
+

hf

2

∂w(x, t)

∂x
)] 

(1) 
، مدول برشی Gهای بیرونی و ، مدول یانگ لایهEکه  
 میانی است. لایۀ

 
 استخراج معادلات حاکم

اا اصل همیلتون  روردن ماادلات حاکم به دستبرای 
 کنیم.استفاده می

(91                                 )∫ (δU − δT)dt
t2

t1
= 0 

، امان t، انرژی جنبشی و T، انرژی پتانسیل و Uکه  
 شوند.( محاسبه می92( و )99اا روابط ) δUو  δTاست. 

 
  Δt = ∫ ρt (

∂2ut

∂t2 δut +
∂2w

∂t2 δw)
Vt

dVt + 

 

∫ ρb (
∂2ub

∂t2
δub +

∂2w

∂t2
δw)

Vb

dVb 

(99) 
δU = ∫ σx

t δεx
t

Vt

dVt + ∫ σx
bδεx

b

Vb

dVb  + 

 

    ∫ τxz
c δγxz

c
Vc

dVc 

(92) 
  

( و 91) رابطۀ( در 92( و )99)روابط با جایگذاری 
 صورتبه(، ماادلات حاکم 1( تا )4استفاده اا روابط )

 رید.می به دست( 92( تا )99روابط )
 

−EfAf

∂2u1

∂x2
+

GcAc

hc
2

[(hf + hc)
∂w

∂x
+ (u1 − u2)] − 

 

   ρAf
∂2u1

∂t2 = 0 

(99) 

−EfAf

∂2u2

∂x2
−

GcAc

hc
2

[(hf + hc)
∂w

∂x
+ (u1 − u2)] − 

 

−ρAf

∂2u2

∂t2
= 0 

(94) 
 

−
GcAc(hf + hc)

hc
2 [(hf + hc) (

∂2w

∂x2
) + (

∂u1

∂x
−

∂u2

∂x
)] 

 

+2EfIf (
∂4w

∂x4
) − 2ρAf

∂2w

∂t2
= 0 

(92) 

 یهای بیروندر اینجا هندسه و خواص مکانیکی لایه 
نشان داده شده است،  f نویسپایینیکسان است و با 

میانی با  همچنین هندسه و خواص مکانیکی لایۀ
سطح مقطع هر لایه  Aشود. نشان داده می c نویسپایین

ممان دوم سطح مقطع هر لایه است. شرایط مرای  Iو 
xدر  = 0, L ( رورده شده است.96ر رابطۀ )د 

 

(AW̅̅ ̅̅ ̅)δw = 0; (
∂2w

∂x2
) δ (

∂w

∂x
) = 0; 

 

(
∂u1

∂x
) δu1 = 0;   (

∂u2

∂x
) δu2 = 0 

(96) 
 که در رن

AW̅̅ ̅̅ ̅ = −2EfIf

∂3w

∂x3
+ 

 

GcAc(hf + hc)

hc
2

[(hf + hc)
∂w

∂x
+ (u1 − u2)] 

 

xتیر، نقطه ابتدای برای   = شرط مرای دیردار ، 0

w در این نقطه برقرار است یانی =
∂w

∂x
= u1 = u2 =

xبرای انتهای تیر، نقطه  است. 0 = L شرط مرای رااد ،

AW̅̅برقرار است یانی در این نقطه  ̅̅ ̅ =
∂2w

∂x2 =
∂u1

∂x
=

∂u2

∂x
=  است. 0

(، اا  رم 96( تا )99ماادلات حاکم، ) حلِّ منظوربه 
استفاده  (SSPHات هموار یا )متقارن هیدرودینامیک ذر
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 بسط تیلور یک تابع در نقطه شود. این روش بر پایۀمی
 د.شودلخواه بنا شده است و در ادامه جزئیات رن ارائه می

 
  SSPHفرم معادلات حاکم به روش 

بسط سری تیلور یک تابع اسکالر در .  SSPHروش 
توان به شکل را می xدلخواه  حول نقطۀ بادییکحالت 
 ( نشان داد.91رابطۀ )

f(ξ) = f(x) + (ξ − x)f ′(x) +
1

2!
(ξ − x)2f ′′(x) + 

           
1

3!
(ξ − x)3f ′′′(x) +

1

4!
(ξ − x)4f (IV)(x) + 

       
1

5!
(ξ − x)5f (V)(x) +

1

6!
(ξ − x)6f (VI)(x) 

(91) 
 که در نزدیکی نقطۀ 𝜉 مقدار تابع در نقطۀ f(ξ)که  

𝑥 صفر تا شش  های مرتبۀار دارد، است. ادر جملهقر
ود، نظر شها صرفو اا بقیۀ جمله هبسط را در نظر در ت

 ( نوشت.91توان به شکل رابطۀ )( را می91رابطۀ )
(91                                    )f(ξ) = P(ξ, x)Q(x)   

 که در رن،
 

Q(x) = [f(x),
df(x)

dx
,

1

2!

d2f(x)

dx2
, … ,

1

6!

d6f(x)

dx6
]

T

 

(91) 
P(ξ, x) = [1, (ξ − x), (ξ − x)2, (ξ − x)3, … , (ξ − x)6] 

(21) 
های مورد استفاده اا بسط تیلور تاداد جمله 

ت حاکم موجود در ماادلا بیشترین مرتبۀ برحسب
، Q(x)مقادیر مجهول در  شود. برای محاسبۀمشخص می

,W(ξ( را در عبارت 91) طر ین رابطۀ x)P(ξ, x)T ،
ه محاسب تأثیر کنیم و برای هر نقطه در دامنۀمی ضرب

,W(ξشود. می x)  در ساخت در اینجا تابع وان است که
کند. در سیستم تابع شکل مورد نیاا شرکت می

 کنیممی دذاری نقاط در مختصات عمومی،  رضشماره
,W(ξ تأثیر تاداد نقاطی که در ناحیۀ x)  اعمال شده به

( حاصل 29باشد. رابطۀ ) r(j)ام قرار دارند،  j نقطۀ
 شود.می

∑ f(ξr(j))

N(x)

j=1

W(ξr(j), x)P(ξr(j), x)
T 

 

= ∑ [P(ξr(j), x)
T

W(ξr(j), x)P(ξr(j), x)]

N(x)

j=1

 Q(x) 

(29) 
,W(ξ تأثیر تاداد نقاط موجود در ناحیۀ N(x)که   x) 

( 22رابطۀ ) صورتبه( را 29) توان رابطۀاست. می
 نوشت.

(22 )           C(ξ − x)Q(x) = D(ξ − x)F(x)(ξ − x) 
 که در رن، 

 

C(ξ − x) = P(ξ, x)TW(ξ, x)P(ξ, x) 
D(ξ − x) = P(ξ, x)TW(ξ, x) 

 

 ( است.29رابطۀ ) صورتبه( 22) جواب ماادلۀ 
(29                                  )Q(x) = K(ξ, x)F(ξ) 

,K(x)(ξکه در رن   x) = C(ξ − x)−1D(ξ − x) .
 توان به  رم سری نشان دادرا می (29) رابطۀ

 

(24            )QI(x) = ∑ KIJFJ
M
J=1  ;      I = 1,2, … ,7   

 

FJ، تاداد نقاط و Mکه   = f(ξJ).  ماادلۀ مؤلفههفت 
 رمده است. (22) در رابطۀ بادییک( در حالت 24)
 

dnf(x)

dxn
= n! Qn+1(x) = ∑ KIJFJ

M

J=1

;       

 

I = n + 1 = 1,2, … ,7 

(22) 

 [11] در مرجع SSPHجزئیات بیشتر در مورد روش 

 رمده است.

 

 SSPHسازی معادلات حاکم به روش گسسته

د، توابع جابجایی را به شکل برای تحلیل ارتااشات راا

 دیریم.( در نظر می21رابطۀ )

j(، 26) که در رابطۀ  =  رکانس طبیای  ωو  1−√
( 99است. درنهایت  رم دسسته ماادلات حاکم، روابط )
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( 21( تا )21به  رم رابطۀ ) SSPH(، به روش 92تا )
 شود.تبدیل می

{u1(x, t), u2(x, t), w(x, t)} 
 

= {u̅1(x), u̅2(x), w̅(x)}ejωt 

(26) 
  

GAc

ρhc
2Af

∑(k1j[(u̅1)j − (u̅2)j] + (hc + hf)k2j(w̅)j)

N(i)

j=1

 

 

−
E

ρ
2! ∑ k3j(u̅1)j

N(i)

j=1

− ω2 ∑ k1j(u̅1)j

N(i)

j=1

= 0 

(21) 

−
GAc

ρhc
2Af

∑(k1j[(u̅1)j − (u̅2)j] + (hc + hf)k2j(w̅)j)

N(i)

j=1

 

 

−
E

ρ
2! ∑ k3j(u̅2)j

N(i)

j=1

− ω2 ∑ k1j(u̅2)j

N(i)

j=1

= 0 

(21) 

4! EIf

ρAf
∑ k5jw̅j

N(i)

j=1

− 

 

GAc(hc + hf)

2ρhc
2Af

∑(k2j[(u̅1)j − (u̅2)j] + (hc + hf)2! k3jw̅j)

N(i)

j=1

 

 

−ω2 ∑ k1jw̅j

N(i)

j=1

= 0 

(21) 

(، 96دسسته ساای شده شرایط مرای، رابطۀ ) رم  
 شود.( ارائه می91نیز طبق رابطۀ )

∑ k1j(u̅1)j

N(i)

j=1

= ∑ k1j(u̅2)j

N(i)

j=1

= ∑ k1jw̅j

N(i)

j=1

= 0 
 

∑ k2jw̅j

N(i)

j=1

= 0 

 

∑ k2j(u̅1)j

N(i)

j=1

= ∑ k2j(u̅2)j

N(i)

j=1

= 2! ∑ k3jW̅j

N(i)

j=1

= 0 

 

−2EIf3! ∑ k4jw̅j

N(i)

j=1

+ 

 

GAc(hc + hf)

hc
2

∑(k1j[(u̅1)j − (u̅2)j] + (hc + hf)k2j(w̅)j)

N(i)

j=1

 

 

= 0 

(91) 
( در ماادلات 91با اعمال شرایط مرای روابط ) 

ه یک دستگاه ماادلات به شکل ( ب21( تا )21حاکم )
 رسیم.( می99) رابطۀ

 

(99)             [
[Kbb] [Kbd]

[Kdb] [Kdd]
] {

{db}

{dd}
} = ω2 {

0
{dd}} 

 

ضرایب جمهت نقاط مرای در  ،[Kbb]که  
ضرایب  ،[Kbd]های متناظر با نقاط مرای و ماادله

های متناظر با نقاط درونی جمهت نقاط مرای در ماادله
های ضرایب جمهت نقاط درونی در ماادله ،[Kdb]و 

ضرایب جمهت نقاط  ،[Kbb]متناظر با نقاط مرای و 
، {db}های متناظر با نقاط درونی است. ونی در ماادلهدر

های راادی درجه ،{dd}های راادی نقاط مرای و درجه
 ۀرابط صورتبهحل تیر هستند که  نقاط درونی دامنۀ

 شوند.( نمایش داده می92)
 

{db} = {u̅1(x1), u̅2(x1), w̅(x1), w̅(x2), 

 w̅(xN−1), u̅1(xN), u̅2(xN), w̅(xN)} 

{dd} = {u̅1(x2), u̅1(x3), … , u̅1(xN−1), 

  u̅2(x2), u̅2(x3), … , u̅2(xN−1), w̅(x3), 

  w̅(x4), … , w̅(xN−2)} 

(92) 
به یک مساله این ماادله (، 99) با ساده کردن ماادلۀ 

 شود.( تبدیل می99) قدار ویژه استاندارد به شکل رابطۀم
 

[[Kdd] − [Kdb][Kbb]−1[Kbd]]{dd} = ω2{dd} 

(99) 
این  اکنون یک دستگاه ماادلات داریم که با حلِّ 

 ه دستبدستگاه مقادیر  رکانس طبیای درا ن دو لایه 
طبیای  هایحاصل،  رکانس ماادلۀ حل خواهد رمد. با

اساس روابط و  بر. ریدمی به دستدولایه  درا ن
دنویسی در های به دست رمده و با استفاده اا کُماادله

های طبیای متناظر با ا زار متلب،  رکانسمحیط نرم
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در نظر در ته شده در این مطالاه به دست درا ن دولایه 
 رمده است.

 

 نتایج

اشاره شده است که صلبیت خمشی  [15,16] راجعدر م
قرار  ولتالکترون 19/1-94/2ه درا ن دو لایه در محدود

رورده شده است.  هاتادادی اا رن (9)دارد که در جدول 
اولین بخش اا نتایج، سرعت همگرایی روش  عنوانبه

SSPH های طبیای اول و ی به دست روردن  رکانسبرا
نانومتر و  91دوم تیر ساندویچی یک سر دیردار به طول 

، (2)نانومتر و سایر خواص موجود در جدول  2عرض 
حل در جدول  ه در دامنۀتاداد ذرّ برحسبنتایج  با ارائۀ

 سرعتشده است. این جدول بیانگر نشان داده (9)
 مک نسبتاً)نقاط درهی(  هذرّ تادادبه ااای  بالا همگرایی

است که در روند پاسخ، تابع  یادروریلاام به  .است
,W(ξوانی  x) ه ب ا استفاده اا تابع اصهح شده دوسب

 شود.تاریف می( 94) شکل رابطۀ
W(ξ, x) 

 

=
G

(h√π)
λ

{(64 − d2)e−d2
    0 ≤ d ≤ 9

    0                         d > 9
} ; 

d = |x − ξ| h⁄ (94                                        )  
، طول مشخصه hتابع وان و  تأثیر، شااع ناحیه dکه  

نیز پارامترهایی هستند که به دلیل نوع روش  λو  Gاست. 
SSPH در  یریتأثشوند و ها حذف میاا طر ین ماادله

 hاست که  شایان یادروریروند پاسخ نخواهند داشت. 
ترین  اصله بین دو نقطه )دره( کوتاه ∆، که ∆1.3برابر با 

اند ، طوری در نظر در ته شدهdاست، به همراه  جوارهم
ا در پاسخ حاصل شود.ترین خطکه کم

 
 [14] صلبیت خمشی درا ن (:9)جدول 

 (𝐞𝐕صلبیت خمشی ) روش محاسبه

 19/1 (AIREBOایربو ) پتانسیل تابع

 12/9 ایربو پتانسیل تابع

 21/9 رامایشگاهی

 4/9 ایربو پتانسیل تابع

 69/9 (Theoryunctional F Density) (DFT)تی .اف.دی

 94/2 (Dreidingدریدینگ ) پتانسیل تابع
 

 

 [14] درا ن یو هندس یکیخواص مکان (:2)جدول 

 مقدار ویژدی

 992/1×2 (nmارتفاع کل درا ن دو لایه )

 2261 (3kg/mچگالی )

 9 (TPa) (E)مدول الاستیسیته 

 22/1 (MPa) (G)مدول برشی 

 ررمچیر کایرالیتی

 

 اول درا ن یایدو بسامد طب ییهمگرا (:9)جدول 

 21 21 22 29 29 91 91 نقاط درهیتاداد 

 11/1 11/1 11/1 16/1 16/1 16/1 16/1 (GHz) بسامد اول

 99/99 11/99 11/99 11/99 11/99 11/99 11/99 (GHz) بسامد دوم
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نمودارهای مربوط به  (1)تا  (2)های در شکل 

ساای درا ن دو لایه با مدل تیر ساندویچی که مدل

ساای شده است، دسسته SSPHماادلات حاکم به روش 

های خمشی مختلف رورده شده است. خطوط در صلبیت

است  لیمولکوساای دینامیک ا قی نتایج مربوط به شبیه

 2/99و  12/1ل و دوم را به ترتیب که  رکانس طبیای اوّ

 .[14] دزارش کرده است یگاهرتزد

شود ، مشاهده می(1)تا  (2)های به شکل توجّهبا  

توان با در نظر های خمشی مختلف، میکه در صلبیت

 های بیرونی مدل تیرنی برای رویهدر تن ضخامت مایّ

اای سساندویچی به نتایج مشابه با نتایج مدل شبیه

مده دست ر رسید. همچنین، نتایج به مولکولیدینامیک 

 کیفی با نتایج ارائۀ صورتبه SSPHبا استفاده اا روش 

این  رد که در ادامۀتطابق خوبی دا [14] شده در مقاله

 .دیردتطابق به لحاظ کمی نیز مورد بررسی قرار می

 

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:2)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 19/1خمشی 

 رورده شده است
 

است که واحد صلبیت خمشی  یادروریلاام به  
( است که هر eV) ولتالکترون( EI/bدرا ن )

 ژول است. 19-10×1.6ماادل  تقریباً ولتالکترون

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:9)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 12/9خمشی 

 رورده شده است

 

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:4)شکل 

در صلبیت  SSPHبه روش بیرونی مدل تیر ساندویچی  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 21/9خمشی 

 رورده شده است
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خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:2)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 41/9خمشی 

 رورده شده است

 

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:6)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 69/9خمشی 

 رورده شده است

 
 

خامت ض برحسبتغییرات بسامد طبیای درا ن دو لایه  (:1)شکل 

در صلبیت  SSPHبیرونی مدل تیر ساندویچی به روش  لایۀ

 [14] اا مرجع مولکولی. نتایج دینامیک ولتالکترون 94/2خمشی 

 رورده شده است

 

های ماادل به دست ، ضخامت(2)و  (4)در جدول  

یچی های مدل تیر ساندوبرای رویه SSPHرمده اا روش 

ضخامت یک لایه درا ن است، به همراه  برحسبکه 

های ماادل بسامدهای اول و دوم متناظر با این ضخامت

رورده شده است. همچنین نتایج به دست رمده در مدل 

 GDQMتیر ساندویچی که ماادلات حاکم رن به روش 

ساای شده و نتایج حاصل اا مدل تیر چنددانه دسسته

اند.ده شدهبرشی، برای مقایسه ا زو

 

 مولکولیو مدل تیر چنددانه برشی با دینامیک  GDQMو  SSPHتیر ساندویچی به روش  در مدل اول یایبسامد طب (: مقایسۀ4)جدول 
 

 (GHzبسامد طبیای اول )
های ضخامت ماادل لایه

 𝐡𝐟/𝐡تیر ساندویچی 

 صلبیت خمشی

 (ولتالکترون)
 درصد

 خطا

مدل تیر چنددانه 

 [14] برشی

درصد 

 خطا
 روش

GDQM [14] 

درصد 

 خطا

 روش
SSPH 

1/1  21/1  2/94  12/6  1/94  14/6  91/1  19/1 

4/6  44/1  4/1  21/1  9/1  29/1  22/1  12/9 

1/4  12/1  1/6  42/1  2/6  49/1  26/1  21/9 

6/2  14/1  2/2  12/1  6/2  14/1  21/1  4/9 

1/1  11/1  9/2  11/1  1/2  11/1  99/1  69/9 

4/9  22/1  9/1  16/1  9/1  16/1  49/1  94/2 
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 مولکولیو مدل تیر چنددانه برشی با دینامیک  GDQMو  SSPHتیر ساندویچی به روش  دوم در مدل یایبسامد طب مقایسۀ (:2)جدول 
 

ضخامت ماادل  (GHzبسامد طبیای دوم )

های تیر لایه

 𝐡𝐟/𝐡ساندویچی 

 صلبیت خمشی

 (ولتالکترون)
درصد 

 خطا

مدل تیر چنددانه 

 [14] برشی

درصد 

 خطا
 روش

GDQM [14] 

درصد 

 خطا

 روش
SSPH 

4/91  96/22  1/2  11/92  1/2  11/92  91/1  19/1 

1/92  22/26  9/4  22/92  1/4  14/92  22/1  12/9 

1/92  91/21  2/2  11/99  9/9  91/92  26/1  21/9 

6/1  91/21  2/9  21/92  1/9  41/92  21/1  4/9 

4/6  21/21  9/9  24/99  9/9  24/99  99/1  69/9 

9/9  29/99  6/2  11/92  4/1  11/99  49/1  94/2 

 

شود مشاهده می (2)و  (4)های به جدول توجّهبا  
که در مدل تیر چنددانه برشی در بسامد طبیای اول، تنها 

و یا  ولتالکترون 21/9های خمشی برابر با در صلبیت
بیشتر و همچنین در بسامد طبیای دوم تنها در صلبیت 

است که نتایج با خطای کمتر  ولتالکترون 94/2خمشی 
اما در مدل تیر ساندویچی در ؛ ا تدفاق میدرصد اتّ 2اا 

، خطای GDQMو  SSPHساای هر دو روش دسسته
 هایل طبیای در صلبیتدرصد در بسامد اوّ 2کمتر اا 

و در  ولتالکترون 41/9یشتر اا خمشی مساوی و ب
ت به ااای تمامی مقادیر صلبی تقریباًبسامد طبیای دوم 

ل توان دفت که به دلیبنابراین می؛ شودخمشی دیده می
 دل تیر ساندویچی، نتایجها در ماثر برشی و ضخامت لایه

تری نسبت به مدل تیر چنددانه برشی وسیع در محدودۀ
 قابل قبول هستند.

های ماادل در مدل تیر ضخامت (6) در جدول 
 GDQMو  SSPHساندویچی به ااای هر دو روش حل 

 SSPHشود که در روش رورده شده است. مشاهده می
تابع وان در ساخت تابع  تأثیربه دلیل نوع روش حل و 

های ماادل محاسبه شده مقدار کمتری شکل، ضخامت
دارد و سهم بیشتری اا  GDQMنسبت به نتایج روش 

خامت کل برای اثر برشی به کار در ته شده است. به ض
نتایج به دست رمده  (4)همین دلیل است که در جدول 

به مقدار کمی،  SSPHل به روش در بسامد طبیای اوّ
دارد. همچنین در  GDQMبیشتری نسبت به روش  دقّت

شود که مشاهده می (2)بسامدهای طبیای دوم در جدول 

 94/2و  69/9های خمشی در صلبیت SSPHروش 
 GDQMبیشتری نسبت به روش  دقّتنیز  ولتالکترون

 دارد.
ی های خمشدر صلبیت اارنجاکهبه نتایج،  توجّهبا  

هم مدل تیر  ولتالکترون 94/2و  69/9، 41/9
ساندویچی و هم مدل تیر چنددانه برشی نتایج قابل 

 (91)تا  (1)های دهند، در شکلقبولی ارائه می
 برحسبل و دوم درا ن دو لایه بسامدهای طبیای اوّ

نانومتر نمایش داده شده  21تا  1های متفاوت اا طول
ها نتایج مدل تیر ساندویچی به ااای است. در این شکل
رورده شده است.  GDQMو  SSPHهر دو روش حل 

تر در در صلبیت خمشی پایین شدهمشاهدهاختهف 
های تیر ساندویچی نتایج مدل بین (91)تا  (1)های شکل

و تیر چنددانه برشی، ناشی اا عدم وجود پارامتر برش 
ی های خمشاما در صلبیت؛ در تیر چنددانه برشی است

بالاتر این پارامتر اثر کمتری داشته و بنابراین نتایج به 
های حل بسیار به یکدیگر روش هرکدامدست رمده اا 

 نزدیک بوده و اختهف جزیی دارند.
، و (2)و  (4)های به جدول توجّهدر انتها، با  
، بیشترین همگرایی نتایج مدل تیر (91)تا  (1) یهاشکل

در  مولکولیساای دینامیک ساندویچی با شبیه
مشاهده  ولتالکترون 94/2و  69/9های خمشی صلبیت

 SSPHمدل تیر ساندویچی به روش  بینیندراشود، می
به دلیل اختصاص دادن سهم بیشتری اا ضخامت به اثر 
برشی، بیشترین و بهترین همخوانی را نسبت به روش 
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GDQM ارد. د مولکولیساای دینامیک با نتایج شبیه
نتایج نزدیک به  GDQMو  SSPHکه روش حل  هرچند

دهند اما در اینجا استفاده اا روش هم را ارائه می
ر ساندویچی منجر به در مدل تی SSPHساای دسسته

ساای تری نسبت به روش دسستهنتایج به نسبت دقیق
GDQM ه تواند نماینداین مطالاه می یجهدرنته است. شد

ساای ماادلات دسسته یریکاردبهمسیری جدید در 
های مختلف با استفاده اا حاکم به دست رمده اا تئوری

های در تحلیل SSPHهای بدون مش مانند روش
 های چند لایه باشد.تی درا نارتااشا

 
های مدل تیر های ماادل برای رویهضخامت (:6)جدول 

 ساندویچی
 

 صلبیت خمشی

 (ولتالکترون)
hf/h 

 SSPHروش 

hf/h 
 GDQM [14]روش 

19/1 91/1  21/1  

12/9 22/1  22/1  

21/9 26/1  91/1  

4/9 21/1  922/1  

69/9 99/1  41/1  

94/2 49/1  22/1  

 

 
 

 ولط برحسب دولایه درا ن طبیای  رکانس تغییرات (:1)شکل 

تیر  . نتایجولتالکترون 41/9برابر  ااای صلبیت خمشی به رن

 است شده رورده [14] مرجع اا GDQMچنددانه برشی و 
 

 
 

 ولط برحسب دولایه درا ن طبیای  رکانس تغییرات (:1)شکل 

تیر  . نتایجولتالکترون 69/9برابر  ااای صلبیت خمشی به رن

 است شده رورده [14] مرجع اا GDQMچنددانه برشی و 

 

 
 

 ولط برحسب دولایه درا ن طبیای  رکانس تغییرات (:91)شکل 

تیر  . نتایجولتالکترون 94/2برابر  ااای صلبیت خمشی به رن

 است شده رورده [14] مرجع اا GDQMچنددانه برشی و 

 
 گیرینتیجه

ساای ماادلات حاکم در این مطالاه اا روش دسسته
برای بررسی  SSPHمدل تیر ساندویچی به روش 

ارتااشات رااد درا ن دو لایه، با هدف نمایش کارایی و 
های ماادلات حاکم در تحلیل این روش در حلِّ دقّت

ر نتایج بهتر با سای تااشاتی، استفاده شد. برای مقایسۀار
های مشابه با این مراجع ع،  رضبه دست رمده در مراج

در نظر در ته شد که شامل ثابت بودن  اصله نسبی بین 
 –ها به هنگام ارتااش، استفاده اا تئوری تیر اویلر لایه

های درا ن، در نظر در تن برنولی برای مدل کردن لایه
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دن اثر برشی میان یک مدول برشی ماادل برای مدل کر
میانی تیر ساندویچی و همچنین  ای در لایۀصفحه

ای عهوه بر جابجایی احتساب جابجایی درون صفحه
بسامدهای  ی است. در این مطالاه برای محاسبۀعرض

ل و دوم درا ن دو لایه، ماادلات حاکم بر تیر طبیای اوّ
ساای شد و دسسته SSPHساندویچی بر اساس روش 

تیر  هنتایج به دست رمده با نتایج ماادلات دسسته شد
و نتایج تیر چنددانه برشی  GDQMساندویچی به روش 

قایسه م مولکولیساای دینامیک با نتایج حاصل اا شبیه
های خمشی بالا، مدل تیر ساندویچی و شد. در صلبیت

تیر چنددانه برشی با خطای ناچیزی نتایج منطبق بر 
 بینیندرادهند و ارائه می مولکولیساای دینامیک شبیه

ای ماادلات حاکم تیر ساندویچی به روش سادسسته
SSPH  با در نظر در تن ضخامت بیشتری برای مدل

ی هاکردن اثر برشی، و همچنین امکان ارائه تابع شکل
ا به تری رهای دیگر نتایج دقیقمختلف، نسبت به مدل

دهد که روش دهد. این مطالاه نشان میدست می
 عنوانبهتوان را می SSPHساای بدون مش دسسته

روشی کاررمد در حل ماادلات حاکم مربوط به 
 ، استفاده کرد. البته برای مطالاۀهای ارتااشاتیتحلیل

به نتایج محدود رامایشگاهی و  توجّهموردی حاضر، با 
 و ، انتخاب بهترین مدلمولکولیساای دینامیک شبیه

ها و تئوری روش حل ماادلات، نیاامند توساۀ
ها و ین انجام رامایشنهمچ های حل ماادلات وروش

 تحقیقات بیشتری است.

 

 واژه نامه 
L  طول تیر 

b  عرض تیر 
h  ضخامت لایه 
u  ( جابجایی در راستای طولیx) 
w  ( جابجایی در راستای ضخامتz) 
ε  کرنش نرمال 
γ  کرنش برشی 
σ  تنش نرمال 
E  های بیرونیمدول یانگ لایه 
G   میانیمدول برشی لایه 
U  انرژی پتانسیل 
T  انرژی جنبشی 
t  امان 
A  سطح مقطع هر لایه 
I  ممان دوم سطح مقطع 
ω  رکانس طبیای  
t   بالانویس یا پایین نویس(: مربوط به لایه(

 بالایی
b   بالانویس یا پایین نویس(: مربوط به لایه(

 پایینی
c   یه لا)بالانویس یا پایین نویس(: مربوط به

 میانی
f   بالانویس یا پایین نویس(: مربوط به(

 های بیرونیلایه
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