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 حل معكوس وسيلة بهمكان و شدت منبع حرارتي در ورق مدرج تابعي  زمان همتخمين 
  )3(زاده پرويز ملك     )2(حقيقي محمدرضا گلبهار    )1(مريم شمسا

  
 وسيلة بهمتغير با زمان براي يك ورق مستطيلي مدرج تابعي  ةاي و گستردارتي نقطهدر اين مقاله پارامترهاي مكاني و شدت منبع حر  چكيده

گيرد.  مي دما روي مرزهاي ورق انجام گيري اندازه وسيلة بهالگوريتم معكوس برمبناي روش گراديان مزدوج تخمين زده خواهد شد. اين كار 
 ةشدت منبع حرارتي در دسترس نيست، بنابراين روند تخمين با يك حدس اولي اي از مكان منبع و تابعفرض بر اين است كه هيچ اطلاع اوليه

براي مشتقات مكاني و روش كرنك نيكلسون براي  اجزامحدودمعادلات حاكم از روش  سازي گسستهگردد. براي  آغاز مي دلخواه
مكان و شدت منبع حرارتي در ورق مدرج  زمان همين بار به تخم  در اين مقاله براي اولينمشتقات زماني استفاده گرديده است.  سازي گسسته

  اند. و هم منبع گسترده مورد بررسي قرار گرفته اي نقطهاين در تخمين منبع حرارتي، هم منبع  بر علاوه .تابعي، پرداخته شده است
  

  .ي، انتقال حرارت، روش گراديان مزدوج، مسائل معكوس، منبع حرارتمدرج تابعيمواد   كليديهاي  واژه
  
  

Simultaneous Estimation of Location and Strength of a Heat Source in a Functionally 
Graded Plate by Inverse analysis 

 
M. Shamsa  M.R. Golbahar Haghighi   P. Malekzadeh 

 
 
Abstract  In this article, an inverse algorithm based on the conjugate gradient method is applied to 
estimate the unknown location and time-wise varying strength of the point and distributed heat source in 
functionally graded rectangular plate from the knowledge of temperature measurements taken from the 
boundaries of plate. It is assumed that no prior information is available on the functional form of time-
wise variation of the heat source strength so estimation process starts with an arbitrary initial guess. The 
conjugate gradient method is employed for optimization process and the finite element method is applied 
to solve the governing differential equations. Results show that the estimation of location and strength of 
point heat source can be obtained with any arbitrary initial guesses. 
 
Key Words  Functionally Graded Materials, Heat Transfer, Conjugate Gradient Method, Inverse 
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  مقدمه
باشـند كــه بــراي  مــيمـواد غيرهمگنــي  مـواد هدفمنــد  

كردن تنش و مقاومـت حرارتـي و توزيـع دمـا در      بهينه
هايي كه در معـرض حـرارت بـالا يـا بـار      اجزا و سازه

 ـگيراند مورد اسـتفاده قـرار مـي   مكانيكي قرار گرفته د. ن
بـا ريزسـاختار   پيشـرفته  از انواع مواد  مدرج تابعيمواد 

از  اي هنوع رايج آن تركيب پيوسـت  كه ندباش مي ناهمگن
سراميك و فلز است. اين مواد از اخـتلاط پـودر فلـز و    

آينـد. تفـاوت ايـن مـواد بـا مـواد       مي دست بهسراميك 
اي اي سنتي در اين است كـه در مـواد لايـه   مركب لايه

اي از يـك لايـه   لايه صورت بهها آن ةسازندخواص مواد 
مـدرج  كه در مـواد   صورتيكرد درديگر تغيير مي ةبه لاي
 برحسـب پيوسـته و تـدريجي    صورت بهخواص  تابعي

متغيــر مكــاني (معمــولاً در راســتاي ضــخامت) تغييــر  
 ةرفتـه و نحـو  كار بـه بـه نـوع مـواد     باتوجـه و د نكن مي

از مقاومـت حرارتـي و    ،آنهـا قرارگيري ذرات مـاده در  
باشند. برخوردار مي موادمكانيكي بالايي نسبت به ساير 

ايـن مـواد در   از سـبب شـده اسـت كـه     ها  ويژگي اين
آلات خاص ازجمله در صـنايع   ماشينو ها  ساخت سازه

اجزايـي بـا وزن پـايين و مقاومـت     كه نيـاز بـه   فضايي 
اسـتفاده گـردد. ايـن     ،باشـد ميحرارتي و مكانيكي بالا 

مخازن راكتورها هاي  در ساخت صفحات و پوستهمواد 
كاربرد بسياري نيز ها  نو ديگر اجزاي ماشيها  و توربين
در برابـر  زيرا اين قطعات توانـايي بـالايي    ؛اند هپيدا كرد
  ناشي از كمانش حرارتي دارند. شكست

معمول با داشتن شرايط  طور بهدر مسائل كلاسيك   
بـه بررسـي    ،اوليه و شرايط مرزي از يك مدل فيزيكـي 

شود. براي  ثيرات اين شرايط بر ميدان حل پرداخته ميأت
ساخت نـازل موشـك، دانسـتن     ةدر صنايع پيشرفت مثال

 ـ   نـازل از اهميـت فراوانـي     ةشار حرارتـي وارد بـر بدن
برخوردار است زيرا وجود شـار حرارتـي بـالا در ايـن     
ناحيه باعث زياد شدن قطـر گلوگـاه نـازل و درنتيجـه     

شود كـه درنهايـت، ايـن    كاهش كارايي پيشران نازل مي
  .دهندعوامل كارايي موتور را كاهش مي

مقـادير   برخيمستقيم  گيري اندازهدر برخي مسائل   
باشـد. اولاً   نمـي پذير  امكانبه دو دليل  ،تجربي روش به

 گيـري موارد دماي سطوح داخلي مورد اندازهعضي در ب
بالاسـت كـه حسـگرها قـادر بـه تحمـل و        اي هازانـد  هب

 3000باشند (مثلاً وجـود دمـاي بـالاي    نمي گيري اندازه
در بعضـي از   ثانيـاً  ،هـا)  گـراد در موشـك   سـانتي  ةدرج

بسـيار   گيـري  انـدازه موارد، وسايل مورد استفاده بـراي  
باشند كـه شـايد بـرآوردن هـدف     پيچيده و پرهزينه مي

 رو ازايـن صرفه نباشـد.   به مقرونسيستم  آنمورد نظر از 
مســائل انتقــال  بــرروياخيــر تحقيقــاتي هــاي  در ســال

منجر به ايجاد روشـي   ه كه نتايج آنگرفتحرارت انجام 
انتقـال  طـور كلـي مسـائل     جايگزين گرديده اسـت. بـه  

مسـتقيم و معكـوس    ةدسـت تـوان بـه دو    مي را حرارت
ــين برخــي از    تقســيم ــراي تعي ــروزه ب ــود. ام ــدي نم بن

معكـوس اسـتفاده   هـاي   پارامترهاي حرارتـي، از روش 
معكوس وقتي ارزشـمند  هاي  شود. استفاده از روش مي

مسـتقيم پارامترهــاي حرارتــي   ريگيــ انـدازه اسـت كــه  
در مسائل انتقال حـرارت   غيرممكن و يا پرهزينه باشد.

 )Direct heat transfer  problems(بـا روش مسـتقيم   
هندسه، شرايط مرزي، شرايط اوليه و همچنين خـواص  

توزيع دما در  ةو هدف محاسب استترموفيزيكي معلوم 
ادلات از حـل مع ـ  بااسـتفاده مورد بررسـي   ةداخل ناحي
كـه در مسـائل انتقـال حـرارت      درحالي ؛باشدحاكم مي

تعـدادي   )Inverse heat transfer problems( سمعكـو 
 آنهـا و هدف تخمين  باشند مياز اين اطلاعات نامعلوم 

 ةناحي ـ مرزهـاي شده در   گيري اندازهاز دماهاي  بااستفاده
 محاسـبات باشد. در ايـن روش حجـم   مورد بررسي مي
هـاي   آوردن كميـت  دسـت  بـه از بـراي  تجربي مورد ني ـ

ترموفيزيكي نظير منابع حرارتي، خواص حرارتي مـواد،  
 طـور  بـه شرايط مرزي درگير يا توزيع شارهاي حرارتي 

  يابد.ميكاهش  اي هملاحظ قابل
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روش معكـوس،   بـه تخمين منبع حرارتـي   ةزميندر  
ــيلوا  ــو و اوزنس ــيك يت ــال  [1]س ــئل 1993در س  ةمس

حرارتي تابع زمـان و مكـان    بعتخمين يك من بعدي يك
را در مواد همگن بررسي كردند. آنها شـرايط مـرزي را   

گرفتنــد و از روش  درنظــردو مــرز عــايق  صــورت بــه
 ةالحاقي براي حل مسئل ةمسئل همراه بهگرادياني مزدوج 

در سـال   [2]پاسكوتي و پتيت  معكوس استفاده كردند.
را  يدوبعدگذاري  معكوس انتقال حرارت ةمسئل 1994
روش المان مرزي بررسي كردند. آنها دما و شار  ةبوسيل

حرارتي را در مـواد همگـن و در مرزهـايي كـه داراي     
 [3]يانگ  درجه بود، تخمين زدند. 180زواياي كمتر از 

از روش خطي خطاي حـداقل مربعـات    1997در سال 
تخمـين شـدت يـك منبـع      دوبعـدي  ةبراي حل مسـئل 

مـورد بررسـي را    ةمـاد  اوحرارتي خطي استفاده كـرد.  
تـابعي از زمـان و    صـورت  بههمگن و منبع حرارتي را 

 2000در سال  [4]كرمي و همتيان  گرفت. درنظرمكان 
روش المان مرزي را براي تخمين شدت يا محل منبـع  

اي چندگانه در حالـت پايـا و بـراي     هاي حرارتي نقطه
 ةمسـئل آنهـا بـراي حـل     ، ارائـه دادنـد.  دوبعديمسائل 
خـوب پيشـنهاد    ةهمسـاي يك الگوريتم به نام  معكوس

محـل و   زمـان  هـم تـوان   نمي نمودند. البته با اين روش
 [5] سو و همكاران  .شدت منبع حرارتي را تعيين نمود

حرارتي  تخمين معكوس يك منبع ةمسئل 2001در سال 
 اي بررسـي كردنـد. آنهـا منبـع     را در مختصات اسـتوانه 

ان، تابع شـعاع و تـابع   تخميني را در سه حالت تابع زم
مورد بررسي قرار دادند. آنها جسم مورد بررسي  ،زاويه

 ازمعكـوس   ةمسئل حل برايو  گرفتند درنظررا همگن 
نرترشوسـر و   .اسـتفاده نمودنـد   روش گرادياني مزدوج

معكــوس و گــذراي  ةمســئل 2001در ســال  [6]مــيلان 
حرارتـي متحـرك را در يـك مـدل      تخمين يـك منبـع  

 منظـور  بـه ن بررسي كردند. در ايـن كـار   بعدي همگ سه
لي  است. گرديدهاستفاده نهي  برهم تخمين منبع از اصل

ــور  ــوت و لف ــئل 2001در ســال  [7]نيل معكــوس  ةمس
 دوبعدي ةمسئليك حرارتي خطي در  تخمين چند منبع

از روش المـان   آنهـا . را بررسـي كردنـد   همگنبا مواد 
لفـور   .ندنموداستفاده  معادلات مرزي براي حل عددي

گـذراي تخمـين    ةمسئل 2002در سال  [8]نيلوت  و لي
حرارتـي سـاكن و متحـرك را در مـواد      معكوس منبـع 

 بعدي بررسي كردنـد.  و سه دوبعدي صورت بههمگن و 
تعيــين  ةمســئل 2002در ســال  [9]نيلــوت  لــيلفــور و 

اي را در مـواد همگـن و    هاي حرارتي گذراي نقطه منبع
در اين مسئله از روش المـان   در دو بعد بررسي كردند.
 .گرديده اسـت استفاده  معادلات مرزي براي حل عددي

از روش  2004در سـال  [10] وت و همكـاران  ل ـنيلـي  
منبـع حرارتـي    ةتخمين پارامتر براي حل معكوس مسئل

كـاري را همگـن و    ةاي استفاده كردند. آنها حـوز  نقطه
 گرفتنـد.  درنظـر حراراتـي را ثابـت    محل و شدت منبع

از يــك روش  2006در ســال  [11]كــو و همكــاران زو
اي بـراي مشـخص كـردن تـرم منبـع       سازي شبكه شبيه

انتقال  دوبعدي ةحرارتي وابسته به زمان براي يك مسئل
در سال  [12]ليو  با مواد همگن استفاده كردند. حرارت

 از روش پرتابي براي تخمـين شـدت يـك منبـع     2007
ــي صــفحه ــئل حرارت ــك مس ــدايت ةاي در ي ــذراي  ه گ

ر سـال  د [13]ليو  با مواد همگن استفاده كرد. بعدي يك
مسـئلة  شده براي حـل   از الگوريتم ژنتيك اصلاح 2008

اسـتفاده   در يك بعدتخمين يك منبع حرارتي  معكوس
 مـورد بررسـي همگـن و منبـع     ةكرد. در اين مسئله ماد

گرفته شده  درنظرتابعي از زمان  صورت بهحرارتي فقط 
يك روش  2008در سال  [14]همكاران  ليانگ و است.

هـاي   بـراي تخمـين منبـع    عددي اساسي بدون شبكه را
و  بعدي يككاري را  ةحرارتي بررسي كردند. آنها حوز

تابعي از زمـان   صورت بهحرارتي را فقط  همگن و منبع
در  [15]نيلـي احمـدآبادي و همكـاران     تعريف كردند.

مسـئلة  ل اي را براي ح ـپايههاي  روش حل 2009سال 
 ةتخمين منبع حرارتي تابع مكان در يك مسـئل  معكوس

 بعدي با مـواد همگـن مـورد بررسـي قـرار دادنـد.       يك
موضـوع   2010در سال  [16]كولودزيج ميرزويسزاك و 

هاي اساسي و توابع اساسي شعاعي را  كاربرد روش حل
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هندسة ور  1شكل 

مورد نظر يـك ةل
در يك ور عدي

ظرفيت حرارتي
وضات مسئله مش
ق نشــان داده شــ

باشد كهرتي مي
ا زمان تغيير مـي

شد زمان هممين
انداعات دماي 

روي معلوم ةه
 معكوس براي
ضي مواقع امكان
رتي وجود ندار

اندحسگرها يك 
اين در معادلات

توس شده گيري زه
گرفت درنظرمان

ن منبع حرارتي
گر حرارتي در

زماني ةكل بازس
پس شود مي يم

د انرژي كـرد،
قـر آنهـا گر در 

زماني،هاي  ازه
اناه شدت و مك

شده توسط حس
  گردد.

ش
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 دي
ـي
ف
ش
ـي
 بـع
 ظـر
زي
 ـار
 حل
س
قيم
چر
ش
ـي
ـك
قيم
ـئلة
ي و
ـل
يـر
الي
ـد.
راي
راي
ت
ن و
ـي
ـار
رق
مين
ورد

مسئل
دوبع
آن ظ
مفرو
ورق
حرار
آن با
تخمي
اطلاع
نقطه
حل

بعضي
حرار
كه ح
بنابرا
انداز
از زم
مكان
حسگ
سپس
تقسي
توليد
حسگ
زيربا
گا آن

ش ثبت
گ مي

 ك

دوبعـدحـرارت
مـورد بررسـ ةد

ي از مكان تعريف
از روش 2009ال

ك منبـع حرارتـ
 را همگن و منب

درنظن و مكـان
و شرايط مـرز ي

گلبهـ ي گرديـد.
ح از بااستفاده 2

ق ضخيم از جـنس
براي حل مستق
رانسيل كـوادريچ
معكـوس از روش
مـديون و رحيمـ

در يـكرا  اي طـه
راي حـل مسـتق

مسـئـراي حـل
لي .نمودندفاده

 پژوهشي، از حـ
ي نـامعلوم متغي

توخـا ةاستوانك
انـستفاده نمـوده
بـرف محـدود
بـر ـان مـزدوج

اسـاس اطلاعـا
مكـان زمـان  هـم

مـدرج، پژوهشـ
بـ اولـين له براي

ع حرارتي در ور
براين در تخم وه

منبع گسترده مو

حاسباتي در مكانيك

انتقـال ح ةمسـئل   
ين كار، ما در ا

تابعي صورت به 
در سـا [17]ين

ل معكـوس يـك
مورد بررسي ة
تـابعي از زمـان 

بعدي يك صورت
ز مكـان بررسـي

009در سال  1]
يك ورق  را در
آنها .اندمين زده
روش ديفرن دو

م ةمسـئل  حـل
محم .انـد  هجسـت 

نقطـار حرارتـي
آنها بر آوردند. ت

و بـف محـدود
ديان مزدوج استف

در 2012 سال
 شارهاي حرارتي
ي و بيروني يك
 مواد هدفمند اس

تلافپلاس و اخ ـ
روش گراديـ  از

بر هـره بردنـد.
هتخمين  ةزمين 

م ر ورق هدفمند
. لذا در اين مقا
ن و شدت منبع
شده است. علاو

م اي نقطه  و هم
 

وم كاربردي و محا

ـل معكـوس مس
بررسي كردند. 

و منبع حرارتي
گنـگ و لـي ت.

براي حل تغيرها
 كردند. آنها ماد

صـورت  به را 
ص به اين مسئله 

تـابعي از ورت
[18 و همكاران 

شار حرارتي ،س
تخمي رج تابعي

از ممزوج كردن
بـراي و محدود

 مزدوج بهره ج
شـ 2011ر سال 

دست به دو لايه 
ز روش اخـتلاف

ش گرادرواز  س
در [21 ,20]ن 

س براي تخمين
 در سطح دروني

شده از  ساخته
روش تبديل لاپ

و ا سئلة مسـتقيم 
به سئلة معكـوس 
گان، تاكنون در
منبع حرارتي در
 نپذيرفته است.

مكان زمان همين 
ابعي، پرداخته ش
رارتي، هم منبع

اند. قرار گرفته

نشرية علو
  

براي حـ
ناپايدار

همگن و
شده است
تكرار مت
استفاده
حرارتي

تند.گرف
صو بهآن 

حقيقي
معكوس

مدمواد 
مسئله، ا

اجزامو 
گراديان

در [19]
سيستم
ازمسئله 

معكوس
همكاران
معكوس
با زمان
دايروي

نها از رآ
مسحل 
مسحل 

نويسندگ
شدت م
صورت
به تخمي
مدرج تا
منبع حر
بررسي
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  تحليل معكوس
روش تحليـل   روند معمول بـراي حـل ايـن مسـئله بـه     

  معكوس در ذيل بيان شده است.
 z଴و x଴ فرض بر اين است كه يك حـدس اوليـه     

  رتي در دسترس است.براي مختصات منبع حرا
  الحـاقي   مسئلة همراه بهروش گراديان مزدوج
يـك   عنوان بهرا  G(t)تخمين شدت منبع حرارتي  براي
  گيريم.مي كار بهتخمين تابع،  مسئلة
 اكنون شدت منبع حرارتي G(t)   معلوم اسـت

ــزدوج   ــان م ــرايو روش گرادي ــات  ب ــين مختص تخمـين   ئلةمس ـيـك   عنـوان  بـه منبع حرارتـي   z଴  و x଴ تخم
  شود.گرفته مي كار بهپارامترها، 

  باx଴  وz଴  آمده، مجـدداً روش   دست بهجديد
 G(t)تخمـين جديـد بـراي    منظـور   بـه گراديان مزدوج 

گردد. ايـن رونـد تكـراري تـا زمـاني ادامـه       استفاده مي
و  G(t)شده در تخمين  مشخصيابد كه معيار توقف  مي  x଴ وz଴ .ارضا گردد 

 

  (ܜ)۵ين تخم
كه مرزهاي را  دوبعدييك ورق نازك   .مسئلة مستقيم
فـرض  بگيريـد.   درنظر ،نشان داده شد )1(آن در شكل 

بر اين است كه خـواص حرارتـي ورق يعنـي ضـريب     
 zدر راستاي هدايت، ظرفيت حرارتي و چگالي صفحه 

 ـبنابراين  ؛كندتغيير مي حـاكم و شـرايط مـرزي     ةمعادل
 )1معادلـة (  صـورت  بهارت گذرا انتقال حر مسئلةبراي 
  .[22] شود مي نوشته

 

x∂∂  :معادلة حاكم ൬k(z) ∂T∂x൰ + ∂∂z ൬k(z) ∂T∂z൰ 
 +G(t)δ(x − x଴)δ(z − z଴)
)1( = ρ(z)c(z) ∂T∂t  

  شرايط مرزي و اوليه:
T∂x∂  الف) -2( = 0 on x = 0 

T∂z∂  ب) -2( = 0        on      z = 0              
T  ج) -2( = T୧         on      x = L  ,    z = H   
,T(x  د) -2( z, 0) = T଴(x, z) 

  

 k(z)و  T ،ρ(z) ،c(z) پارامترهــاي )1( ةدر معادلــ  
ضريب هدايت  و ظرفيت گرمايي، چگاليترتيب دما،  به

نيـز   G(t) .باشـد تابعي مي مادة مدرجيك نقطه از ماده 
   باشد.اي ميمنبع حرارتي نقطه

هـاي   ، منبع حرارتي براي زيربازهمسئلة مستقيمدر   
ــدس زده  ــف ح ــاني مختل ــي زم ــرض   م ــا ف ــود و ب ش

و  zc)(و  z)(بودن منبع حرارتـي و داشـتن    معلوم
)(zk،   ــول در ــا مجه ــة (تنه ــدان1معادل ــاي  ) مي دم
),,( tyxT ــي ــد.  مـ ــه، از روش  باشـ ــن مقالـ در ايـ

معادلات حاكم اسـتفاده   سازي گسسته براي اجزامحدود
از روش  بااسـتفاده بنـدي ورق   گرديده است. لذا با مش

و درنظر گـرفتن شـرايط    )1( ةبا حل معادل اجزامحدود
، توزيع دما در تمام نقاط )2(مرزي و اوليه در معادلات 

  آيد.مي دست به ورق
و درنظر گـرفتن  عددي  روش به )1( ةبا حل معادل  

),,( ميدان دمايشرايط مرزي و اوليه،  tyxT برروي 
آيد. با مشخص شدن ميـدان   دست بهتمام نقاط صفحه 

كل صفحه، دماي محلي كـه حسـگرها    برروي Tدماي
هـاي   يـك از زيربـازه   در هر، T୫قرار دارند يعني بردار 

گاه توسط حسگر حرارتي دماي  شود. آن مي زماني ثبت
ــي  ــاط يعن ــاز Y୫واقعــي نق ــز در هــر زيرب ــاني  ةني زم

شود. اكنون از اختلاف بين اين دو دما و  مي گيري اندازه
شود. حال  مي محاسبه J) مقدار 5معادلة (از  بااستفاده

از معيار توقـف، كـه در مراحـل بعـد تعريـف       Jاگر 
پس شدت و مكان حدسـي،   ،تر بود خواهد شد كوچك

تخمين خوبي براي منبع حرارتي خواهد بـود و اگـر از   
ــزرگ ــار توقــف ب ــراي   معي ــود، الگــوريتم حــل ب ــر ب ت

كردن شدت و مكان حدسي تا رسـيدن بـه يـك     اصلاح
 .[26] دشو مي بعدي ةتخمين مطلوب، وارد مرحل



  1397، دوشمارة  سال بيست و نهم،    نشرية علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك
  

76  

يـك روش   دليـل پيچيـدگي معـادلات حـاكم از     به  
  كنيم. مي حل استفاده برايعددي تقريبي 

 ـ   ، مـدرج تـابعي   مـواد و فيزيكـي   يخواص حرارت
تـابعي از توزيـع و خـواص     صورت بهپيوسته و  طور به

تواني ساده براي  مدلشود. استفاده از  مي مواد آن نوشته
توزيع تـواني   لذا ؛متداول است مدرج تابعيتوزيع مواد 

 درنظـر  )3معادلـة (  صورت به تابعي مادة مدرجخواص 
  شود.گرفته مي

  
)3(  

  
  كه در اينجا،

G(z) = G୑ + (Gେ − G୑)[V୤)]୮ 

)4(  V୤ = ൤12 + (zh)൨୮
 

  

اشاره بـه سـراميك    ترتيب به Mو  Cهاي  زيرنويس  
شـاخص تـابع   نيز   P تابع توزيع ماده و V୤د. نو فلز دار

كـدام از   هـر باشد كه يك عدد مثبـت اسـت.    مي توزيع
مادة خواص ضريب هدايت، ظرفيت گرمايي و چگالي 

  آيد.مي دست به )3رابطة (تابعي از  مدرج
  

بينـي   پـيش هـدف تحليـل معكـوس،      .مسئلة معكوس
 وسـيلة  بـه شدت و مكان منبع حرارتي متغيـر بـا زمـان    

هـاي   ها و مكان در برخي نقاط در زماندما  گيري اندازه
جـز منبـع    باشد. فرض بر ايـن اسـت كـه بـه    مي دلخواه

 معلـوم  )2و  1(حرارتي، سـاير پارامترهـا در معـادلات    
باشد. از طرفي خواندن دما در برخي نقاط در زمـان   مي

 وسيلة بهباشد. حل اين مسائل پذير مي امكاننيز  دلخواه
گيرد. طبق اين روش بـا  سازي انجام مي يك روش بهينه

 ـشـده در   سازي تابع مشـخص  مينيمم توابـع   )5( ةمعادل
  آيند.مي دست بهمجهول 

  

)5( J[G(t), x∗, z∗] = න ෍ [T୫(x, z, t)୑
୫ୀଵ

୲౜
଴ − Y୫(x, z, t)]ଶ dt 

دماي ترتيب  به Y୫و  T୫پارامترهاي  )5معادلة (در   
در محل  شده يريگ اندازهو دماي تخميني الگوريتم حل 

بـا   T୫. باشـد مـي  دلخـواه قرارگيري حسگرها در زمان 
جاي مقدار دقيق منبع  به G୉(t)قرار دادن مقدار تخميني 

 ـ  G(t)حرارتي  كـه پيشـتر    )1(مسـتقيم   ةاز حـل معادل
  آيد.مي دست به ،توضيح داده شد

وان يــك روش نــع روش گراديــان مــزدوج بــه    
 ـ  سازي  كمينه برايشده  شناخته  ةتابع هدف كـه بـا معادل

  شود.  مي گرفته كار بهمشخص شده است  )5(
  

 حساسيت، فرض مسئلةبراي تعيين   .حساسيت مسئلة
 ـ G(t)شود كه شدت منبع حرارتـي   مي  G(t)∆ ةازانـد  هب

كند. در اثر ايـن افـزايش، ميـدان دمـاي      مي افزايش پيدا T(x, z, t) ةازاند هب ∆T(x, z, t) يابد. بنـابراين  مي افزايش 
,T(xبا جايگزين كردن  z, t) با T(x, z, t) + ∆T(x, z, t) 

,G(x و z, t)  بــاG(x, z, t) + ∆G(x, z, t)  در معــادلات  
 ةاولي ـكردن معادلات حاصل، از معادلات  كمو  )2و  1(

 مسـئلة ، دو  مرتبـه هـاي  نظر كـردن از تـرم   صرفو  آنها
  شود. مي حاصل )6( ةمعادل صورت بهحساسيت 

  ∂∂x ൬k(z) ∂∆T∂x ൰ + ∂∂z ൬k(z) ∂∆T∂z ൰ +∆G(t)δ(x − x଴)δ(z − z଴) 
)6(  = ρ(z)c(z) ∂∆T∂t  

  
  شرايط مرزي و اوليه:

T∂x∆∂  الف) -7( = 0     on      x = 0 

T∂z∆∂  ب) -7( = 0     on      z = 0              
T∆  ج) -7( = 0       on      x = L  ,    z = H   
,T(x∆    د) -7( z, , t଴) = 0 

  

حساسيت به همان روش معادلات  لةمسئمعادلات   
  گردد.حل مي مسئلة مستقيم
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 ـ مسئلة بـراي مشـخص     .گراديـاني  ةالحاقي و معادل
الحاقي از روش ضريب لاگرانژ بهره گرفته  مسئلةكردن 

شود. در روش ضريب لاگرانژ، تابع هدف همچنـان  مي
مانـد. متغيـر ضـريب     مي يك تابع واحد باقي صورت به

شود. بـراي اسـتفاده    مي تعريف x,z,t( λ( لاگرانژ با نماد
نشـان   )1رابطـة ( كه با  معادلة حاكماز اين روش، ابتدا 

سـپس از   ؛شـود در ضريب لاگرانژ ضرب مـي  ،داده شد
 گيـري  انتگـرال زمـاني   ةمكاني و بـاز  ةآن روي كل دامن

آمـده از ايـن عمليـات جبـري      دست بهشود. عبارت  مي
 اضـافه  )5لـة ( معاد، يعنـي  Jسمت راست تابع هدف  به
  حاصل شود. )8معادلة (شود تا  مي

  

Jመ[G(t), x∗, z∗] = න න න ෍ [T୫(x, z, t)୑
୫ୀଵ

ୌ
଴

୐
଴

୲౜଴− Y୫(x, z, t)]ଶ δ(x − x଴)δ(z − z଴)dxdzdt + න න න λ ൤ ∂∂x ൬k(z) ∂T∂x൰ + ∂∂z ൬k(z) ∂T∂z൰ୌ
଴

୐
଴

୲౜଴  +G(t)δ(x − x଴)δ(z − z଴)
)8(−ρ(z)c(z) ∂T∂t ൨ dxdzdt 

  

 ؛كنــد مــي افــزايش پيــدا G(t)∆ ةازانــد  هبــ G(t) و  T∆ ةازاند  هب Tشود  مي براي ايجاد فرم تغييراتي فرض  
 ـ  بـا   T، )8(ة بنابراين براي ايجاد فرم تغييراتـي در معادل T + ∆T ،G(t)  باG(t)+∆G(t)  وJመ  باJመ + ∆Jመ  جايگزين

شـود   مي كم )8معادلة (حاصل از  ةمعادلشود. سپس مي
دو، فـرم   عبـارات مرتبـه  نظـر از   و سرانجام بـا صـرف  

  شود.زير حاصل مي صورت به Jመتغييراتي 
  ∆Jመ = න න න ෍ 2[T୫(x, z, t)୑

୫ୀଵ
ୌ

଴
୐

଴
୲౜଴ − Y୫(x, z, t)]∆T δ(x − x଴)δ(z − z଴)dxdzdt+ න න න λ ൤ ∂∂x ൬k(z) ∂∆T∂x ൰ + ∂∂z ൬k(z) ∂∆T∂z ൰ୌ

଴
୐

଴
୲౜଴  +∆G(t)δ(x − x଴)δ(z − z଴) −ρ(z)c(z) ∂∆T∂t ൨ dxdzdt 

)9(  

در سـمت راسـت    در ابتـدا عبـارت انتگرالـي دوم     
 سـاده  ءجـز  بـه ءگيـري جز  انتگـرال  وسيلة به )9معادلة (

 از آمـده  دسـت  به ةشود و سپس شرايط مرزي و اولي مي
ــ ــال  ةمعادل ــيت در آن اعم ــي حساس ــود.  م ــراي ش ب
در بايسـت تمـام ضـرايب    كردن تابع هدف، مـي  مينيمم

مساوي صفر قرار داده شود. با مساوي صفر  )9معادلة (
ضـريب لاگرانـژ و شـرايط     ةمعادل، T∆قراردادن ضريب

  آيد. دست مي بهصورت زير  مرزي به
  ∂∂x ቆk(z) ∂λ∂xቇ + ∂∂z ቆk(z) ∂λ∂zቇ + ρ(z)c(z) ∂λ∂t +2[T(x, z, t) − Y(x, z, t)]δ(x − x଴)δ(z − z଴) = 0

)10(  
  

  شرايط مرزي و اوليه:
  

λ∂x∂  الف) -11( = 0      on      x = 0 

λ∂z∂  ب) -11( = 0     on      z = 0            
λ  ج) -11( = 0      on      x = L ,    z = H   
,λ(x    د) -11( z, , t୤) = 0 

  

شـود،   مي مشاهده د) -11معادلة (طور كه در  نهما  
زماني صفر اسـت. بـراي    ةبازضريب لاگرانژ در انتهاي 
مقـدار اوليـه از تغييـر     مسـئلة تبديل اين مسئله به يـك  

τمتغير  = t୤ − t  مسـئلة پـس از آن   .شـود استفاده مـي 
گردد. در آخر حل مي مسئلة مستقيم روش بهالحاقي نيز 

  ماند:قي ميانتگرالي زير با ةجمل
  ∆Jመ = න න න λ∆G(t)δ(x − x∗)ୌ

଴
୐

଴
୲౜଴  

)12( δ(z − z∗)dxdzdt 
  

 )13معادلة ( صورت به Jመ بردار تعريف مشتق جهتي  
  باشد. مي



  1397، دوشمارة  سال بيست و نهم،    نشرية علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك
  

78  

)13(  ∆Jመ = න න න J′∆G(t)dxdzdtୌ
଴

୐
଴

୲౜଴  
  

ــادلات   ــال از مع ــي )13و  12( ح ــم ــوان معادل  ةت
  زير نتيجه گرفت. تصور بهگرادياني را 

  
)14(  Jᇱ = λδ(x − x଴)δ(z − z଴) = λ(x଴, z଴, t) 

  

 در محل منبع حرارتـي  λمعرف مقدار  )14( ةرابط  
  باشد. مي

  
   ૙ܢو ૙ܠ تخمين

تخمـين پـارامتر اسـت كـه      مسئلةيك   z଴و x଴تخمين 
و  15(ذيل كه بـا معـادلات   هاي  حل آن زيرمسئله براي

  بايستي حل گردد. ،گرديده استمشخص  )16
  

معادلات گرادياني براي تخمين مكان منبـع حرارتـي   
 منظـور  بهگرادياني  ةآوردن معادل دست بهبراي   .اي نقطه

بايسـتي از   ،اي اصلاح مكان حدسي منبع حرارتي نقطـه 
شـتق گرفـت.   م z଴و x଴نسـبت بـه    ترتيب به )5معادلة (

دسـت   بـه  زيـر  صـورت  بـه  ترتيـب  به J୸బᇱو  J୶బᇱ نابراينب
  آيند. مي

)15(J୶బᇱ = ∂J∂x଴ = 2 න ෍ (T୫ − Y୫)୑
୫ୀଵ

୲౜଴ ∂T∂x଴ dt 
)16(J୸బᇱ = ∂J∂z଴ = 2 න ෍ (T୫ − Y୫)୑

୫ୀଵ
୲౜଴ ∂T∂z଴ dt 

  

  گردند. مي عددي محاسبه روش به  J୸బᇱوJ୶బᇱمقادير   
  

روند تكراري براي روش گراديان مزدوج 
 اي نقطهتخمين شدت منبع حرارتي  منظور به

تخمـين   منظـور  بـه روند تكراري براي روش گراديـاني  
  شود. مي زير داده ةمعادل وسيلة به G(t) تابع

)17(  G୩ାଵ(t) = G୩(t) − β୩d୩(t) 
  

 ام k ةگام جستجو از مرحل ةانداز β୩در اين معادله   
k ةتا مرحل + شـود.   مـي  جهت گام ناميـده  d୩(t)ام و1

تكـرار   ةمرحل ةدهند هر پارامتر نشان برروي k بالانويس
 صـورت  بـه  d୩(t) باشد. جهـت گـام   مي الگوريتم حل

  شود. مي تعريف )18معادلة (
  

)18(  d୩(t) = Jᇱ୩ + γ୩d୩ିଵ(t) 
  

شـود.   مـي  ناميـده م أتـو ضـريب   γ୩در اين معادله   
 گرفتـه  درنظـر اول تكرار صـفر   ةدر مرحل مأتوضريب 

ريــوييز  -فلچــر ةشــود و در مراحــل بعــد از رابطــ مــي
  .[28 ,27 ,23] آيدمي دست به )19رابطة ( صورت به

  
)19(  γ୩ = ׬ (Jᇱ୩)ଶdt୲౜଴׬ (Jᇱ୩ିଵ)ଶdt୲౜଴       k = 1,2, … 

  
  شود. مي زير محاسبه ةگام نيز از رابط ةانداز

  
)20(  β୩ = ׬ ∑ (T୫୩ − Y୫୩)୑୫ୀଵ୲౜଴ ∆T୫୩dt׬ ∑ [∆T୫୩]ଶ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt  

  
روند تكراري براي روش گراديان مزدوج 

 اي نقطهتخمين شدت منبع حرارتي  منظور به

د براي تخمين مختصـات مكـان منبـع حرارتـي، همانن ـ    
توضـيح داده شـد،    )17معادلـة ( تكـرار كـه در    ةپروس

  خواهيم داشت:
  
)21(  x଴୩ାଵ = x଴୩ − β୶బ୩d୶బ୩(t) 

)22( z଴୩ାଵ = z଴୩ − β୸బ ୩d୸బ୩(t) 
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ام تا  kةگام جستجو از مرحل ةانداز β୩در معادلات   
k ةمرحل + شـود.   مـي  گـام ناميـده   جهت d୩(t) ام و 1

تكرار  ةمرحل ةدهند نشانهر پارامتر  برروي kبالانويس 
 صـورت  بـه  d୩(t) باشد. جهـت گـام   مي الگوريتم حل

  شود. مي زير تعريف ةمعادل
  

)23( d୶బ୩(t) = J୶బᇱ ୩ + γ୶బ୩d୶బ୩ିଵ(t) 

)24( d୸బ୩(t) = J୸బᇱ ୩ + γ୸బ୩d୸బ୩ିଵ(t) 
  

γ஑୩(α در ايـن معادلـه      = x଴, z଴) اول  ةدر مرحل ـ
شـود و در مراحـل بعـد از     مي گرفته درنظرتكرار صفر 

  آيـد  دسـت مـي   بـه زيـر   صورت بهريوييز  -فلچرة رابط
 [23-25].  

  

)25( γ୶బ୩ = ׬ (J୶బᇱ ୩)ଶdt୲౜଴׬ (J୶బᇱ ୩ିଵ)ଶdt୲౜଴     k = 1,2, … 

)26( γ୸బ୩ = ׬ (J୸బᇱ ୩)ଶdt୲౜଴׬ (J୸బᇱ ୩ିଵ)ଶdt୲౜଴    k = 1,2, … 

  

  شود. مي زير محاسبه ةگام نيز از رابط ةانداز  
  

  β୶బ୩ = ׬ ∑ [T୫୩ − Y୫୩] ൜d୶బ୩ . ( ∂T∂x଴)ൠ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt׬ ∑ ൜d୶బ୩ . ( ∂T∂x଴)ൠଶ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt  

)27(
 

  β୸బ୩ = ׬ ∑ [T୫୩ − Y୫୩] ൜d୸బ୩ . ( ∂T∂z଴)ൠ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt׬ ∑ ൜d୸బ୩ . ( ∂T∂z଴)ൠଶ୑୫ୀଵ୲౜଴ dt  

)28(  

معيـار    .ش گراديـاني مـزدوج  معيار توقف بـراي رو 
رابطـة   وسـيلة  بـه گرادياني مـزدوج،  توقف براي روش 

  .[29] شودتعريف مي) 29(
  

)29(  J < ε
  

خطـاي قابـل قبـول    كه لورانس ت  ε در اين معادله  
حاضـر بايـد    مسـئلة بـراي حـل    ،باشـد براي مسئله مي

، گيري اندازهبه خطاهاي  باتوجهطوري انتخاب شود كه 
 دسـت  بـه آيد. حل مطلوب وقتـي   دست بهمطلوبي  حل
درادامـه نتـايج بـراي     .آيد كه معيار زير ارضـا شـود  مي

  .شود مي نشان داده 0.2 تا 0از  σمقادير 
  T(x୫, z୫, t୫) − Y(x୫, z୫, t୫) ≈ σ   ,   m = 1,2, … , M 

)30( 
  

انحـــراف از معيـــار  پـــارامتر σ )30معادلـــة (در   
 شكل زير تعريف بهنيز  ε .باشد مي گيري اندازههاي خطا
  شود. مي

  

)31(  ε = Mσଶt୤ 
  

ــارامتر    ــادلاM پــ ــداد ، )31و  30(ت در معــ تعــ
  باشد. مي سنسورهاي حرارتي

  
  نتايج عددي 

دقت و صـحت روش گراديـان مـزدوج     قسمتدر اين 
 ،باشـد  مـي  حل مسـائل معكـوس   هاي روشكه يكي از 

ن شـدت و مكـان منبـع حرارتـي در ورق     تخمـي  براي
، بــا ارائــه جــداول و نمودارهــايي مــورد مــدرج تــابعي

نتـايج   صـحت گيرد. ابتـدا بـه بررسـي    بررسي قرار مي
و درادامه نتـايج   شود مي حاصل از حل مستقيم پرداخته

 منظــور بــه گــردد. مــي حاصــل از حــل معكــوس ارائــه
اسـتفاده  بعد زيـر   بيآوردن نتايج از پارامترهاي  دست به

  شده است.
  t∗ = kୟ୴ୣt୤ρୟ୴ୣcୟ୴ୣLଶ            ,    k∗(z) = k(z)kୟ୴ୣ ,  

 c∗(z) = c(z)cୟ୴ୣ                  ,    ρ∗(z) = ρ(z)ρୟ୴ୣ , 
 T∗ = TG୫ୟ୶Lଶ/kୟ୴ୣ       ,    L∗ = H  L           , 
 

)32(G∗(t) = G(t)G୫ୟ୶ 



  1397، و

زديـك   
ســت. 

بـراي   
 كـافي   

از  اي ه
 )2(ل  

ش در  
رارتـي   
 جهــول    
 شــرايط

ت كـه      
 جهـول    

 منبـع    

خمـين     
  كنيم.

 ـورت 

G(t)

( σ =  

،دوشمارة  ت و نهم،

خواني بسـيار نز
مشــاهده ا قابــل
10×10 ةشـبك 

قبـول قابـل  ةشد

 ـ  همسـتقيم، نمون
مربوط به مثـا )

در اين بخـش  .ي
 مكان منبـع حر
شــدت منبـع مج
راســاس ايــن ش

ض بـر ايـن اسـت
ن منبـع نيـز مج
كـان و شـدت

يتم ارائـه در تخ
ك مي  را انتخاب
صـ بـه حرارتي را 

) = ۔ە
2G଴ۓ ൬ tt୤൰2G଴(1 −

= 2دما در مثال  0)

سال بيست 

خ ع روش و هم
ق [30]ي مرجــع

شيـد كـه ابعـاد    
هاي همگراشد ب

ش صحت حل م
)2(در شكل ما 
  .د

اي نقطهحرارتي
بر اين است كه
وم اسـت امـا ش

نتــايج بر ة ارائــ
مت دوم فـرض
 حرارتي، مكـان

مك زمـان  هممين 
  پردازيم. ي

توانـايي الگـوري
، توابع مختلفي

دقيق منبع ح بع
  گيريم.ي

 ൰    ,               − tt୤ )  ,         0.
 

ر دقيق و تخميني د

گرايي سريع هم
هــاي ا جــوابــ

توان دي ميچنين
آوردن جواب ست

  ت.
نمايش منظور به
توزيع دهاي  ور
شود مي داده ش

ن منبع حج تخمي
مت اول فرض ب

مـا معلــو مسـئلة
لــذا بــه ؛باشــد

ردازيم. در قسم
بر شدت منبع وه

لذا به تخم ؛شد
مي اي نقطهرتي

براي ارزيابي ت
ت منبع حرارتي

مثال اول تادر 
مي درنظرزير  ة

0 ≤ tt୤ ≤ 0.5.5 ≤ tt୤ ≤ 1
(

مقدار ةمقايس  2ل
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ك و
 در

ون
 ـان
رار
ين
 قيم
 ـي
ـدا
يج

ـع،

∂∂∂∂=T
T

اده

H =

 
آن بــ
همچ
دس به

است
 

كانتو
نمايش

  
نتايج

قسمت
مسدر 
ب مــي
پر مي

علاو
با مي

حرار
 

شدت
 

ةرابط

  

5
 

)38(  

 
شكل

 ك

يبي از سـراميك
 مادي هر كدام

 مادهc(J/k  ي مواد
67SiC 
89Al 

نويسـنده، تـاكنو
زمـ هـم تخمـين

ورد بررسـي قـر
شده در ا انجام

وش حـل مسـتق
بـع حرارتـمن ال

لـذا ابتـ ؛ه نمود
ل عـددي و نتـا

.  
 در ايــن مرجــ

∂T∂x = 0 o∂T∂z = 0 o= 0  T = 0 on
T(x, z, 0) = 0

اسـتفا [30]جـع

k = 1 = 1 ,

حاسباتي در مكانيك

تركي صورت به 
ست كه خواص

   است.

خواص ترموفيزيكي
 

k(WkgK) 
670 
296 

 

طبق بررسي ن  
ت براي ج تابعي

مـو  رارتي نقطـه
ت نبود كارهاي
ـحت نتـايج رو

اعمـا خاص بـا
مقايسه [30] جع
از حـل آمـده  ت 

پردازيممي [30]
ورق ة و اوليـ ـ 

  
  on x = 0 

on z
n x = L ,    

  

ـد زيـر در مرج

  G(t) =1
  

وم كاربردي و محا

مورد بررسي ة
خاب گرديده است

آورده شده )1(

خ  1جدول  ρ(k/mW/mK) 

365 
2233 

.صحت نتايج 
مدرجورق نازك 

 شدت منبع حر
علت بهلذا  ؛است
اثبـات صـح راي

 در يك حالت
، نتايج را با مرج

دسـت بهنتايج  ةس
[ ه توسط ردي
ــرايط مــرزي

باشد. مي زير ت

  ف)

  ب)

z   ج) = H   
(    

مقادير بدون بعـ
L   است. = 11   , 

نشرية علو
  

ماد  
فلز انتخ
(جدول 

  

kgmଷ)
100 
702 

بررسي
تحليل و
مكان و
نگرفته ا
برزمينه، 

توان مي
،سطحي
به مقايس

شد ارائه
شــ  
صورت به

الف -33(

ب -34(

ج -35(

د) -36(

از م  
گرديده

  1 

)37( 
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 [30] نتايج توزيع دما با مرجع ةمقايس  2جدول 

 T∗   T(L2 , H2)T(L2 , 0) T(0,0) بعاد شبكها  

0.1927 0.2410 0.3107 2 × 2
0.1838 0.2322 0.2984 4 × 4
0.1818 0.2300 0.2956 8 × 8
0.1816 0.2298 o.2953 10 × 10
0.1816 0.2298 0.2953 12 × 12
0.1811 0.2293 0.2947 [29] 

  

مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي ةمقايس  3شكل 
σ ) 1مثال  اي نقطه = 0)  

 
تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )3(ول در جد  

 ةرابط ـشده براسـاس   محاسبهانجام محاسبات و خطاي 
 مثـال اول آورده زير براي انحراف معيارهـاي مختلـف   

  شده است.
  

  
)39( Error = ቎෍ ቤG(i) − Gୣ୶ୟୡ୲(i)Gୣ୶ୟୡ୲(i) ቤ ÷ N୲୒౪

୧ୀଵ ቏× 100
  

رارتيمقدار دقيق و تخميني شدت منبع ح ةمقايس  4شكل 
σ) 1مثال  اي نقطه = 0.1)  

 

مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس 5شكل
σ) 1مثال  اي نقطه = 0.2)  

 

مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس 6شكل
σ) 1مثال  اي نقطه = 0.3) 

  
نتايج تخمين شدت منبع حرارتي براي انحراف   3جدول 

  )1(مثال  معيارهاي مختلف
 

(ثانيه) زمان محاسباتدرصد خطا  σ دفعات تكرار 

0.89 4.23 18 0 
1.1 3.94 4 0.1 

6.83 3.94 3 0.2 
7.45 3.93 2 0.3 

  

 صـورت  بـه تابع دقيق منبع حرارتي را  در مثال دوم  
  گيريم.مي درنظرزير  ةرابط

 

)40(  G(t) = G଴(t) sin(πtt୤ ) 
  

، در ايـن مثـال   مختصات مكان منبـع حرارتـي نيـز     
  زير است. ةرابطمطابق 

  

)41(  x଴(exact)=0.25 z଴(exact)=0.25 
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منبـع حرارتـي   مكـان  حدس اوليـه بـراي تخمـين      
  .است گرفته شده درنظرزير  صورت به

  

)42(  x଴(exact)=0.2 z଴(exact)=0.2 
  

تخمـين   اي نقطهشدت منبع حرارتي  )7(در شكل   
ا مقدار دقيق آن براي انحراف معيـار  ب مثال دوم ةشد زده

(σ =   مقايسه شده است. (0
براي مكـان منبـع حرارتـي     آمده دست بهمختصات   

  باشد.زير مي صورت بهمرحله تكرار  5بعد از 
  

  x଴(exact)=0.2402 

)43(  z଴(exact)=0.2402 

  

تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )4(در جدول   
شـده بـراي انحـراف     بهمحاسانجام محاسبات و خطاي 

σ) معيار = آورده  مثـال دوم بـراي شـدت و مكـان     (0
  شده است.

  

  
مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس  7شكل 

σ ) 2اي مثال  نقطه = 0) 

  
  اي نتايج تخمين مكان و شدت منبع حرارتي نقطه  4جدول 

  )2(مثال 
(ثانيه)زمان محاسباتدرصد خطا σدفعات تكرار  = 0 

2.51 92.89 5 G(t)
3.94 92.89 5 x
3.94 92.89 5 z

 

اي را در مثال سوم تابع دقيق منبـع حرارتـي نقطـه     
  گيريم.مي درنظرزير  صورت به

  

)44(  

G(t) =
۔ۖۖەۖۖ
ۓ 3G଴ ൬ tt୤൰        0 ≤ tt୤ ≤ 13G଴                              13 ≤ tt୤ ≤ 233G଴ ൬1 − tt୤൰ 23 ≤ tt୤ ≤ 1  

  

مختصات مكان منبـع حرارتـي نيـز، در ايـن مثـال        
  زير است. ةرابطمطابق 

  

)45(  x଴(exact)=0.25 z଴(exact)=0.25 
  

تخمـين   اي نقطهشدت منبع حرارتي  )8(در شكل   
مثال سوم با مقدار دقيق آن براي انحراف معيار  ةشد زده

(σ =   نشان داده شده است.  (0
براي مكـان منبـع حرارتـي     آمده دست بهصات مخت  

  باشد.زير مي صورت بهمرحله تكرار  26بعد از 
  

)46(  x଴(exact)=0.2498 z଴(exact)=0.2498 
  

تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )5(در جدول   
شـده بـراي انحـراف     محاسبهانجام محاسبات و خطاي 

σ) معيار = ده آور مكـان مثـال سـوم   براي شدت و  (0
  شده است.

  

  
مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس  8شكل 

σ ) 3اي مثال  نقطه = 0) 
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  اي نتايج تخمين مكان و شدت منبع حرارتي نقطه  5جدول 
  )3(مثال 

σدفعات تكرار زمان محاسبات(ثانيه) درصد خطا = 0 

0.44 84.47 26 G(t)
0.09 84.47 26 x
0.09 84.47 26 z

  
در ايـن بخـش     .خمين منبع حرارتي گسـترده نتايج ت

بـر شـدت منبـع حرارتـي      علاوهفرض بر اين است كه 
 ،باشدگسترده، پارامترهايي از مكان منبع نيز مجهول مي

اين پارامترهاي مكـاني و شـدت    زمان هملذا به تخمين 
 پردازيم. مي منبع حرارتي گسترده

بـراي   )1( معادلـة حـاكم  عبارت منبع حرارتـي در    
  زير است: ةرابط صورت بهبع حرارتي گسترده من

 

  G(x, z, t) = G∗(t)F(x, z; x଴, z଴) 
  الف) -47(
 F(x, z; x଴, z଴) = (x + x଴)ଶ + (z + z଴)ଶ 
  ب) -47(

  

پارامترهاي مكـاني  عرف م z଴و  x଴ ،)47( ةدر رابط  
. در ايـن بخـش   دنباشميگسترده منبع حرارتي  مجهول

باشد. مي زمان هم صورت به z଴و  G∗ ،x଴ن هدف تخمي
در مثال چهارم تـابع دقيـق منبـع حرارتـي گسـترده را      

  گيريم.مي درنظرزير  ةرابط صورت به
 

G∗(t) =
۔ۖۖەۖۖ
ۓ 3G଴ ൬ tt୤൰   0 ≤ tt୤ ≤ 13G଴                     13 ≤ tt୤ ≤ 233G଴ ൬1 − tt୤൰ 23 ≤ tt୤ ≤ 1  

)48(
  

پارامترهاي مجهول مكاني منبـع حرارتـي نيـز، در      
  زير است. ةرابطاين مثال مطابق 

  

)49(  x଴(exact)=0.5 z଴(exact)=0.5

حدس اوليه بـراي تخمـين ايـن پارامترهـا را نيـز        
  گيريم. مي درنظرزير  صورت به

  

)50(  
x଴(exact)=0.7 z଴(exact)=0.7 

 

تخمـين   ةگستردشدت منبع حرارتي  )9(شكل در   
مثال چهارم با مقـدار دقيـق آن بـراي انحـراف      ةشد زده

σ)معيار  =   رسم گرديده است. (0
 

  
مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس  9شكل 

σ)براي  4مثال  ةگسترد = 0)  
 

بـراي پارامترهـاي مكـاني     آمـده  دست بهمختصات   
زيـر   صورت بهمرحله تكرار  2915منبع حرارتي بعد از 

  باشد.مي
  

)51(  
x଴(exact)=0.4865 z଴(exact)=0.5242 

  

تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )6(در جدول   
شـده بـراي انحـراف     محاسبهانجام محاسبات و خطاي 

σ) معيار = براي شدت و مكان مثال چهـارم آورده   (0
  شده است.

  
  4 منبع حرارتي مثالنتايج تخمين مكان و شدت   6جدول 

σ دفعات تكرار زمان محاسبات(ثانيه)درصد خطا = 0 

1.17 84.67 2915 G(t) 
2.76 84.67 2915 x 
4.61 84.67 2915 z 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

t*

G
*

 

 

Estimated data
Exact data



  1397، دوشمارة  سال بيست و نهم،    نشرية علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك
  

84  

در مثال پنجم تابع دقيق منبع حرارتـي گسـترده را     
 گيريم.مي درنظرزير  ةرابط صورت به
   

G(t) = ۔ە
ۓ 2G଴ ൬ tt୤൰ ,            0 ≤ tt୤ ≤ 0.52G଴(1 − tt୤ ) ,         0.5 ≤ tt୤ ≤ 1  

)52(  

  

پارامترهاي مكاني مجهول منبـع حرارتـي نيـز، در      
  زير است. ةرابطاين مثال مطابق 

  
  x଴(exact)=0.5 

)53(  z଴(exact)=0.5 

  

حــدس اوليــه بــراي تخمــين پارامترهــاي مكــاني    
 درنظــرزيــر  صــورت بــهمجهــول منبــع حرارتــي نيــز 

  گيريم. مي
  

)54(  x଴(exact)=0.7 z଴(exact)=0.7 
  

تخمين  ةگستردشدت منبع حرارتي  )10(در شكل   
مثال پنجم بـا مقـدار دقيـق آن بـراي انحـراف       ةشد زده

σ)معيار  =   رسم گرديده است. (0
 

  
مقدار دقيق و تخميني شدت منبع حرارتي  ةمقايس  10شكل 

σ)اي بر 5مثال  ةگسترد = 0)  
 

بـراي پارامترهـاي مكـاني     آمـده  دست بهمختصات   
 زيـر  صورت بهمرحله تكرار  1995منبع حرارتي بعد از 

  باشد. مي
  x଴(exact)=0.4911 

)55(  z଴(exact)=0.5288 

  

تعداد دفعـات تكـرار، مـدت زمـان      )7(در جدول   
شـده بـراي انحـراف     محاسبهانجام محاسبات و خطاي 

σ) معيار =  ـ (0 آورده  )5(راي شـدت و مكـان مثـال    ب
  شده است.

  
  5 نتايج تخمين مكان و شدت منبع حرارتي مثال  7جدول 

σ دفعات تكرار زمان محاسبات(ثانيه)درصد خطا = 0 

1.62 98.11 1995 G(t) 
1.82 98.11 1995 x 
5.45 98.11 1995 z 

  

در   .براي پارامترهاي مكـاني  RMSEخطاي  ةمحاسب
را خطا  ض معلوم بودن انحراف معيار،جداول قبل با فر

از مقـادير   بااستفادهحال  .آورديم دست به )39رابطة (از 
هـاي   آمده براي پارامترهاي مكاني مثال دست بهتخميني 

  آوريم. مي دست بهرا  RMSمقدار  5تا  2
  

  
ܧܵܯܴ  )56( = ඩ1ܰ ෍(ݔ௜ − ො௜)ଶேݔ

௜ୀଵ  

 
    2مثال   3مثال   4مثال  5 مثال

RMSE 8 × 10ି଺2 × 10ିସ 0.014  0.01  x଴ 9 × 10ିସ10ିସ 0.014  0.01  z଴ 
  
  گيري نتيجه

در اين مقاله براي تخمين مكان و شدت منبع حرارتـي  
ــده اســت   ــتفاده ش ــزدوج اس ــان م ــوريتم گرادي . از الگ

كه از نتايج مشخص گرديد سـرعت و دقـت    طور همان
و جـزء   اسـت بسـيار خـوب   تخمين براي ايـن مسـئله   
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باشد كـه درصـورت حـل درسـت     هاي پايدار ميروش
رسـد و  به جواب مـي  حتماًمعادلات مستقيم و الحاقي، 

همگرايي روش در مراجـع مختلـف تضـمين گرديـده     
  است.
توابع مختلفي براي تخمـين منبـع حرارتـي مـورد       

بررســي قــرار گرفــت كــه مشــاهده گرديــد الگــوريتم  
منبـع   عنـوان  بـه مين هر تـابعي را  محاسباتي توانايي تخ

  حرارتي دارد.
 و است نبوده دقيق هميشهها  گيري اندازه كه آنجا از  

 وجـود  پارامترهـا  گيـري  اندازه در خطا مقداري همواره

 گرفته درنظر نيز گيريي اندازهخطاها مقاله اين در دارد،

 ـ خطا وجود اين است كه ةدهند نشان كه نتايج شد  ثيرأت

  .ندارد مختلف هايحالت براي تخميني ايجنت در چنداني
  

 )sزمان K(  t )دما ( T  وزيعشاخص تابع ت p  تعداد تقسيمات N  تعداد سنسورها M  )m( طول ورق L  )W/m°K( ضريب هدايت گرمايي k  شده اصلاحتابع هدف  Jመ  تابع هدف J  )m( ضخامت ورق H  شدت منبع حرارتي G  جهت جستجو d  )℃J/kg( ظرفيت گرمايي ويژه c  فهرست علائم

V تابع توزيع ماده  x଴ مختصات مكاني منبع حرارتي در
  x راستاي محور

Y 
 سنسور ةوسيل هب شده گيري اندازهدماي 

)K(  z଴ مختصات مكاني منبع حرارتي در
 z راستاي محور

  
  انحراف معيار استاندارد kgm-3(  σچگالي ( ρ  ضريب لاگرانژ λ  گرايي معيار هم ε  گام زماني t∆  اكتابع دلتاي دير δ  ضريب گرادياني γ  گام جستجو ةانداز β  علائم يوناني

  
  مرحله تكرار k  بالانويس

  
  مقدار بيشينهmax  سنسور ةشمار m  نهايي f  مقدار متوسطAve  هازيرنويس
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