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   3درجه غيرخطي با اثر ايرفويلنوسانات سيكل محدود دامنه و فركانس محاسبه 
  )يادداشت پژوهشي(

 
  )2(ماني رازي                                   )1(بهزاد قديري

  

در جريان تراكم ناپـذير در دو حـوزه    3اثر غيرخطي درجه  باحاكم بر ايرفويل دو درجه آزادي  يروالاستيكآ در اين مقاله معادلات  چكيده
جهـت يـافتن دامنـه و     دو روش تحليل عددي و بالانس هارمونيك براي حل معادلات حاكم در حوزه زمـان از . اندارائه شده ،فركانس و زمان

در  سـيكل محـدود   نوساناتدامنه فركانس و پيش بيني همچنين روش تابع توصيف براي . تاس استفاده شده فركانس نوسانات سيكل محدود
روش بالانس هارمونيك و تـابع توصـيف و روش    سهدامنه و فركانس نوسانات سيكل محدود  با . اصلاح و ارائه گرديده است حوزه فركانس

  .باشد ميها روش اين بين نتايج حاصل ازخوبي تطابق بسيار  حاكي از ،نتايج مقايسه .آمده اند دست بهعددي براي دو حالت مختلف 
  

  ، روش بالانس هارمونيك، روش تابع توصيف3نوسانات سيكل محدود، اثر غيرخطي درجه   هاي كليدي واژه
  
  

Calculation of Limit Cycle Oscillation Amplitude and Frequency of Airfoils 

Containing Cubic Nonlinearity 

 
B. Ghadiri                         M. Razi 

  
Abstract  In this paper governing aeroelastic equations of  the two degree of freedom airfoil containing 
cubic nonlinearity in an incompressible flow are presented in the both time and frequency domains. 
Numerical solution and harmonic balance methods are applied for the solution of govening aeroelastic 
equations in the time domain to obtain amplitude and frequency of limit cycle oscillations (LCO). Also, 
describing function method is modified and presented for the pediction of the LCO amplitude and 
frequency in the frequency domain. LCO frequency and amplitude are obtained via applying three 
methods as harmonic balance, describing function and numerical solution methods for two different 
cases. Comparision between the results of these three methods shows a very good agreement.   
 
Key Words  Limit Cycle Oscillations, Cubic Nonlinearity, Harmonic Balance Method, Describing 
Function Method    
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  مقدمه
عنوان فصـل  ه ب) Aeroelasticity(دانش آيروالاستيسيته 

 ،)Aerodynamics(آيروديناميـــك علـــوم مشـــترك 
. گـردد  مـي و ديناميك تعريـف  ) Elasticity(الاستيسيته 

ــوري ــه   تئ ــر پاي ــيته ب ــيك در آيروالاستيس ــاي كلاس ه
هاي متمادي براي دهه ،آيروديناميك و الاستيسيته خطي

بيني مرزهـاي ناپايـداري فلاتـر     توفيق خود را در پيش
)Flutter (   و تحليل پاسخ ديناميكي هواپيما بـه گاسـت
)Gust(انـد دادهبولانس و تحريك خارجي نشـان  ر، تو .

ور ض ـاز ح اثرات غيرخطي آيروديناميكي معمولاً ناشـي 
و يـا  ) Transonic(جسم در رژيم جريـان ترانسـونيك   

دهـد، مـي  زاوياي حمله بالا كه در آنها جدايش رخ مي
بــه دو  تــوانرا مــي اياثــرات غيرخطــي ســازه. باشــند

طور كلـي  ه ب. بندي كردطبقه ركز مصورت پيوسته و مت
كـه  ) Elastodynamic(تغيير مكان هاي الاستوديناميك 

بر اثرات غيرخطي پيوسـته   ،گذارند ميبركل سازه تأثير 
اثرات غيرخطي متمركـز سـازه  . باشند مي اي حاكمسازه

ناشي از فرسـودگي مفاصـل، لقـي اتصـالات      اي عمدتاً
مرور جامعي بر روي ايـن  . باشند ميكنترل و رفتار مواد 
  .ارائه گرديده است [1]موضوع در مرجع 

 سـخت شـونده   3درجه اثر غيرخطي در اين مقاله   
)Hardening cubic nonlinearity( عنـوان يـك اثـر   ه ب 

. دگيـر  مـي  رامورد بررسي قر غيرخطي سازه اي متمركز
 ـ ) Woolsten(وسـيله ولسـتن   ه اين اثر غيرخطي ابتدا ب

ــورد  ،1950در اواخــر دهــه  Shen ([3](و شــن  [2] م
آنها نشـان دادنـد كـه بـا افـزايش      . بررسي قرار گرفت 

 پديـده  خطـي،  سرعت جريان بـالاتر از سـرعت فلاتـر   
 Limit Cycle Oscillationsمحـدود   سـيكل  نوسانات

)LCO (لـي   مـه، در ادا. گرددمي مشاهده)Lee (  پاسـخ
 اثر غيرخطـي داراي  ،ديناميكي ايرفويل دو درجه آزادي

 ـ را 3درجـه   .  [4,5]آورد دسـت  بـه صـورت عـددي   ه ب
روش تـابع توصـيف را بـراي     "لي"و ) Price(پرايس 

يافتن دامنه نوسانات سيكل محدود ايرفويـل دو درجـه   

 در درجه آزادي پـيچش  ،3غيرخطي درجه  آزادي با اثر
قادر به پيش بيني فركـانس   ،اين روش. [6]د نارائه كرد

روش  2000لي در سـال  . نوسانات سيكل محدود  نبود
را براي يافتن فركانس نوسانات  فولد مركزييتحليلي من

 ـ  روش  ازاخيـراً لـي    .[7]كارگرفـت  ه سيكل محـدود ب
براي يافتن فركانس و دامنه نوسانات  بالانس هارمونيك

  .[8]ت كرده اس استفادهسيكل محدود 
 ـ  ادر اين مقاله روش تـابع توصـيف ار     ه ئـه شـده ب

بـراي يـافتن فركـانس و دامنـه      "و لـي پرايس "وسيله 
نوسانات سيكل محدود ايرفويـل بـا دو درجـه آزادي،    

نتايج حاصله بـا روش عـددي و    .گرديده استاصلاح 
 [7]نتـايج مرجـع    و همچنين روش بالانس هارمونيـك 

  .گرددمي مقايسه
  

  در حوزه زمان معادلات حاكم
عنـوان تغييـر   ه به ترتيب ب hو  لي با در نظرگرفتن 

معادلات حركـت را   ،مكان پيچش و تغيير مكان خمش
پـيچش  ايرفويل با دو درجه آزادي  ارتعاشات آزاد براي

  :صورت زير ارائه كرده ب و خمش
  
)1(  LhKhCmbxhm hh  

  
  

)2(  A.EMKCIhmbx     
  

 x:شـود مشاهده مـي  )1(گونه كه در شكل  همان  
 ha، و محور الاسـتيك ثقل  مركز د بينفاصلة بدون بع

) Chord(محور الاستيك تا وسط وتـر   بدون بعد فاصله
 را ) 1و2(معـادلات   .باشـند مـي  نصف طـول وتـر   ،bو

 يبازنويسصورت ه اين ب بدون بعد با متغيرهايتوان مي
  : كرد
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خمــش بــدون بعــد    در اينجــا   h / b ,  
ــش  ــي خم ــانس طبيع K(فرك / m (،   ــانس فرك

K( طبيعي پـيچش  / I  (، U    سـرعت بـدون بعـد 
) U / b  (، r ــعاع ژير ــش ــور  وياس ــول مح ن ح

ــتيك ( الاس 2I / mb (،    ــزج ــتهلاك ل نســبت اس
( خمشي hC / 2 mK (،      نسـبت اسـتهلاك لـزج
( پيچشي C / 2 I K   (،    نسبت جرم ايرفويل بـه

( هوا 2m / b (،  طبيعي خمشـي   فركانس نسبت
علامت پـرايم   )3و 4(در معادلات . باشند مي به پيچشي

)prime (زمـان بـدون بعـد    نشانگر مشتق نسبت به  
  صورت ه كه باست 

)5(  
b

tU 
    

  

 ,m، hC، I، C، Kهمچنـين  . شـود تعريف مي
، U  وK  جرم ايرفويل، ضريب نشانگر به ترتيب

حـول   جرمـي ايرفويـل   ممـان اينرسـي   ،ميرايي خمشي
 خطـي  سـختي  ،محور الاستيك، ضريب ميرايي پيچشي

 ، سرعت جريان آزاد هوا و سـختي ، چگالي هواپيچشي
ــي طــيخ  .باشــندخمشــي م G  و M  ــارات عب

 اي را در بـر كه اثرات غير خطي سازه ،باشند ميسختي 
 ،3براي ايرفويـل بـا اثـر غيرخطـي درجـه      و  گيرنديم

عبــارات غيرخطــي  G  و M ــ صــورت ه ايــن ب
  :ردندگتعريف مي

  
)6(    3
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)7(    3
3M    

  

  
  
  
  
  
  
  

  
  

  نماي حركت دو درجه آزادي ايرفويل  1 شكل
  

 اپـذير نبراي جريان پتانسيل تـراكم   )Fung( فانگ  
ضريب نيروي  نظر كردن از ضخامت ايرفويل، با صرف

و ضريب ممان آيروديناميكي حـول محـور   )  Lift(برآ 
) 8و 9(معـادلات  صورت ه بحوزه زمان  در يك راالاست

  .[9]ارائه كرده است 
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در اينجا   زيـر  بـه صـورت  باشـد و  تابع واگنر مـي 

  :[9]شود تقريب زده مي
  
)10(      21 ee1 21  
   

165.01 كـــه  ، 335.02 ، 0455.01  و
3.02 در ) 8و 9(دادن معـادلات   بـا قـرار  . باشند مي
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كنيك انتگرال گيري جـزء  و استفاده از ت) 3و4(لات امع
اكم بـر  ح ـمعـادلات   و معرفي متغيرهاي جديد، به جزء

  :آيند  مي دست بهصورت زير ه سيستم در حوزه زمان ب
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معادلات صورت ه ب 4wتا  1w متغيرهايينجا ادر  كه
   .شوند ميتعريف ) 16تا  13(
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0cضرايب    9cتا    ، 0d عبـارات  و  9dتا   f  و
 g   در باشـند،  مـي كه وابسته به زمان و شرايط اوليـه 

  .اند ارائه شده )الف( پيوستبخش 
  

  معادلات حاكم در حوزه فركانس
حـول   آيرودينـاميكي  نيروي برآ و ممان [10] تئودرسن

درجـه   دو بـا  ايرفويلنوسانات محور الاستيك را براي 
آزادي در پيچش و خمش در جريان پتانسـيل و تـراكم   

و  نظـر از ضـخامت ايرفويـل    صـرف  و غيردائم، ناپذير
صورت زير ه بدر نظر گرفتن نوسانات، و با  ،هارمونيك

  :آورد دست به
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 )k(C  تابع تئودرسن)Theodorsen (وk  فركانس

شده هاي توليد  بدون بعد يا فركانس كاهش يافته گردابه
باشد  مي )Kelvin(بر اساس نظريه كلوين  ،ايرفويلدر 
براي  [9]در اين مقاله از تقريب ارائه شده در مرجع  كه

  .شده استاستفاده  تابع تئودرسن
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از متغيرهاي بدون بعـد معرفـي شـده و     هبا استفاد  

ن يب نيروي برآ و ممـا اتوان ضر مي) 17و18(معادلات 
شـكل  ايـن  آيروديناميكي را حول محـور الاسـتيك بـه    

  :نوشت
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ــادلات     ــتفاده از مع ــا اس ــت ب در ) 20و21(در نهاي
معادلات حـاكم بـر يـك ايرفويـل دو      ،)3و4(معادلات 

  :يدآ مي دست بهدرجه آزادي در حوزه فركانس 
  
)22 (    0mmmmGmm 124536   
  

)23(   
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 پيوست قسمت در 6nتا  6m، 1nتا  1m ضرايب

   .اند مقاله آورده شده )ب(

  
  حل عددي

دستگاه معادلات ديفرانسيل حاكم بر سيسـتم در حـوزه   
ارائـه گرديـده   ) 11و12(صـورت معـادلات   ه زمان كه ب
صورت دستگاه معادلات ديفرانسيل ه بتوان  مي است را

  :[1] معمولي مرتبه اول نوشت
)24(   
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  :كه در آن 
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 اسـتاندارد          از روش) 24(براي حل عددي معادلـه    

استفاده شده  ،4مرتبه ) Runge – Kutta(كوتا  –رونگ 
نيـاز بـه دانسـتن     ،براي حل عددي با ايـن روش . است

بـه راحتـي   ) 16تـا  13(از معادلات . شرايط اوليه داريم
  :توان نتيجه گرفت كه  مي

)26(  0wwww0 4321    
  

)0,()0,()0,()0( با دانسـتن      بـه ترتيـب    كـه
، تغييـر  (Pitch) پـيچش  و سـرعت  مقادير تغييـر مكـان  

قـادر   ،مي باشند اوليه )Plunge(خمش مكان و سرعت 

خواهيم  ،4مرتبه  ،كوتا –به آغاز عمليات روش رونگ 
  .بود

  

  لانس هارمونيكاروش ب
يكـي از روش هـاي متـداول     ،روش بالانس هارمونيك

در ايـن  . براي حل معادلات ديفرانسيل غيرخطي اسـت 
آوردن دامنه و فركانس  تدس بهمقاله از اين روش براي 

مطـابق  . نوسانات سيكل محـدود اسـتفاده شـده اسـت    
از برطـرف  ويژگي هاي نوسانات سيكل محدود، پـس  

دامنـه و فركـانس    ،اثرات گذرا يا اثر شرايط اوليه شدن
. دنباش ميثابت  ،نسبت به زمان ،نوسانات سيكل محدود

 توان از اين ويژگي براي حل معادلات حاكم ميبنابراين 
 بسطدر اين روش ما حركت ايرفويل را با . استفاده كرد

  :زنيم ميو كسينوسي تقريب  يسينوس
  
)27(  
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ويژگي نوسـانات  مطابق ) 28(و ) 27(در معادلات   

و همچنين  jfو  ia ،ib,  je، ضرايب  سيكل محدود
 ،نسـبت بـه زمـان    فركانس نوسانات سيكل محدود 

در  )27و28(بـا جايگـذاري معـادلات    . باشـند  ميثابت 
يـا همـان    معادلات حاكم بـر سيسـتم در حـوزه زمـان    

 ليـه نظر كردن از شـرايط او  و صرف) 11و12(معادلات 
هـاي    تبفـاكتورگيري از جمـلات بـا نس ـ    و همچنين با

غيرخطي جبـري   معادلات يك دستگاه مثلثاتي مشابه به
هـاي مثلثـاتي    ضرايب نسبت كه مجهولات آن رسيم مي

مقدار بيشـينه  . باشند مي علاوه ه ب) 27و28(معادلات 
باشـند و برابـر مرتبـه     مـي  مساوي jو  iهاي  شمارنده
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تعـداد  . شـود  مي روش بالانس هارمونيك در نظر گرفته
اسـت و   4معادلات براي مرتبـه اول ايـن روش برابـر    

 4مجهـول و در نتيجـه    4 ،براي هر بار افـزايش مرتبـه  
معادله به تعداد معادلات افزوده خواهد شـد و دسـتگاه   

با حل دسـتگاه   .تر خواهد شد معادلات حاصل پيچيده
تـوان   مـي  بـه راحتـي   معادلات غيرخطي جبري حاصل

 دسـت  بـه دامنه و فركانس نوسانات سـيكل محـدود را   
  .آورد

 
  روش تابع توصيف

آوردن  دسـت  بهروش تابع توصيف، روشي است براي 
سيستم خطي معادل تا روش هاي كلاسـيك و متـداول   

قابـل    زني ـ آيروالاستيسيته خطـي در حالـت غيرخطـي   
 ـ      .استفاده گردد ه اگـر تغييـر مكـان پـيچش و خمـش ب

  صورت 
  
)29(    sinAB  
)30(    sinDC  
  

توان با توجه بـه ويژگـي نوسـانات     مي ،دنتوصيف گرد
 ـ   و متنـاوب  صـورت هارمونيـك  ه سيكل محدود كـه ب

سختي خطي  توابعاز آناليز فوريه براي يافتن  ،باشند مي
عادل با توابع سختي غيرخطي م G  و M  استفاده

بـا در   3خطـي درجـه   براي ايرفويل با سختي غير .كرد
و اسـتفاده از جمـلات   ) 29و 30(نظر گرفتن معـادلات  

  :داريمابتدايي سري فوريه 
  
)31(      sinbcosaaM 110  
  

)32(      sinbcosaaG 110  
  

ضرايب  1bو  0a ،1a ،1b ،0a ،1aكه در اينجا 
با استفاده از  )31(ضرايب معادله  .باشند ميسري فوريه 

صورت  هب 3جه براي سختي غيرخطي در) 7(معادله 
  :آيند مي دست بهزير 

)33(  
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 توان ضـرايب  مي ،روند فوق مشابه با انجام روندي  

0a ،1a  1وb  از آنجا كه هيچ. دورآ مي دست بهرا هم 
بـر  ... نيرو يا  ممـان ثابـت خـارجي، آيرودينـاميكي و     

مؤلفـه پايـايي    هـيچ شـود، در نتيجـه    ميايرفويل وارد ن
)Steady ( براي G  و M   وجود ندارد، بنـابراين

0a  0وa بـراي   باشند كه مي برابر صفر M   مطـابق
0Bمنجر به جواب بديهي  )30(معادله   بـا  . شود مي

سـختي خطـي    ،)35( معادلـه در  ده از ايـن نتيجـه  ااستف
سـختي غيرخطـي در    بـا راي ايرفويـل  پيچشي ب معادل

  :آيد مي دست بهدرجه آزادي پيچش 
  
)36(    

A

b
M 1  

  

را  سـختي خطـي معـادل    تـوان  مي به همين ترتيب  
 ــ ه بــراي ســختي غيرخطــي در درجــه آزادي خمــش ب

  .آورد دست به) 37(معادله صورت 
  
)37(    




D

b
G 1  

جاي عبـارات  ه با قرار دادن عبارات خطي معادل ب  
كه معادلات حاكم بـر  ) 22و23(در معادلات  ،غيرخطي

، دسـتگاه معـادلات   باشـند  ميسيستم در حوزه فركانس 
خطــي معــادل بــا دســتگاه معــادلات غيرخطــي حــاكم 

 P-kاسـتفاده از روش  قادر به  در نتيجه ؛آيد مي دست به
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دلخـواه نوسـانات    يافتن سرعت متناسب با دامنـه  براي
 3 ايرفويـل بـا سـختي غيرخطـي درجـه      سيكل محدود
  . خواهيم بود

كه روشي متـداول در بحـث خطـي     P-kدر روش   
بـا فـرض هارمونيـك بـودن      ،باشـد  مـي آيروالاستيسيته 

  :داريم ،براي اعمال تحليل مقادير ويژه نوسانات
  
)38(   e0  
  
)39(   e0  
  

 .باشـند  مـي  امنه نوساناتد 0و  0كه در اينجا   
دستگاه خطي معـادل   در) 38،39(با قرار دادن معادلات 

 به يك دسـتگاه معـادلات خطـي جبـري     ،آمده دست به
رسـيم كـه بـا صـفر قـرار دادن       مي 0و  0 برحسب

ــاتريس ضــرايب  ــان م ــه ،دترمين ــه معادل ــه ب  4 اي درج
دسـتگاه   همـان معادلـه مشخصـه    عادلـه اين م. رسيم مي

ريشـه    آنكـه در   باشـد  مـي  معـادل  خطـي  معادلات
 مقـداري اسـت مخـتلط و     .باشد ميمعادله مشخصه 

خطي معادل دستگاه  دستگاه معادلات مقدار ويژه همان
قسمت موهـومي   .باشد مي) 22و23( معادلات غيرخطي

فركانس بدون بعد نوسانات گردابه هاي توليد شده  ،آن
در سرعت هاي بـالاتر از   باشد كه مي در امتداد ايرفويل

فركانس بدون بعد نوسانات  با سرعت فلاتر خطي برابر
  .شود ميفرض سيكل محدود 

  
)40(    LCOkIm   

يات از يك سرعت جريان پـايين و بـا   لبا آغاز عم  
وش تكرار براي سرعت هاي مختلـف  استفاده از يك ر

بـراي يـافتن سـرعت فلاتـر     . را تعيين كـرد  توان  مي
مثبت باشد در  در صورتي كه  قسمت حقيقي خطي، 

در  اما. دهد ميسرعت متناظر با آن ناپايداري فلاتر رخ 

سرعت حاصل، سرعت مـورد نيـاز   روش تابع توصيف 
 با دامنـه  براي ايجاد نوسانات سيكل محدود در ايرفويل

بـا قـرار دادن   . باشد مي Dو  A هاي پيچش و خمش
ــادلات  ــه ) 39(و ) 38(مع ــرض  ) 23(در معادل ــا ف و ب

A0   وD0   داريم:  
  

)41(  A
nn

nn
A

b
nn

D
46

2

25
21

31




  

  
اي سختي غيرخطي درجه رادر حالتي كه ايرفويل د  

 ـ   3 طـور مثـال در درجـه     هفقط در يـك درجـه آزادي ب
03( آزادي پيچش ( بـا اسـتفاده از معادلـه    است ،

آورده و سـپس بـا    دست بهسختي خطي معادل را ) 36(
ن سرعت مورد نياز به منظور نوسا P-kاستفاده از روش 
محاسـبه  را  A سـيكل محـدود   پيچش ايرفويل با دامنه

نوسـانات سـيكل محـدود در     دامنهو  فركانس. كنيم مي
) 40و41(روابـط  طور مستقيم از  هدرجه آزادي خمش، ب

  .آيد مي دست به
غيرخطي درجه  لتي كه ايرفويل داراي اثردر حا اام  

ي يـافتن دامنـه و   در هر دو درجه آزادي باشـد، بـرا   ،3
نيـاز بـه يـك روش     ،فركانس نوسانات سيكل محـدود 

، را حدس زده A ،Dبراي مقدار دلخواه . تكرار داريم
سختي هـاي خطـي معـادل در پـيچش و خمـش را از      

ده از روش او بـا اسـتف   آورده دسـت  به) 36و37(روابط 
جديـد را   D ،)41(از رابطـه   فـوق،  توضيح داده شـده 

در صـورتي كـه اخـتلاف مقـدار     . آوريـم  مـي  دسـت  به
بيشـتر   حدس زده شـده با مقدار  Dآمده براي  دست به

آمـده را   دسـت  بـه مقـدار   از مقدار مورد نظر ما باشـد، 
و عمليـات را   كـرده  Dجايگزين حـدس اوليـه بـراي    

يابد كـه   مييات تا زماني ادمه لعم. كنيم مي دوباره تكرار
مگـرا  ه )روش تكـرار ( اين اختلاف ناچيز باشد و حل

  .شود
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  گيري بحث و نتيجه
ايرفويـل داراي   نوسـانات سـيكل محـدود    در اين مقاله

مشخصـات مـورد   ايـن  بـا   3سختي غيرخطـي درجـه   
  :بررسي قرار گرفته است

  

2.0,5.0r

,25.0x,0,0.100,5.0a h







  
  

در دو  3درجـه   ضرايب توابـع سـختي غيرخطـي     
. مورد بررسي قرار گرفته است )1(حالت مطابق جدول 

 نمودار دامنـه و فركـانس   :نمودار هاي رسم شده شامل
ت نوسانات سيكل محدود در مقابل نسبت سرع بي بعد

بدون بعد جريان به سرعت بدون بعـد فلاتـر خطـي و    
ويل در برابر زمـان بـدون   ايرف همچنين پاسخ ديناميكي

 دامنهنتايج حاصله براي  [7]مطابق مرجع . باشد مي بعد
ــدود   ــيكل مح ــانات س ــه  ،نوس ــب درج ــه  برحس ارائ

  .اند گرديده
  

  يمورد بررس يحالت ها  1جدول 
  حالت مورد بررسي

3  3  
1  0 1 3 1 
2  1/0  1  40  1  

  
بـا برابـر صـفر     ،براي محاسبه سرعت فلاتر خطي  

با اسـتفاده  و  )3 , 3( قرار دادن ضرايب غيرخطي
ــي   ،P-kروشاز  ــر خطـ ــد فلاتـ ــدون بعـ ــرعت بـ سـ

LUداده شـده و   با توجه به اطلاعـات  .آيد مي دست به

يكسان بودن ضرايب خطي در دو حالت مورد بررسـي  

LU   ــر ــت براب ــر دو حال ــه 28510/6را در ه  دســت ب
دو ايرفويـل بـا توابـع     ،)1(مطابق با جـدول   .آوريم مي

مختلف را مورد بررسي قـرار   3درجه  سختي غيرخطي
در حالت اول، ايرفويل داراي سـختي غيرخطـي    .داديم

اما در حالـت  . باشد ميدر درجه آزادي پيچش  3درجه 
هـم در   3دوم، ايرفويل داراي سختي غيرخطـي درجـه   

درجــه آزادي پــيچش و هــم در درجــه آزادي خمــش 
دامنــه و فركــانس  )7تــا  2( هــاي در شــكل .باشــد مــي

نوسانات سـيكل محـدود را در مقابـل نسـبت سـرعت      
 براي بدون بعد جريان به سرعت بدون بعد فلاتر خطي

در اينجـا از  . انـد دو حالـت مـذكور رسـم گرديـده     هر
هاي تابع توصيف، بالانس هارمونيك مرتبه اول و  روش
 –رونــگ  و روش عــددي دقيــق) HB1 ، HB3(وم ســ
بـا مقايسـه نتـايج    . استفاده گرديده اسـت  4مرتبه  ،كوتا
دقـت   دتوان دريافت كه در تمامي موار ميآمده  دست به

ــيف  ــابع توص ــالانس  هما ،روش ت ــت روش ب ــد دق نن
پايـه   زيـرا هـر دو بـر    ،باشـد  مـي  مرتبه اول هارمونيك

هـاي مثلثـاتي سينوسـي و     نسبت بسط جملات ابتدايي
هرچند كه يكـي در  . مي باشند )سري فوريه(كسينوسي 

ــال    ــان اعم ــوزه زم ــري در ح ــانس و ديگ ــوزه فرك ح
 ـ   .اند گرديده وضـوح بيـانگر تطـابق     هاين نتيجـه خـود ب
آمـده در حـوزه فركـانس و     دسـت  بهج بين نتايمناسب 

 لهمچنين دقت فركانس نوسانات سـيك  .زمان مي باشد
نتـايج  آمده از دو روش فوق با دقـت   دست بهمحدود  

برابـر   [7]مرجـع   ارائـه شـده در  روش منيفولد مركزي 
بـالانس هارمونيـك     اين درحالي است كه روش. است

ق نسبت بـه سـه روش فـو    ي رادقيق تر نتايج ،3مرتبه 
هاي بدون بعد مـورد   كند و در محدوده سرعت مي ارائه

دقيـق رونـگ كوتـا     عـددي  بررسي دقتي معادل روش
اثر شرايط اوليـه بـر نوسـانات    . باشد مي دارارا  4مرتبه 

مورد بررسي قـرار   )8و9(سيكل محدود در شكل هاي 
گردد، تغييـر در   ميگونه كه ملاحظه  همان .گرفته است

بـر دامنـه نوسـانات سـيكل      ييرزاويه پيچش اوليه تـأث 
همچنين مطابق با محاسبات انجام شده با . محدود ندارد

فركانس نوسـانات   ،4 كوتا مرتبه –روش عددي رونگ 
در نتيجه  .باشد مي سيكل محدود مستقل از شرايط اوليه
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نس نوسـانات سـيكل محـدود مسـتقل از     ادامنه و فرك ـ
گي است همين ويژ .باشد مياثرات گذرا  شرايط اوليه و

س هارمونيـك و تـابع   نكه اسـتفاده از روش هـاي بـالا   
  .سازد ميتوصيف را امكان پذير 

  
  
  
  
  
  
  

  
  

  آمده از روش هاي مختلف براي فركانس دست بهمقايسه نتايج   2شكل 
  1در حالت ) LCO(بي بعد نوسانات سيكل محدود  

  
  

  
  
  
  
  
  

  
  راي دامنهآمده از روش هاي مختلف ب دست بهمقايسه نتايج   3شكل 

  1در حالت ) LCO(پيچش نوسانات سيكل محدود  
  
  

  
  
  
  
  
  

  
  آمده از روش هاي مختلف براي  دست بهمقايسه نتايج   4شكل 

  1در حالت ) LCO(دامنه خمش نوسانات سيكل محدود 
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  آمده از روش هاي مختلف براي فركانس دست بهمقايسه نتايج   5شكل 

  2در حالت ) LCO(ود بي بعد نوسانات سيكل محد 
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  آمده از روش هاي مختلف براي  دست بهمقايسه نتايج   6شكل 
  2در حالت ) LCO(دامنه پيچش نوسانات سيكل محدود 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  آمده از روش هاي مختلف براي  دست بهمقايسه نتايج   7شكل 
  2در حالت ) LCO(دامنه خمش نوسانات سيكل محدود 



  1390،دو، شماره دومسال بيست و     ماني رازي  –بهزاد قديري 
 

147 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ، 1نوسانات سيكل محدود ايرفويل در درجه آزادي پيچش در حالت   8شكل 

 LU 1.01U  و       0 1 , 0 0 0 0        
  

  

  
  
  
  
  
  
  

  
  ، 1نوسانات سيكل محدود ايرفويل در درجه آزادي پيچش در حالت   9شكل 

   LU01.1U و         0000,50    
  

  ها نشانهفهرست 
ha        فاصلة بدون بعـد محـور الاسـتيك تـا وسـط وتـر 

  ايرفويل
b  طول نصف وتر ايرفويل  
C  طول وتر ايرفويل  

hC ,C    ضرايب ميرايي ايرفويل در درجات آزادي پـيچش
  و خمش

LC  روي ليفت ايرفويلضريب ني  
 C k  تابع تئودرسن  

MC     ضريب ممان آيروديناميكي ايرفويـل حـول محـور   
  الاستيك

 G   سختي غيرخطي در درجة آزادي خمش  

h تغيير مكان خمش  
I جرمي ايرفويل حول محور الاستيك ممان اينرسي  
k فركانس كاهش يافته  
L   نيروي ليفت  

LCO  نوسانات سيكل محدود  
m جرم بر واحد طول ايرفويل  

 M   سختي غيرخطي در درجه آزادي پيچش  
E.AM  ممان آيروديناميكي حول محور الاستيك  
r  شعاع ژيراسيون حول محور الاستيك  
t زمان  

U سرعت جريان  
U سرعت بدون بعد  
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LU سرعت فلاتر خطي  
x        فاصلة بدون بعـد محـور الاسـتيك تـا مركـز ثقـل

  ايرفويل
 زاوية پيچش  

3,    ضرايب سختي غيرخطيCubic   در درجـة آزادي
  پيچش

3,    ضرايب سختي غيرخطيCubic  در درجـة آزادي 
  خمش

1 2,   نرثوابت تابع واگ  
   تابع واگنر  
  مقدار ويژه  

µ  سبت جرمي ايرفويل به هوا  
Ρ  چگالي هوا  
   زمان بدون بعد  
  فركانس، فركانس نوسانات سيكل محدود  

,      رفويـل در درجـات   فركانس طبيعي كـول نشـدة اي
  آزادي پيچش و خمش

  نسبت فركانس  
  تغيير مكان خمش بدون بعد  

1 2,   ثوابت تابع واگنر  
,    نسبت ميرايي در پيچش و خمش  
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