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حل عددی معادلات حاکم بر لکن مکانیکی به خوبی توسعه یافته،  هایسینماتیکی و دینامیکی سیستم سازیحالی که مدلدر : چکیده

از آنجایی که در هر سیستم مکانیکی محدود، اتصالات اجسام متصل، ها هنوز یک زمینه بزرگ در حال بررسی است. این مدلبسیاری از 

دهند که جبری را تشکیل می-معمولا دستگاهی از معادلات دیفرانسیل ،نمایند، لذا معادلات حاکم بر مدلحرکت نسبی خود را محدود می

لازم به ذکر است که برخلاف حل تحلیلی و عددی معادلات دیفرانسیلی، شود. هم معادلات دیفرانسیلی و هم معادلات جبری را شامل می

روش عددی در این مقاله، یک لات دیفرانسیلی است. تر و کاملا متفاوت از معادجبری پیچیده-رفتار تحلیلی و عددی معادلات دیفرانسیل

مبتنی بر  ارائه شده روشگردد. ارایه میمکانیکی  هایاهر شده در سیستمجبری ظ-دستگاه معادلات دیفرانسیل جهت حل از مرتبه دقت بالا

یک دستگاه از معادلات  حل  بهرا حاکم بر مدل جبری -دستگاه معادلات دیفرانسیلحل  ت به طوری کهاسطیفی شبهاستفاده از یک روش 

در انتها برخی . سازی استفاده خواهد شدهای بهینهو برای حل دستگاه جبری به دست آمده، از تکنیک تبدیل خواهد نمودجبری 

 د.وشنشان داده  روش دقت و کاربردی بودن تا گیردانجام میمسأله معیارسنج  چندروی  های عددیآزمایش

 طیفیهای عددی، روش شبهجبری، روش-، معادلات دیفرانسیلهای مکانیکیسیستمکلمات کلیدی: 

A High Accuracy Method for Solving the Differential-Algebraic 

Equations Arising in Mechanical Systems 

Faezeh Kalantari, Mohammad Ali Mehrpouya, Nabi Chegini 

 

Abstract: While the kinematic and dynamic modeling of mechanical systems is well developed, the numerical 

solution of the governing equations of many of these models is still a large field under investigation. Since in 

any constrained mechanical system, the connections of the connected bodies restrict their relative movement, 

therefore the governing equations of the model usually form a system of differential-algebraic equations that 

includes both differential and algebraic equations. It should be noted that, unlike the analytical and numerical 

solution of differential equations, the analytical and numerical behavior of differential-algebraic equations is 

more complex and completely different from differential equations. In this paper, a high accuracy method for 

solving the system of differential-algebraic equations arising in mechanical systems is presented. The presented 

method is based on the use of a pseudospectral method that will transform the solution of the system of 

differential-algebraic equations into the solution of a system of algebraic equations. Then, an optimization 

technique is utilized to facilitate solving the obtained system of algebraic equations. At the end, some numerical 

experiments are performed on several benchmark problems to show the accuracy and applicability of the 

method. 
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 مقدمه -۱

 یاضیر یسازمهم در مدل یهااز ابزار یکی لیفرانسیمعادلات د

 ک،یزیموجود در ف نیمانند قوان عتیطب نیاز قوان یاریکه بس دنباشیم

خود را در  یاضیر انیب نیتریعیطب ،یو ستاره شناس یشناس ستیز ،یمیش

در هندسه و  لیفرانسی. معادلات دابندییم یلیفرانسین معادلات دباز

حرکت جسم به به عنوان نمونه،  .دارند یادیز کاربرد زین کیمکان

با استفاده از معادلات مختلف  یهاسرعت و مکان آن در زمان یلهیوس

که در واقع  زین یجبر-لیفرانسیمعادلات د .شودیم فیتوصدیفرانسیلی 

 باشند،یم یو معادلات جبر یلیفرانسیاز معادلات د یامجموعه

، [1,2] تجزیه و تحلیل مدارهای الکتریکیدر  یادیز هایکاربرد

سازی فرآیندهای ، شبیه[4] های قدرتسیستم ،[3] یکیمکان هایسیستم

علاوه بر این، حل  .دارند [6]و مسایل کنترل بهینه  [5]شیمیایی 

و  1خطوط زئی با استفاده از روشجبا مشتقات معادلات دیفرانسیل 

یا  2اجزاهای با استفاده از روش مثلا سازی مشتقات مکانیگسسته

 شودجبری منجر-ادلات دیفرانسیلبه معتواند می، 3متناهیتفاضلات 
 چنانچه اشاره گردید، یکی از کاربردهای وسیع معادلات. [7,3]

های سیستمامروزه مکانیکی است.  هایجبری در سیستم-یلدیفرانس

مکانیکی در بسیاری از کاربردها مانند دینامیک خودرو، هوانوردی، 

گیرند. به لحاظ دینامیکی، بیومکانیک و رباتیک مورد استفاده قرار می

گردد که در آن تعدادی از یک سیستم مکانیکی به سیستمی اطلاق می

هایی از انواع های صلب یا الاستیکی با محدودیتبدنه نقاط جرمی و

ها به یکدیگر متصل شده مختلف مانند اتصالات، فنرها، دمپرها و محرک

ها، معادلات حرکت معمولا دستگاهی از در این گونه از سیستم .باشند

مندان به علاقه دهند.جبری غیرخطی را تشکیل می-معادلات دیفرانسیل

مکانیکی به یک دستگاه از معادلات  هایسیستمسازی ه مدلنحو

  مراجعه نمایند.  [3]توانند به فصل چهارم از مرجع جبری، می-دیفرانسیل

جبری به -لازم به ذکر است که یک دستگاه از معادلات دیفرانسیل

شود و تعیین و شناخته می 4شاخصاندیس یا کمک مفهومی تحت عنوان 

این مسایل به بندی و طبقهاین مفهوم نقش مهمی را در تجزیه و تحلیل 

گیری چنین مفهومی، دیده شده است که در نحوه شکلعهده دارد. 

جبری در حل، مشکلات جزئی -های معینی از معادلات دیفرانسیلکلاس

هایی دیگر لاسدر حالیکه فائق آمدن بر مشکلات حل ک ،نمایندایجاد می

بندی این معادلات بندی و کلاسلذا طبقهاز این معادلات، دشوارتر است. 

 
1 Method of Lines 

2 Finite Element Method 

3 Finite Difference Method 

4 Index 

روری ضها امری با توجه به مشکلات ناشی از حل تحلیلی یا عددی آن

 یتعاریف مختلف و متفاوتی از مفهومبندی با معرفی این طبقهاست.  بوده

در در کتب و مقالات به ثبت رسیده که یا شاخص  اندیس تحت عنوان

جبری را نشان -حقیقت معیاری از دشواری در حل معادلات دیفرانسیل

، ]8[ 5مشتقاندیس  توان بهمیاندیس  هایدهند. از مهمترین نمونهمی

 8قابلیت کششاندیس  و ]10[ 7غریبگیاندیس ، ]9[ 6آشفتگیاندیس 

مشتق برای  که در این میان به کارگیری اندیس [12]اشاره نمود  [11]

 اندیسما نیز در این مقاله، باشد. تر میجبری رایج-معادلات دیفرانسیل

فعاتی که از یک معادله تعداد د. ایمبه کار گرفتهدر مسایل را مشتق 

یک معادله دیفرانسیلی تبدیل شود تا به جبری مشتق گرفته می-دیفرانسیل

نامند. به طور جبری می-دیفرانسیل آن معادله مشتقاندیس  ،را گردد

وبالاتر  1،2،3های جبری دارای اندیس-ادلات دیفرانسیلمعمول مع

-ادلات دیفرانسیلاشاره شده است که حل مع [13]در مرجع  .باشندمی

به تواند بسیار دشوار باشد. های بالاتر از یک، میجبری دارای اندیس

دلیل پیچیدگی که عمدتا  به دلیل وجود معادلات جبری در حل معادلات 

مورد توجه محققین ها آید، همواره حل آنبه وجود میجبری -دیفرانسیل

و معادلات  یلیفرانسیهمانند معادلات د یاز طرف بسیاری قرار گرفته است.

به جز در موارد خاص  زین یجبر-لیفرانسیمعادلات د یلیحل تحل ،یجبر

 گونهنیحل ا یبرا مناسب یعدد یهابه روش ازین . لذایستن ریپذامکان

های لازم به ذکر است که بیشتر روش .شودهمواره احساس میمعادلات 

استفاده از جبری مبتنی بر -عددی موجود در حل معادلات دیفرانسیل

گیری ، روش مشتق]13[ 9اویلر پسروروش  همچونهایی کلاسیک روش

 12روش تقریب پده ،]9,15[ 11کوتا-های رونگهروش، ]14[ 10پسرو

ها همواره در و این روشبوده  ]17[ 13و روش تجزیه آدومیان ]16[

و   1، اثرات رهاشدگی14معرض مشکلاتی از قبیل پدیده کاهش مرتبه

 . [13] باشندناپایداری می

 
5 Differentiation Index 

6 Perturbation Index 

7 Strangeness Index 

8 Tractability Index 

9 Backward Euler Method 

10 Backward Differentiation Method 

11 Runge-Kutta Methods 

12 Pade Approximation Method 

13 Adomian Decomposition Method 

14 Order Reduction Phenomena 



 

   
 

 

  

 

 

برای عددی از مرتبه دقت بالا  روشارائه یک به دنبال در این مقاله 

های هر شده در سیستمجبری ظا-های معادلات دیفرانسیلدستگاه حل

ی طیفی از خانوادهتیم. روش پیشنهادی ما یک روش شبههسمکانیکی 

حل عددی  ی بسیار خوبی درهای طیفی است که دارای سابقهروش

لازم به ذکر است که . [18,19,20]  باشدمعادلات دیفرانسیلی می

ی دیفرانسیلی که مسأله و جواب آن هموار باشد را چنانچه یک معادله

ل کنیم، در این صورت ی ساده حبخواهیم با دقت بالا روی یک دامنه

 های. برای دقت[21] بهترین انتخاب خواهند بودطیفی های شبهروش

از متناهی  تتفاضلااجزا و های ها در مقایسه با روشتر، این روشپایین

طیفی های شبهرا، برخوردار هستند. روشزمان و حافظه کمتری برای اج

نیز تعلق  2مکانیهای همروش یدر یک تقسیم بندی دیگر به خانواده

های حل عددی برای معادلات ای بزرگ از روشکه خانواده ددارن

. گردندحسوب میدیفرانسیلی، معادلات انتگرالی و سایر معادلات م

به حل عددی معادلات  طیفیشبههای ی ورود روشنه دامنهمتأسفا

ها به حل عددی جبری به گستردگی دامنه ورود این روش-دیفرانسیل

از اندک هایی توان در این زمینه به پژوهشو می نیست سایر معادلات

 و بابلیان و حسینی [22]حسینی  ،[12]محققینی همچون قنبری و قریشی 

جبری به -که در همه این تحقیقات معادله دیفرانسیل اشاره نمود [23]

امر،  نیا یمهم برا لیدل کی. صورت خطی در نظر گرفته شده است

 یسازادهیپاز  حاصل یینها یحل دستگاه معادلات جبر یدشوار

بوده که به دلیل جبری -در حل معادلات دیفرانسیل طیفیشبه یهاروش

ایجاد جبری -معادلات دیفرانسیل در ظاهر شدهوجود معادلات جبری 

  گردد.می

، مبتنی 3رادائوییطیفی شبه شرویک قصد داریم تا از  مقالهدر این 

که در  ،یمکانهم ندیدر فرآ 4رادائو-گاوس-نقاط لژاندربر استفاده از 

، جهت شودنیز محسوب می 5متعامدمکانی هم روشواقع به نوعی یک 

برای حل دستگاه جبری این دسته از معادلات استفاده کنیم و  عددیحل 

تجربیات به کارگیری از  سازی این روش،نهایی به دست آمده از پیاده

بهره  ،به کار رفته است [24]که در مرجع سازی های بهینهتکنیک

 بگیریم.

به معرفی ، 2این مقاله در چند بخش طراحی شده است: بخش

خواهد ترین فرم ترین و رایجدر کلیجبری -معادلات دیفرانسیل

 یو نحوه ییرادائو یفیطروش شبه یبه معرف ،3در بخشپرداخت. 

-لیفرانسید دلهمعا کیحل  تیو در نها یسازعملکرد آن در گسسته

نهادی بر روش پیشسازی اختصاص به پیاده، 4بخش .پردازیممی یجبر

                                                                                                         
 

1 Drift-off Effects 

2 Collocation Methods 

3 Radau Pseudospectral Method 

4 Legendre-Gauss-Radau 

5 Orthogonal Collocation Method 

بیان و  مکانیکی هایاهر شده در سیستمظمسأله معیارسنج  چندروی 

  .داشتخواهد  پیشنهادیمزایای روش 

 

جبری در -معادلات دیفرانسیل، ن مسألهبیا -2

 ترین حالتترین و رایجکلی

جبری، فرمی به -ترین شکل نمایش یک معادله دیفرانسیلکلی

 صورت

(1                          )0( , , ) ,    [ , ]t t t TF y y 0 

در آن به آن یک فرم تمام ضمنی غیرخطی اطلاق شده و که  باشدمی

: p p pF  و
F

y
 باشدمی  6ماتریسی منفرد 

جبری -در این مقاله قصد داریم تا به بررسی معادلات دیفرانسیل. [13]

  فرمی به صورت که ترین فرم نمایش آن در رایج

(2      )  0

( , , ),       
[ , ]

= ( , , ),

t
t t T

t

y f y z

0 g y z
 

گردد، بپردازیم. و به آن یک فرم نیمه صریح غیرخطی اطلاق می است

 (2در فرم نمایش )باید توجه داشت که 

1

1

( ) [ ( ),..., ( )]

( ) [ ( ),.... ( )]

T
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T
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t y t y t

t z t z t
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: و  p pqf و 

: p q qg  و به طور پیوسته توابعی برداری

 به صورتو مرزی  اولیهدر ضمن شرایط  .هستندپذیر مشتق

(3                                  )
0 0

0 0 0

( )

( , ( ), ( ))
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y y
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د گرفت. نار خواه( قر2جبری )-دیفرانسیلدر کنار دستگاه معادلات 

)متغیرها یا به عبارتی توابع همچنین  )ty y  و( )tz z  به ترتیب

)و توابع جبری و معادلات توابع دیفرانسیلی  , , )ty f y z  و

= ( , , )t0 g y z مسألهیلی و معادلات جبری به ترتیب معادلات دیفرانس 

       شوند. ( محسوب می2)

 

برای طرح روش . طیفی رادائوییشبهمعرفی روش  -3

ای از نقاط، تحت عنوان نقاط پیشنهادی، اولین گام معرفی مجموعه

گیری روش را رادائویی است که نقشی اساسی در شکل-گاوس-لژاندر

( نحوه توزیعشان به ازای1)ها، در شکل داشته و برای درک بهتر از آن

M .این نقاط در واقع صفرها یا های مختلف به تصویر کشیده شده است

}1 لژاندر های توابعهمان ریشه ( ) ( )}M MP t P t  بوده و

]گونه که در شکل پیداست، توزیعشان در بازه همان 1, باشد. می (1

 
6 Singular 



 

  

 

 

و هم  مسألهسازی روش شبه طیفی رادائویی از این نقاط هم در گسستهدر 

توابع یا لازم به ذکر است که  .استفاده خواهیم کردمکانی در فرآیند هم

هایی متعامد با انبوهی از ایهای لژاندر، چندجملهایهمان چندجمله

باشند که خواص و کاربردهای مختلف در ریاضیات و علوم مهندسی می

 به کمک روابطی بازگشتی و به صورت زیر قابل تولید هستند: 

0 1

1 1

( ) 1,   ( )

2 1
( ) ( ) ( ),  1,2,...

1 1M M M
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P x xP x P x M

M M
 

 

 
 ائوییراد-گاوس-: نمایش توزیع نقاط لژاندر1شکل

 

فرض کنیم برای این کار 

0 0
ˆ ( ) ( ) / 2,   1,...,i iT t T t i n ،

رادائویی انتقال داده شده به -گاوس-ی لژاندرنقطه nی شامل مجموعه

]0بازه  , )t T  باشد )در واقعiلوباتو در -گاوس-ها همان نقاط لژاندر

]بازه  1, ˆو  (1
i 0ها نقاط انتقال داده شده به بازه[ , )t T  .)هستند

1 نقطه افزودن با
ˆ
n T به یک مجموعه شاملمجموعه به این ، 

1n  1نقطه 2 1
ˆ ˆ ˆ{ , ,..., }n T رسیم که از این می

)مجموعه نقاط برای تقریب  )ty y  و( )tz z  استفاده خواهد

) یامین درایه-kو برای تقریب  به این منظورشد.  )ty و( )tz  خواهیم

 داشت:

1

,
1
1

,
1

ˆ( ) ( ),    1,...,

ˆ( ) ( ),    1,...,

n

k k i i
i
n

k k i i
i

y t c t k p

z t d t k q

 

 که در آن
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0 0
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ی انتقال داده شده نقطه 1nهای لاگرانژ مبتنی بر این ایچندجمله

های لاگرانژ گذرنده از ایباشند. لازم به ذکر است که چندجملهمی

1n  1نقطه 2 1
ˆ ˆ ˆ{ , ,..., }n Tهایی به ای، چندجمله

 صورت کلی 

1

1

( )
n

i
i

i i j
j i

t
t 

هستند.  1که دارای خاصیتی تحت عنوان خاصیت دلتای کرونکر بوده 

  یعنی به عبارت دیگر

(4                      )
1,      

( )
0,      ji ij

i j

i j
 

  توان نوشت:کلی می پس در حالت
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 که در آن
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 به صورت  y با تقریب  اکنونباشند. ضرایب مجهول می

1

1

ˆ( ) ( )i

n

i
i

t ty c 

  خواهیم داشت:( 2ه )در مسأل بدست آمده طرواب گزاریجایو سپس 

(6                      )
1 1 1
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باشد که می (6)ی دستگاه معادلات سازگسستهتنها کاری که باقی مانده، 

مکان کردن طرفین معادلات در نقاط این کار به کمک فرآیند هم

با و در نهایت رادائویی انجام خواهد گرفت. بدین منظور -گاوس-لژاندر

رادائویی -گاوس-لژاندردر نقاط آنهم فقط  مکانی،سازی فرآیند همپیاده

ˆ ,   1,...,j j n :خواهیم داشت 
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 ( داریم:3)مچنین برای شرایط اولیه و مرزی ه

1
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 نقطهاستفاده از علیرغم است که در روش پیشنهادی، ذکر لازم به 

 
1 Kronecker Property 



 

   
 

 

  

 

 

1
ˆ
n T  ه منظور ب رادائویی-گاوس-نقاط لژاندرسایر  در کنار

)تقریب  )ty  و( )tz ، شوداستفاده نمی مکانیفرآیند هم دراز این نقطه 

اکنون به کمک  باشد.و این نکته بکار رفته در روش پیشنهادی ما می

 داریم:( 4)یت دلتای کرونکر خاص
1

0 1
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 که در آن

ˆ ˆ( ),   1,..., 1,   1,...,i ij jd i n j n

( , )i j- امین درایه از ماتریس( 1) ( 1)n n،D باشد که می

با استفاده از  مجددا همچنین  شود.شناخته می 1به عنوان ماتریس مشتق

 خواهیم داشت: ( 4)ر کنخاصیت دلتای کرو

0
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 تبدیل به شرایط زیر خواهند شد:( 3)و لذا شرایط اولیه و مرزی 

1 0

0 1
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1 1

1 1
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T

c y

0 g c d
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یک  به( 3)شرایط اولیه و مرزی به همراه ( 2ی )مسألهدر نهایت، و 

گسسته خواهد زیر غیر خطی به صورت جبری از معادلات دستگاه 

   :گردید

(7                      )
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0        

,که پس از حل آن، مجهولات  , 1,..., 1,i i i nc d  به دست

( به دست خواهد آمد. 2) یو یک تقریب برای جواب مسأله آمده

بدون داشتن مقادیر ( 7)متأسفانه، حل عددی دستگاه معادلات جبری 

 
1 Differentiation Matrix 

پذیر نخواهد های مجهول، امکان( دقیق برای پارامتر2اولیه )حدس اولیه

بود، یا در صورت امکان، همگرایی به سختی حاصل خواهد شد. لذا، 

دست آوردن یک حدس اولیه مناسب جهت همگرایی روش حل  برای به

اده به دست آمده، باید از تکنیک دیگری استف دستگاه معادلات جبری

 گردد که در بخش بعد به آن خواهیم پرداخت.

های انتخاب حدس اولیه مناسب به کمک تکنیک -3-۱

مجددا  به دستگاه معادلات جبری به دست آمده از  .سازیبهینه

لازم به ذکر است که، گردیم. طیفی رادائویی بازمیسازی روش شبهپیاده

یا نیوتنی  3شبه نیوتن هاییابی مانند روشهای ریشههمگرا شدن در روش

ی ، بدون داشتن مقدار اولیه(7معادلات جبری )در حل عددی دستگاه 

پذیر نیست یا با کندی بسیار های مجهول، یا امکانخیلی دقیق برای پارامتر

توام خواهد بود. لذا برای رفع این مشکل، از یک تکنیک مبتنی بر 

که امروزه استفاده از  لازم به ذکر استکنیم. سازی استفاده میبهینه

های حاکم بر سازی در حل بسیاری از مدلهای پیشرفته بهینهالگوریتم

 .  [25,26,27]های مکانیکی رواج پیدا کرده است سیستم

ما نیز در اینجا با در نظر گرفتن مجموع مربعات معادلات شرایط اولیه لذا 

سازی روش پیشنهادی به عنوان تابع رزی گسسته شده در فرآیند پیادهو م

سازی روش به مکانی به دست آمده از پیادههدف و همچنین معادلات هم

به عنوان یک ( را 7)جبری معادلات دستگاه سازی، عنوان قیود مسأله بهینه

  صورتسازی و به مسأله بهینه
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را به حل ( 7)حل دستگاه معادلات جبری گیریم. به بیان دیگر، در نظر می

، حل مسأله از آن جایی کهنماییم. تبدیل می( 8)سازی بهینه مسأله

سازی انجام های پیشرفته بهینهکه توسط الگوریتم( 8)سازی بهینه

تری دارد، لذا حل آن به مراتب از به حدس اولیه حساسیت کم ،پذیردمی

سازی روش پیشنهادی حل دستگاه معادلات جبری به دست آمده از پیاده

تر خواهد بود. یابی حساس به حدس اولیه سادههای ریشهبه کمک روش

ی مناسب یک حدس اولیه( 8)سازی لذا در نهایت، از حل مسأله بهینه

( 7)ی مجهول پیدا شده و لذا حل دستگاه معادلات جبری برای پارامترها

  پذیر خواهد شد.امکان

 در محیطهای انجام شده در این مقاله سازیتمام پیادهکه  توجه شود

ای با تاپ پنج هستهبه کمک یک لپ و Matlab افزارینرم

 
2 Initial Guess 

3 Quasi-Newton Methods 



 

  

 

 

2.53 GHz CPU  64و یک سیستم bit باشد. در ضمن می

سازی به دست آمده از پیاده( 7)برای حل عددی دستگاه معادلات جبری 

استفاده و  Matlabدر نرم افزار  fsolveاز تابع طیفی پیشنهادی روش شبه

به منظور تأمین دقت مطلوب در این تابع، دو پارامتر تنظیمی آن یعنی 

TolFun  وTolX  برای تأمین . همچنین دهیمقرار می 1410را روی

، به (8) سازیی بهینهمسألهاز حل  تابع،مناسب برای این  حدس اولیه

آن  1ی درونیگیری از الگوریتم نقطهبهره و با fminconکمک تابع 

و  TolFun ،TolConاستفاده نموده و پارامترهای تنظیمی این تابع یعنی 

TolX  نماییمتنظیم می 1410را نیز روی   . 

  

ارایه عددی مثال  چهاردر این بخش  .های عددیمثال -4

هایی از معادلات ها در حقیقت دستگاهاین مثال .خواهد گردید

باشند که جهت می 3و بالاتر از  3، 2، 1های جبری با اندیس-دیفرانسیل

روش پیشنهادی مورد استفاده قرار بودن  ربردینشان دادن دقت و کا

 خواهند گرفت. 

جبری با اندیس -معادله دیفرانسیل: ۱مثال -۱-4

فرض کنیم معادلات حرکت در یک سیستم مکانیکی به صورت. ۱

1 1 2

2

( ) cos( ) ( ) (1 ) ( ),     0 1

( ) sin( ) 0

y t t t y t t y t t

y t t

 و شرایط اولیه نیز به صورت

1 2(0) [ (0), (0)] [1, 0]T Ty yy 

(1)2واضح است که شرط مرزی به صورت  . ]28[باشد  sin(1)y

این مسأله دارای  نیز در کنار شرایط اولیه این مسأله قرار خواهد گرفت.

   باشد:جوابی تحلیلی به صورت زیر می

1

2

( ) sin( )

sin( )( )

ty t e t t

ty t
 

دست به  مسألهاکنون به کمک روش پیشنهادی برای حل تقریبی این 

 15nهای تقریبی، تحلیلی و تابع خطا به ازای م. جوابشویکار می

اند. همچنین برای ( نشان داده شده2) سازی شده، در شکلنقطه گسسته

مشاهده این موضوع که روش تا چه اندازه موفق به برقراری معادله جبری 

)2تابع تقریبی از شده است،  مسألهموجود در  ) sin( )y t t  را نیز

شیده به تصویر ک( 3نتیجه در شکل )نماییم. رسم می [0,1]روی بازه 

به علاوه باشد. روش پیشنهادی میبالای دقت  شده است که خود گویای

های کلاسیک در حل معادلات اثر رهاشدگی که یکی از مشکلات روش

وط به برقرار نشدن مطلوب معادلات جبری توسط جبری و مرب-دیفرانسیل

باشد، در روش پیشنهادی رخ نخواهد می مسألهروش عددی حل کننده 

( پیداست، به نحو بسیار 3داد و معادله جبری همانگونه که در شکل )

، برای مقایسه روش پیشنهادی با مطلوبی برقرار خواهد گشت. همچنین

 
1 Interior-Point Algorithm  

)1ابع جواب وت دیگر، مقادیربه کار رفته های روش )y t  2و( )y t 

سازی در نقطه گسسته 15nحاصل از روش پیشنهادی و به ازای 

به ( 2و )( 1) ولاجد، در [0,1]ای از نقاط گسسته شده در بازه مجموعه

گیری پسرو و روش تقریب از دو روش مشتقیج به دست آمده همراه نتا

گونه که مشخص است، دقت مده است. همانآ ،[28] به کار رفته در پده

بسیار بالاتر است.  [28] درروش پیشنهادی نسبت به دو روش به کار رفته 

سازی در ضمن روش پیشنهادی با استفاده از نقاط بسیار کم در گسسته

شده است که نشان از قدرت حل بالای  2دقت ماشینموفق به رسیدن به 

  این روش دارد.

 

 
: نمودار توابع جواب تحلیلی، تقریبی و خطای بدست آمده از 2شکل

 1روش پیشنهادی در مثال

 
)2تابع تقریبی نمودار : 3شکل ) sin( )y t t  به کار رفته در سمت

 1به دست آمده از روش پیشنهادی در مثال ،مسألهچپ معادله جبری 

 

جبری با اندیس -معادله دیفرانسیل: 2مثال -2-4

فرض کنیم معادلات حرکت در یک سیستم مکانیکی به صورت. 2

 
2 Machine Accuracy 
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 به صورت و شرایط اولیه نیز

1 2 3(0) [ (0), (0), (0)] [0, 0, 0]T Ty y yy 

. واضح است که شرط مرزی به صورت [29]باشد 

1 2
1

(1) (1) ln(2)
2

y y  نیز در کنار شرایط اولیه این مسأله

قرار خواهد گرفت. این مسأله دارای جوابی تحلیلی به صورت زیر 

 باشد:  می

1

2

3
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1

ty t
t

y t
t

y t t

t

 

اقدام  مسألهاکنون به کمک روش پیشنهادی برای حل عددی این 

 20nهای تقریبی، تحلیلی و تابع خطا به ازای نماییم. جوابمی

اند. همچنین برای ( نشان داده شده4سازی شده، در شکل )نقطه گسسته

ی معادله جبری مشاهده این موضوع که روش تا چه اندازه موفق به برقرار

شده است، تقریبی از تابع  مسألهموجود در 
2

1 2( ( ) ( ) ln(1 ) )
1

t
y t ty t t

t
را نیز روی بازه  

شیده شده است که ( به تصویر ک5نماییم. نتیجه در شکل )رسم می [0,1]

اثر رهاشدگی  به علاوهباشد. روش پیشنهادی میبالای دقت  خود گویای

-های کلاسیک در حل معادلات دیفرانسیلکه یکی از مشکلات روش

جبری  پیشنهادی رخ نخواهد داد و معادلهباشد، در روش جبری می

 ه نحو بسیار مطلوبی برقرار خواهد( پیداست، ب5همانگونه که در شکل )

همچنین برای آگاهی یافتن از نرخ همگرایی روش، مقدار خطای گشت. 

نماییم. نتیجه در های مختلف رسم میnشده در روش را به ازای  ایجاد

، nگونه که از این شکل پیداست، با افزایش( آمده است. همان6شکل )

کاهش خواهد یافت و البته چنین انتظاری را با  میزان خطا با شیب مطلوبی

های طیفی پیشنهادی روشی متعلق به خانواده روشتوجه به این که روش 

 است، از قبل متصور بودیم.  

 
: نمودار توابع جواب تحلیلی، تقریبی و خطای بدست آمده از 4شکل

 2روش پیشنهادی در مثال

 
: نمودار تقریبی تابع 5شکل

2

1 2( ( ) ( ) ln(1 ) )
1

t
y t ty t t

t
به کار رفته در سمت  

 2به دست آمده از روش پیشنهادی در مثال ،مسألهچپ معادله جبری 

 
های مختلف در روش nبه ازای  1yمقدار خطای تابع : نمودار 6شکل

 2در مثال  2جبری با اندیس -عادله دیفرانسیلمپیشنهادی مربوط به 

 



 

  

 

 

جبری با اندیس -معادله دیفرانسیل: 3مثال -3-4

فرض کنیم معادلات حرکت در یک سیستم مکانیکی به صورت. 3

2
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2 3
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 و شرایط اولیه نیز به صورت

1 2 3(0) [ (0), (0), (0)] [1, 1,1]T Ty y yy 

. واضح است که شرط مرزی به صورت [30] باشد
1

1(1) 0y e  نیز در کنار شرایط اولیه این مسأله قرار خواهد

 باشد:  گرفت. این مسأله دارای جوابی تحلیلی به صورت زیر می
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اقدام  مسألهاکنون به کمک روش پیشنهادی برای حل عددی این 

 15nهای تقریبی، تحلیلی و تابع خطا به ازای نماییم. جوابمی

اند. همچنین برای ( نشان داده شده7سازی شده، در شکل )نقطه گسسته

مشاهده این موضوع که روش تا چه اندازه موفق به برقراری معادله جبری 

)1شده است، تقریبی از تابع  مسألهموجود در  ) ty t e  را نیز روی

( به تصویر کشیده شده 8نماییم. نتیجه در شکل )رسم می [0,1]بازه 

باشد. به علاوه اثر روش پیشنهادی میبالای دقت  است که خود گویای

های کلاسیک در حل معادلات رهاشدگی که یکی از مشکلات روش

باشد، در روش پیشنهادی رخ نخواهد داد و معادله جبری می-دیفرانسیل

( پیداست، به نحو بسیار مطلوبی برقرار 8جبری همانگونه که در شکل )

خواهد گشت. همچنین برای آگاهی یافتن از نرخ همگرایی روش، مقدار 

نماییم. های مختلف رسم میnخطای ایجاد شده در روش را به ازای 

گونه که از این شکل پیداست، با ( آمده است. همان9نتیجه در شکل )

ن معناست یابد و این بدازیادی کاهش می، میزان خطا با شیب nافزایش

طیفی رادائویی برای حل معادلات که نرخ همگرایی روش شبه

  جبری بالاست. -دیفرانسیل

 
: نمودار توابع جواب تحلیلی، تقریبی و خطای بدست آمده از 7شکل

 3روش پیشنهادی در مثال

 
)1: نمودار تقریبی تابع 8شکل ) ty t e  به کار رفته در سمت چپ

 3به دست آمده از روش پیشنهادی در مثال ،مسألهمعادله جبری 

های مختلف در nبه ازای جواب ابع ومقدار خطای ت: نمودار 9شکل

 3در مثال  3جبری با اندیس -عادله دیفرانسیلمروش پیشنهادی مربوط به 

  

جبری با اندیس -معادله دیفرانسیل: 4مثال -4-4

 سیستم مکانیکی به صورت  فرض کنیم معادلات حرکت در یکبالا. 
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 به صورتنیز شرایط اولیه  و

2 3 4 5 6 7 81(0) [ (0), (0), (0), (0), (0), (0), (0), (0)]

     [1,0,1,1,1,0, 2,0]

      

T

T

y y y y y y y yy

 باشد:دارای جوابی تحلیلی به صورت زیر می . این مسأله[3] دنباش
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 .پردازیماین مسأله بقصد داریم تا به کمک روش پیشنهادی به حل اکنون 

های تقریبی، تحلیلی و توابع خطا برای به طور مثال جواب(، 10در شکل )

8توابع  4 1( ), ( ), ( )t y t y ty  10و( )y t  15به ازایn  روی بازه

همچنین برای مشاهده این موضوع که روش . اندداده شده نشان [0,1.5]

شده است،  مسألهتا چه اندازه موفق به برقراری معادلات جبری موجود در 

این مسأله را هر شده در های چپ موجود در پنج معادله جبری ظاطرف

نماییم. نتایج در شکل رسم می [0,1.5]روی بازه به صورت تقریبی نیز 

روش پیشنهادی بالای دقت  مشاهده است، که خود گویای ( قابل11)

های همچنین اثر رهاشدگی که یکی از مشکلات روش باشد.می

باشد، در روش جبری می-کلاسیک در حل معادلات دیفرانسیل

( 11پیشنهادی رخ نخواهد داد و معادلات جبری همانگونه که در شکل )

 پیداست، به نحو بسیار مطلوبی برقرار خواهند گشت. 

 
 

 
بدست آمده از  ای: نمودار توابع جواب تحلیلی، تقریبی و خط10شکل

 4روش پیشنهادی در مثال

 

 

 
به کار رفته در سمت چپ معادلات  تقریبی از توابعنمودار : 11شکل

 4از روش پیشنهادی در مثالبه دست آمده  ،مسألهجبری 

 

 

 

رادائویی، طیفی شبه شرویک در این مقاله از  نتیجه گیری:

در ، یمکانهم ندیفرآرادائو در -گاوس-نقاط لژاندرمبتنی بر استفاده از 

دستگاه معادلات عددی مناسب  برای حلسازی های بهینهکنار تکنیک



 

  

 

 

استفاده شد و نتایج های مکانیکی جبری ظاهر شده در سیستم-دیفرانسیل

های مشاهده گردید. در مقایسه با روشمعیارسنج مسأله  چهارکار روی 

فت که روش پیشنهادی توان گموجود برای حل این دسته از مسایل می

معادله یا معادلات جبری تواند به خوبی میو  ناسبی داشتهمدقت بسیار 

 و بدون رخ دادن اثرات رهاشدگیمسأله را با دقت بالاظاهر شده در 

سازی جهت حل دستگاه در ضمن استفاده از تکنیک بهبنهبرآورده سازد. 

سازد ا فراهم میاین امکان ر ،سازی روشمعادلات جبری حاصل از پیاده

که بتوان روش پیشنهادی را بدون نیاز به حدس اولیه دقیق برای متغیرهای 

  تصمیم، با آسودگی خاطر بیشتر پیاده نمود.  

 نامهواژه 
 Switching optimal control problem        جبری-معادلات دیفرانسیل

 State variable                                                            طیفیروش شبه

 Orthogonal Collocation Method                مکانی متعامدروش هم

 Lagrange Polynomial                                    ای لاگرانژچندجمله 

  Legendre-Gauss-Radau Points              رادائو-گاوس-نقاط لژاندر

 Kronecker Property                                خاصیت دلتای کرونکر

  Differentiation Matrix                                        ماتریس مشتق

 Convergency                                                               همگرایی

 Initial Guess                                                       حدس اولیه

 Method of Lines                                                روش خطوط

 Finite Element Method                                 روش اجزاء متناهی

 Finite Difference Method                         روش تفاضلات متناهی

 Backward Euler Method                                  روش اویلر پسرو

 Backward Differentiation Method              گیری پسروروش مشتق

 Kutta Methods-ungeR                             کوتا-های رونگهروش

  Pade Approximation Method                              روش تقریب پده

 Adomian Decomposition Method                 روش تجزیه آدومیان

 Order Reduction Phenomena                         پدیده کاهش مرتبه

 Drift-off Effects                                            اثرات رهاشدگی

 Differentiation Index                                          مشتقاندیس 

 Perturbation Index                                          اندیس آشفتگی

 Strangeness Index                                           اندیس غریبگی

 Tractability Index                                     اندیس قابلیت کشش

 Quasi-Newton Methods                            نیوتنی-های شبهروش

 Interior-point Algorithm                          ی درونیالگوریتم نقطه

 Machine Accuracy                                               دقت ماشین

 Benchmark Problem                                        معیارسنجمسأله 
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)1: مقایسه مقادیر به دست آمده برای 1جدول  )y t  15از روش پیشنهادی باn به تقریب پده پسرو و  گیریسازی با دو روش مشتققطه گسستهن

 1در مثال  1جبری با اندیس -در معادله دیفرانسیل [28]کار رفته در 

روش  خطا

 پیشنهادی

روش  خطا

 گیریمشتق

 پسرو

روش تقریب  خطا

 پده

 جواب تحلیلی
t 

3.3 16e 1.0000 0 1.0000 0 1.0000 1.0000 0 

5.3 16e 0.9148 2.2 07e 0.9148 2.7 06e 0.9148 0.9148 0.1 

4.9 17e 0.8585 3.9 07e 0.8585 2.0 05e 0.8585 0.8585 0.2 

2.9 16e 0.8295 5.3 07e 0.8295 6.7 05e 0.8295 0.8295 0.3 

3.3 16e 0.8261 6.3 07e 0.8261 1.6 04e 0.8262 0.8261 0.4 

2.2 16e 0.8462 6.9 07e 0.8462 3.2 04e 0.8466 0.8462 0.5 

3.9 16e 0.8876 1.3 05e 0.8876 5.8 04e 0.8882 0.8876 0.6 

8.9 16e 0.9475 8.5 05e 0.9475 1.0 03e 0.9485 0.9475 0.7 

1.1 16e 1.0232 2.3 05e 1.0232 1.7 03e 1.0249 1.0232 0.8 

3.3 16e 1.1116 5.8 04e 1.1121 2.7 03e 1.1143 1.1116 0.9 

0 1.2094 2.3 03e 1.2117 4.2 03e 1.2094 1.2094 1  



 

   
 

 

  

 

 

)2: مقایسه مقادیر به دست آمده برای 2جدول  )y t  15از روش پیشنهادی باn به تقریب پده پسرو و  گیریسازی با دو روش مشتققطه گسستهن

 1در مثال  1جبری با اندیس -در معادله دیفرانسیل [28]کار رفته در 

روش  خطا

 پیشنهادی

روش  خطا

گیری مشتق

 پسرو

روش تقریب  خطا

 پده

 جواب تحلیلی
t 

2.2 16e 0 0 0 0 0 0 0 

4.2 17e 0.0998 3.5 09e 0.0998 2.0 11e 0.0998 0.0998 0.1 

1.1 16e 0.1987 6.9 09e 0.1987 2.5 09e 0.1987 0.1987 0.2 

0 0.2955 1.0 08e 0.2955 4.3 08e 0.2955 0.2955 0.3 

0 0.3894 1.4 08e 0.3894 3.2 07e 0.3894 0.3894 0.4 

5.6 17e 0.4794 1.7 08e 0.4794 1.5 06e 0.4794 0.4794 0.5 

0 0.5646 3.9 05e 0.5646 5.5 06e 0.5646 0.5646 0.6 

1.1 16e 0.6442 2.0 04e 0.6440 1.6 05e 0.6442 0.6442 0.7 

1.1 16e 0.7174 3.0 04e 0.7177 4.1 05e 0.7174 0.7174 0.8 

1.1 16e 0.7833 2.2 03e 0.7855 9.4 05e 0.7834 0.7833 0.9 

0 0.8415 5.2 03e 0.8467 2.0 04e 0.8417 0.8415 1  
 

 

 


