
Journal of Applied and Computational Sciences in Mechanics, 34, 2022. (65-88) 

 
 

 
Ferdowsi 

University of 

Mashhad  

 

 

Journal of Applied and Computational 

Sciences in Mechanics 
 

Page Journal: mechanic-ferdowsi.um.ac.ir 

  

 

 

Dynamic Stability Analysis of Rectangular Mindlin Plate in Contact with Fluid under Passage 

of Oscillating Rigid Bodies 
Research Article 

Mehran Ghomeshi Bozorg1 

DOI: 10.22067/jacsm.2022.71262.1037 

 
1. Introduction 
Investigating the dynamic stability of a flexible structure 
carrying a moving mass is an extensive problem 
embracing a wide variety of engineering applications, e.g., 
railway tracks and bridges under the action traversing 
trains or vehicles, loads transported along cranes span, and 
high-speed machining processes. Time-varying position of 
moving masses and considering all inertial components of 
the moving masses in the analysis leads to the appearance 
of time-varying matrices in the coefficients of the 
governing equation. The passage of continuous series of 
moving masses along the rectilinear path results in a 
parametrically excited system with periodic coefficients. 
In certain conditions, parametric excitations generate 
instability in the elastic structures under the moving 
masses. Therefore, the stability analysis of these systems 
is very important.  

This study investigates the dynamic stability of a 
moderately thick rectangular plate floating on fluid under 
the periodic passage of oscillating rigid bodies. An 
approach based on Floquet theory is followed, contributing 
to a comprehensive evaluation of the influence of the 
moving object modeling method and contact of the plate 
with the fluid on the dynamic stability of the plate 
vibrations. To the best of the author’s knowledge, the 
stability analysis concerning the aforementioned aspects 
has not been done yet. The results are presented as stability 
maps in mass–velocity planes. These results show that the 
modeling method and the value of the model parameters 
impact significantly the system stability. 

 

2. Mathematical formulation 
In this study, a uniform, moderately thick rectangular plate 
floating on stationary fluid and traversed by moving 
objects is considered. It is assumed that moving objects 
move along a rectilinear trajectory parallel to longitude 

edges of the plate with a constant velocity of V . For fluid, 

inviscid and incompressible fluid flow is assumed. Letters 
a, b and h stand for the length, width and thickness of the 

rectangular plate, respectively and fh  stands for the depth 

of the fluid. 
The material of the plate is assumed to be undamped 

linear isotropic homogeneous with Young’s modulus E, 
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the density ρ , and Poisson’s ratio ν . For the moving 

object, a moving oscillating rigid body with a two wheels 
suspension system is considered (Figure 1). In this model, 
the moving object chassis is considered a rigid body with 

a length 
0L , mass 

2M  and moment of inertia about the 

center of mass I . 
2Mw is the transverse displacement of 

the center of mass, and ψ  and θ  denote the rotations about 

parallel and vertical axes to the plate, respectively. 
 

 
 

Figure 1. Rectangular plate floating on fluid under the 

effect of a moving oscillating rigid body 

 

1M is the mass of each wheel, and k  and c  are the 

stiffness and damping of each suspension system, 
respectively. The fluid loading effect on the plate is 
modelled using the method of added mass. Through the 
use of the Mindlin plate theory, the assumed–mode 
method, Lagrange’s equations and selecting the first 
vibrational mode of the plate in the assumed-mode 
method, the governing equations of a simply supported 
rectangular plate under the moving oscillating rigid body 
can be written as follows: 

m(t)η+c(t)η+k(t) η=f(t)  (1) 

Here, yx

2

T
ψψ w

1 1 1 Mη= A ,A ,A ,w ,θ 
 

and x
ψψ

1 1A ,A y  and w

1A  

are the modal coordinates and the coefficient matrices 

m(t), c(t), k(t) and vector f(t) are all time-varying. By 

considering the entrance of a similar object on the plate 

following the exiting of the precedent object, the 

coefficients of Equation 1 become periodical with the 

period  p 0T = a+L /V . 
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In order to obtain general results, the following 

parameters are defined. 
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(2) 

Here 
fm  and 

fρ  are added mass and density of the fluid, 

respectively.  

 

3. Floquet theory 
Floquet theory is a general theory for linear differential 

equations with periodic coefficients. This theory can be 

performed on any equation in the form 

pq=R(t)q, R(t+T )=R(t)  (3) 

According to the periodicity of R(t) , it can be deduced that 

pR(t+T )  also forms a fundamental set of solutions and the 

following relation can be established 

pq(t+T )=Cq(t)  (4) 

where C  is a fundamental matrix solution of the periodic 

system (3). According to Floquet theory, computing the 

eigenvalues of the fundamental matrix determines the 

stability conditions as 1C  .  

 

4. Results and discussion 

Throughout this study, the mechanical and geometrical 

properties of the plate are Young’s modulus E=200Gpa,  

density 3ρ=7800kg/m , Poisson’s ratio ν 0.3,  length 

a=5m, width b=1m , and thickness h=0.1m. The effect of 

varying 0 0ξ,Ω ,r,L  and 
fm  on instability boundary in the 

α-γ  plane have been evaluated. For example, the results 

for parameters 
0Ω ,r  and 

fm  have been presented in 

Figure 2, 3 and 4, respectively. 

 
Figure 2. The impact of varying the frequency 0 on the 

stability map (
0 f

r=0.05,ξ=1,L =1m,m =1 ) 

 

The results show that increasing each of the parameters 

0ξ,Ω  and r  cause the unstable zone to increase. The 

trend is revised for 
0L and 

fm . The effect of the 

modelling approach for moving objects on the 
stable/unstable border line was investigated. Figure 5 
depicts the results of the Floquet theory for moving 
point mass and moving oscillating rigid body. 

 
Figure 3. The impact of varying the mass ratio r on the 

stability map (
0 0 f
=100,ξ=1,L =1m,m =1 ) 

 

 
Figure 4. The impact of varying the non-dimensional 

added mass parameter 
f

m on the stability map  

(
0 0

r=0.05,ξ=1,L =1m, =500 ) 

 

 
Figure 5. The impact of modeling approach on stability 

map: moving point mass (solid line), moving oscillating 

rigid body 

 ( 
0 0 f

r=0.05,ξ=1,Ω =100, L =1m,m 1 ) (dashed line) 

As can be seen, modeling approach has a significant 

influence on the results. The results are confirmed through 

numerical simulations. 

5. Conclusion 

Using Floquet theory, this study investigated the time-

domain analysis of a moderately thick rectangular plate 

floating on fluid, subjected to the periodic passage of 

vehicles. For the moving object, instead of moving point 

mass, a moving oscillating rigid body with a two- wheels 

suspension system was used. The results permitted 

splitting the speed-mass parameter plane into two distinct 

regions of stability and instability. For the oscillating rigid 

body, the effects of various parameters on the stability 

conditions were discussed in detail. The results showed 

that the modeling method for moving objects has a 

significant impact on the dynamic stability analysis of this 

system and inappropriate modeling leads to inaccurate 

results.  
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ستط  ورق کی یکینامید یداریپا مقاله، نیا در چکیده سبتا   یلیم صلب   یهاتحت حرکت متناوب جسم  ساکن  الیس  کی یشناور بر رو  میضخ  ن
 یبر رو الیس  یرویاند. اثر نچرخ متصل شده   کیبه  قیتعل ستم یس  کی قیجسم صلب از طر   یمتحرک مطالعه شده است. هر دو انتها   نوسان کننده 

ستفاده از روش جرم افزوده  ستفاده از روش مودها     ورق با ا ست. با ا شده ا ض  یمدل  ستخراج   معادلات نیندلیورق م یبر تئور یمبتن ،یفر حاکم ا
 گرفتن نظر در با. شددودیم گرفته کار هب پارامترها صددفحه در داریناپا و داریپا ینواح نییتع یبرا یعدد روش کی عنوان به فلاکه یتئور. اندشددده
 با ورق تماس که دهندیم نشان  جینتا. است  شده  یبررس  زین یداریپا زیآنال جینتا یرو بر متحرک جسم  یساز مدل اثر متحرک، یانقطه جسم  مدل
سبت  ق،یتعل ستم یس  ییرایم و یسخت  ورق، ضخامت  ورق، یمرز طیشرا  ال،یس   روش و صلب  جسم  طول صلب،  جسم  کل جرم به چرخ جرم ن
 .هستند مؤثر کاملا  ستمیس داریناپا و داریپا ینواح یرو بر یسازمدل

 

 .فلاکه یتئور ،یکینامید یداریپا ،جسم صلب نوسان کننده ،نیندلیم ورق  یدیکل یاهواژه

  
Dynamic Stability Analysis of Rectangular Mindlin Plate in Contact with Fluid under Passage of 

Oscillating Rigid Bodies 

 
M. Ghomeshi Bozorg 

 
Abstract  In this paper, the dynamic stability of a moderately thick rectangular plate floating on stationary fluid under 

the periodic passage of oscillating rigid bodies is studied. Each of the two ends of a rigid body is connected to a wheel 

through a suspension system. The fluid loading effect on the plate is modelled using the method of added mass. Using the 

assumed-mode method, the governing equations are derived based on the Mindlin plate theory. The Floquet theory is 

employed as a numerical method to obtain stable and unstable zones of the parameters plane. Considering the point 

moving object model, the effect of moving object modelling on the stability analysis results is also investigated. The results 

indicate that contact of the plate with the fluid, the plate boundary conditions, the plate’s thickness, the stiffness and 

damping of the suspension system, the mass ratio of the wheels to the whole rigid body, the rigid body’s length and the 

moving object modelling method are very effective in domains stability and instability of the system.   
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 مقدمه

های الاستیک تحت اثر بارهای رفتار دینامیکی سازه مطالعه

صنعتی است که  متحرک یک موضوع مهم با کاربردهای گسترده
های لعه در مسائلی نظیر طراحی پلاز نتایج حاصل از این مطا

های حامل هواپیماها و خطوط ریلی کشتی ها، عرشهبزرگراه

 مههای سقفی و تسهای جرثقیل، سازه[1]تحت عبور وسایل نقلیه 
 [3] های ابزار با قابلیت ماشین کاری سریعو ماشین [2]ها نقاله

 شود.استفاده می

رها و صفحات تحت یک بررسی جامع از پاسخ دینامیکی تی 
ارائه شده  [4]بارهای متحرک متمرکز و توزیع شده توسط فریبا 

پاسخ دینامیکی یک صفحه نازک  [5]است. نیکخو و همکاران 
مستطیلی تحت عبور یک جرم متحرک را تجزیه و تحلیل کردند. 
آنها از روش بسط تابع ویژه برای حل معادله حرکت صفحه 

اینرسی جرم متحرک در معادلات لزوم لحاظ  و استفاده کردند

از یک روش  [6]حاکم را نشان دادند. قزوینی و همکاران 
محاسباتی برای بررسی رفتار دینامیکی یک صفحه مستطیلی با 
سطح مقطع متغیر تحت عبور یک جرم متحرک استفاده کردند. 

تجزیه و تحلیل ارتعاش صفحه تحریک شده توسط یک جرم 
 [7]از روش المان محدود توسط اسن  متمرکز متحرک با استفاده

 ریتز –انجام شد. یک تکنیک جامع بر اساس روش ریلی 
(Rayleigh–Ritz)  برای تعیین پاسخ دینامیکی یک صفحه

مستطیلی تحت تأثیر بارهای متحرک توسط سونگ و همکارانشان 
ارائه شد. آنها نشان دادند که همگرایی و دقت این روش بهتر  [8]

به منظور  [9]راد و همکاران محدود است. کاشانی از روش اجزای
ای ارتعاشات صفحات چند دهانهاستخراج معادلات حاکم بر 
اصل هامیلتون استفاده کردند و از تحت عبور جرم متحرک، از 

 ( جهت معادلاتMatrix Exponentialروش ماتریس نمایی )
های لبهگاه در استفاده کردند. آنها صفحات را فاقد هرگونه تکیه

گرفتند.  نظر های عرضی درگاه ساده در لبهطولی و دارای تکیه

جرم متحرک دو حالت  –ورق  در مسئله [10]کریمی و همکاران 
که لازم  راگرفتند. آنها در حالت اول مقدار نیرویی  نظر کلی را در

ای است بر جرم متحرک وارد شود تا در یک مسیر مستقیم یا دایره
مورد مطالعه قرار دادند و در حالت  ،کت کندبر روی ورق حر

بر روی مسیر حرکت و سرعت را دوم اثر ارتعاشات عرضی ورق 
پاسخ  [11]کردند. بسکو و همکاران  بررسیجسم متحرک 

دینامیکی یک صفحه نازک الاستیک واقع بر روی بستر الاستیک 

ناهمسانگرد و تحت یک بار مستطیلی متحرک را به صورت 
به تفصیل  [12]دست آوردند. صیفوری و همکاران تحلیلی به 

تنظیمات آزمایش طراحی شده برای سنجش تجربی پاسخ 
دینامیکی یک صفحه مستطیلی نازک با شرایط مرزی گیردار تحت 

دست آمده ه عبور جرم متحرک را شرح دادند و نتیجه تجربی ب

اثر سرعت و جرم جسم  و های نظری مقایسه کردندرا با حل
میانی  و ضخامت ورق را بر روی پاسخ دینامیکی نقطهمتحرک 

 ورق بررسی کردند.

ای را در بین سازه توجه قابل ملاحظه -مسئله اندرکنش سیال  
محققان به خود جلب کرده است. برخی از مطالعات انجام شده 

های مختلف رفتار دینامیکی در این زمینه، معطوف به بررسی جنبه

تجزیه و  [13]ست. کانالس و همکاران ورق در تماس با سیال ا
ور در سیال را با استفاده از تحلیل ارتعاشات ورق میندلین غوطه

بعدی سهو با استفاده از روش المان محدود  هروش ریتز ارائه کرد
ارتعاش ورق  [14]اعتبارسنجی کردند. خورشیدی و همکاران 

رتیب با ور در سیال را به تغوطه (Krichhoff plate) رشهفیک
استفاده از روش ریتز و روش تست آکوستیک به صورت تئوری 

با  [15]و تجربی تجزیه و تحلیل کردند. بوچکارف و همکاران 
های ارتعاشات استفاده از ارتعاش سنج لیزری دیجیتال فرکانس

به طور تجربی ور در یک سیال را آزاد صفحات مستطیلی غوطه

تئوری ورق  با استفاده از [16] گیری کردند. لی و همکاراناندازه
های مدرج تابعی ارتعاشات آزاد ورق (Mindlin plateمیندلین )

ناپذیر و غیرلزج تراکماز ورق در یک سیال  یکه فقط بخش
زیه و تحلیل کردند. آنها اثر بارگذاری سیال جور است را تغوطه

 (Added Mass)بر روی ورق را با استفاده از روش جرم افزوده 
با استفاده از روش ریلی  [17]سازی کردند. لیو و همکاران لمد
ظرف  یک ریتز، برای یک ورق نازک واقع در پایین –

شکل پر شده از یک سیال، فرکانس ارتعاشات آزاد و مستطیلی
پذیر و شکل مود مربوطه را تعیین کردند. آنها سیال را تراکم

استفاده از ترکیب با  [18]غیرلزج فرض کردند. کربووا و همکاران 
 Sanders’ shell) ساندرز روش اجزای محدود و تئوری پوسته

theory) ور یا شناور بر روی های مستطیلی غوطهارتعاشات ورق

سطح سیال را مورد مطالعه قرار دادند و فرکانس ارتعاشات آزاد 
 [19]و شکل مودهای مربوطه را تعیین کردند. سونی و همکاران 

های ورق تعیین فرکانس پایهبرای  رالیلی تحنیمهیک روش 
هر آنها  پیشنهاد دادند. ،مستطیلی دارای ترک و در تماس با سیال
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 ند وگرفت نظر وری کامل و جزئی را برای ورق دردو مدل غوطه
ترک در تیر را به صورت یک فنر خطی مدل کردند و از تئوری 

همکاران زاده و ورق کلاسیک برای ورق استفاده کردند. یوسف

ضخیم  ارتعاشات آزاد یک ورق مستطیلی مدرج تابعی نسبتا  [20]
شناور بر روی سطح یک سیال غیرقابل تراکم و لزج را بررسی 
کردند. معادلات حاکم را مبتنی بر تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 

 ،اول استخراج کرده و از طریق مجزاسازی معادلات حاکم
ی ورق را استخراج کردند. آنها های طبیعی و شکل مودهافرکانس

پاسخ دینامیکی یک ورق مستطیلی  [21]در یک مطالعه دیگر 

مدرج تابعی شناور بر روی سطح یک سیال ساکن و تحت بار 
ای متحرک را مورد مطالعه قرار دادند. آنها برای استخراج نقطه

آن را به  ،از اثر اینرسی بار متحرک نظربا صرفمعادلات حاکم 

برای مطالعه اثر  ند وای متحرک مدل کردنیروی نقطه صورت یک
سازی جرم فشار اعمال شده از سیال بر روی سطح ورق از مدل

 .کردندافزوده استفاده 
های تحت عبور جرم متحرک به دلیل تغییر در در سازه 

-لفهؤمموقعیت جرم متحرک بر روی سازه، در شرایطی که تمام 

شود ضرایب ه لحاظ میشتاب جرم متحرک در مطالعهای 
کنند ها با زمان تغییر میمعادلات حاکم بر ارتعاشات این سیستم

های متغیر با زمان سیستم وجزها و بر این اساس این سیستم
توانند نقش شوند. این ضرایب وابسته به زمان میبندی میدسته

تحریکی موسوم به تحریک پارامتریک را برای سیستم ایفا کنند. 
تواند سبب بروز ناپایداری ع تحریک در شرایط معینی میاین نو
سازه  در و یا به عبارت دیگر سبب تشدید پارامتریک دینامیکی

 حفاظت از سیستم برایالاستیک تحت بار متحرک شود. بنابراین 
تحت بار متحرک، شناخت شرایطی که سبب بروز ناپایداری 

-است. به نظر میشود از اهمیت فراوانی برخوردار دینامیکی می

 -برای تیر اولر [22]رسد که برای اولین بار نلسون و کانوور 
های متحرک، نواحی گاه ساده و تحت اثر عبور جرمبرنولی با تکیه

پایدار و ناپایدار را در فضای پارامترهای سیستم تعیین کردند. 

با استفاده از تئوری تحریک تکانشی، پایداری  [23]آلدریم و باز 
های متحرک را مطالعه کردند. حت اثر حرکت متناوب جرمتیر ت

جرم  -پایداری دینامیکی سیستم تیر  برای مطالعه [24]ماکرتیچ 

برنولی و تیموشنکو از روش  -متحرک برای  هر دو مدل تیر اولر 
از روش  [25]استفاده کرد. رائو  (Floquet theory) تئوری فلاکه

جهت بررسی پایداری  (Multiple scales) مقیاس چندگانه

برنولی تحت بار متحرک استفاده کرد.  -دینامیکی تیر اولر 
برای یک ورق مستطیلی نازک تحت  [26]زاده و همکاران ابراهیم

برای یک  [27]های متحرک، رفوئی و همکاران عبور متوالی جرم

ورق نازک با شرایط مرزی دلخواه تحت عبور جرم متحرک و 
در  [28]والکتریک و نیکخو و همکاران های پیزدارای وصله
یک ورق مستطیلی نازک تحت عبور دو دسته جرم که در  مطالعه

مقادیر سرعتی  ،کردنددو مسیر مخالف بر روی ورق حرکت می
شوند را معرفی از جرم متحرک که سبب بروز تشدید در ورق می

پایداری دینامیکی ورق مستطیلی  [29]کردند. ترکان و همکاران 

های متحرک را با پی جرمردپیگاه ساده تحت عبور ازک با تکیهن
 (Strained parameters) استفاده از روش پارامترهای فشرده

برای سه حالت حرکت  [30]دیگری  مطالعه کردند. آنها در مطالعه

های متحرک بر روی خط راست، خط مورب و مسیر متوالی جرم
با استفاده از روش  م،ای بر روی یک ورق نسبتا ضخیدایره

 (Incremental harmonic balance) هارمونیک بالانس نموی
پارامترهای جسم متحرک  نواحی پایدار و ناپایدار را در صفحه
گرفتن اثر  نظر با در [31]تعیین کردند. پیرمرادیان و همکاران 

های بزرگ در تیر، پایداری جاییهجاباز  ناشیهای غیرخطی ترم
جرم متحرک را مطالعه کردند. در تمام این  -سیستم تیردینامیکی 

ای و متمرکز مطالعات جرم متحرک به صورت یک جرم نقطه
 در بررسی [32]مدل شده است. واثقی امیری و همکاران 

ضخیم با شرایط مرزی دلخواه  یک ورق مستطیلی نسبتا  ارتعاشات
عت مقادیر سر و تحت عبور جرم متحرک، برای تعیین محدوده

شود از جسم متحرک که سبب بروز پاسخ فزاینده در ورق می

. هاشمیان توزیع شده برای جسم متحرک استفاده کردند بارمدل 
با استفاده از روش هارمونیک بالانس نموی  [33]و همکاران 

گاه ساده و واقع با تکیه تیموشنکو یک نانو تیر پایداری دینامیکی

را که تحت حرکت  (Pasternak) بر بستر الاستیک پاسترناک
و نواحی پایدار و ناپایدار  مطالعه کردندقرار دارد  متوالی نانوذرات

 .کردندسرعت جسم متحرک مشخص  –در صفحه جرمرا 

با استفاده از روش نرخ انرژی  [34]پیرمرادیان و همکاران 
(Energy-rate method) را که  پایداری دینامیکی یک نانوصفحه

الکترومکانیکی و نانوذرات قرار دارد مورد  همزمان تحت بار

ه و مرزهای ناپایداری را در صفحه پارامترها تعیین بررسی قرار داد
  کردند.
آنالیز پایداری دینامیکی  بررسی مطالعات انجام شده در زمینه 
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دهد که های الاستیک تحت عبور جسم متحرک نشان میسیستم
عبور جرم متحرک بر روی اثر تماس سیال با بستر الاستیک تحت 

 نتایج آنالیز پایداری دینامیکی سیستم بررسی نشده است و
 جسم متحرک به دو صورت سازیمحدود شدن مدل همچنین

اثر دو پارامتر جرم  فقط سبب شده تا ای متحرکنیرو یا جرم نقطه
و سرعت جسم متحرک بر روی نتایج آنالیز پایداری دینامیکی 

نظیر سختی و  دیگر مشخصاتثیر أتو به  قرار گیردمورد توجه 
میرایی سیستم تعلیق، نسبت جرم چرخ به جرم کل جسم و طول 

نقلیه  هجسم متحرک، که در یک مدل مناسب برای یک وسیل
. در این مطالعه به ودتواند مطرح باشد، توجه لازم انجام نشمی

تر شرایط پایداری دینامیکی یک بستر منظور بررسی دقیق
گرفتن یک مدل  نظر تحت عبور وسایل نقلیه، با در الاستیک
آنالیز پایداری دینامیکی انجام شده  ،تر برای این سیستمکامل

نقلیه به صورت جسم صلبی که از  است. به این ترتیب که وسیله
 شودمیهر دو انتها از طریق یک سیستم تعلیق به چرخی متصل 

ضخیم  ق نسبتا مدل شده و بستر الاستیک نیز به صورت یک ور
گرفته  نظر که در بخش تحتانی در تماس با یک سیال قرار دارد در

یک بررسی جامع، علاوه بر مورد  درشده است و سعی شده تا 
سختی  مقادیرجرم و سرعت جسم متحرک، اثر  اثر توجه قراردادن

ها به جرم کل جسم و میرایی سیستم تعلیق، نسبت جرم چرخ
اثر تماس سیال با ورق بر روی  متحرک، طول جسم متحرک و

مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار در صفحه پارامترها بررسی شده 
و از این جنبه مطالعات گذشته تکمیل شود. نتایج مبین اهمیت 

 تماس سیال با ورق اثر ،برای جسم متحرک مناسبانتخاب مدل 
 روی شرایط پایداریبر  منتخب مقادیر پارامترهای فیزیکی مدل و

 .ندستهدینامیکی سیستم 
 

 سازي دیناميكيمدل

(، بستر جسم متحرک به صورت 1مطابق شکل )در این پژوهش، 
و  bعرض  ،aطول  ه، بضخیم نسبتا  یک ورق مستطیلی

گن و ورق هم ماده .شودگرفته می نظر در hضخامت 
، مدول برشی ρ، چگالی Eی ایزوتروپیک با مدول الاستیسیته

G ضریب پواسون  وν  .وجه تحتانی شود کهفرض میاست 
با  جغیرقابل تراکم و غیرلز ساکن ورق در تماس با یک سیال

ρچگالی 
f
عمق بهو  

fh محورهای دستگاه مختصات . قرار دارد
به ترتیب در امتداد طول، عرض و ضخامت  zو  x، yکارتزین 
در صفحه میانی  yو  xگرفته شده و محورهای نظر ورق در

های مؤلفهاند. برای نشان دادن واقع شده ،ورق تغییر شکل نیافته
به ترتیب  zو  x ،yورق در امتداد محورهای  نقاط جاییهجاب

مطابق با تئوری ورق  شود.استفاده می w و ux، uyاز نماد 
شوند که در آن بیان می صورت هیی بجاهای جابهمؤلفهمیندلین، 

xψ  وyψ ای حول محورهای های زاویهجاییجابه ه ترتیببy 

 هستند.  xو 
 

ux=-zψ
x
(x,y,t) 

uy=-zψ
y
(x,y,t) 

w=w(x,y,t) 

(1) 
 متحرک کنندهجسم صلب نوسان دو مدلبرای جسم متحرک  
شده است. شماتیک این دو ای متحرک درنظرگرفته جرم نقطه و

در مدل  اند.( نشان داده شده3( و )2مدل به ترتیب در شکل )
م متمرکز رجسم متحرک به صورت یک جای متحرک، جرم نقطه
شود که موقعیت آن بر روی ورق گرفته می نظر در Mبه جرم 

در هر لحظه توسط مختصات 
M M M(x ,y ,w  در اما شود.بیان می (

تر برای یک که مدلی کامل متحرک کنندهجسم صلب نوسان مدل
شاسی جسم متحرک به صورت یک  رود،یوسیله نقلیه به شمار م
جسم صلب به جرم 

2M  و طول
0L  و گشتاور اینرسی حول

 گرفته شده است که از هر دو انتها از طریق نظر در Iمرکز جرم 
یک سیستم تعلیق یکسان به چرخی به جرم 

1M  متصل شده
 k سختی ضریبفنر به  یک است. هر سیستم تعلیق متشکل از

است. موقعیت چرخ جلو  cدمپر با ضریب میرایی لزجتی یک و 
عقب بر روی سطح ورق در هر لحظه به ترتیب با مختصات  و

1 1 1(x ,y ,w و  (
2 2 2(x ,y ,w . هر دو مختص ندانشان داده شده (

1w  2وw موقعیت مرکز جرم  شوند.از سطح ورق سنجیده می
جسم صلب در هر لحظه توسط مختصات 

2 2 2M M M(x ,y ,w ) 
شود که مشخص می

2Mw گیری از موقعیت تعادل استاتیکی اندازه
زاویه چرخش جسم صلب متحرک حول محور عمود  ψشود. می

حول محور  میزان چرخش جسم صلب θ ورق و زاویه بر صفحه
 است.  جسم صلبامتداد طولی موازی با سطح ورق و عمود بر 
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ن تحت اثر عبور جسم صلب نوسا در تماس با سیال ورق مستطیلی  2 شکل

 متحرک کننده

 

 
 

ای در تماس با سیال تحت اثر عبور جرم نقطه ورق مستطیلی  3 شکل

 متحرک

 
جسم صلب  -معادلات حاكم بر دیناميك سيستم ورق

 كننده متحرکنوسان

ت حاکم از روش مودهای فرضی استفاده جهت استخراج معادلا

و  ، ابتدا عبارت انرژی جنبشیاین روش استفاده از برای شود.می
نوشته  متحرک کنندهنوسانجسم صلب -پتانسیل سیستم ورق

بخشی از عبارت انرژی پتانسیل  عبارت انرژی کرنشی. شوندمی
میدان های مؤلفهتعیین آن لازم است تا برای سیستم است که 

های میدان مؤلفهبا استفاده از  نش و تنش ورق بیان شوند.کر
 :شوند( حاصل می2های کرنش به صورت )مؤلفه(، 1یی )جاجابه

εxx =
∂ux

∂x
=-zψ

x,x
 

εyy =
∂uy

∂y
=-zψ

y,y
 

εzz =
∂w

∂z
= 0 

εxy =
1

2
(
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x
) = −

1

2
z(ψx,y + ψx,y) 

εxz =
1

2
(
∂ux

∂z
+

∂w

∂x
) = −

1

2
(ψx-w,x) 

εyz =
1

2
(
∂w

∂y
+

∂uy

∂z
) = −

1

2
(ψy-w,y) 

(2) 

ای، طبق قانون هوک، گرفتن حالت تنش صدفحه  نظر با درو  
 :های میدان تنش به صورتمؤلفه

σxx =
E

1 − ν2
(-zψ

x,x
− νzψ

y,y
) 

σyy =
E

1 − ν2
(-zψ

y,y
− νzψ

x,x
) 

σxy = −Gz(ψx,y + ψy,x) 

σxz = −ksG(ψx-w,x) 
 

σyz = −ksG(ψy-w,y) 
(3) 
که در آن  آیندبه دسددت می 

sk   ضددریب اصددلاح برش ورق
5است که مقدار آن  

6
عبارت   بر این اساس  شود. گرفته می نظر در 

توانند نوشته   می( 4به صورت ) سیستم    پتانسیل  جنبشی و  انرژی
 :دنشو

KE=
1

2
∬ [∫ ρ(u̇2+v̇2 + ẇ2)dz

h/2

-h/2

] dA
A

 

      +
1

2
M1(ẋ1

2+ẏ1
2+χ

1
ẇ2

1) +
1

2
M1(ẋ2

2+ẏ2
2+χ

2
ẇ2

2) 
 

     +
1

2
M2(ẋM2

2 +ẏM2

2 +ẇ2
M2

) +
1

2
Īθ̇

2
+

1

2
Īψ̇2 

PE=
1

2
∬ [∫ (σxxεxx+σyyεyy+σzzεzz

h/2

-h/2A

 

     +2σxyεxy+2σxzεxz+2σyzεyz)dz]dA 

     +
1

2
k ((wM2

+δ0 +
L0

2
sin(θ)) − χ

1
w1)

2

 

    +
1

2
k((wM2

+δ0 −
L0

2
sin(θ)) − χ

2
w2)

2

 

      −χ
1
M1gw1 − χ

2
M1gw2 − M2gwM2

 

(4) 
 که در آن

(5)               χ2=H(t-t̂3)-H(t-t̂4)      χ1=H(t-t̂1)-H(t-t̂2) 
i و 

ˆH(t t ), i=1,2,3,4 نماد تابع هیویساید (Heaviside 

function ) به صورت کهاست: 
(6) H(t-t̂i) = {

0t < t̂i
1t ≥ t̂i

i=1,2,3,4 

که در آن  شودتعریف می 
1t̂  3وt̂  به ترتیب لحظه ورود

چرخ جلو و عقب بر روی ورق و 
2t̂  4وt̂ ترتیب لحظه به 

خروج چرخ جلو و عقب از روی ورق هستند. 
0δ  تغییر شکل

استاتیکی ایجاد شده در فنر سیستم تعلیق تحت اثر نیروی وزن 

جرم 
2M  2است که به صورت

0

M g
δ =

2k
شود. محاسبه می 

1w 
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و 
1w  جرم  عرضیبه ترتیب موقعیت و سرعت

1M  چرخ جلو

و 
2w  2وw  جرم  عرضینیز به ترتیب موقعیت و سرعت

1M 

( در 3( تا )1عبارات )جایگذاری  با .دهندچرخ عقب را نشان می

  :شود( حاصل می7، عبارت )(4عبارت انرژی جنبشی و پتانسیل )

KE=
1

2
∬ [ID (ψ̇

x
2+ψ̇

y
2)+IAẇ2] dA

A

 

     +
1

2
M1(ẋ1

2+ẏ1
2+χ

1
ẇ2

1) 

     +
1

2
M1(ẋ2

2+ẏ2
2+χ

2
ẇ2

2) 

    +
1

2
M2(ẋM2

2 +ẏM2

2 +ẇ2
M2

) 

    +
1

2
Īθ̇

2
+

1

2
Īψ̇2 

PE=
1

2
∬ [ED (ψx,x

2 +ψ
y,y
2 +2νψ

x,x
ψy,y)

A

 

     +GD (ψx,y
2 +ψ

y,x
2 +2ψ

x,y
ψy,x) 

     +ksGA (ψx
2+ψ

y
2+ψ

z,x
2 +ψ

z,y
2 -2ψ

x
ψz,x-2ψ

y
ψz,y)] dA 

     +
1

2
k ((wM2

+δ0 +
L0

2
sin(θ)) − χ

1
w1)

2

 

     +
1

2
k ((wM2

+δ0 −
L0

2
sin(θ)) − χ

2
w2)

2

 
    −χ

1
M1gw1 − χ

2
M1gw2 − M2gwM2

 
(7) 

پار     های  اکه در این روابط  بده   EDو IA ،ID ،GA ،GDمتر
 :صورت

(IA,ID) = ∫ ρ(1,z2)dz
h/2

-h/2

 

(GA,GD) = ∫ G(1,z2)dz
h/2

-h/2

 

ED = ∫
E

1-ν2
z2dz

h/2

-h/2

 

(8) 

اسددتفاده از روش مودهای فرضددی،  برای .شددوندتعریف می 
به   یه  ییجا جا ای های زاو

xψ (x,y,t)  و
yψ (x,y,t)  به  و یی  جا جا

 :به صورت w(x,y,t)عرضی 

(9)      x x

n
ψ ψ

x k k

k=1

ψ x,y,t = φ x,y A t  

(10)      y y

n
ψ ψ

y k k

k=1

ψ x,y,t = φ x,y A t
 

(11)      
n

w w

k k

k=1

w x,y,t = φ x,y A t
 

که در آن شوند بیان می  xψ

kφ x,y ، yψ

kφ x,y  و

 w

kφ x,y  به ترتیبk ییجاجابه امین شکل مود متناظر با 

ای زاویه
xψ  وyψ  یی عرضی جاجابهوw و ندسته xψ

kA t، 

 yψ

kA t  و w

kA t  متناظر با تأثیر ضرایبk  امین تابع شکل

با استفاده  شوند.مود مربوطه هستند که مختصات مودال نامیده می
جرم یی و سرعت عرضی جاجابه(، 11از رابطه )

1M چرخ جلو 
  :( قابل بیان هستند12و عقب به صورت )

 

wj(t)=wj (xj,yj
,t) = ∑ φk

w (xj,yj
)Ak

w(t)

n

k=1

, 

ẇj(t)=ẇj (xj,yj
,t) 

          = ∑(φk,x
w (xj,yj

) ẋ1 + φk,y
w (xj,yj

) ẏ1) Ak
w(t)

n

k=1

 

         +∑ φk
w (xj,yj

) Ȧk
w(t)

n

k=1

, 

(12) 

سیال،     ست. ا j=1,2که در آن   شدن  به دلیل غیرلزج فرض 
شددود و فشددار  سددیال به ورق تنش برشددی اعمال نمیاز سددوی 

بر سددطح ورق عمود اسددت. این فشددار     دینامیکی سددیال کاملا 
شتاب  شده و به   نظر در ورق دینامیکی به عنوان تابعی از  گرفته 

 [18] شود( تعیین می13) صورت رابطه

(13) p=mf

∂2w

∂t2
 

که در آن  
fm شود و برای ورق شناور  جرم افزوده نامیده می

 :( به صورت1بر سطح آزاد شکل )
 

(14) mf = −
ρf

μ
[

e-2μhf+1

e-2μhf − 1
] 

سبه می   ست که به   μکه در آن شود  محا یک ثابت حقیقی ا
 :صورت

 

(15) μ=π√
1

a2
+

1

b2
 

شار دینامیکی      تعیین می  صل از نیروی ف شود. کار مجازی حا

 :سیال و نیروی میرایی دمپر سیستم تعلیق هر دو چرخ به صورت

δwn.c. = ∬ mf

∂2w

∂t2A

δwdA 

+c(ẇA − χ2ẇ2)(−δwA+χ
2
δw2) 

 

+c(ẇB − χ1ẇ1)(−δwB+χ
1
δw1) 

(16) 

که درآن شود  محاسبه می  
Aw  وBw دو  عرضی یی جاجابه

ستم          سی ستند که به  صلب ه سم  چرخ عقب و   تعلیق انتهای ج
مرکز   عرضییی جاجابهبه  (17)اند و به صورت جلو متصل شده
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 :شوندچرخش جسم صلب مرتبط می جرم و زاویه

wA=wM2
−

L0

2
sin(θ), 

wB=wM2
+

L0

2
sin(θ) 

(17) 

و  
1δw  وBδw   به های دمپر چرخ     جا جا جازی دو انت یی م
جلو و 

2δw  وAδw   به های دمپر   جا جا جازی دو انت چرخ  یی م
شان می  (  17و )( 12) ،(11دهند. از جایگذاری روابط )عقب را ن

غیرکنسددرواتیو   یافته(، نیروهای تعمیم16در عبارت کار مجازی )
 :شوندحاصل می (18)به صورت 

Qn.c.Aj
= ∬mf

A

φj
w(x,y) ∑φk

w(x,y)

n

k=1

Äk
w(t)Da 

+χ
1
cφ

j
(x1,y

1
) × [ẇM2 +

L0

2
θ̇cos(θ) 

−(∑(φk,x
w (x1,y

1
)ẋ1

n

k=1

+ φk,y
w (x1,y

1
)ẏ1)Ak

w(t) 

+∑ φk
w(x1,y

1
)Ȧk

w(t)

n

k=1

)] 

+χ
2
cφ

j
(x2,y

2
) × [ẇM2 −

L0

2
θ̇cos(θ) 

−(∑(φk,x
w (x2,y

2
)ẋ2

n

k=1

+ φk,y
w (x2,y

2
)ẏ2)Ak

w(t) 

+∑ φk
w(x2,y

2
)Ȧk

w(t)

n

k=1

)] 

Qn.c.wM2
=c× [−2ẇM2

+χ
1
(∑(φk,x

w (x1,y
1
)ẋ1

n

k=1

 

              +φk,y
w (x1,y

1
)ẏ1)Ak

w(t) + ∑ φk
w(x1,y

1
)Ȧk

w(t)

n

k=1

) 

             +χ
2
(∑(φk,x

w (x2,y
2
)ẋ2

n

k=1

+ φk,y
w (x2,y

2
)ẏ2)Ak

w(t) 

           +∑φk
w(x2,y

2
)Ȧk

w(t)

n

k=1

)] 

Qn.c.θ =
cL0

2
× [−L0θ̇+χ

1
(∑(φk,x

w (x1,y
1
)ẋ1

n

k=1

 

          +φk,y
w (x1,y

1
)ẏ1)Ak

w(t) + ∑φk(x1,y
1
)Ȧk

w(t)

n

k=1

) 

          −χ2 (∑(φk,x
w (x2,y

2
)ẋ2

n

k=1

+ φk,y
w (x2,y

2
)ẏ2)Ak

w(t) 

        +∑φk
w(x2,y

2
)Ȧk

w(t)

n

k=1

)] 

(18) 

( در عبارات 12( و )11(، )10(، )9روابط ) با جایگذاری 

لاگرانژین سیستم تشکیل عبارت  ( و7انرژی جنبشی و پتانسیل )

(L=KE PE) و  حاصلجایگذاری عبارت لاگرانژین  و سپس
 :( در معادلات لاگرانژ18) یافته نیروی تعمیم

 

d

dt
(

∂L

∂Ȧj
ψx

) −
∂L

∂Aj
ψx

=0,            j=1,...,n 

d

dt
(

∂L

∂Ȧ
j

ψy
) −

∂L

∂A
j

ψy
=0, 

d

dt
(

∂L

∂Ȧj
w
) −

∂L

∂Aj
w =Q

n.c.Aj
w , 

d

dt
(

∂L

∂ẇM2

) −
∂L

∂wM2

=Q
n.c.wM2

, 

d

dt
(
∂L

∂θ̇
) −

∂L

∂θ
=Q

n.c.θ
 

(19) 

حدداکم بر   ت، معددادلاθو بددا فرض کوچددک بودن زاویدده 
مختصات مودال و مختص 

2Mw  وθ  دست  ه ب (20)به صورت
  :دنآیمی

xx

yy

2

ψψ

ψψ

w w

2 M

AT 0 0       0       0

A0 T 0      0       0

0 0 T     0       0 A

0 0 0      M      0 w

0 0 0      0       I θ

  
  
  
  
  
  
  
  

   

 

x

y

2

ψ

ψ

w

1 2 3

T
M2

2

T 0

3

A0 0 0      0       0

A0 0 0      0      0

+ 0 0 Y      Y      Y A

w0 0 Y    2c     0

cL θ
0 0 Y   0     

2

 
   
   
   
   
   
   
   
   

  
 

 

x

y

2

ψ

1 2 3

ψT

2 4 5

T T w

3 5 6 7 8

M43

2

0

53

AΛ Λ Λ 0 0

Λ Λ Λ 0 0 A

+ Λ Λ Λ Λ Λ A

w0 0 K 2k 0

θkL
0 0 K 0

2

 
  
  
  
  
  
  
  
    

  

 

T

0 0 f(t) 0 0     

(20) 

صات مودال   wAو  xψA ،yψA که در آن  بردار حاوی مخت
 :که به صورت دهستن
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Aψx = [A1
ψx(t), A2

ψx(t),...,An
ψx(t)]

T

 
Aψy = [A1

ψy
(t), A2

ψy
(t),...,An

ψy
(t)]

T

 
Aw = [A1

w(t), A2
w(t),...,An

w(t)]T 

(21) 
 های ضددرایب ماتریسددی به صددورتشددده و درایهمشددخص  
 :شوندتعیین می (25تا ) (22) روابط

 

Tjk

ψx = ∬IDφj
ψx(x,y)φk

ψx(x,y)dA
A

 

T
jk

ψy
= ∬ IDφ

j

ψy
(x,y)φ

k

ψy
(x,y)dA

A

 

Tjk
w = ∬(IA+mf)φj

w(x,y)φk
w(x,y)dA

A

 

 

       +M1(χ1φj
w(x1,y

1
)φk

w(x1,y
1
) 

 

       +χ2φj
w(x2,y

2
)φk

w(x2,y
2
)) 

(22) 

Y1jk=2M1 × [χ1(ẋ1φj
w(x1,y

1
)φk,x

w (x1,y
1
) 

+ẏ
1
φj

w(x1,y
1
)φk,y

w (x1,y
1
)) 

+χ
2
(ẋ2φj

w(x2,y
2
)φk,x

w (x2,y
2
) 

+ẏ
2
φj

w(x2,y
2
)φk,y

w (x2,y
2
))] 

+c×[χ1φj
w(x1,y

1
)φk

w(x1,y
1
) 

+χ
2
φj

w(x2,y
2
)φk

w(x2,y
2
)] 

Y2j = −c(χ1φj
w(x1,y

1
)+χ

2
φj

w(x2,y
2
)) 

Y3j =
cL0

2
(−χ1φj

w(x1,y
1
)+χ

2
φj

w(x2,y
2
)) 

(23) 

Λ1jk = ∬ [ED (φj,x

ψxφk,x

ψx)
A

+ GD (φj,y

ψxφk,y

ψx) 

        +ksGA(φj
ψxφk

ψx)] dA 

Λ2jk = ∬ [νED (φj,x

ψxφ
k,y

ψy
)

A

+ GD (φj,y

ψxφ
k,x

ψy
)] dA 

Λ3jk = −∬ ksGA(φj
ψxφk,x

w )
A

dA 

Λ4jk = ∬ [ED (φ
j,y

ψy
φ

k,y

ψy
)

A

+GD (φ
j,x

ψy
φ

k,x

ψy
) 

        +ksGA (φ
j

ψy
φ

k

ψy
)] dA 

Λ5jk = −∬ ksGA (φ
j

ψy
φk,y

w )
A

dA 

Λ6jk = ∬ksGA(φj,x
w φk,x

w

A

+ φj,y
w φk,y

w )dA 

         +M1[χ1(ẋ1
2φj

w(x1,y
1
)φk,xx

w (x1,y
1
) 

         +2ẋ1ẏ1φj
w(x1,y

1
)φk,xy

w (x1,y
1
) 

        +ẏ
1
2φj

w(x1,y
1
)φk,yy

w (x1,y
1
)) 

         +χ
2
(ẋ2

2φj
w(x2,y

2
)φk,xx

w (x2,y
2
) 

         +2ẋ2ẏ2φj
w(x2,y

2
)φk,xy

w (x2,y
2
) 

        +ẏ
2
2φj

w(x2,y
2
)φk,yy

w (x2,y
2
))] 

        +c[χ1(ẋ1φj
w(x1,y

1
)φk,x

w (x1,y
1
) 

        +ẏ
1
φj

w(x1,y
1
)φk,y

w (x1,y
1
)) 

        +χ
2
(ẋ2φj

w(x2,y
2
)φk,x

w (x2,y
2
) 

      +ẏ
2
φj

w(x2,y
2
)φk,y

w (x2,y
2
))] 

       +k[χ1φj
w(x1,y

1
)φk(x1,y

1
)+χ

2
φj

w(x2,y
2
)φk(x2,y

2
)] 

 

Λ7j = −k(χ1φj
w(x1,y

1
)+χ

2
φj

w(x2,y
2
)) 

Λ8j =
kL0

2
(−χ1φj

w(x1,y
1
)+χ

2
φj

w(x2,y
2
)) 

K43=Λ7
T(t) − c[χ1(ẋ1Φ,x

wT(x1,y
1
) + ẏ1Φ,y

wT(x1,y
1
)) 

      +χ
2
(ẋ2Φ,x

wT(x2,y
2
) + ẏ2Φ,y

wT(x2,y
2
))] 

 

K53=Λ8
T(t) +

cL0

2
[−χ1(ẋ1Φ,x

wT(x1,y
1
) 

      +ẏ
1
Φ,y

wT(x1,y
1
)) +χ

2
(ẋ2Φ,x

wT(x2,y
2
) 

     + ẏ2Φ,y
wT(x2,y

2
))] 

(24) 

(25   )f̄j = (M1 +
M2

2
) g × (χ1φj

w(x1,y
1
)+χ

2
φj

w(x2,y
2
)) 

 

صات مودال   nو  k=1,...,nو  j=1,...,nکه در آن   تعداد مخت

Φ,xدرنظرگرفته شده است و 
w وΦ,y

w به صورت: 
Φ,x

w(xi,yi
) = [φ1,x

w (xi,yi
),...,φ

n,x
w (xi,yi

)]
T

 

Φ,y
w(xi,yi

) = [φ1,y
w (xi,yi

),...,φ
n,y
w (xi,yi

)]
T

 

(26) 
برای ورق با  اسدددت. (i=1,2)که در آن  شدددوندتعریف می 

شددرایط مرزی منتخب، توابع مثلثاتی که شددرایط مرزی را ارضددا  
 .شوندگرفته می نظر کنند به عنوان توابع شکل درمی
گاه سددداده   به تکیه  برای ورق با هر چهار ل  بر این اسددداس،  
(SSSSتوابع شکل ): 

φi
w(x,y)=sin

mπx

a
sin

nπy

b
 

φi
ψx(x,y)=cos

mπx

a
sin

nπy

b
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φ
i

ψy
(x,y)=sin

mπx

a
cos

nπy

b
 

(27) 
و   x=aو x=0 هایگاه سدداده در لبهو با شددرایط مرزی تکیه 
 :توابع شکل y=b (SFSF)و  y=0های آزاد در لبه
 

φ
i
w(x,y)=sin

mπx

a
 

φ
i

ψx(x,y)=cos
mπx

a
 

φ
i

ψy
(x,y)=sin

mπx

a
 

(28) 
و   x=aو  x=0های گاه سدداده در لبهو با شددرایط مرزی تکیه 
 :توابع شکل y=b (CFCF)و  y=0های گیردار در لبه
 

φi
w(x,y)=cos

2mπx

a
− 1 

φi
ψx(x,y)=sin

mπx

a
 

φ
i

ψy
(x,y)=sin

mπx

a
 

(29) 

به ترتیب مودهای  nو  mکه در آنها  شوند درنظرگرفته می 
 در صورت در  ارتعاشی در راستای طولی و عرضی ورق هستند.    

سرعت ثابت     نظر شکل مود و حرکت با  سم   Vگرفتن اولین  ج
سان کننده     ا امتداد طولی از روی خط میانی و موازی بصلب نو

 :ورق

x1(t)=χ
1
(Vt), y1(t)=χ

1

b

2
 

x2( t) = χ2(Vt −
L0

2
), y2(t)=χ

2

b

2
 

(30) 

متحرک  کنندهگرفتن ورود یک جسم صلب نوسان    نظر و در 
ه ببر روی ورق بلافاصددله پس از خروج جسددم صددلب قبلی،   

ا شرایط مرزی منتخب  ب متناظر ورق جایگذاری شکل مود وسیله
( تا 22)( در روابط 29( تا )27از یکی از مجموعه توابع شددکل )

-درجه آزادی حرکت سددیسددتم پیوسددته ورق  پنج معادله، (25)
 :شودحاصل می (31)متحرک  به صورت  صلب جسم

 

(31                                   )m(t)η̈+c(t)η̇+k(t)η=f(t) 

=η که در آن  [A1

ψx ,A1

ψy
,A1

w,wM2
,θ]

T

ضددرایب ماتریسددی   و 

Tpتوابعی متناوب با دوره تکرار بار     = (a+L0)/V   که هسدددتند 
0زمانی  در بازه ≤ t ≤ Tp ( تعیین 35( تا )32به صورت روابط )

 :شوندمی
 

11

22

33

11 1 D

22 2 D

33 3 f 1

m 0 0       0       0

0 m 0      0       0

m(t) 0 0 m    0       0

0 0 0      1       0

0 0 0      0      1

m =K I ab,

m =K I ab,

m =K (1+m )+0.5rαQ (t)

 
 
 
 
 
 
 
 

 
(32) 

  c(t) =

[
 
 
 
 
0       0        0         0          0
0       0        0         0          0
0       0       c11      c12      c13

0       0       c21      2ξΩ0   0
0       0       c31       0      6ξΩ0]

 
 
 
 

 

c11=0.5rαΩ̄Q2(t)+ξΩ0α(1 − r)Q1(t), 

c12 = −ξΩ0α(1 − r)Q3(t), 

c13 = 0.5L0ξΩ0α(1 − r)Q4(t), 

c21 = −ξΩ0Q3(t), 

c31 =
6ξΩ0

L0

Q4(t) 

(33) 

k(t) =

[
 
 
 
 
 
k11      k12      k13      0      0
k21      k22      k23      0      0
k31      k32      k33     k34   k35

0          0         k43     Ω0
2     0

0          0         k53      0     3Ω0
2]
 
 
 
 
 

 

k11=π2 (K̄4ED

b

a
+K̄5GD

a

b
) +ksabK̄1GA, 

k12 = π2(K̄6νED+K̄7GD), 

k13 = −πbksK̄8GA, 

k21 = k12, 

k22 = π2 (K̄9ED

a

b
+K̄10GD

b

a
) +ksabK̄2GA, 

k23 = −πaksK̄11GA, 

k31 =
−πksK̄8GA

IAa
, 

k32 =
−πksK̄11GA

IAb
, 

k33 =
π2ksGA

IAab
(K̄12

b

a
+K̄13

a

b
) 

      −0.5rαΩ̄
2
Q5(t)+0.5(1 − r)αΩ0

2Q1(t) 

      +0.5(1 − r)αΩ̄ξΩ0Q2(t), 
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k34 = −0.5(1 − r)αΩ0
2Q3(t), 

k35 = 0.25L0(1 − r)αΩ0
2Q4(t), 

k43 = −0.5Ω0
2Q3(t) − Ω̄ξΩ0Q6(t), 

k53 =
1

L0

(3Ω0
3Q4(t)+6Ω̄ξΩ0Q7(t)) 

(34) 

(35     )                             f(t) = [000.5αgQ3(t)00]T 

 زمانی بازه و برای
pt T 

 

 
m(t)=m(t − Tp), c(t)=c(t − Tp) 

k(t)=k(t − Tp), f(t)=f(t − Tp) 

(36) 

 است و 

(37) Ω=π2h√
E

12ρ(1 − ν2)
(
1

a2
+

1

b2
) 

 :شوند( تعریف می38) ه صورت رابطهو سایر پارامترها ب
 

α=
2M1+M2

IAab
,       γ=

πV

aΩ
, Ω̄=γΩ, 

 

r=
2M1

2M1+M2

,       Ω0 = √
2K

M2

, 
 

ξ=
2c

2Ω0M2

,        m̄f =
mf

IA
 

(38) 

که در آن  
fm و ود شنامیده میه پارامتر بدون بعد جرم افزود

های ثابت
1K  13تاK  و توابع

1Q (t)  تا
7Q (t)   به شرایط مرزی

( و  SFSF، )(SSSS) شددرایط مرزی برای که ارنددورق بسددتگی 
(CFCF)   یب از طریق روابط ) به بل     41و )( 40(، )39ترت قا  )

 :تعیین هستند

 
K̄1=...=K̄13=0.25 

Q1(t)=χ
1
sin2(τ)+χ

2
sin2(τ − L̄), 

Q2(t)=χ
1
sin(2τ)+χ

2
sin2(τ − L̄), 

Q3(t)=χ
1
sin(τ)+χ

2
sin(τ − L̄), 

Q4(t)=χ
2
sin(τ − L̄) − χ1sin(τ), 

Q5(t) = Q1(t), 

Q6(t)=χ
1
cos(τ)+χ

2
cos(τ − L̄), 

Q7(t)=χ
2
cos(τ − L̄) − χ1cos(τ) 

(39) 

K̄1=K̄2=K̄3=K̄4=K̄8=K̄10=K̄12=0.5, 

K̄5=K̄6=K̄7=K̄9=K̄11=K̄13=0 
Q1(t)=χ

1
sin2(τ)+χ

2
sin2(τ − L̄), 

Q2(t)=χ
1
sin(2τ)+χ

2
sin2(τ − L̄), 

Q3(t)=χ
1
sin(τ)+χ

2
sin(τ − L̄), 

Q4(t)=χ
2
sin(τ − L̄) − χ1sin(τ), 

Q5(t) = Q1(t), 

Q6(t)=χ
1
cos(τ)+χ

2
cos(τ − L̄), 

Q7(t)=χ
2
cos(τ − L̄) − χ1cos(τ) 

(40) 
K̄1=K̄2=K̄4=K̄10=0.5, 

K̄5=K̄6=K̄7=K̄8=K̄9=K̄11=K̄13=0, 

K̄3=1.5,K̄12=2 

Q1(t)=χ
1
(cos(2τ) − 1)2+χ

2
(cos2(τ − L̄) − 1)2, 

Q2(t) = −4(χ1(cos(2τ) − 1)sin(2τ) 

            +χ
2
(cos2(τ − L̄) − 1)sin2(τ − L̄)), 

Q3(t)=χ
1
(cos(2τ) − 1)+χ

2
(cos2(τ − L̄) − 1), 

Q4(t) = −χ1(cos(2τ) − 1)+χ
2
(cos2(τ − L̄) − 1), 

Q5(t) = 4(χ1(cos(2τ) − 1)cos(2τ) 

            +χ
2
(cos2(τ − L̄) − 1)cos2(τ − L̄)), 

Q6(t) = −2(χ1sin(2τ)+χ
2
sin2(τ − L̄)), 

Q7(t)=2(χ1sin(2τ) − χ2sin2(τ − L̄)) 

(41) 
 که در این روابط

 

(42) 
τ = Ω̄t,L̄ =

πL0

a
 

   .است
 دلات دیفرانسيل حاكم بر دیناميك سيستم معا

 متحرک اينقطهجسم -ورق

 به منظور استفاده از روش مودهای فرضی برای استخراج معادله   

سئله،   سیل     حاکم بر دینامیک م شی و پتان ابتدا عبارت انرژی جنب
( نوشددته  43به صددورت ) ای متحرکجرم نقطه –سددیسددتم ورق 

 :شودمی
 

KE=
1

2
∬ [∫ ρ(u̇2+v̇2 + ẇ2)dz

h/2

-h/2

] dA
A

 

      +
1

2
M(ẋM

2 +ẏ
M
2 +ẇ2

M) 
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PE=
1

2
∬ [∫ (σxxεxx+σyyεyy+σzzεzz

h/2

-h/2A

 

     +2σxy𝜀xy+2σxz𝜀xz+2σyz𝜀yz)dz]dA − MgwM 

(43) 
 ( منجر به رابطه  43( در روابط )3( تا ) 1جایگذاری روابط )   

 :شود( می44)

KE=
1

2
∬ [ID (ψ̇x

2+ψ̇
y
2) +IAẇ2] dA

A

 

      +
1

2
M(ẋM

2 +ẏ
M
2 +ẇ2

M) 

PE=
1

2
∬ [ED (ψx,x

2 +ψ
y,y
2 +2νψ

x,x
ψy,y)

A

 

    +GD (ψx,y
2 +ψ

y,x
2 +2ψ

x,y
ψy,x) 

    +ksGA (ψx
2+ψ

y
2+ψ

z,x
2 +ψ

z,y
2 -2ψ

x
ψz,x-2ψ

y
ψz,y)] dA 

   −MgwM 
(44) 

ستفاده از رابطه   نیروی فشار   (، کار مجازی حاصل از 13) با ا
   :شود( تعیین می45دینامیکی سیال به صورت )

 

(45) δwn.c. = ∬ mf

∂2w

∂t2A

δwdA 

گذاری روابط )      جای بارات انرژی  11) ( و10، )(9با  ( در ع
 ( و تشددکیل  45عبارت کار مجازی ) ( و44جنبشددی و پتانسددیل )

L=KE)لاگرانژین سددیسددتم  − PE) نیروی تعمیم  مؤلفهیین و تع
 :غیرکنسرواتیو یافته

 

(46       )Qn.c.Aj
= ∬ mfA

φ
j
w(x,y)∑ φ

k
w(x,y)n

k=1 Äk
w(t)dA 

 

ب      گذاری ع ته   لاگرانژین ارتو جای یاف  (46) و نیروی تعمیم 

 :معادلات لاگرانژ در
d

dt
(

∂L

∂Ȧj
ψx

) −
∂L

∂Aj
ψx

=0,j=1,...,n 

d

dt
(

∂L

∂Ȧ
j

ψy
) −

∂L

∂A
j

ψy
=0, 

d

dt
(

∂L

∂Ȧj
w
) −

∂L

∂Aj
w =Q

n.c.Aj
w 

(47) 

، گاه سدددادهورق با تکیهدرنظرگرفتن اولین شدددکل مود  باو  
ای متحرک از روی خط میانی و موازی   برای وقتی که جرم نقطه  

  کندددعبور می V بددا امتددداد طولی ورق بددا سدددرعددت ثددابددت

(xM(t)=Vt,yM(t) =
b

2
و بلافاصدددله پس از خروج جسدددم     (

متحرک از روی ورق، جسم متحرک دیگری با همان مشخصات    
ضی لازم،   شود، پس از بر روی ورق وارد می انجام عملیات ریا

   درجه آزادی که حرکت سددیسددتم پیوسددته   سددهسددیسددتم  معادله
صیف می -ورق صورت  جرم متحرک را تو صل    (48)کند، به  حا
 :شودمی
(48) m(t)η̈+c(t)η̇+k(t)η=f(t) 

=ηکه در آن   [A1

ψx ,A1

ψy
,A1

w]
T

و ضددرایب ماتریسددی توابعی  

زمانی  هسدددتند که در بازه (Tp=a/V)تکرار بار  متناوب با دوره

p0 t T  ( تعیین می35( تا )94به صورت روابط )شوند: 
 

 

11

22

33

11 D

22 D

2

33 f

m 0 0

m(t) 0 m 0

0 0 m

m =I ab,

m =I ab,

m =(1+m )+4αsin τ

 
 

  
  

 
(49) 

c(t) = [
0       0       0
0       0       0
0       0      c33

] 
 

c33=4αΩ̄ sin 2 τ 
(50) 

k(t) = [

k11     k12     k13

k21     k22     k23

k31     k32     k33

] 

 

k11=π2 (ED

b

a
+GD

a

b
) +ksabGA, 

k12 = π2(νED+GD), 
k13 = −πbksGA, 
k21 = k12, 

k22 = π2 (ED

a

b
+GD

b

a
) +ksabGA, 

k23 = −πaksGA, 
(51) 

k31 =
−πksGA

IAa
, 

k32 =
−πksGA

IAb
, 

k33 =
π2ksGA

IAab
(
b

a
+

a

b
) -4αΩ̄

2
sin2(τ) 

f(t) = [0     0     4αgsin(τ)]T 

(52) 
زمانی  و برای بازه

pt T 
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m(t)=m(t − Tp), c(t)=c(t − Tp) 

k(t)=k(t − Tp), f(t)=f(t − Tp) 

(53) 
    به صورت    αپارامتردر این روابط  که است

(54) 
A

M
α=

I ab
 

    شود.تعریف می
 

 تئوري فلاكه در آناليز پایداري

( 2گرفته شده برای جسم متحرک در شکل ) نظر برای دو مدل در

 ،جسم متحرک -(، از معادلات حاکم بر دینامیک سیستم ورق3و )
شود ، ملاحظه می(53تا ) (48) روابط و (36تا ) (31) روابط شامل

که سیستم مذکور یک سیستم متغیر با زمان خطی با ضرایب 
توانند به شکل می حاکم معادلات در هر دو مدل، کهمتناوب است 

 :فضای حالت زیر نوشته شوند
 

p p

q =R(t)q+P(t)

R(t+T )=R(t), P(t+T )=P(t)





 

(55) 

یداری             پا نالیز  کان آ که ام که، روشدددی اسدددت  تئوری فلا
کند  میهای خطی همگن با ضددرایب متناوب را فراهم سددیسددتم

 در معادله P(t)، با کنار گذاشتن بخش بر اساس این روش .]35[
 گرفتن این معادله به فرم نظر ( و در55حالت ) -فضا

 

p

q =R(t)q

R(t+T )=R(t)





 

(56) 
جرم متحرک  –پایداری پارامتریک سیستم ورق  امکان مطالعه 

 R(t)های ماتریسایهرشود. با توجه به اینکه ابعاد و دفراهم می

سازی و مقادیر پارامترهای مدل بستگی دارد، این به شیوه مدل
ز روش تئوری فلاکه بتوان اثر که با استفاده ا انتظار وجود دارد

سازی و پارامترهای مدل را بر روی نتایج آنالیز پایداری مدل شیوه

 جسم متحرک بررسی کرد.    -دینامیکی سیستم ورق
های معادلات روش تئوری فلاکه پایداری تمام حلدر  

( 56دیفرانسیل معمولی و خطی با ضرایب متناوب به فرم )

( برای 56) ین این تئوری، حل معادله. برای تبیشوندمشخص می
 شرایط اولیه

0q =q(0)  نظر به صورت زیر دردر حالت کلی 
 :شودگرفته می

 

(57) 0 0q(t)= (t)q  
 

در واقع  
0 (t) های آن از یک ماتریس پایه اسددت که سددتون

با   اند.( تشددکیل شددده56ن )همگ های مسددتقل خطی معادلهحل
 :به صورت Cتعریف ماتریس 

  

(58) 0 pC (T )  

( 56) گیری عددی از رابطهتوان ملاحظه کرد که با انتگرالمی 
ه را ب C( ماتریس85توان از )تناوب، می زمانی یک دوره در بازه
کند که اگر تمامی مقادیر ویژه ت آورد. تئوری فلاکه بیان میدس

 در صفحه (0,0)در داخل یک دایره واحد به مرکز  Cماتریس 
مختلط باشند، سیستم پایدار است و اگر حداقل یکی از مقادیر 

د، سیستم ناپایدار گرفته باش مذکور قرار ویژه در خارج از دایره

  خواهد بود.
 

 پایداري  آناليزنتایج 

گاه با تکیه شناور بر روی سیال در این بخش یک ورق مستطیلی

 ، مدول یانگm1/0 ، ضخامتm1 ، عرضm5 به طول ساده

Gpa2003 جرم واحد حجم و 3/0 ، ضریب پواسونkg/m7850 

گرفته شده است  نظر در های متحرکپی جسمدرپیتحت عبور 

به این ترتیب که فرض شده بلافاصله پس از خروج یک جسم 

متحرک از روی ورق، جسم متحرک دیگری با همان مشخصات 

 شود.جسم قبلی بر روی ورق وارد می
با استفاده از روش تئوری فلاکه، نتایج آنالیز پایداری دینامیکی  

ای متحرک طهجسم متحرک برای دو مدل جرم نق -سیستم ورق
و جسم صلب نوسان کننده متحرک از طریق مشخص کردن 

ارائه  (α,γ)بعد بیپارامترهای  نواحی پایدار و ناپایدار در صفحه
های مدل بر تحرک و پارامترمسازی جسم مدل شده و اثر شیوه

 گرفته است.   روی نتایج آنالیز پایداری مورد مطالعه قرار

 (Matlab) افزار متلبدر محیط نرمای بر این اساس، برنامه 

 ،پارامترهای مسئله از نوشته شده است که به ازای مقادیر منتخب

این ماتریس را  را تشکیل داده و مقادیر ویژه C ماتریس پایه

مرز حاصل شده،  کند. سپس با استفاده از مقادیر ویژهمحاسبه می

‖λC‖)ایدار توسط کانتور بین نواحی پایدار و ناپ = تشخیص  (1

. با اجرای این برنامه، نواحی پایدار و ناپایدار در بازه شودداده می

0 < α ≤ 0و  5 < γ ≤ پارامترهای از صفحه 2.5 α,γ تعیین
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  اند.شده
 لیزآنا نتایج بر رویتعداد شکل مودها  اثر برای بررسی ابتدا 

 از و چهارم سوم ،مود اول، دوم املش شکل چهار ،پایداری
به ترتیب متناظر با ( 27) توابع شکل مجموعه m=1,n=1،

 m=1,n=2، m=2,n=1 و m=2,n=2 و  گرفته شده نظر در
 مرحله به ترتیب با لحاظ یک شکل مود شامل فقط شکل چهاردر 

سه شکل مود  ،اول و دوم هایمود اول، دو شکل مود شامل مود
شامل چهار شکل مود  و نهایتا اول، دوم و سوم  هایشامل مود

یستم آنالیز پایداری دینامیکی س ،مودهای اول، دوم، سوم و چهارم
پارامترها تعیین  و مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار در صفحه انجام

دهد اند. این مقایسه نشان میایسه شده( با هم مق4و در شکل )
عداد تگرفتن  نظر مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار حاصل از درکه 

. بر این اساس شکل مودهای متفاوت بسیار به هم نزدیک هستند
ا ، فقط بسیستم روند بررسی آنالیز پایداری دینامیکی در ادامه

درنظرگرفتن شکل مود متناظر با  m=1,n=1  نسبت به انجام
 اند.دست آمدهه آنالیز پایداری دینامیکی اقدام و نتایج ب

( اثر مقدار پارامتر بدون بعد جرم افزوده 5شکل ) 
fm  را بر

نه دهد. همان گوروی مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار نشان می
رق با سیال در تماس شود نسبت به حالتی که وکه ملاحظه می

نیست )
fm 0تماس سیال با سطح تحتانی ورق ناحیه ناپایدار ،) 

سیستم را کاهش داده و با افزایش مقدار 
fm  پایداری سیستم

 شود.می تقویت
 

 
 

ار اثر تعداد شکل مودها بر روی مرز بین ناحیه پایدار و ناپاید  4 شکل

کننده تحت اثر جسم صلب نوسان مستطیلی در تماس با سیال پایداری ورق

r) متحرک = 0.05, ξ = 1, Ω0 = 100, L0 = 1m, m̄f = 1) 

 

 
 

اثر تغییر پارامتر بدون بعد جرم افزوده   5 شکل
fm  بر روی نقشه پایداری

تحت اثر جسم صلب  مستطیلی در تماس با سیال پایداری ورق دینامیکی

r) متحرک کنندهنوسان = 0.05, ξ = 1, Ω0 = 500, L0 = 1m) 

 

عه      طال های      به منظور م پارامتر قادیر  لب   اثر م جسدددم صددد
ر دبر روی نتایج آنالیز پایداری دینامیکی،  کننده متحرکنوسدددان

های      این بخش اثر پارامتر قادیر   ،ξم
0، r  و

0L   بر روی
ست. نتایج در چهار مرحله، هر     شده ا سی    نوبت نتایج آنالیز برر

،ξگرفتن سددده پارامتر از پارامترهای     نظر با ثابت در   
0،r  و

0L و تغییر یکی از آنها، در صفحه γ α اثر تغییر  اند.ارائه شده
و  ξ،0،rپارامترهای مقادیر 

0L به   پایداری بر روی نقشددده
 .    ستا ( نشان داده شده9( و )8(، )7(، )6) ترتیب در شکل

و  ξدهند که افزایش مقدار( نشان می7) ( و شکل6) شکل 

0 ناپایدار در صفحه سبب افزایش ناحیه γ α و شودمی 

 یا ξهر یک از مقادیر که با افزایششود همچنین ملاحظه می

0 منحنی مرز پایداری دینامیکی ورق تحت اثر جسم صلب ،

 متحرک به منحنی مرز پایداری دینامیکی ورق تحت نوسان کننده

ای متحرک متصل با یک میله صلب و با دوره نقطه اثر دو جرم

از روی ورق  تناوب عبور
p 0T =(a+L )/V کند. این نتیجه میل می

ادیرافزایش بسیار مق مبین این واقعیت فیزیکی است که در نتیجه

ξ یا 
0 ،( 2در شکل) به شاسی جسم متحرک چرخ اتصال دو، 

نوسان کننده به دو به اتصال صلب نزدیک شده و جسم متحرک 

 شود.صلب تبدیل می ای متحرک متصل با یک میلهنقطه جرم
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 ورق دینامیکی بر روی نقشه پایداری ξ تغییر نسبت میراییاثر   6 شکل

 متحرک کنندهتحت اثر جسم صلب نوسان مستطیلی در تماس با سیال

(r = 0.05,Ω0 = 10, L0 = 1m,m̄f = 1
 
) 

 

 
 

 تغییر فرکانساثر   7 شکل
0 ورق دینامیکی پایداری بر روی نقشه 

 متحرک کنندهتحت اثر جسم صلب نوسان مستطیلی در تماس با سیال

(r = 0.05, ξ = 1, L0 = 1m,m̄f = 1) 
 

 
 

مستطیلی  ورق دینامیکی یبر روی نقشه پایدار rنسبت جرمی اثر   8 شکل

 متحرک کنندهتحت اثر جسم صلب نوسان در تماس با سیال

(Ω0 = 100, ξ = 1, L0 = 1m,m̄f = 1) 

 
 

در  ورق دینامیکی پایداری بر روی نقشه L0 طول جسم صلباثر   9 شکل

 متحرک کنندهتحت اثر جسم صلب نوسان تماس با سیال

(r = 0.2, ξ = 1,Ω0 = 20, m̄f = 1) 

 

پایداری  بر روی نقشه  r(، اثر تغییر نسبت جرم 8) در شکل  
جرم  نسبت دهند که با افزایشبررسی شده است. نتایج نشان می   

چرخ 
1M      ناپایدار افزایش      به جرم کل جسدددم متحرک، ناحیه
بد  می r. منحنی یا 1 که    مب جرم دو مجموع ین حالتی اسدددت 

شدددود و یا به عبارت  چرخ با جرم کل جسدددم متحرک برابر می
سی    شا دیگر جرم 

2M        سان کننده صلب نو شده و جسم    صفر 
صله متحرک به دو جرم نقطه  ای به فا

0L شود.   از هم تبدیل می
سه  rمنحنی مقای 1  با منحنی مرز پایداری مربوط به ورق تحت

طه  له    اثر دو جرم نق فاصددد به   ای متحرک 
0L 1m  با دوره  و 

تناوب عبور از روی ورق 
0T=(a+L ) / V دهد که این نشددان می

 هم منطبق هستند. بر دو منحنی کاملا 
جسددم صددلب متحرک   ( اثر تغییر طول9در شددکل ) 

0L  بر

(،  6روی نقشه پایداری بررسی شده است. برخلاف نتایج شکل )
ξدهند که افزایش هر یک از پارامترهای ( که نشان می8( و )7)

 ،
0 وr  ( نشان  9شود، شکل )  ناپایدار می سبب افزایش ناحیه

دهد که افزایش طول جسم صلب   می
0L   سبب تقویت پایداری

 شود.   می و کاهش ناحیه ناپایدار سیستم دینامیکی
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در  ورق دینامیکی بر روی نقشه پایداری  h ضخامت ورقاثر   10 شکل

 متحرک کنندهتحت اثر جسم صلب نوسان تماس با سیال

(r = 0.2, ξ = 1,Ω0 = 20, L0 = 1m,m̄f = 1) 

 

سیستم    اثر ضخامت ورق بر روی شرایط پایداری دینامیکی    

گونه که   ( مورد بررسددی قرار گرفته اسددت. همان10در شددکل )

ضعیف پایداری       ملاحظه می سبب ت ضخامت ورق  شود کاهش 

یک   سیستم شده و همچنین با کاهش مقدار کافی ضخامت ورق    

پارامترها افزوده   ناپایدار در صددفحه ناپایدار به سددطح ناحیه زبانه

 شود.می

و  (SSSS)، (SFSF)( اثر سدده شددرط مرزی  11شددکل )در  

(CFCFبر روی مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار ) سیستم ورق– 

صلب متحرک   سه قرار  جسم  گونه که   هماناند. گرفته مورد مقای

( به CFCF( و )SFSF) شددود ورق با شددرایط مرزی ملاحظه می

را به خود اختصددا   ناپایدار  یب بیشددترین و کمترین ناحیهتتر

ند داده ظه می     . ا یب ملاح که  به این ترت قیود   نظیمت با  شدددود 

 پایداری دینامیکی سیستم شد.   تقویتسبب  توانمی گاهیتکیه

 ( نتایج آنالیز پایداری دینامیکی حاصل از در12در شکل ) 

ای متحرک و جسم صلب نوسان جرم نقطه لو مددگرفتن  نظر

حی . تفاوت بین منحنی مرز بین نواده با هم مقایسه شده استنکن

بین به دست آمده از هر دو مدل جسم متحرک، م ناپایدار و پایدار

سازی جسم متحرک بر روی نتایج مدل شیوه اثر قابل ملاحظه

همیت جسم متحرک و ا –آنالیز پایداری دینامیکی سیستم ورق

دست آوردن ه انتخاب مدل مناسب برای جسم متحرک برای ب

 نتایج صحیح در آنالیز پایداری است.

 

 

 
 

ماس با در ت ورق دینامیکی پایداری بر روی نقشهشرایط مرزی اثر   11 شکل

 متحرک کنندهتحت اثر جسم صلب نوسان سیال

(r = 0.1, ξ = 1,Ω0 = 100, L0 = 1m,m̄f = 1) 

 

 
 

 ورق در تماس با سیال قایسه بین نتایج آنالیز پایداری دینامیکیم  12 شکل

کننده متحرک ای متحرک و جسم صلب نوسانمدل جرم نقطه دوحاصل از 

,r=0.05,ξ=1) با مشخصه Ω0=100, L0=1,m̄f = 1) 

 

 سنجي نتایجصحت

گیرد. نتایج این تحقیق به دو روش مورد بررسی قرار میصحت 

ز بین نواحی پایدار و ناپایدار حاصل از این در روش اول مر

ر ای با نتیجه متناظر دجرم متحرک نقطه-مطلعه برای سیستم ورق

سازی شود و در روش دوم از طریق شبیهمقایسه میمطالعه دیگر 

ی پاسخ دینامیکی نقطه میانی ورق به ازای نقاط متعلق به نواح

ن دو ای مرز بین ایپایدار و ناپایدار صحت نتیجه به دست آمده بر

 گیرد.ناحیه مورد بررسی قرار می
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گاهی ساده، به ، با شرایط تکیهخلأمربعی واقع در برای ورق  

 ، چگالیGpa200متر، مدول الاستیسیته  3/0متر، ضخامت  2ضلع 
3kg/m7850 ای از روی و تحت عبور متوالی جرم متحرک نقطه

 –سیستم ورقن نواحی پایدار و ناپایدار مرز بیخط میانی ورق، 

از روش تئوری فلاکه در  به دست آمدهای جرم متحرک نقطه

 با نتیجه متناظر به دست آمده از روش هارمونیکمطالعه حاضر 

اند. مقایسه شدهبا هم ( 13در شکل ) [30] بالانس نموی در مرجع 

و به  دهدمیرا نشان مرز به دست آمده  دو نزدیکیاین مقایسه 

ار قرتأیید این ترتیب نتیجه به دست آمده از مطالعه حاضر مورد 

 گیرد. می
 

 
 

حت عبور تورق در خلأ  آنالیز پایداری دینامیکی همقایسه بین نتیج  13 شکل

 [30]مرجع  مطالعه حاضر و  حاصل از ایجرم متحرک نقطه
 

 به منظور بررسی صحت نتایج در روش دوم، به عنوان نمونه، 

سازی ( از طریق شبیه31کارگیری معادله )( با به7ایج شکل )نت

 شود. پاسخ دینامیکیپاسخ دینامیکی نقطه میانی ورق بررسی می

های صلب متحرک با نقطه میانی ورق به عبور متوالی جسم

مشخصه 
0r=0.05,ξ=1,L =1m وα=3,γ=1  واقع در ناحیه

پایدار 
0 =10,100,500  و ناحیه ناپایدار

0 =1000  و

0  ( نشان داده شده است. همان گونه که 14در شکل )

-14ب( و )-14الف(، )-14های )شود پاسخ در شکلملاحظه می

ر( فزاینده  -14د( و )-14های )ج( محدود و پایدار و در شکل

( 7)ت و به این ترتیب نتایج به دست آمده در شکل و ناپایدار اس

 گیرند.مورد تأیید قرار می
 

 

 
 )الف(

 

 
 )ب(

 

 
 )ج(
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 )د(

 
 )ه(

ال در تماس با سیمیانی ورق  پاسخ دینامیکی نقطه سازیشبیه  14 شکل

 های صلب نوسان کنندهتحت عبور متناوب جسم

 (r = 0.05, ξ = 1, L0 = 1m, m̄f = 1,α=3,γ=1) 

𝛺0لف( ا) = 𝛺0 ب()، 10 = 𝛺0ج( )، 100 = 𝛺0 د()، 500 = 1000 ،

𝛺0 ()ه → ∞ 

 

 بنديجمع

در این پژوهش، با استفاده از روش تئوری فلاکه پایداری یک 
تحت اثر عبور  در تماس با سیال مستطیلی نسبتا  ضخیمورق 

های متحرک مورد بررسی قرار گرفته است. در مدل متناوب جسم
گرفته شده برای جسم متحرک، شاسی جسم متحرک به  نظر در

 در نظر گرفته شده که از صورت یک جسم صلب با طول معین
یک سیستم تعلیق یکسان به چرخی متصل  از طریقهر دو انتها 
است. معادلات دیفرانسیل متغیر با زمان حاکم بر ارتعاشات شده 

ای فرضی روش موده تئوری ورق میندلین و سیستم با استفاده از
اند و نتایج آنالیز پایداری دینامیکی سیستم از طریق دست آمدهه ب

پارامترهای  تعیین مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار در صفحه

اثر تماس سیال با ورق، ضخامت و شرایط  اند.سیستم معرفی شده
اثر سختی و میرایی سیستم تعلیق، نسبت  مرزی ورق و همچنین
م متحرک و طول جسم متحرک بر روی جرم چرخ به جرم جس

مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار بررسی شده است. به منظور 
نتایج آنالیز  سازی جسم متحرک بر رویمدل بررسی اثر شیوه

ای، آنالیز جرم نقطه لگرفتن مد نظر پایداری دینامیکی، با در
در و با نتیجه حاصل از  شده انجامسیستم نیز  پایداری دینامیکی

 نظر گرفتن مدل جسم صلب نوسان کننده مقایسه شده است.
 .بندی کردتوان جمعدست آمده را به شرح زیر میهنتایج ب
 
دهند که تماس سیال با ورق، شرایط مرزی و نشان می نتایج .1

پارامترهای سختی و میرایی سیستم تعلیق،  ضخامت ورق،

و طول جسم  کل جسم متحرکنسبت جرم چرخ به جرم 
متحرک بر روی نتایج آنالیز پایداری  صلب نوسان کننده

 .دارای اثر قابل ملاحظه هستند دینامیکی
. افزایش مقدار پارامتر بدون بعد جرم افزوده سبب تقویت 2

جرم  -پایداری دینامیکی سیستم ورق در تماس با سیال
 شود.متحرک می

یط ای بر روی شراگاهی ورق اثر قابل ملاحظه. قیود تکیه3
گاهی پایداری دینامیکی ورق دارد و تنظیم مناسب قیود تکیه

 شود.جسم متحرک می –سبب تقویت پایداری سیستم ورق

. کاهش ضخامت ورق سبب گسترش ناحیه ناپایدار و تضعیف 4
شود و  با کاهش کافی مقدار ضخامت پایداری سیستم می

ارامترها ه پورق، یک زبانه ناپایدار نیز به ناحیه ناپایدار در صفح

 شود.    افزوده می
افزایش  و  افزایش میرایی دمپر یا سددختی فنر سددیسددتم تعلیق  .5

  ناحیه رشدنسبت جرم چرخ به جرم کل جسم متحرک سبب  

 شود.ناپایدار و تضعیف پایداری سیستم می
شود که افزایش طول جسم صلب سبب تقویت ملاحظه می .6

 .شودناپایدار می هپایداری دینامیکی سیستم و کاهش ناحی

دست آمده برای سیستم ه مقایسه بین نتایج پایداری دینامیکی ب .7
ای جسم متحرک حاصل از هر دو مدل جرم نقطه-ورق

دهد که متحرک و جسم صلب نوسان کننده متحرک نشان می

ای بر روی سازی جسم متحرک اثر قابل ملاحظهمدل شیوه
مدل  و عدم انتخاب ردستم دانتایج آنالیز پایداری دینامیکی سی

مناسب برای جسم متحرک سبب به دست آمدن نتایج نادرست 
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 شود. در آنالیز پایداری می
 

 تقدیر و تشكر
 

 فهرست علایم

a. طول ورق 
b. عرض ورق 
h. ضخامت ورق 

fh عمق سیال 
x,y,z. ها در دستگاه مختصاتمؤلفه 

t. زمان 

w(x,y,t). جایی در جهت محور جابهz 

xu (x,y,t) جایی در جهت محور جابهx 

yu (x,y,t) جایی در جهت محور جابهy 

E. مدول الاستیسیته ورق 

L.  پارامتر بدون بعد طول 
G. مدول برشی ورق 

M. ای متحرکجرم جسم نقطه 

1M. جرم چرخ جسم صلب متحرک 

2M. جرم شاسی جسم صلب متحرک 

fm جرم افزوده 

fm پارامتر بدون بعد جرم افزوده 
p

 دینامیکی سیال فشار 

0L. طول شاسی جسم صلب متحرک 

I. گشتاور اینرسی حول مرکز جرم 
k. سختی فنر سیستم تعلیق 
c. میرایی دمپر سیستم تعلیق 

1 1 1(x ,y ,w  ختصات چرخ جلوم .(

2 2 2(x ,y ,w  مختصات چرخ عقب .(

H(t). تابع هیویساید 

1t̂.    لحظه ورود چرخ جلو روی ورق 

2t̂.   لحظه ترک ورق توسط چرخ جلو 

3t̂. عقب روی ورق   لحظه ورود چرخ 

4t̂. لحظه ترک ورق توسط چرخ عقب 
w

kA (t).  مختصk  ام نظیر شکل مودw

kφ  

 xψ

kA t.  مختصk ام نظیر شکل مودxψ

kφ 

 yψ

kA t.  مختصk ام نظیر شکل مودyψ

kφ 
n. تعداد مختص مودال 

n.c.δw. کار نیروی غیرکنسرواتیو 

A BW ,W. جایی دو انتهای جسم صلب جابه 

n.c.Q. کنسرواتیونیروی تعمیم یافته غیر 

L لاگرانژین 
V. سرعت جسم متحرک 

pT.   زمان تناوب 

r.  بت جرم چرخ کل      نسددد به جرم  ها 
 جسم 

 

 یوناني علایم

α. مپارامتر بدون بعد جر 
γ. پارامتر بدون بعد سرعت 

0. پارامتر فرکانسی جسم صلب 

ξ. پارامتر بدون بعد میرایی 

. پارامتر فرکانسی ورق 
ρ. چگالی ورق 

fρ چگالی سیال 
ν.   ضریب پواسون 

0δ.   تغییر استاتیکی 

1 2, . ضرایب وابسته به تابع هیویساید 
θ   زاویه چرخش جسددم صددلب حول

 محور موازی با صفحه ورق

ψ   زاویه چرخش جسددم صددلب حول

 محور عمود بر صفحه ورق

xψ ای حول محورجایی زاویهجابهy  

yψ ای حول محورجایی زاویهجابهx 
w

kφ (x,y)  شکل مودk جایی ام نظیر جابهw 
xψ

kφ (x,y)  شکل مودk جایی ام نظیر جابه
xψ 

yψ

kφ (x,y)
 yψجایی ام نظیر جابه kشکل مود  

 

 واژه نامه 
 Dynamic Stability پایداری دینامیکی
 Floquet Theory تئوری فلاکه
 Mindlin Plate ورق میندلین
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 Added Mass جرم افزوده 
 Vibration Amplitude دامنه ارتعاشی

جسم صلب نوسان 

 کننده

Oscillating Rigid Body 

 -برهمکنش سیال 
 سازه

Fluid–Structure Interaction 
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