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 هارمونیک یدیفرانسیلمربعات 
 مقاله پژوهشی 

 (2)پوربیگرضا                             (1)حسن شکراللهی
 

  نواختیکریغ عیگرافن با توز یهاتوسددپ پتکت شدد  تیتقو یتیکامپوز ریت کی یرخطیخمش غ لیو تحل هیپژوهش تجز نیدر ا  چکیده

مرتبه اول   یبرش  نظریۀ تغییر شکل  براساس پژوهش  نیحاکم در ا یرخطیغ لیفرانس ی. معادلات داست  و ارائه ش   یضخامت، بررس   یدرراستا 
صل ح اقل انرژ  س  یو ا ستخراج  ل،یپتان ستفاد  ش   و   ا س یاز روش مربعات د باا ش   کیهارمون یلیفران ست  حل  و م ول   یکی. خواص مکانا

از  چنینهماست. ش  ش   محاسبه   اصتح  یتسا  -نیهالپ یکیکرومکانیاز م ل م بااستفاد  با پتکت گرافن  ش   تیتقو تیکامپوز مؤثر کیالاست 
سبت   نییتع یاختتط برا ۀقاع  سون پن ش     مؤثر وا ستفاد   ست  ا ستان ارد کامپوز  یرهایت نیب یاسه ی. ابت ا مطالعات مقاا و   یم رج تابع یتیا

ش   یهابا پتکت ش   تیتقو یرهایت ست  گرافن، ارائه  شرا   ا سپس اثرات  سر وزن  ،یمرز پیو  گرافن و تع اد   یهاپتکت عیتوز یو الگو یک

روش   یبالا تیقابل ۀدهن نشددانپژوهش  نیا جی. نتااسددتهمورد مطالعه قرار گرفت یتیکامپوز یرهایت یرخطیخمش غ یهایژگیبر و هاهیکل لا
نشان   یامترمطالعات پار چنینهم. باش  یش  ، م تیتقو یتیکامپوز یرهایت یدست آوردن رفتار خمش  هو ب یرخطیحل مسائل غ  یبرا یشنهاد یپ

تع اد کل   شیافزا ن،یا برعتو . اب ییکاهش م ریت زیو خ افتهیبهبود  ریت یخمشدد مگرافن، اسددتحکا یهاپتکت یکسددر وزن شیبا افزا ده یم
 .هموارتر شود ریضخامت ت یدرراستاتنش  عیکه توز شودیبا پتکت گرافن، سبب م ش  تیتقو تیکامپوز یهاهیلا
 

 .کیهارمون یلیفرانسیگرافن، مربعات د یهاپتکت ت،یخمش، کامپوز ر،یت یرخطیغ لیتحل  های کلیدیواژه

 

 
 مقدمه

 ترین عواملیکی از مهم هاکنن  تقویتدر علوم مهن سی 
شمار هب در تیرهای کامپوزیتی ایجاد استحکام و سفتی

به نام  ج ی ی ۀپرکنن رون . با پیشرفت علم نانو، می
این ، ها معرفی ش پتکت گرافن برای تقویت کامپوزیت

خواص مکانیکی، حرارتی، الکتریکی و نوری  هاپتکت
ها این، گرافن برعتو . [3-1]ای دارن  فوق العاد 

را برای طراحی و پیشرفت کاربردهای  زیادی متقاضیان
مانن   ،های نانوالکترومکانیکیمختلف سیستم

ها، حسگرهای جرم و گاز، ترانزیستورها و نانوکامپوزیت
. [6-4] ان جذب کرد  به خود هادینیمههای دستگا 

 انواع مختلفی از محصولات گرافن، مانن  پتکت گرافن

                                                           
 باش .می 25/12/1400 و تاریخ پذیرش آن 15/11/1400 تاریخ دریافت مقاله 

  Email: hshokrollahi@khu.ac.ir.دانشگا  خوارزمی، تهران، مهن سی و فنی ۀگرو  مهن سی مکانیک، دانشک ( نویسن ۀ مسئول، استادیار، 1)

 .تهران ،یدانشگا  خوارزم، یمهن سو  یفن ۀدانشک  ک،یمکان یگرو  مهن س ،کارشناس ارش  (2)

(Graphene Nanoplatelets)  ،طوربهو اکسی  گرافن 

 های کامپوزیتی استفاد گسترد  در اجزای ساختاری ساز 
 که در کارهای تجربی و نظری نشان طورهمانشود. می

سطح وسیعی یی که گرافن دارای جاآناز ، است داد  ش 

های پتکت ،پلیمری است هایبرای پیون  با زنجیر 
کنن   در ماتریس های تقویتنانوپرکنن   عنوانبهگرافن 

  ندار یکربن ۀنانولول بهنسبتتری پلیمری تعامل قوی
پذیری مناسب و خواص انعطاف دلیلبهپلیمرها . [7]

های الاستومری برای ماتریس عنوانبهفیزیکی مطلوب 
های کامپوزیتی بسیار مورد توجه قرار استفاد  در ساز 

در مطالعات مختلفی نشان داد  . [10-8] ان گرفته
توان  رفتار خمشی مق ار کمی گرافن می که است ش 
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. [11,12] تیر کامپوزیت اپوکسی گرافن را بهبود بخش 
م رج  ۀمادیک ا بکه ساخت یک ساز   جاآناز عتو ، به

که در آن مق ار  (Functionally graded material) تابعی

ضخامت تغییر  یدرراستا پیوسته طوربهپتکت گرافن 
 از یک چی مان چن لایه برای ،کن ، بسیار دشوار استمی

شود. در این حالت، هر لایه ساز  استفاد  میساخت این 

ی درراستاو توزیع مناسبی  استدارای کسر وزن ثابتی 
 .[13,14] شوددر نظر گرفته میها ضخامت لایه

ساختارهای نانوکامپوزیتی توسپ بسیاری از محققان 
ها تحت بارهای برای توصیف خواص و رفتار آن

. بی گلی ان استاتیکی و دینامیکی مورد مطالعه قرار گرفته
ی را برای تجزیه و تحلیل بن فرمول [15]و عارفی 
ری م رج کامپوزیت پلیم اتحفمیکروص ارتعاشات

کردن .  های گرافن ارائهش   با نانوپتکتتقویت وتابعی 
را  ش  بن یدرجه فحاتصمیکرو ۀان ازها وابستگی آن

گرادیان کرنش مورد بررسی قرار  ۀنظریدر نظر گرفتن با 
مختلف  یهاعیاز نظر توز یع د جینتا .دادن 

 یبرا یتفکه ح اکثر س نشان دادگرافن  یهانانوپتکت
ی خط عیتوز یبرا یتفو ح اقل س یسهم عیتوز

 تأثیر [16]یانگ و همکاران  . یآیدست مهب هاپتکت
های مکانیکی و بر واکنش پتکت گرافن نانوذرات

را مورد م رج تابعی ش   دینامیکی ساختارهای تقویت
از  یکیالکترون کروسکوپیم ری . تصاودندا مطالعه قرار

داد که  نشان یاپوکس سیسطوح شکست ماتر

چن   یکربن یهانانولوله یبیترک یهانانوپرکنن  
 یکربن یهانانولوله بهنسبتهای گرافن پتکت/ج ار 

 یریپذانحتلهای گرافن چن تایی و پتکتچن  ج ار  

و سبب افزایش مقاومت کششی  دهن می را نشان یبالاتر
های کمانش پوسته [17]کاران . دانگ و هم نشوساز  می
ش   با گرافن ای نانوکامپوزیت متخلخل تقویتاستوانه

از  بااستفاد را با حرکت چرخشی  ش   تابعیبن یطبقه
ها آن یع د جینتا .ن داد روش گالرکین مورد مطالعه قرار

پتکت  ۀپرکنن نانو یکه افزودن مق ار کم داد نشان

 ۀیناحشکل قبل از کمانش و عرض  رییتوان  تغیم گرافن

کاهش و انواع  یقابل توجه زانیرا به م یی کمانشانتها
 با بررسی ده . شیکمانش را افزا یبحران یبارها

 نواختیکریمتقارن و غ یبا الگوها یااستوانه یهاپوسته

 تأثیر نیهترتخلخل بم عیتوزهای گرافن، پتکت
. خود نشان دادی کامپوزیت از تف  را بر س کننتیتقو

تیر  سازی ع دیشبیه یک المان [18] براتی و شاهوردی

اجباری یک  اتبرای تجزیه و تحلیل ارتعاش را مرتبه بالا
در  های گرافنپتکت ش   بانانوکامپوزیت تقویتتیر 

مورد بررسی قرار دادن . نتایج این های حرارتی محیپ
ابل ق طوربه ی تیرکینامیدخیز که داد  نشانبررسی 

ها پتکت عی، نوع توزکسر وزنی تأثیرتحت  یتوجه
بار  کیو فرکانس تحر کیدما، بستر الاست ریی، تغگرافن

 [19]عارفی و همکاران  .باش می ش  اعمال یکینامید
و تع اد  کسر وزنیپارامترهای متع دی مانن  درص   تأثیر
 نانوتیرهایها را بر تجزیه و تحلیل خمش غیرمحلی لایه

تع اد  . دنکر ارائه های گرافنپتکت ش   توسپتقویت
بر  یقابل توجه طوربهها نانوپتکت ۀهن سو  هالایهکل 
ها با طول خاص، نانوپتکت طوربهگذارد. یم تأثیر جینتا
تر با کاهش سفت یساختارهاتیرهایی با منجر به  شتریب

 ون .شیم ییجاهجاب  انیم یکل
 یارتعاش آزاد ساختارها ایدر مطالعه [20]ضیایی  
اثرات یی و گرما پیبور در مح  یتریگرافن و ن ۀیلاچن 

را  یعیطب یهادما بر فرکانس رییطول و تغ اسیپارامتر مق
 سوالرنیروی وان ، منظور نی. ب مورد بررسی قرار داد

 -لنارد ۀمعادلاز  بااستفاد  کامپوزیت را بین صفحات
دو  ۀش اصتحورق  ۀنظریو از  کرد سازیم ل جونز

ارتعاشی صفحات مرکب  خواص سازیم لمتغیر  برای 

گرافن/برن نیتری  یا صفحات مرکب با چی مان  ۀلایتک
که طرح  داد نشاناین بررسی  جینتا .دکر عمودی استفاد 

خارج  نرمالبر فرکانس  تنهابور   یتریگرافن و ن یهاهیلا

 و افزایش گذاردیم تأثیر هیاز فاز نانوصفحات چن لا
بور مورد استفاد  در ساختار   یترین یهاهیتع اد لا
ی بیساختار ترک یعیکاهش فرکانس طب سبب ،ناهمگن

رفتار ارتعاش بع  از  ]21[و همکاران  ورزن یان شود.می



 پوررضا بیگ -حسن شکراللهی 25

 

4001، دو ، شمارۀ سهو  سال سی  نشریۀ علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک  

گرافن دولایه تحت بار حرارتی  ۀصفحکمانش یک نانو
گرافن  ۀصفح. نانورا مورد بررسی و مطالعه قرار دادن 

اثر  بااورتوتروپیک غیرکتسیک  ۀصفحیک  صورتبه

بن ی فرمولبرای . است ش  سازیم لمقیاس کوچک 
فرضیات غیرخطی  وتئوری ورق کیرشهف  از این مطالعه

 گنایرین غیرمحلی ۀالاستیسیت و تئوری فون کارمن

اعمال اثر و  ییجاجابه -روابپ کرنش برای ترتیببه
که  داد نشاناین مطالعه نتایج . است استفاد  ش ان از  

در رفتار ارتعاش  سزاییهب تأثیرپارامتر مقیاس و تغییر دما 
. بهرامی و کرد  دارن کمانشغیرخطی نانوساختارهای 

گرافن  اکسی  ۀنانوذرافزایی دو اثر هم ]22[همکاران 
ها با درص  وزنی چن ج ار کربنی ۀ نانولولیافته و کاهش

 بر روی خواص مکانیکی نانوکامپوزیت اپوکسی متفاوت
بررسی و مطالعه سازی مستقیم، را مورد با روش مخلوط

توزیع نانوذرات و نوع  در این مطالعه با آنالیز. قرار دادن 

، مشاه   ش  با هاشکست، آنالیز سطح شکست نمونه
م ول یانگ، تنش ها نانوپرکنن   اختتط افزایش نسبت

گیری افزایش چشم صورتبه یمنهایی و تنش تسل
 .استهیافت

ی         باتوجه    پ  ماهیت غیرخطی  های فیزیکی،  به 
به معادلات غیرخطی   هاپ ی   ریاضددی این سددازیم ل

از  بااسددتفاد شددود. بنابراین، بای  این معادلات میمنتهی 
سب روش شین   طالعات شون . م  حل یهای ع دی منا پی

شدد   با  قویتخمش غیرخطی تیرهای ت تنها به بررسددی

رای موارد مح ود شدددرایپ مرزی  ب های گرافن پتکت 
-Closed) های فرم بسددتهحلرا  هاکه در آنان  پرداخته

form expression)     فاد ئه  از سدددری فوریه   بااسدددت ارا

ست  ش   مورد  از مقالات، روش ریتز  دیگر در برخی .ا
و معددادلات حدداکم و روش حددل   توجدده قرارگرفتدده

 .است ائه ش مختصر ار صورتبه

تجزیه و تحلیل خمش ، حاضر پژوهشه ف از  
های ش   با پتکتتقویت یغیرخطی یک تیر کامپوزیت

 (Graphene platelets reinforced composite) گرافن

ی درراستا نواختیکو غیر نواختیک توزیع با

نظریۀ  براساس. معادلات دیفرانسیل حاکم تضخامت اس
از اصل ح اقل  بااستفاد و برشی مرتبه اول  تغییر شکل

از  بااستفاد سپس  و است استخراج ش  انرژی پتانسیل

 Harmonic) هارمونیک یدیفرانسیلمربعات روش 

differential quadrature method (HDQM))  حل
که در مرور مراجع گذشته اشار   طورهمان .است ش 

های ع دی روشاز  ش ، در کارهای غیرخطی، عم تاً
 است دیگر )روش ریتز، المان مح ود و...( استفاد  ش 

کارهای گذشته  بهنسبتکه از این جنبه، پژوهش حاضر 
 تسای -هالپین یم ل میکرومکانیکمتمایز است. 

(Halpin–Tsai model) ش   برای تعیین م ول اصتح
 های گرافنش   با پتکتیانگ تیرکامپوزیت تقویت مؤثر

 Rule of) این، قانون اختتط برعتو . است ش اعمال 

mixture)  مورد استفاد   مؤثر سوناپونسبت برای تعریف
. برای اطمینان از کاربرد این روش، استهقرار گرفت

و  ی م رج تابعی معمولیای برای تیرهامطالعات مقایسه
 مجانا های گرافن،ش   توسپ پتکتتقویتتیرهای 
ها، کسر سپس اثرات شرایپ مرزی، تع اد لایه گرفته و

های بر ویژگی گرافن هایپتکت وزنی و الگوی توزیع
های ش   با پتکتخمش غیرخطی تیرکامپوزیت تقویت

 .است ، مطالعه ش گرافن
 

 هبندی مسئلفرمول

لایه  n کامپوزیت با تیرشامل  مسئلهبن ی این فرمول 

باش  که در می L ولو ط h لگرافن با ضخامت ک پتکت
این تیر شامل  ۀلای. هر است نمایش داد  ش  (1)شکل 

با  های گرافنپتکت ش   توسپماتریس پلیمری تقویت

  )Wg%(متمایز و کسر وزنی h/n1h = ضخامت ثابت
 ی گرافنهاضخامت تیر، توزیع لایه یدرراستا .باش می

م رج  صورتبهو یا  نواختیک صورتبهاست  ممکن

های توزیع پتکت در این مطالعه الگوهای .باش تابعی 
نشان داد   (1)ش   در شکل در نظر گرفته گرافن

های بالا و ، لایهX-GPLRC وزیعت . در نوعاست ش 

که درحالی استکسر جرمی  پایین تیر دارای بیشترین
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 ،حرکت به سطح میانی تیر با ،توزیع این پارامتر
 این، کسر وزنی برعتو  .یاب خطی کاهش می صورتبه

 صورتبه O-GPLRC در تیر های گرافنتوزیع پتکت

میانی افزایش  ۀصفحسمت بهخطی از صفحات بیرونی 
کسر وزنی  یاب . این ب ان معناست که ح اکثر مق ارمی

رامتر امیانی و ح اقل میزان توزیع این پ ۀلایدر سطح و 

 .شود   میهای خارجی مشاهدر لایه

 

ش   با سه تقویت یپیکربن ی شماتیک تیرکامپوزیت  1شکل 

 پتکت گرافن الگوی مختلف توزیع

 

ام،  k ۀلایددبرای  نپتکددت گراف  کسدددر حجمی   
Vg  صورتبه

(k)بن ی  فرمول صورتبهو  شودتعریف می

 :[23] شودزیر نمایش داد  می
 

U − GPLRC: Vg
(k)
=

Wg

Wg +
ρg
ρm

(1 −Wg)
 

 

X − GPLRC: Vg
(k)
=

2|2k − n − 1|Wg

n [Wg +
ρg
ρm

(1 −Wg)]
 

 

O − GPLRC: Vg
(k)
=

2(N − |2k − n − 1|)Wg

n [Wg +
ρg
ρm

(1 −Wg)]
 

(1) 
تع اد کل برای  Wو   n،ρ برای تعریف پارامترها از 

استفاد  چگالی جرمی و کسر وزنی  ،های تیرلایه
پتکت  به ترتیببه m و g هایزیرنویس و استش  

که هن سه و ابعاد  جاآندارن . از  و ماتریس اشار  گرافن

ای بر خواص عم   تأثیرهای جام  پرکنن  
، برای برآورد [24,25]های پلیمری دارن  کامپوزیت

ش   با قویتتهای یانگ کامپوزیت مؤثرم ول 
 ش  از م ل میکرومکانیک اصتح های گرافننانوپتکت

تایج تجربی . ن[26] است ش استفاد   تسای -هالپین

را برای  تسای -هالپین ۀش تحاص م ل سنجیصحت
توسپ شکریه با توزیع تصادفی  های گرافنتکپت ذرات

 ،. درنتیجه[27] استیی  ش  أو همکاران بررسی و ت

به شرح  مطرح ش  پوزیت مام کا k ۀلای مؤثرم ول یانگ 
 .است تعریف ش ( 3رابطۀ )گذاری در ( با جای2رابطۀ )

(3) 
عرض و ضخامت   ،طول و E پارامتر م ول یانگ با 

ن      کت گرافن   های نانوپرکن یب به  چنینهمپت  با  ترت
  برعتو . شدددون مایش داد  مین gt و ga، gb هایان یس

ام  k ۀلای (ν) سددوناپونسددبت اختتط،  ۀقاع این، طبق 
 مطرح( 4رابطۀ ) صددورتبه شدد  تعریفتیر کامپوزیت 

 شود.می
 

ν(k) = νm(1− Vg
(k)
) + νgVg

(k)
 (4) 

-First) برشددی مرتبه اول نظریۀ تغییر شددکلطبق  

Order Shear Deformation Theory)  یی  جاجابهمی ان
مل   و  تیر عادلات کرنش اجزای تیر شددددا غیرخطی   م

 :به شرح زیر است (Von Kármán) کارمنفون
 

 

u(x, z) = u0(x) + zϕ(x) 
w(x, z) = w0(x) 

 

(5) 

ξ
L
=
2ag

tg
, ξ
T
=
2bg

tg
 

η
L
=

Eg
Em

− 1

Eg
Em

+ ξ
L

, η
T
=

Eg
Em

− 1

Eg
Em

+ ξ
T

 

(2) 

E(k) =
3

8

1 + ξ
L
η
L
Vg
(k)

1 − η
L
Vg
(k)

Em +
5

8

1 + ξ
T
η
T
Vg
(k)

1 − η
T
Vg
(k)

Em 
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γ
xz
(x, z) = ϕ(x) +

dw0(x)

dx
εyy(x, z) = εzz(x, z)

= γ
xy
(x, z) = γ

yz
(x, z) = 0 

(6) 
کرنش الاسددتیک  -به م ل سدداختاری تنش باتوجه 

ی های درون  تنش ،خطی زیر  صدددورتبه ام تیر  k ۀلا
 شود:تعریف می

 

σxx
(k)(x, z) = 

 

E(k)

1 − (ν(k))2
[
du0(x)

dx
+ z

dϕ(x)

dx
+
1

2
(
dw0(x)

dx
)

2

] 

 

τxz
(k)
(x, z) =

E(k)

2(1 + ν(k))
(ϕ(x) +

dw0(x)

dx
) 

 

σyy
(k)(x, z) = σzz

(k)(x, z) = τxy
(k)(x, z) 

= τyz
(k)
(x, z) = 0 

(7) 
صل   ،یابی به معادلات حاکم م نظربرای دست   از ا

  ( اسدددتفاد 8رابطۀ )ح اقل انرژی پتانسدددیل به شدددرح 
انرژی جنبشی و  U ،انسیلتانرژی پ Πشود که در آن می

S  استش   توسپ نیروهای خارجی انجامکار. 
 
 

δ∏ = δ(U − S) = 0 (8)                                    
 

U = 

b

2
∫ (∑∫ (σxx

k εxx + ksτxz
k γ

xz
)

h
2
−(k−1)Δh

h
2
−kΔh

n

k=1

dz)dx
L

0

 

(9) 

 ترتیببه ضریب تصحیح برشی عرض تیر و پارامتر 

در این معادلات مقادیر  که ان داد  ش  نمایش  sk و b با

5 ضریب تصحیح برشی برابر با
6

کار  .شودفرض می 

 :، برابر است باq(x)ش   توسپ نیروهای خارجی انجام
 

S = b∫ q(x)w0(x)dx
L

0

 (10) 

 با ( و8) ۀمعادلدر  S و U جایگزینیبا  

حاکم  ۀمعادل ،آم  ستدهب ۀمعادلسازی یکپارچه

ش   با تیر کامپوزیتی تقویت مرزیغیرخطی و شرایپ 

 :آی می دستبهبه شرح زیر  های گرافننانوپتکت

 

A0
d2u0

dx2
+ A1

d2ϕ

dx2
+ A0

dw0

dx

d2w

dx2
= 0  (11)               

A1
d2u0
dx2

+ A2
d2ϕ

dx2
+ A1

dw0

dx

d2w

dx2
− 

ksB0 (ϕ +
dw0

dx
) = 0 

(12) 
 

A0
d2u0
dx2

dw0

dx
+ A1

d2ϕ

dx2
dw0

dx
+
3

2
A0 (

dw0

dx
)
2 d2w

dx2
 

+A0
du0
dx

d2w0

dx2
+ A1

dϕ

dx

d2w0

dx2
+ 

ksB0 (
dϕ

dx
+
d2w0

dx2
) + q = 0 

(13) 
 

[A0
du0
dx

+ A1
dϕ

dx
+
1

2
A0 (

dw0

dx
)
2

] δu0|
x=0

x=L

 

+[A1
du0
dx

+ A2
dϕ

dx
+
1

2
A1 (

dw0

dx
)
2

] δϕ|
x=0

x=L

 

+[A0
du0
dx

dw0

dx
+ A1

dϕ

dx

dw0

dx
 

+
1

2
A0 (

dw0

dx
)
2 dw0

dx
+ksB0 (ϕ +

dw0

dx
)] δw0|

x=0

x=L

 

= 0 
(14) 

تی هستن  که  فس  پارمترهای 0B و 0A ،1A ، 2Aکه  

 شون :می( محاسبه 15) ۀمعادلبه شرح 

{

A0
A1
A2
B0

} = ∑∫
E(k)

1 − (ν(k))2

{
 
 

 
 

1
z

z2

1 − ν(k)

2 }
 
 

 
 h

2
−(k−1)Δh

h
2
−kΔh

n

k=1

dz 

(15) 

 ش  مطرح شرایپ مرزی مختلف برای تیر غیرخطی 

کرد. در این مطالعه، چهار  ( فرض14رابطۀ )توان از را می

ی کشوی ،(P) پین، (Cگیردار )نوع شرایپ مرزی شامل 

(S )و آزاد (F،)  است به شرح زیر در نظر گرفته ش. 
 

Clamped(C): u0 = ϕ = w0 

Pinned(P): u0 = w0 = A1
du0
dx
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+A2
dϕ

dx
+
1

2
A1 (

dw0

dx
)
2

= 0 

Sliding(S): w0 = A0
du0
dx

+ A1
dϕ

dx
+
1

2
A0 (

dw0
dx

)
2

 

= A1
du0
dx

+ A2
dϕ

dx
+
1

2
A1 (

dw0

dx
)
2

= 0 

Free(F): A0
du0
dx

+ A1
dϕ

dx
+
1

2
A0 (

dw0

dx
)
2

 

= A1
du0
dx

+ A2
dϕ

dx
+
1

2
A1 (

dw0

dx
)
2

 

= A0
du0
dx

dw0

dx
+ A1

dϕ

dx

dw0

dx
+
1

2
A0 (

dw0

dx
)
3

 

+ksB0 (ϕ +
dw0

dx
) = 0 

(16) 
برای حل  هارمونیک یدیفرانسیلمربعات روش  

. در است ، استفاد  ش آم  دستبهمعادلات غیرخطی 
متغیر مکانی  بهنسبتیک تابع ی ئجزمشتق  ،روشاین 

گسسته، با جمع خطی مقادیر تابع وزنی در  ۀنقطدر یک 
شود. زد  مینقاط مجزا در می ان متغیر تقریب تمام

 x<L>0 ۀمح ودتابع در  یک F(x) مثال، اگر عنوانبه
 ش   گسسته تعریف ۀنقط Nباش  و در این مح ود  

( 17رابطۀ ) صورتبه ixام در نقطه  jباش ، مشتق مرتبه 
 :شودبیان می

 

djF(xi)

dxj
=∑Aik

(j)
F(xk);

N

k=1

j = 1,2,… ,  N − 1 

 

(17) 

 Aik
(j)

 تابع ام مشتق jضرایب وزنی مربوط به مرتبه  

 F(x) بهنسبت x ۀگسستنقاط  در ix  درنظر گرفته
باتوجه به معادلات حاکم و شرایپ مرزی  .است ش 
آم   در این پژوهش، لازم است مشتقات مرتبه  دستبه

مطابق روش مربعات . اول و دوم محاسبه شون 
Aij دیفرانسیلی هارمونیک، ضرایب وزنی

Aijو (1)
 برای ،(2)

i≠j خواهن  بود: (18رابطۀ ) صورتبه 
 

Aij
(1) =

(
π
2
) P(xi)

P(xj) sin[ (xi − xj)π/2]
; i,  j = 1,2, … ,  N 

 

Aij
(2) = 

Aij
(1) [2Aij

(1) − π cot (
xi − xj

2
π)] ; i,  j = 1,2, … ,  N 

(18) 

 که در آن

P(xi) = ∏ sin (
xi − xj

2
π)

N

j=1,j≠i

; j = 1,2,… ,  N (19) 

 i=jبرای 

Aij
(k) = ∑ Aij

(k)

N

j=1,j≠i

; k = 1,2; i = 1,2, … ,  N (20) 

 توزیع  در این پژوهش، لازم به ذکر است که 
  لوباتو -گوس -از تابع چبیشف بااستفاد نقاط 

(Chebyshev-Gauss-Lobatto) صورتبه xi =

1

2L
[1 − cos (

i−1

N−1
π)]  است در نظر گرفته ش .

 یدیفرانسیلمربعات  بیشتر درمورد روش تاطتعا
 [28]مرجع  مفصل در طوربهتوان را می هارمونیک

 یدیفرانسیلروش مربعات  از بااستفاد . اکنون دکر مطالعه
، (14)-(10معادلات )برای تفکیک سیستم  هارمونیک

 :آی می دستبهمعادلات غیرخطی زیر 
 

[KL] {

{u}N
{ϕ}N
{w}N

} + [KNL]

{
 
 

 
 

{{u}{w}}
N2

{{ϕ}{w}}
N2

{{w}{w}}
N2

{{w}{w}{w}}
N3}
 
 

 
 

= 

{

{0}2N+1
{q}N−2
{0}1

} 

(21) 

تی خطی و فماتریس س NLK و LK که در آن 
 3)و N3×N3دارای ابعاد  ترتیببه و هستن غیرخطی 

N×3N3)×N3 برای حل معادلات غیرخطی، ن باشمی .

حل تکرار محور برمبنای یک  ایرایانه ۀبرنامیک 
متلب  ۀبرناماز  بااستفاد  رافسون -روش نیوتن براساس

. است جا نوشته ش در این ش  های ارائهبق فرمولاطمو 

 یهاو تنش ییجاجابههای از این برنامه، می ان بااستفاد 
. لازم به ذکر است که با در نظر گرفتن  نآیمی دستبهتیر 

]0] = [NLK[  آی می دستبه خطی تیرپاسخ. 

 
 بحث نتایج و

مورد  روش پیشنهادیصحت این بخش، ابت ای در 
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یی روش حل گراهم. برای بررسی گیردارزیابی قرار می
با تع اد نقاط مختلف شبکه مورد م ل  چن ین ،پیشنهادی

که  نشان دادیی گراهمگرفت. این مطالعه  بررسی قرار
با توزیع تابع ، x یدرراستانقطه شبکه  31انتخاب 
پاسخ  ،در مسائل مورد بررسیلوباتو،  -گوس -چبیشف

در  تیر غیرخطی شده . نتایج خممی مطمئنی را ارائه
با شرایپ مرزی م رج تابعی تیرهای  خیزبرای  (2)شکل 

ش   توسپ با نتایج گزارشدر مقایسه  دو انتها گیردار،
واد م ول یانگ م .است ، ارائه ش [29] ردی و همکاران
 ۀرابطاز  بااستفاد  در جهت ضخامتم رج تابعی 

E(z) = (E1 − E2) (
z

h
+

1

2
)
p

+ E2 که  آی ،می دستبه
خواص مواد است. خواص ان یس م رج تابعی  pدر آن 

 psi :است به این صورت فرض ش  هن سی تیرمادی و 

610×30= 1E،psi 610×10= 2E ،4/0=  ν ،1= b/h ،in1 b

 مشاه   (2) که در شکل طورهمان است. = 100L/hو =
 یدیفرانسیلروش مربعات شود، نتایج فعلی با می

 دارد. با نتایج قبلی مطابقت هارمونیک
 

 
 

 ربرای تیرهای دوس خیز وسپ تیر برحسب بارنمودار   2شکل 

 م رج تابعی گیردار
 

که  ایمطالعه، یشنهادیروش پ ی بیشتربررس یبرا 

در نظر ، [14] است ش  انجامو همکاران  فنگ توسپ

ی اپوکس یمریپل سیحالت، ماتر نیا در. است گرفته ش 

 3kg/m و GPa 85/2= mE با خواص مکانیکی برابر با

1200= mρ با  هیلا 10شامل تیر  این ود.شیفرض م

های ی پتکتجرم یو چگال انگی، م ول ضخامت، ابعاد

m 1/0=h ،20= L/h ،mμ5/2 gaبرابر با  ترتیببهگرافن 

= ، mμ5/1 =gb ،mμ5/1=gt ، GPa1010 =gE  و

3kg/m1060 = gρ   خیز  ح اکثر. ]13[در نظرگرفته ش

ی و کسر وزن یمرز پیبا شرااپوکسی  -پتکت گرافن ریت

بار  یبرا (1)در ج ول های گرافن مختلف، پتکت

Q) است ارائه ش  = Q 001/0 ب ون بع  نواختیک =

qL2(1−ν2)

h2Em
ای برای چگونگی نمونه عنوانبه، چنینهم. (

یی این مطالعه در شکل گراهمیی روش حل، نتایج گراهم

که در این شکل نشان  طورهمان. است نشان داد  ش  (3)

یی مناسبی گراهم، روش حل از سرعت است داد  ش 

حاضر  جی، نتا(1)ج ول  باتوجه بهبرخوردار است. 

 مرجعمطالعات قبل ) ش   درگزارش جیبا نتا یخوببه

 [13]مرجع لازم به ذکر است که در  .مطابقت دارد ([13]

. است  شحل معادلات استفاد   یبرا تزیاز روش ر

 یبرا یاچن جمله یباتوجه به در نظر گرفتن فرم سر

مح ود  یمرز پیشرا ها،ییجاجابهتابع مفروض 

 نیا ،یلیفرانسیاما در روش مربعات د است ش 

ش   قابل ارائه یبن وجود ن ارد و فرمول تیمح ود

 یمختلف، از جمله شرط مرز یرزم پیشرا یکاربرد برا

 آزاد، خواه  بود.

 در این بخش ،روش حل پیشددنهادی   ییپس از تأ 

مورد  آن  جینتا  وشددد    انجام  یپارامتر  لی و تحل هی تجز

 .استهبررسی قرار گرفت

 هایش   با پتکتکامپوزیتی تقویت یرهایت 
 = 20L/hو  = m 01/0hبا خصوصیات  هیچن لا گرافن

این تیر کامپوزیتی  هیاست. هر لادر نظر گرفته ش  
 ی، چگال GPa 3= mE انگیبا م ول  یاز اپوکس ترکیبی

 و ،mν= 38/0 ، نسبت پواسون 3kg/m 1200=mρ یجرم

 ،GPa1010= gE م ول یانگ با های گرافنپتکت
 نسبت پواسون ، 3kg/m 5/1062=gρ یجرم یچگال
186/0=gν  و طولmμ 5/2=ga عرض ،mμ 5/1=gb  و

 .]7,30[باش  می mμ 5/1= gt ضخامت

0
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برحسب موقعیت را تیر  بع ب ون  خیز (4) شکل 

 لیهر دو تحل یمختلف برا یمرز پیشرا یبرا ،ریت یطول

، تع اد Q =02/0بار ب ون بع  با و غیرخطی  یخط

ی و الگو gW = 5/0% یکسر وزن، n=10یی برابر با هاهیلا

که در شکل  طورهمانده . یم نشان، X-GPLRC توزیع

 خیز تیر ،غیرخطی لیاز تحل بااستفاد ، نمایان است (4)

خیز ، آزادی ۀدرج، با کاهش نیا برعتو  .اب ییکاهش م

بار ب ون بع ،  ریمقاد ریسا ی. برااب ییم شیافزا تیر

. است نشان داد  ش  (5)در شکل  خیز تیرح اکثر 

ش یافزا ،است قابل مشاه  (5)که در شکل  طورهمان

و  یخط یهالیتحل نیب یدارابار منجر به تفاوت معن

این اختتف بین نتایج  مثال، عنوانبه ؛ودشیم یخطریغ

 پیبا شرا ،Q=02/0بار ب ون بع  خطی و غیرخطی، برای 

 ،%64، %16 ترتیببه C-Fو  C-C  ،C-P  ،P-Pیمرز

 باش .می %433 و 211%

 
 ی پتکت گرافن/اپوکسیتیکامپوز یرهایب ون بع  تخیز ح اکثر   1ج ول 

 

 %gW 
U-GPLRC X-GPLRC 

 درص  اختتف [13]مرجع  حاضرمطالعۀ  درص  اختتف [13]مرجع  حاضرمطالعۀ 

C-C 

5/0 004441/0 004745/0 %4/6 003430/0 003680/0 %8/6 

1 002718/0 002902/0 %3/6 001997/0 002144/0 %9/6 

5/1 001958/0 002090/0 %3/6 001408/0 001513/0 %9/6 

S-S 

5/0 021821/0 022988/0 %1/5 016742/0 017659/0 %2/5 

1 013344/0 014058/0 %1/5 009730/0 010269/0 %2/5 

5/1 009610/0 010124/0 %1/5 006856/0 007239/0 %3/5 

C-S 

5/0 009116/0 009697/0 %0/6 007012/0 007481/0 %3/6 

1 005575/0 005712/0 %4/2 004078/0 004197/0 %8/2 

5/1 004015/0 004114/0 %4/2 002874/0 002960/0 %9/2 

 

 
 

 مختلف یمرز پیشرا یبراتع اد نقاط گرهی مورد استفاد  در روش حل برحسب  ریتبع  نمودار خیز بی  3شکل 
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های پتکت عیتوز یالگوها تأثیر یمنظور بررسددبه 
شددد   با ذرات تقویت یرهایت یبر رفتار خمشددد گرافن

و   (6) هایشکل. است  ش انجام یگرید ۀمطالعگرافن، 

یب به  (7) مال و تنش  خیزح اکثر   ترت ع  ب ون   نر را  ب
سر گیردار  کی یبرا   عیتوز یسه الگو  با (C-C) تیر دو

 .دهن یم نشانهای گرافن پتکت متفاوت

 

 
 

برحسب موقعیت مکانی  ریتبع  نمودار خیز بی  4شکل 

 مختلف یمرز پیشرا یبرابع  بی

 

 
 

بع  بع  برحسب بار بینمودار ماکزیمم خیز بی  5شکل 

 مختلف یمرز پیشرا یبراواردش   بر تیر 

 

 
 

تیر تقویت ش   با  ب ون بع نمودار ماکزیمم خیز   6شکل 

 های متفاوتهای گرافن با توزیعنانوپتکت

 

 
 

ش   با تقویتبع  تیر بی نمودار ماکزیمم تنش نرمال  7شکل 

 های متفاوتگرافن با توزیعهای نانوپتکت

 

 ،ودشیم مشاه   (6)که در شکل  طورهمان 
 X-GPLRC و O-GPLRC تیرهای کامپوزیتی با توزیع

 نی. امق ار خیز هستن  نیو کمتر نیشتریب دارای ترتیببه

-X ی، الگوخیزکاهش  یده  که برایم نشاننتایج 

GPLRC  است.  هانوع توزیع نانوپتکت نیکارآم تر
پتکت  ۀنانوپرکنن  یشتریتع اد ب X-GPLRC یالگو

دارد و این امر  تیر نییبالا و پا یهادر قسمت گرافن را
و کاهش خیز تیر  ریت یخمش یتفس شیمنجر به افزا
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 1400، دو، شمارۀ سهو  سال سی  نشریۀ علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک

ها نانوپرکنن   عیتوز نیا (7)شکل  به باتوجهشود. می
 نیدر ب نرمالتنش  نیشتریب ایجاد منجر به چنینهم

 یدر الگو ،گریود. از طرف دشیمورد مطالعه م یالگوها

O-GPLRC در پتکت گرافن  ۀنانوپرکنن  یشتریتع اد ب
ب ان  نیا ،است ش  هیتعب تیر یانیسطوح م یکینزد

ها با این توزیع نانوپرکنن   ریت یخمش یتفمعناست که س

های پتکت عیتوز یالگوها تأثیر چنینهم. ب یامیکاهش 
ش   کامپوزیت تقویت یرهایت یخمش بر عملکرد گرافن
 با کسر C-Cو C-P ،P-P یمرز پیشرا با ییرهایتبرای 

آم   دستبه جیهمرا  نتابه (2)در ج ول  %5/0ی وزن
 جینتاقابل توجه این است که  ۀنکت. است فهرست ش 

  یآمی دستبه GPL یوزن یکسرها ریسا یبرا یمشابه
 .است ارائه نش  جانیدر ا ،اختصار رعایت منظوربهکه 

تیر رفتار بر  نیاثرات کسر وز (9)و  (8) یهاشکل 
نی وز یکسرها با های گرافنش   با نانوپتکتتقویت

 ده .را مورد مقایسه و بررسی قرار می %5/1و  1، 5/0

با  ،ودشیم نمودارها مشاه   نیکه در ا طورهمان

کاهش و  ، خیز تیرسیبه ماتر شتریب هایپتکت افزودن
. با بررسی این ب یامی شیافزای موجود در آن هاتنش

 نیکسر وز شیگرفت که با افزا جهینت توانبخش، می

یاب . بهبود می ریت یخمش یتف، سهای گرافنپتکت
شود، مشاه   می (9)و  (8)های که در شکل طورهمان

های گرافن، اختتف بین با افزایش کسر وزنی نانوپتکت

مثال،  عنوانبهیاب . ی و غیرخطی کاهش مینتایج خط
های خطی و غیرخطی ییجاجابهماکزیمم اختتف نسبی 

برابر با  ترتیببه %5/1و  1، 5/0نی وز یکسرهابرای 
 21، 39ها، مشابه برای تنش طوربه، و %42و  63، 113

 یاستحکام خمش شیافزاناشی از  امر نیااست.  %12و 
 رییبا تغنیز  (7)و  (6)های در شکلکه چنانهماست.  ریت

 بیدر ترت یاستحکام خمش بیترت ع،یتوز یالگو
. شودیمشاه   م یرخطیو غ یخط جینتا نیاختتف ب

، X به Uو از  Uبه  O از عیتوز یالگو رییبا تغ یعنی

 نیاختتف ببای  افزایش می یاستحکام خمش کهچنانهم
 .اب ییم شکاه ی همرخطیو غ یخط جینتا

 

 های متفاوتهای گرافن با توزیعنانوپتکتش   با تیر تقویتب ون بع   نرمالو تنش  خیزح اکثر   2ج ول 
 

  
Q = 01/0  Q = 02/0  Q = 04/0  

X-
GPLRC 

O-
GPLRC 

U-
GPLRC 

X-
GPLRC 

O-
GPLRC 

U-
GPLRC 

X-
GPLRC 

O-
GPLRC 

U-
GPLRC 

w/h; 

 خطی

C-C 28922/0 45288/0 35626/0 52388/0 71630/0 61099/0 85555/0 03796/1 94291/0 

C-P 48410/0 62151/0 54857/0 74855/0 89140/0 80840/0 06962/1 17104/1 11971/0 

P-P 68718/0 75842/0 72277/0 93815/0 99334/0 96611/0 23823/1 27925/1 25931/1 

w/h; 
 خطیغیر

C-C 30311/0 55057/0 38979/0 60621/0 10114/1 77958/0 21242/1 20299/2 55917/1 

C-P 61531/0 12775/1 79482/0 23063/1 25551/2 58963/1 46126/0 51101/4 17927/3 

P-P 46090/0 69824/2 89432/1 92181/2 39648/5 78864/3 84362/5 7929/10 57729/7 

; mE/xσ

 خطی

C-C 00660/0 00390/0 00561/0 01275/0 00670/0 01046/0 02317/0 01126/0 01831/0 

C-P 00912/0 00456/0 00731/0 01600/0 00750/0 01242/0 02673/0 01210/0 02035/0 

P-P 00616/0 00333/0 00436/0 00916/0 00502/0 00632/0 01328/1 00754/0 00903/0 

;m/Exσ 
 خطیغیر

C-C 00625/0 00484/0 00565/0 01305/0 00969/0 01131/0 02612/0 03197/0 02264/0 

C-P 00976/0 01347/0 00846/0 01952/0 05356/0 01944/0 06620/0 21391/0 07256/0 

P-P 01725/0 05270/0 01853/0 06363/0 21056/0 07050/0 24911/0 84209/0 27828/0 
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لازم به ذکر است که باتوجه به نتایج تجربی  
ش   در مراجع مختلف، افزودن مقادیر بسیار کم ارائه

قابل  صورتبهپتکت گرافن به تیر، خواص را 

های ساخت بخش  و البته مح ودیتای بهبود میمتحظه
شود. نتایج هم مانع افزایش درص  وزنی گرافن می

ده  که افزایش بیشتر ش   در مراجع نشان میگزارش

کاهش خواص گرافن، اثر تقویتی ن ارد و باعث 
 نواختیکپراکن گی غیر دلیلبهاستحکامی خواه  ش  )

درص   افت (. معمولاًکه در درص های بالاتر اتفاق می
 .[35-31]شود توصیه نمی %5تا  2وزنی بیشتر از ح ود 

 

 
 

ش   با بع  تیر تقویتیب نمودار ماکزیمم خیز  8شکل 

 های گرافن با کسرهای وزنی متفاوتنانوپتکت

 

 
 

ش   تیر تقویت ب ون بع نمودار ماکزیمم تنش نرمال   9شکل 

 های گرافن با کسرهای وزنی متفاوتبا نانوپتکت

تع اد  تأثیر یمنظور بررسبه یگرید ۀمطالعدر  
 ریبر عملکرد خمش ت های گرافنپتکت یهاهیلا

به  4ها از هی، تع اد لاهای گرافنش   با نانوپتکتتقویت

این و تنش نرمال  خیز جیتا. نستاافتهی شیافزا 10
 یهادر شکل ترتیببه، X-GPLRC، برای توزیع مطالعه

خیز  جینتا نیاختتف ب ش   ونمایش داد  (11)و  (10)

گزارش  %1کمتر از  ،مختلف یهاهیتع اد لا یبرا
 یبرا 10به  4از  هاهیتع اد لا جیحال، نتا نیا با. استش  
تفاوت  و بود  %10اختتف ح ود  یدارای نرمال هاتنش

 گزارش ش . زیناچ 10و  8های تع اد لایه با جینتا نیب

، خواص هاهیتع اد لا شیکه با افزا بود آنامر  نیا لیدل
قابل  قیدق طوربه ریمواد ت یبرا ،وستهی   پشیبن درجه
 .است یابیدست

 

 
 

ش   با تیر تقویت ب ون بع  نمودار ماکزیمم خیز  10شکل 

 های متفاوتهای گرافن با تع اد لایهنانوپتکت

 

 
 

تیر  ب ون بع  نمودار ماکزیمم تنش نرمال  11شکل 

 های متفاوتهای گرافن با تع اد لایهش   با نانوپتکتتقویت
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 1400، دو، شمارۀ سهو  سال سی  نشریۀ علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک

 یدرراستارا نرمال تنش  راتییتغ (12)شکل  
ش   با تقویتتیر که ده  نشان می = x 0در ریضخامت ت
تع اد  یداراX-GPLRC با توزیع  های گرافننانوپتکت

 (12)شکل  به باتوجهاست.  10و  8، 6، 4 یهاهیلا
کمتر در  راتییتغ لیدلتیر،  یهاهیتع اد لا شیافزا

 هموارتریتنش ایجاد منجر به بود  و  مواد یپارامترها

، شکل نیا برعتو . است ش  ریضخامت ت یدرراستا
 تنش کیغیرخطی به  لیده  که تحلمی نشان (12)

 ریدارد. مقاد لیتما یانیصفر در محور مریغنرمال 
ایجاد  ریت نییبالا و پا یهادر قسمت یعیمختلف تنش طب

 یخطریفرمول غ دلیلبهش   مشاه  نامتقارن  عیتوزو 
گرفته    یناد یانیم ۀصفحاست که در آن کشش  تیر

ش   در این بخش، تع اد ارائهباتوجه به نتایج  .است ش ن
لایه نتایج مطلوبی را از نظر تغییرات هموار تنش  10

توان از همرا  خواه  داشت و میبهی ضخامت درراستا

تقریب بسیار خوبی برای  عنوانبهای روش ساخت لایه
 ی استفاد  کرد.معمول یم رج تابع یرهایتساخت 

 

 
 

ش   با تیر تقویت ب ون بع  تغییرات تنش نرمال  12شکل 

ی درراستاهای متفاوت، های گرافن با تع اد لایهنانوپتکت

 ضخامت تیر

 

 گیرینتیجه

در این مقاله تجزیه و تحلیل خمش غیرخطی یک تیر 

 باهای گرافن ش   توسپ پتکتکامپوزیتی تقویت

بررسی و  ،ضخامت یدرراستامتفاوت  توزیعالگوهای 

. معادلات دیفرانسیل حاکم این پژوهش است ارائه ش 

برشی مرتبه اول با کمک اصل  نظریۀ تغییر شکل براساس

معادلات دیفرانسیل  ش   و استفاد پتانسیل ح اقل انرژی 

 یلیفرانسیمربعات د از روش بااستفاد غیرخطی 

 مؤثرمکانیکی و م ول  خواص. است حل ش  کیهارمون

ش   با پتکت گرافن یانگ کامپوزیت الیافی تقویت

تسای  -از م ل میکرومکانیک هالپین بااستفاد 

برای تعیین  ختتطا ۀقاع از  محاسبه ش   و ش  اصتح

. ابت ا، مطالعات است ش  استفاد  مؤثرن سواپونسبت 

ی م رج تابعی ای بین تیرهای استان ارد کامپوزیتمقایسه

 ان ش   های گرافن تقویتو تیرهایی که توسپ پتکت

و  یسپس اثرات شرایپ مرزی، کسر وزن و ش   ارائه

ها بر های گرافن و تع اد کل لایهالگوی توزیع پتکت

 مورد های خمش غیرخطی تیرهای کامپوزیتیویژگی

 ۀدهن نشاناین مطالعه  نتایج .استهقرار گرفت بررسی

قابلیت بالای روش پیشنهادی برای حل مسائل غیرخطی 

 دستبه که روشی مناسب برای ده است و نشان می

  ش آوردن رفتار خمشی تیرهای کامپوزیتی تقویت

مقاومت های گرافن، با افزایش کسر وزنی پتکت .است

 برعتو یاب . تیر کاهش میخیز تیر بهبودیافته و  یخمش

ش   با های کامپوزیت تقویتاین، افزایش تع اد کل لایه

 یدرراستاهموارتری تنش ایجاد به ، پتکت گرافن

آم  ، دستبهباتوجه به نتایج . شودمنجر می ریضخامت ت

لایه نتایج مطلوبی را از نظر تغییرات هموار  10تع اد 

همرا  خواه  داشت و بهی ضخامت درراستاتنش 

تقریب بسیار  عنوانبهای توان از روش ساخت لایهمی

د  ی استفامعمول یم رج تابع یرهایتخوبی برای ساخت 

مطالعات گذشته مشهود مرور در که  طورهمانکرد. 

برای تیرهای کامپوزیت ان کی های تجربی اد است، د

پیشنهاد  موجود است وش   با پتکت گرافن تقویت

برای  هاآزمایشای سیستماتیک از شود مجموعهمی

 .شودترتیب داد  مطالعات بیشتر در این زمینه 
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 واژه نامه

Graphene platelet پتکت گرافن 

Harmonic differential 

quadrature method 
مربعات روش 

 هارمونیک یدیفرانسیل

Graphene platelet 

reinforced composite 
ش   کامپوزیت تقویت

 های گرافنبا پتکت

Functionally graded 

material 
 م رج تابعی ۀماد

Rule of mixture قانون اختتط 

Closed-form solutions  های فرم بستهحلرا 

First-Order Shear 

Deformation Theory 
تغییر شکل برشی مرتبه 

 اول

Frequency of applied 

dynamic load 
بار  کیفرکانس تحر

 یکینامید

Thermal environments های حرارتیمحیپ 

Orthotropic plate اورتوتروپیک صفحۀ 

Nonlocal elasticity 

theory 
الاستیسیتۀ  تئوری

 غیرمحلی

Minimum potential 

energy 
 ح اقل انرژی پتانسیل

Shear correction 

factor 
 برشی  ضریب تصحیح

Displacement fields جاییجابههای می ان 

Discrete point گسسته ۀنقط 

Young's modulus م ول یانگ 

Poisson's ratio  سوناپونسبت 

Volume fraction کسر حجمی 

Randomly oriented توزیع تصادفی 
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Nonlinear Bending Analysis of 

Nanocomposite Beams Reinforced by 

Graphene Platelets using Harmonic 

Differential Quadrature Method 
 

Hassan Shokrollahi1         Reza Beigpour2 
 

1. Introduction 
Reinforcements in beams play an important role in 
providing strength and stiffness. The novel 
materials considered for this aim are graphenes that 
have extraordinary mechanical, thermal, electrical, 
and optical properties. Besides, graphenes are 
encouraging applicants for the design and progress 
of different applications of nanoelectromechanical 
systems (NEMS) such as nanocomposites, mass 
and gas sensors, transistors, and semiconducting 
devices. 

Numerous kinds of graphene’s products such as 
graphene platelet (GPL) and graphene oxide are 
used broadly in structural components. As shown 
by the experimental and theoretical works, since 
graphene has a wide surface to bond with the 
polymer chains, an excellent interactive action with 
the polymer matrix forms by using GPLs as 
reinforcement nanofillers in polymer matrix. In 
most applications, polymers are used as 
elastomeric and flexible matrices for composites, 
due to their favored physical properties. As 
concluded frequently in previous researches, the 
small content of graphene can mainly improve the 
bending behavior of graphene epoxy composite 
beam. Since the fabrication of a structure by a 
functionally graded (FG) material, in which the 
GPL quantity varies continuously through the 
thickness, is very difficult, a multilayer 
arrangement for the structure is used. In this case, 
each layer has a constant GPL weight fraction 
while proper distribution is used through the 
thickness. 

According to the nonlinear nature of the physical 
phenomena of the world, modeling each behavior 
leads to the nonlinear equations. There are the 
majority of problems in which analytical methods 
do not exist to solve them. Therefore, proper 
numerical methods are needed to solve the 
obtained nonlinear equations. To the best 
knowledge of the authors, reported works in the 
literature on nonlinear bending of GPLRC beams 
were only about the limited cases of boundary 
conditions, in which exact closed-form solutions 
are presented using Fourier series. In a few studies, 
Ritz method has used and the governing equations 
and solution method have not been presented in an 
extended way. The aim of this work is to study the 
nonlinear bending analysis of a composite beam 
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reinforced by graphene platelets (GPL) having 
non-uniform distribution through the thickness. 
Governing differential equations are derived based 
on the first order shear deformation theory by using 
the minimum potential energy principle. The 
nonlinear differential equations are solved using 
the harmonic differential quadrature method 
(HDQM). The modified Halpin-Tsai 
micromechanics model is implemented to 
determine the effective Young’s modulus of 
GPLRC beam. Moreover, the rule of mixture is 
used to define the effective Poisson’s ratio. To 
ensure the applicability of the method, comparison 
studies are performed for conventional FG 
nanocomposite beams and beams reinforced by 
graphene platelets. Then, the effects of the 
boundary conditions, the number of layers, the 
weight fraction and the distribution pattern of GPL 
on the nonlinear bending characteristics of the 
GPLRC beams are investigated. 

 
2. Formulation and governing equations 
Figure 1 shows a beam that consists of n-layer 
GPL-polymer nanocomposites with total thickness 
h and length L. Each layer contains the polymer 
matrix reinforced by GPLs and has a constant 
thickness h1 = h/n and a distinct GPL weight 
fraction (Wg%). Through the thickness of the 
beam, the distribution of the layers may be uniform 
(UD) or functionally graded (FG). The GPL 
patterns considered in this study are shown in 
Figure 1. In the X-GPLRC type, the upper and the 
lower face of the beam has the highest Wg% while 
the Wg% decreases linearly toward the mid plane. 
Moreover, the GPL weight fraction in the O-
GPLRC beam increases linearly from the outer 
faces toward the mid plane. It means that the 
maximum value of Wg% is observed at the mid 
plane and the minimum ones are seen in the upper 
and lower faces. 

Nonlinear governing differential equations are 
derived based on the first order shear deformation 
theory by using the minimum potential energy 
principle. The modified Halpin-Tsai 
micromechanics model is implemented to 
determine the effective Young’s modulus of 
GPLRC beam. Moreover, the rule of mixture is 
used to define the effective Poisson’s ratio. By 
using the HDQM for discretizing the system of 
equations, the following assembled nonlinear 
equations are obtained: 
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Figure 1. Schematic configuration of GPLRC beam with 

three different GPL distribution patterns 
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(1) 

in which KL and KNL are linear and nonlinear 
stiffness matrices, which have 3N×3N and 
3N×(3N2+N3) dimensions, respectively. To solve 
the nonlinear equations, an iterative scheme based 
on Newton-Raphson method is adapted. Using 
MATLAB program and according to the presented 
formulations, a computer program is written by 
which the displacements and stresses of the beam 
are obtained. It is worth noting that the linear 
response of the beam can be obtained by setting 
[KNL] = [0]. 
 
3. Results and discussion 
In this section, the results for verification of the 
proposed method are presented. To investigate the 
convergence of the proposed solution method, 
several cases with the different number of grid 
points were examined. This convergence study 
discovered that choosing 31 grid points along x 
direction will yield a sure answer in all problems in 
question. Therefore, in all up-coming case studies, 
31 grid points along x direction were used. The 
nonlinear bending results are depicted in Figure 2. 
In this figure, the present results for deflection of 
clamped FGM beams are compared with those of 
other researches. The Young's modulus of the FG 
material is supposed to be graded in thickness 

direction  1 2 2

1
( )

2

p
z

E z E E E
h

 
    

 
 

in which p is the functionally graded index of the 
material properties. The beam material and 
geometrical properties are E1 = 30×106 psi, E2 = 
10×106 psi, ν = 0.4, b/h = 1, b = 1 in, and L/h = 100. 
As can be seen in Figure 2, the present results 
(HDQM) match very well with the previous ones. 
As another case study for the examination of the 
proposed method, the work done by Feng et al is 
considered. In this case, the polymer matrix is 
assumed to be epoxy with Em = 2.85 GPa and ρm = 
1200 kg/m3. The beam is comprised of 10 layers 
having the thickness of h = 0.1 m and L/h = 20. The 
dimensions, Young's modulus and mass density of 
GPLs are ag = 2.5 μm, bg = 1.5 μm, tg = 1.5 nm, Eg 
= 1010 GPa, and ρg= 1060 kg/m3, respectively. The 

maximum deflections of the GPL-Epoxy beam 
with different boundary conditions and GPL 
weight fraction (Wg%) are presented in Table 1 for 
the dimensionless uniform load of Q = 0.001. As 
shown in Table 1, the present results match well 
with the previous ones reported in Feng et al. 
 

 
Figure 2. Load versus center transverse deflection for 

clamped-clamped, and functionally graded beams 
 
 

Table 1. Maximum dimensionless deflection of GPL/Epoxy 
nanocomposite beams 

    U-GPLRC X-GPLRC 

  %gW Present Ref Present Ref 

C-C 

0.5 0.004441 0.004745 0.003430 0.003680 

1 0.002718 0.002902 0.001997 0.002144 

1.5 0.001958 0.002090 0.001408 0.001513 

S-S 

0.5 0.021821 0.022988 0.016742 0.017659 

1 0.013344 0.014058 0.009730 0.010269 

1.5 0.009610 0.010124 0.006856 0.007239 

C-S 

0.5 0.009116 0.009697 0.007012 0.007481 

1 0.005575 0.005712 0.004078 0.004197 

1.5 0.004015 0.004114 0.002874 0.002960 

 
4. Conclusion 
The nonlinear bending analysis of a composite 
beam reinforced by graphene platelets (GPL) 
having functionally graded (FG) distribution 
through the thickness was presented. Moreover, the 
rule of mixture was used to define the effective 
Poisson’s ratio. At first, comparison studies were 
presented for conventional FG nanocomposite 
beams and beams reinforced by graphene platelets. 
Then the effects of boundary conditions, weight 
fraction and distribution pattern of GPL, and the 
total number of layers, on the nonlinear bending 
characteristics of the GPLRC beams were 
investigated. The results showed the capability of 
the proposed method to solve the nonlinear 
problems and obtaining the bending behavior of the 
beams. Moreover, by increasing the weight 
fraction of graphene platelets in the beam, the 
bending strength of the beam improves and the 
beam deflection decreases. Moreover, increasing 
the total number of layers for GPLRC tends to 
smoother variation of stress through the beam 
thickness. As can be concluded from the literature, 
there are few experimental data for the GPLRC 
beams. It is suggested to conduct a systematic set 
of experiments for futurer studies in this matter. 
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