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اٗؿتبٖٗ پ٘كٌْبز  هؼبزلٔتبثغ تغ٘٘طهىبى تطفتع ٍ ثطلطاضًوَزى  ٔچْبضپْلَ و٘طقْفٖ ًَ ثطپبٗ ذوكٖ ٔعء صفحزض اٗي پػٍّف، زُ خ  چکیده

آٌٗس. پؽ اظ آى، ثب هٖ زؾت ثِپػٍّف پ٘كٌ٘٘بى  ّٔبٕ ضٍٕ خعء ثطپبّٗبٕ آظازٕ ٍ ً٘ع گطُّبٕ زضخِتطٗي چ٘سهبى هٌبؾتقَز. ًرؿت، هٖ

وِ  وٌٌس هّٖبٕ ػسزٕ آقىبض ثب تبثغ ه٘ساى هتفبٍت ثطإ زٍ چ٘سهبى ثطتط، هؼطفٖ ذَاٌّس قس. ٍاوبٍٕ ّب، زُ خعءثْطُ خؿتي اظ تمبضى خولِ
ّبٕ ثبلاتط ًؿجت ثِ خعء هطتجٔآظازٕ ووتط ٍ  زضخّٔب، ثب قوبض زضصَضت اًتربة زضؾت خولِّبٕ ًبلص تطفتع ثطگطفتِ اظ تبثغه٘ساى  تبثغ

ّب، زلت ّبٕ ً٘طٍٖٗ ث٘كتط خعءؾبظًس، پبؾداٗؿتبٖٗ ضا ثطلطاض هٖ هؼبزلّٔبٕ تطفتع تبثغچَى  س آٍضًس.ّبٕ هف٘سٕ ضا پسٗتَاًٌس خعءوبهل، هٖ
ّب زاضًس.خبّٖٗبٕ خبثِتطٕ ًؿجت ثِ پبؾدفعٍى
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Abstract  In this study, ten novel quadrilateral Kirchhoff’s bending plate elements based on the Trefftz 

displacement functions and satisfying equilibrium equation are suggested. First, the most suitable 

arrangement of degrees of freedom and nodes are achieved by benefiting from previous researches. 

Afterwards, using the symmetry of terms, ten elements with different interpolation functions for the two 

top arrangements will be introduced. Numerical tests reveal that the correct choice of the interpolation’s 

terms from the incomplete Trefftz functions leads to more efficient elements with lower degrees of 

freedom and higher order than the complete elements. Since the Trefftz functions meet the equilibrium 

conditions, the force responses of the most cases have a higher accuracy than the displacement 

responses. 
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 مقدمه

 ًٓگاط  ّٔبٕ ًابظن ذوكاٖ پسٗسآهاسُ ثطپبٗا    زض صفحِ
ِ   و٘طقْف، اظ اثط تغ٘٘طقىل خابٖٗ  ّابٕ ثطقاٖ زض خبثا

ٖ  ؛قاَز هٖ پَقٖ چكنؾبظُ  ِ  زضحابل -ضاٗعًاط  ًٓگاط  وا
وٌس. ثٌبثطاٗي، اٗي ٍاضز تحل٘ل هٖضا  اٗي اثط ]1[ هٌ٘سل٘ي

ّبٕ ثطقاٖ  ّبٕ ضر٘ن وِ تغ٘٘طقىلًگطُ ثطإ صفحِ

 .زّس هٖ زؾت ثِتَخْٖ زاضًس، پبؾد هٌبؾجٖ ضا  لبثل

 ًٓگااط ثااِ ثٌااب ًرؿاات ّااب، ضٍـ اظ إ زؾااتِ زض 
ٔ ّابٕ   ضاثطِ و٘طقْف ِ  ًابظن  صافح ٖ  ًَقات  ؛قاًَس  ها

ؾپؽ، ثب ٍاضز وطزى اثط تغ٘٘طقىل ثطقٖ، آًْب ضا ثاطإ  
، خعئٖ 2000س. زض ؾبل ًؾبظهٖ اضر٘ن ً٘ع وبض صفحٔ

ِ  زضخٔ آظازٕ 12چْبضپْلَ ثب  ّابٕ ثؿا٘بض   ثطإ صافح
 [2]ًبظن، ًبظن ٍ ضار٘ن تَؾاس ؾاَُ ٍ ّوىابضاًف     

پ٘كٌْبز قس. زض آى خعء، زٍضاى ٍ واطًف ثطقاٖ ضٍٕ   
آهسًس. ّوچٌا٘ي،   زؾت ثِت٘وَقٌىَ ت٘ط  ٓپْلَّب ثب ًگط

ٗبثٖ زٍضاى، اًحٌب ٍ وطًف ثطقٖ زضٍى خعء ثب في زضٍى
 ثْجَزٗبفتِ زض زؾتطؼ لطاض گطفتٌس.  

Cضاٗعًط، پَ٘ؾتگٖ هطتجِ ٗىان   -هٌ٘سل٘ي ٓزض ًگط 
0 

ّب پَ٘ؾتگٖ ثا٘ي  قسى تغ٘٘طهىبى هؿتملؾت ٍ ثب ا وبفٖ
 2001زض ؾبل ٍ ّوىبضاًف قَز. ق٘د هٖ تأه٘يخعئٖ 

ثب ؾِ ه٘اساى تغ٘٘طهىابى هؿاتمل ذ٘اع ٍ زٍ زٍضاى      [3]
ّبٕ ذوكاٖ، خعئاٖ هثلثاٖ ثاطإ     خبٕ زٍضاى ثِثطقٖ 
 ضاّىابض . ًسگطز ٍ ضر٘ن پسٗس آٍضز ّبٕ ّوؿبى صفحِ

لفال   ٓه٘ساى ؾبظگبض ضٍقاٖ زٗگاط اؾات واِ اظ پسٗاس     

 وطًف ّب، صفحِ قسى ًبظن ثب. [5 ,4] وٌسخلَگ٘طٕ هٖ
ٖ  صافط  ؾَٕ ثِ ثطقٖ اٗاي فطآٌٗاس ثاب تغ٘٘اط     . گطاٗاس  ها

زض  .زٗاسُ قاَز  ثبٗس ً٘ع ّبٕ ضر٘ن صفحِزض  ضربهت

، ثب ضٍـ خعء هحسٍز [6]ّوىبضاى ، ق٘د ٍ 2002ؾبل 
ه٘اساى ؾابظگبض، زٍ    ضاّىبضخَٖٗ اظ تغ٘٘طهىبًٖ ٍ ثْطُ
ًبّوؿبى ثطإ تغ٘٘طهىابى   هطتجٔثب  ضا تبثغ ه٘ساى هؿتمل

 ثطزًس. وبض ثِخبًجٖ ٍ زٍضاى ذوكٖ 
ِ    لب ضاّىبض  ؾابظٕ آظاز  لت خاعء هحاسٍز ٗاب ضاثطا

ّابٕ  ضٍقٖ ًَ ثطإ زؾت٘بثٖ ثِ هابتطٗؽ ؾارتٖ خاعء   

إ  زض همبلِ [7]هحسٍز اؾت. ضضبٖٗ پػًس ٍ هحوسظازُ 

ثب اٗي قَُ٘ هبتطٗؽ ؾرتٖ خعء چْبضپْلَٕ ذوكٖ ضا 
 ضاّىاابضً٘ااع ثااب  [8]پ٘كااٌْبز زازًااس. ثاابتَغ ٍ واابت٘لٖ  

ٔ ؾبظٕ آظاز، خاعء چْابضپْلَٕ    ضاثطِ ٘طقاْف  و صافح

ٍ ّوىابضاًف  ضا پسٗس آٍضزًس. ضظالپاَض   DKQًبپَ٘ؾتِ 
گطّاااٖ  4، خاااعء چْااابضپْلَٕ [9] 2003زض ؾااابل 
و٘طقْف گؿؿتِ ثاب   ّٓبٕ ًگطپٌساقت ٔٗثطپبثْجَزٗبفتِ 

ّابٕ ًابظن   ثطإ صفحِ IDKQثِ ًبم  زضخٔ آظازٕ 12
ّب ضا اٗي پٌساقت [10] ٍ ّوىبضـثبتَغ . ًسپ٘كٌْبز زاز

ِ  QUAD9بٕ هطوعٕ خاعء  ّثطإ هطظّب ٍ ذس  وابض  ثا

 گطفتٌس ٍ ضفتبض اٗي خعء ضا ثْجَز ثرك٘سًس.
في تغ٘٘طاتٖ  ٔإ ًَ ثطپبٗ، تطفتع ًگط1926ُزض ؾبل  

ّاابٕ )اًتگااطال گ٘ااطًٕرؿاات٘يواابضگ٘طٕ تاابثغثااب ثااِ
ّبٕ  ّبٕ( هطظٕ ضا پ٘كٌْبز زاز. زض اٗي ًگطُ، تبثغ گ٘طٕ
 ّاابٕ زٗفطاًؿاا٘لٖ حاابون ثااط خعئااٖ زض هؼبزلااِ زضٍى
ّابٕ  ، قاط  ّوچٌا٘ي وطز. ّبٕ ًبظن صسق هٖ صفحِ

گ٘اطٕ  ًرؿات٘ي هطظٕ ٍ پَ٘ؾتگٖ زضٍى خعئٖ ثاب تابثغ  
. ثبٗس آگبُ [11] قسًسهٖ تأه٘يٕ ٍظًٖ ّبضٍـ هبًسُ ثِ

ّب ثطإ ؾبذت ٗه خعء تطفتعٕ ثِ ثَز، ًرؿت٘ي تلاـ

ّابٕ   . ظهبًٖ وِ قاوبض تابثغ  [12] گطززثطهٖ 1977ؾبل 
ثبقس، ًابم ضٍـ پًَ٘اسٕ ثاِ     هؿتمل اصلٖ ث٘ف اظ ٗه

ّابٕ  تَاًٌس تابثغ  ّبٕ پًَ٘سٕ هٖ. تبثغ[13] آٗسه٘بى هٖ
وااِ تاابثغ تااٌف  اٗاايتغ٘٘طهىاابى هؿااتمل ثبقااٌس ٍ ٗااب  

ّاب ٍ ً٘طٍّابٕ   إ فطض قَز. ثطإ ثْجَز تٌف خساگبًِ
ٖ   ٔٗثطپبّب زضًٍٖ زض خعء تاَاى اظ ضٍـ   تغ٘٘طهىابى، ها

ّب إ تٌفتٌف پًَ٘سٕ ثْطُ خؿت ٍ تبثؼٖ خساگبًِ ثط
، ؾاي ٍ ّوىابضاًف   2002. زض ؾابل  [15 ,14] پٌساقت

 ٍ ّوىابضاًف  ّب ضا ثب ضٍـ هكبثِ ؾَُتغ٘٘طهىبى [16]

آٍضزًاس. آًْاب ثاطإ ٗابفتي      زؾت ثِ [2] 2001زض ؾبل 
، ضٍ اظاٗااي ؛پًَ٘ااسٕ اؾااتفبزُ وطزًااس ّٓااب اظ قااَ٘تااٌف
اى، ّن ثطإ تغ٘٘طهىابى ٍ ّان   ّكگطّبٕ اٗي پػٍ پبؾد

 َة ثَز. ثطإ تٌف هطل

ّطگبُ زٍ تبثغ تغ٘٘طهىابى هؿاتمل، ٗىاٖ زض زضٍى     
اٗؿتبٖٗ ضا ثطلطاض وٌس، ٍ زٗگاطٕ ضٍٕ   هؼبزلٔخعء، وِ 
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ّاب  ّبٕ ؾبظگبضٕ ٍ پَ٘ؾتگٖ ث٘ي خعءهطظّب، وِ قط 

ٕ  » ًوبٗس، تؼطٗف قَز، ًبم تأه٘يضا  ثاِ   «تطفتاع پًَ٘اس
ّبٕ  . ثبٗس زاًؿت، تبثغ[19-14,17] قَزّب زازُ هٖخعء
ِ ع هراتلس ّؿااتٌس ٍ  تطفتا  ِ   ثا ّاابٕ  ضاحتاٖ تواابم هؼبزلا

ؾابظًس. زٗگاط ٍٗػگاٖ    زٗفطاًؿ٘لٖ اٗؿتبٖٗ ضا ثطلطاض هٖ
  ِ ّابٕ حطوات    ضٍـ تطفتع پًَ٘سٕ اٗي اؾت واِ خولا

خؿن ؾرت خبٖٗ زض تبثغ قىل زضًٍاٖ خاعء ًساضًاس    

ّبٕ ّبٕ زضقت، خعء ثٌسٕ حتٖ زض قجىِ ؛[21,14,20]
گاطُ ٍ   8ْبضپْلَ ثاب  ّبٕ چ ٕ تطفتع، هبًٌس خعءثبلا هطتجِ

. زض [22] گطُ اظ زلات ثابلاٖٗ، ثطذَضزاضًاس    6هثلثٖ ثب 

ّب ٍ في تطفتع گًَِ خعءخَٖٗ اظ اٗي ، ثب ثْط2014ُؾبل 
زٍ خاعء هثلثاٖ ٍ    [23]پًَ٘سٕ، ضضبٖٗ پػًس ٍ وبضوي 

 ؾبذتٌس. ثطإ ثْجَز تَاًبٖٗ خاعء،  ثبلا هطتجِچْبضپْلَٕ 
ِ ثطًاَلٖ   -تبثغ قىل ت٘ط اٍلاط  ضا ثاطإ ّاط   گطّاٖ   ؾا

، 2012ثطزًس. پ٘ف اظ اٗي ٍ زض ؾابل   وبض ثِپْلَٕ خعء 
ّابٕ هثلثاٖ    ّو٘ي خعء [24]ضضبٖٗ پػًس ٍ ّوىبضاًف 

 گطُ ً٘ع ؾبذتِ ثَزًس. 4ٍ  3ٍ چْبضپْلَ ضا ثب 

   ِ ّابٕ هحاسٍز   ّابٕ خاعء  زض اٗي اثط، ثاطإ ضاثطا
ذوكاٖ و٘طقاْفٖ، اظ تابثغ تطفتاع ثاطإ ذ٘اع        صفحٔ
ذبطط ثبٗاس ؾاپطز، زض توابهٖ    ِ ث خَٖٗ ذَاّس قس. ثْطُ
ٔ تطفتاع، تابثغ ه٘اساى زضًٍاٖ،      ّٓبٕ ذابًَاز خعء  هؼبزلا

 ٖ زٍ ثراف  وٌاس.  زٗفطاًؿ٘لٖ حبون ثط خعء ضا ثطلطاض ها
ٔ ّابٕ  ػوَهٖ ٍ ذصَصٖ زض پبؾاد  زٗفطاًؿا٘ل   هؼبزلا

ضٍ، تبثغ ه٘ساى ً٘ع اظ  حبون ثط صفحِ ٍخَز زاضًس. اظاٗي
طفتع ثطإ پبؾد آٗس. تبثغ تهٖ زؾت ثِّب خوغ اٗي پبؾد
ٖ  وابض  ثِثرف ّوگي  ضٍز ٍ اثاط چگاًَگٖ اًترابة    ها

ّابٕ ذ٘اع ٍ لٌگاط،    ّبٕ اٗي تبثغ زض زلات پبؾاد  خولِ
ّسف اصلٖ اٗي همبلِ اؾت. ثطإ اًدبم اٗاي پاػٍّف،   

آظازٕ هتفابٍت ٍ   ٔخعء ثب زٍ آضاٗف زضخا  ٓزٍ ذبًَاز
قًَس. ثبٗس ّبٕ ًبقبٗؿتِ اًتربة هٖپؽ اظ حصف گًَِ

ِ   زاًؿت، ثطا ّابٕ آظازٕ ٍ   ٕ ّط ٗاه اظ آضاٗاف زضخا
ٖ  چ٘سهبى گطُ ّابٕ  تاَاى تابثغ ه٘اساى   ّب ضٍٕ خاعء، ها
ثطز وِ اٗي ٍٗػگٖ زض پػٍّف وابضوي   وبض ثِهتفبٍتٖ ضا 

ّاب، ثاب ًگْاساضٕ     ٍخَز ًساضز. ّط ٗه اظ اٗي تابثغ  ]1[
ِ   تمبضى خولِ ّابٕ تطفتاع   ّب ٍ حاصف قاوبضٕ اظ خولا

ذوكاٖ   صفحٔ خعء 674، عَدوهآٌٗس. زض هٖ زؾت ثِ
اٗي ه٘بى، زُ خعء  . اظاًسهمبلِ ثطضؾٖ قسُزض اٗي  خسٗس

چْابض  ّبٕ ثطتطٕ زاضًس هؼطفٖ ذَاٌّاس قاس.   وِ پبؾد
ٕ ًرؿت آضاٗاف   ٓخعء اظ ذبًَاز ٍ قاف   زضخأ آظاز
قاًَس ٍ قاوبض ظٗابزٕ    زٍم اًتربة هٖ ٓخعء اظ ذبًَاز

ٖ    ثطضٍَٕى ػسزٕ آظه  ٔ٘اطز. اظ همبٗؿا  گآًْاب اًدابم ها
ٖ   ّبٕ ًبخعء تاَاى   لص پ٘كٌْبزٕ ثب زٍ خاعء وبهال، ها

زضٗبفاات، وااِ ثااطذلاف تصااَض هؼوااَل، وبهاال ثااَزى  
ٗبثٖ ثِ زلت ثبلا ّبٕ اًتربثٖ قط  لاظم ثطإ زؾت تبثغ
اًترابة زضؾات    زضصاَضت ثبقس. ثِ ؾري زٗگط، ًوٖ
ّابٕ ثاب قاوبض    تَاى ثاِ خاعء  ّبٕ ًبلص تطفتع، هٖتبثغ

ت وِ ًؿاجت  ثبلاتط زؾت ٗبف ٔآظازٕ ووتط ٍ هطتج زضخٔ
ي ِٗبفتاِ ثطتاطٕ   ًس. اٗا ٌ٘٘بى وبضاتطثِ خعءّبٕ وبهل پ٘ك

ًؿجت ثِ پػٍّف وابضوي  ضا ّبٕ ًبلص پ٘كٌْبزٕ خعء
اًاس، ًكابى   ّابٕ ه٘اساى وبهال   ٍ اذتطٕ، وِ زاضإ تبثغ

اٗي همبلِ آقاىبض ذَاّاس واطز، چاَى      .]1،26[ زّس هٖ
ّابٕ  وٌس، پبؾاد اٗؿتبٖٗ ضا ثطلطاض هٖ هؼبزلٔتبثغ ه٘ساى 

ّااب، زلاات ث٘كااتطٕ ًؿااجت ثااِ  ٍٗااٖ ث٘كااتط خااعء ً٘ط
 ّب زاضًس.تغ٘٘طهىبى

 

 کیرشهف صفحۀایستایی  معادلۀ

ّابٕ   ّبٕ تطفتع زضحم٘مت پبؾدگًَِ وِ آهس، تبثغّوبى

ذوكٖ  صفحٔ زٗفطاًؿ٘ل هؼبزلٔاٗؿتبٖٗ ّؿتٌس.  هؼبزلٔ
 ثبقس:ٍ ثِ ؾ٘وبٕ ظٗط هٖ چْبض هطتجٔ

 

(1)  

4 4 4

4

4 2 2 4

3

2

w w w
w 2

x x y y

p(x, y) Et
D

D 12(1 )
,

  
   

   

 
 

 

 

هىابى  تبثغ ه٘ساى تغ٘٘ط w ضگط ًبثلا،بو اٌٗدب، زض 
ٖ    Dتابثغ ثابض ٍ    p(x,y)خعء،  ثبقاس.   ؾافتٖ صافحِ ها

ظٗط، تابثغ ه٘اساى خاعء زاضإ زٍ ثراف      هؼبزلّٔوبًٌس 
 اؾت:

 



 1397، زٍؾبل ث٘ؿت ٍ ًْن، قوبضٓ   هىبً٘هًكطٗٔ ػلَم وبضثطزٕ ٍ هحبؾجبتٖ زض 

 

102 

(2)  
  

m

p c p j j
j 1

p c

w w w w w c

w w c



    

 

 

 

ِ wc  ٍwp  ٍmزض اٗي ثطاثاطٕ،    تطت٘ات، پبؾاد    ، ثا
اٗؿتبٖٗ صفحِ ٍ  هؼبزلٔذصَصٖ ثرف ّوگي، پبؾد 

طزاض ث {c} ّوچٌ٘ي، .ثبقٌسّبٕ گطّٖ هٖقوبض هدَْل

ٖ    ضطٗت ٔ  ّبٕ هدَْل ًابم زاضز. ثاب حال تحل٘لا  هؼبزلا
ِ   حبون زض هرتصِ ّابٕ  ّبٕ لطجٖ ٍ تجاسٗل ثاِ هرتصا

ّبٕ تطفتع ظٗاط زض  تبثغ صَضت ثِزوبضتٖ، پبؾد ّوگي 

 :]1[25, گ٘طزهٖزؾتطؼ لطاض 
 

(3)  

2 k

k 1

2 k

k 2

k 2

k 3

k 2

k 4

w r Re(z )

w r Im(z )
k 0,1, 2, ...

w Re(z )

w Im(z )

,






























 

(4)  2 2 2
r x y z x iy,     

 

ّابٕ هتفابٍت   ّبٕ ذصَصٖ ثطإ ثبضگصاضٕپبؾد 
ّبٕ ػسزٕ اضائِ ذَاّس قس. ّوچٌا٘ي،  زض ثرف آظهَى

ِ  خولِ  زض k ٓقاوبض ّابٕ ثاب   ّبٕ تبثغ تطفتع ثاطإ زؾات
ّابٕ  ّبٕ تابثغ  . ٗىٖ اظ ٍٗػگٖآهسُ اؾتپَ٘ؾت همبلِ 

لاپلاؼ، وبهل ثَزى  هؼبزلٔوطزى تطفتع، افعٍى ثط ثطلطاض 

ِ ّابٕ تطفتاع   آًْب اؾت. ثِ ؾري زٗگط، تابثغ  ِ  ثا إ گًَا
إ زؾتِ صَضت ثِّبٕ هوىي ضا ّؿتٌس وِ توبهٖ پبؾد

ِ   ضٍ اظاٗاي ّب زاضًس. اظ پبؾد ٕ ، زض تابثغ تطفتاع خولا  ّاب
n n

1, r cos , r sin ,..., r cos n , r sin n     ُزض زؾااتگب
ٔ هؼبزاًس. گطفتِ قسُ وبض ثِّبٕ لطجٖ هرتصِ لاپالاؼ   لا

ٖ  ًرؿت زض زؾتگبُ هرتصِ قاَز ٍ  ّبٕ لطجٖ حال ها

ِ   پؽ اظ آى، پبؾاد  ّابٕ زوابضتٖ هٌتمال    ّاب ثاِ هرتصا
 ذَاٌّس قس.

 

 خمشی ۀسازی جسء صفحرابطه

ّبٕ خعء هحسٍز تَاى ضاثطِّبٕ تطفتع، هٖثب زاقتي تبثغ

ّابٕ ثاطزاض    ضا ًَقت. پؽ اظ اًتربة تبثغ ه٘ساى، ضاثطِ

 :,27]1[ آٌٗس هٖ زؾت ثِ خبٖٗ خعءوطًف ٍ خبثِ
 

(5)     
q q

z( B c ) , u u N c       

(6)  

T
2 2 2

p p p

2 2

w w w
, , 2

x y x y

  
    

   

 
 
 

 

T
2 2 2

c c c

q 2 2

w w w
B , , 2

x y x y

  
   

   

 
 
 

 

(7)  

T

p p

p

w w
u w , ,

x y

 
 

 

 
 
 

T

c c

q c

w w
N w , ,

x y

 
 

 

 
 
 

 

 

 ،Nqّاب زض هابتطٗؽ  ّبٕ گاطُ خبٗگصاضٕ هرتصِثب  

ؼ لاطاض  ظٗاط زض زؾاتط   صَضت ثِّبٕ گطّٖ تغ٘٘طهىبى
 گ٘طًس:هٖ

 

(8)  
   

 

q q

1

q

ˆ ˆˆD D G c , D G c

ˆ ˆc G D


  


 

 

زض ثطزاضّبٕ وطًف {c}لطاض زازىاظ ؾَٕ زٗگط، ثب  
 قًَس:ّبٕ ظٗط ًت٘دِ هٖهؼبزلِّبٕ گطّٖ، خبٍٖٗ خبثِ

 

(9)  
  1

q q q

1

q q

ˆ ˆu u N c u N G D

ˆN̂ N G





   


 

(10)  
  1

q q q

1

q q

ˆ ˆz( B c ) z( B G D)

ˆB̂ B G





      


 

 

ٖ   ٔثط اٗي پبِٗ، تابثؼٖ وبضهبٗا    اًاطغٕ   ًْفتاِ )تابثؼ
 ٖ ٕ  Dm پتبًؿ٘ل( ثطحؿت هبتطٗؽ وكؿابً ه٘ابى   ثاطضٍ

 گطزز:ثطپب هٖ ظٗط صَضت ثِ Ω ٔصفح
 

(11)  
 

 

T

q m

T

q

1
( B c ) .D .(

2

B c ).d u .F.d





     

  





 



 ً٘لَفط ضخت ظازُ -هؼصَهِ هله ظازُ -هحوس ضضبٖٗ پػًس  ...اثطّبٕ هؼبلٔ اٗؿتبٖٗ ٍ تبثغ تطفتع ثط پبؾد ّبٕ 
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3

m 2

1 0
Et

D 1 0
12(1 )

1
0 0

2



 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

ًْفتِ ثبٗس ووٌِ٘ گطزز. ثب  ٔثطإ ٗبفتي پبؾد، وبضهبٗ 
ًْفتِ ٍ  ٔ( زض تبثؼٖ وبضهب10ٍٗ  9ّبٕ )لطاض زازى ضاثطِ

 ّٔبٕ گطّٖ، ضاثطگ٘طٕ ًؿجت ثِ تغ٘٘طهىبىًرؿت٘يغتبث
 گ٘طز:ظٗط زض زؾتطؼ لطاض هٖ

 

(12)  0
D̂





 

(13)  
 T T

m

T

m

ˆ ˆ ˆ ˆB .D .B d D N .F d

B̂ .D . d

 



   

 

 


 

 

ٍ ثطزاض ثبضّبٕ گطّٖ  Kؾطاًدبم، هبتطٗؽ ؾرتٖ  
P ِآٌٗس:هٖ زؾت ث 

 

(14)  T

m

ˆ ˆK B . D . B d


   

(15)  T T

m

ˆ ˆP (N . F B . D . )d


     

 

 های ناقصهای آزادی جسءآرایش درجه

ّبٕ  اٗي پػٍّف، گعٌٗف آضاٗف زضخِ زض ًرؿت٘ي گبم
پاصٗطز.   ّب ثطإ آفطٌٗف خعئٖ ًَ اًدبم هٖآظازٕ ٍ گطُ

اًس وِ فمس اًتربة ٗه تابثغ  اى آقىبض ؾبذتِّكگطپػٍ

آظازٕ وبفٖ  زضخٔگطّٖ ٍ  ٔثبلا ٍ قوبضٕ ًمط زضخٔثب 
إ اًدابم  بٗس اٗي وبضّاب ثاب َّقا٘بضٕ ٍٗاػُ    ً٘ؿتٌس ٍ ث

ّبٕ آظازٕ ضا ثبٗس هٌبؾت ثب پصٗطًس. افعٍى ثط آى، زضخِ

إ ، ظهابًٖ واِ پابضُ   ضٍ اظاٗاي خبٗگبُ ّط گطُ ثطگعٗاس.  
ّبٕ تابثغ تطفتاع ثاِ زلاٗلاٖ اًترابة      ّب اظ زؾتِػجبضت

    ٖ ِ  ًكًَس، آى خاعء ًابلص ًبه٘اسُ ها ّابٕ  قاَز. ًت٘دا

 :]26[ ثبقٌس ط هٖقطح ظٗ ثِپػٍّف اذتطٕ  

گطّاٖ، ثاطإ ضؾا٘سى ثاِ      ٔاًتربة قوبض ظٗبز ًمط -1

 پبؾد هٌبؾت وبفٖ ً٘ؿت.

ّب ًؿجت ّبٕ آظازٕ ثطإ گطُاًتربة زضؾت زضخِ -2
ّب اظ اّو٘ت ث٘كاتطٕ ثطذاَضزاض   ثِ گعٌٗف خبٗگبُ گطُ

ّبٕ گطّٖ ثب زضخِ ٔاؾت. ثبٗس زاًؿت، قوبض ووتط ًمط
زضخأ  گطّٖ زاضإ  ٔمطآظازٕ هٌبؾت اظ تؼساز ث٘كتط ً

 زّس.زؾت هّٖبٕ ثْتطٕ ثًِبهٌبؾت، پبؾد آظازٕ
ّاب ثاط پْلإَ خاعء ّو٘كاِ      ظٗبز ثَزى قوبض گاطُ  -3

هحاسٍز واطزى گاعٌٗف     ؾجت ثِهٌبؾت ًرَاّس ثَز ٍ 

 .ّبٕ آظازٕ خعء، زلت ذَثٖ ًرَاّس زاقتزضخِ

ّبٕ گَقِ زٍضاًٖ زض گطُ زضخٔ آظازٕثطإ زاقتي  -4

wثبٗااس اظ 

x




 ٍ

w

y




wز ثْااطُ خؿاات ٍ اظ واابضثط  

t




 ٍ

w

n




ّب ثِ اهتساز پْلَٕ ّاط  ظٗطا، اٗي زضخِپطّ٘ع وطز.  

ّابٕ گَقاِ تؼطٗاف    ثبقاٌس ٍ زض گاطُ  خعء ٍاثؿتِ هٖ

ٕ زضخِّبٕ گَقِ زض گطُٗىتبٖٗ ًساضًس.  ، wآظازٕ ّاب

w

x




 ٍ

w

y




طااَض هؼوااَل واابضثطز زاضًااس ٍ ّو٘كااِ  ثااِ 

 ٌس.جهٌبؾ

 ّبٕ آظازٕٖٗ، اًتربة زضخِپْلَ ه٘بىّبٕ ثطإ گطُ -5

w

t




ٍ

w

n




ّاااابٕ خااااِتااااط اظ گااااعٌٗف زضهف٘ااااس 

wآظازٕ

x




ٍ

w

y




ِ ٕ ثْتطٕ ّب دثبقس ٍ پبؾهٖ   زؾات  ثا

 آٗس.هٖ

آظازٕ زضخٖٔٗ، پْلَ ه٘بىّبٕ ثطإ گطُ -6
w

n




هف٘ستط  

حابل، ٍخاَز   ثبقاس. ثاباٗي  ّبٕ آظازٕ هٖاظ ؾبٗط زضخِ

عء ؾاجت افات زلات    زض خ زضخٔ آظازٕقوبض ظٗبز اٗي 

َز ٍ ثطإ زؾتطؾٖ ثِ پبؾد هٌبؾت ثبٗس تؼساز آى ق هٖ

 هحسٍز ثبقس.



 1397، زٍؾبل ث٘ؿت ٍ ًْن، قوبضٓ   هىبً٘هًكطٗٔ ػلَم وبضثطزٕ ٍ هحبؾجبتٖ زض 

 

104 

تٌْابٖٗ   ثِ wزضخٔ آظازٕٖٗ پْلَ ه٘بىّبٕ ثطإ گطُ -7

ٕ هف٘س ً٘ؿت ٍلٖ تطو٘ت زٍ  ٍ  wزضخأ آظاز
w

n




زض  

 ثبقس.ّبٕ ثْتطٕ هٖضإ ًت٘دِّب زااٗي گطُ

ّبٕ ثطإ زؾتطؾٖ ثِ تطو٘ت هٌبؾت زضخِ -8

ٍ wآظازٕ
w

n




، ثبٗس زض ّط پْلَ، افعٍى ثط گطُ گَقِ، 

ً٘ع گعٌٗف قَز. زض گطُ ه٘بًٖ، اظ  پْلَ ه٘بىؾِ گطُ 

 زٍ گطُ زٗگط ثبٗس اظ ٍ زض ،wآظازٕ زضخٔ
w

n




ثْطُ  

ثْتطٗي  زضخٔ آظازٕخؿت. تبوٌَى، اٗي ًَع اًتربة 

 ًت٘دِ ضا زاقتِ اؾت. 

ِ    ثطإ آفطٌٗف خاعء   ّابٕ  ّابٕ ًاَ، آضاٗاف زضخا
ِ   ثبتَخِآظازٕ  ّابٕ پاػٍّف اذتاطٕ اًدابم     ثاِ ًت٘دا

ٖ . ذبططًكبى ]26[ پصٗطز هٖ َ ها ، حفا  تمابضى زض   زقا
ّبٕ اٗي ثراف،  ّبٕ آظازٕ ًؿجت ثِ ًىتِخِچٌ٘ف زض

( ّكت آضاٗف ثطگعٗسُ 1زض اٍلَٗت لطاض زاضًس. قىل )
 ٖ  ّاابٕزّااس. اظ ه٘اابى آًْااب، آضاٗااف   ضا ًواابٗف هاا

ّابٕ آًْاب زض   ّبٕ هٌبؾت زاضًس وِ پبؾاد ًت٘دِ 8ٍ  7 

 زل٘ال  ثِّب آٌٗس. ؾبٗط آضاٗف ّبٕ ػسزٕ هٖثرف آظهَى
ّابٕ ً٘طٍٗاٖ ثاب    ؾدقًَس. پبًبهطلَة حصف هٖ ًٔت٘د

ّابٕ   ثِ ػسز ًبزضؾت ٍ تغ٘٘طهىبى گطا ّنذطبٕ ظٗبز ٗب 

ّاابٕ ًبهٌبؾاات زاًؿااتي ثااب ذطاابٕ ًاابهطلَة اظ زل٘اال
ثبقااٌس. ثبٗااس افااعٍز، زض تواابم ّاابٕ حااصفٖ هااٖ خااعء
ِ  آضاٗف ّاب  ّابٕ آظازٕ ٍ گاطُ  ّبٕ حصفٖ، قوبض زضخا

ّبٕ ػاسزٕ،  تدطثِ ٔٗثطپبذ٘لٖ ون ٗب ذ٘لٖ ظٗبز ثَزًس. 
ٕ وبض ظٗبز گاطُ ٍ  ّو٘كِ ق  ٓوٌٌاس  تضاو٘ي  زضخأ آظاز

ٕ زلت ثبلا زض خعء ًرَاّس ثَز. ثبٗس افعٍز، آضاٗاف   ّاب

ّبٕ زٗگط اظ زٗسگبُ قاوبض گاطُ   ًؿجت ثِ آضاٗف 8ٍ  7
آظازٕ زض ٗااه ٍضااؼ٘ت ه٘بًااِ لااطاض زاضًااس.   زضخاأٍ 

ّابٕ اٗاي همبلاِ ًكابى     ثطذلاف تصَض ّوگبى، ٍاوبٍٕ

آظازٕ هاالان ّاابٕ ذَاّااس زاز وااِ تٌْااب قااوبض زضخااِ
ِ  ثبقس، ثلىِ خبٗگبُ گاطُ  ًوٖ ّابٕ آظازٕ ٍ   ّاب ٍ زضخا
 آًْب اظ اّو٘ت ث٘كتطٕ ثطذَضزاضًس. ٔگًَ

 

 
 

 ّبٕ ًبلصخعء زضخٔ آظازٕ ّبٕآضاٗف  1 قىل

 

 ٔٗه خولا  (، ؾٖ 3ٍ) ٔزض ضاثط kثب همساض زازى ثِ  

پَ٘ؾات ٗىان زض خاسٍل     ٔٗا ثطپبًرؿت پبؾد ّوگاي  

افااعٍز، زض ضٍـ تطفتااع، قااوبض   آٌٗااس. ثبٗااس هااٖ( 18)

ِ ظٗاط   ّٔبٕ اًتربثٖ تبثغ تطفتاع اظ ضاثطا   خولِ  زؾات  ثا

 :]1[14 , آٗس هٖ
 

(16)  
T DOF RIG

m N m   
 

ٔ قاوبض   NDOF زض اٌٗدب،  تؼاساز   mRIG، آظازٕ زضخا

ّبٕ اًتربثٖ قوبض خولِ mTّبٕ خؿن ؾرت ٍ حطوت

َ تطفتع هٖ تگٖ ّابٕ پَ٘ؾا  تطفتاع، قاط    ٓثبقس. زض قا٘

ذَاّاس قاس ٍ ٍخاَز     تاأه٘ي ّابٕ هاطظٕ   تَؾس تابثغ 

ّبٕ خؿن ؾرت زض تبثغ ه٘اساى زضًٍاٖ ثبػا     حطوت

وطًكاٖ ٍ   ّٔبٕ صفط ٍ ًبزضؾت وبضهبٗا پ٘ساٗف حبلت

ّوا٘ي زل٘ال، زض    ثِقَز. هبتطٗؽ ؾرتٖ هٖ ٔووجَز ضتج

ّبٕ حطوات خؿان ؾارت اظ تابثغ     ضٍـ تطفتع خولِ

پاػٍّف،   گطزًس. زض اٗاي  هٖه٘ساى زضًٍٖ خؿن حصف 

ّبٕ ًجَز تبثغ هطظٕ ٍ ثطإ ثطلطاض ؾبذتي قط  زل٘ل ثِ

( زض x,y,1)ّبٕ حطوت خؿان ؾارت   پَ٘ؾتگٖ، خولِ

ٖ  وابض  ثِتبثغ ه٘ساى  ِ   ها ّابٖٗ واِ اظ   ضًٍاس. قاوبض خولا

 آٗس:هٖ زؾت ثِظٗط  ٔخسٍل ثبٗس گعٌٗف قًَس اظ ضاثط
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(17)  
T DOF RIG

m N m   

 

ّابٕ  تطفتاع ثاطإ خاعء   ّبٕ تبثغ زض گعٌٗف خولِ 
تطفتاع ثاطإ    ّٔبٕ پ٘بپٖ ٍ وبهل ّط زؾتًبلص، ػجبضت

ضًٍس. ثبٍخَز اٗي، وَقف ثط حفا   ًوٖ وبض ثِتبثغ ذ٘ع 

ذَاّاس ثاَز.    x ٍ yتبثغ ه٘ساى ًؿاجت ثاِ    هطتجٔتمبضى 
زضخأ  ؾطاًدبم، ثطإ ّط وسام اظ ّكت قاىل آضاٗاف   

ْ ، قوبضٕ خعء ثب تبثغآظازٕ بز ّبٕ ه٘ساى هتفبٍت پجكاٌ

گبًاِ  ّابٕ ّكات  ع، ثطإ اٗي آضاٗفَدوهقًَس. زضهٖ
ػسز تبثغ ه٘ساى هتفبٍت گاعٌٗف ذَاّاس قاس. اظ     674

خاعء هابتطٗؽ ٌّسؾاٖ ٍٗاػُ زاضًاس ٍ       227 ه٘بى اٌْٗب،
هبًااسُ، زض گاابم  ثاابلٖخااعء  447قااًَس. اظ حااصف هااٖ

گطزًس. پؽ اظ  خعء ثب زلت ثْتط اًتربة هٖ 67ًرؿت، 
ٍ اًداابم آظهااَى  اى، زُ خااعء زاضإ ّاابٕ ػااسزٕ فااطا

هؼطفاٖ   (1ثب آضاٗف تبثغ ه٘ساى خسٍل ) ّبٕ ثطتط پبؾد
ٔ  17ذَاٌّس قاس. اظ اٗاي زُ خاعء، چْابض ػاسز        زضخا

-ICTFّابٕ  ( ٍ ثب ًابم 7-1آظازٕ زاضًس ٍ هبًٌس قىل )

ٖ   ICTF-17-4 تاب  17-1 ثبقاٌس. قاف خاعء زٗگاط،     ها
( زاضًس ٍ 8-1ّوبًٌس قىل )ضا آظازٕ  زضخٔ 16آضاٗف 

ِ اًاس. ثا   ٕ قاسُ گاصاض  ًبم  ICTF-16-6تب ICTF-16-1ثب 
ٕ ثطتاط زاضًاس زض اٗاي    ّب د، زُ خعء وِ پبؾوَتبُ ؾري

 گطزًس.پػٍّف هؼطفٖ هٖ
 

 ّبٕ ًبلصّبٕ تبثغ ه٘ساى خعءآضاٗف خولِ  1 خسٍل

 ّبٕ تبثغ ه٘ساىآضاٗف خولِ ًبم خعء

ICTF-16-1 [1 2 3 6 7 11 13 14 19 21 22 25 26] 

ICTF-16-2 [1 2 3 6 7 11 13 14 19 21 22 25 27] 

ICTF-16-3 [1 2 3 6 7 10 13 14 18 21 22 25 26] 

ICTF-16-4 [1 2 3 6 7  9 10 14 15 18 19 21 22] 

ICTF-16-5 [1 2 3 6 7 10 13 14 18 21 22 25 27] 

ICTF-16-6 [1 2 3 6 7 10 14 15 18 21 22 25 27] 

ICTF-17-1 [1 2 3 6 7 9 10 14 15 17 19 21 22 27] 

ICTF-17-2 [1 2 3 6 7 9 11 14 15 17 19 21 22 27] 

ICTF-17-3 [1 2 3 6 7 9 10 14 15 16 18 21 22 27] 

ICTF-17-4 [1 2 3 6 7 10 14 15 17 21 22 27 29 30] 

ّبٕ پ٘كٌْبزٕ زض ٗابفتي  ثطإ اضظٗبثٖ تَاًبٖٗ خعء 

همساض زل٘ك تٌف ٍ وطًف ثبثات، آظهاَى ٍصالِ اًدابم     
ّاابٕ ًَٗؿااٌسگبى پااصٗطز. زض اٗااي آظهااَى، خااعء هااٖ
زٌّاس. ثاِ ؾاري زٗگاط،     هٖ زؾت ثِّبٕ زل٘ك ضا  پبؾد

ِ ّبٕ پ٘كاٌْبزٕ   خعء ّابٕ ٍصالِ ضا    ؾابزگٖ آظهاَى   ثا
 گصضاًٌس. هٖ

 

 های کاملجسء

ي ثرف، ثِ آفطٌٗف ٗه خعء ًاَ ثاب تابثغ ه٘اساى     زض اٗ
قَز. ّسف اظ اٗاي وابض، ثطضؾاٖ اثاط     وبهل پطزاذتِ هٖ

ّابٕ   وبهل ثَزى تبثغ ه٘ساى اٗدبزقسُ زضهمبٗؿِ ثب خاعء 
ِ ًبلص اؾت. خولِ ّابٕ پ٘ابپٖ    ّبٕ تبثغ ه٘ساى اظ زؾات

ّبٕ ّط تبثغ تطفتع اًتربة ذَاٌّس قس ٍ توبهٖ ػجبضت
گ٘طز. ّبٕ آظازٕ زضثط هٖ ض زضخِثِ قوب ثبتَخِزؾتِ ضا 

قاسُ ٍ قاوبض    تكاى٘ل پؽ اظ آى، ثطهجٌبٕ تابثغ ه٘اساى   
آٗاس.  هٖ زؾت ثِّبٕ آظازٕ خعء ّب، آضاٗف زضخِخولِ

ثبقس واِ  هٖ 5 هطتجٔتبثغ ه٘ساى خعء وبهل پ٘كٌْبزٕ اظ 
 ّٔابٕ تطفتاع )چْابض زؾات    ػجبضت ًرؿات اظ تابثغ   15

ؾاِ حطوات    گ٘طز ٍ ثبهٖ زضثطًرؿت پَ٘ؾت ٗىن( ضا 
َز. قىل ق هٖ 18ّبٕ آظازٕ خؿن ؾرت، قوبض زضخِ

ّاااابٕ آظازٕ (، زٍ آضاٗااااف زضخاااا2-2ِ( ٍ )2-1)
ٕ قسُ ثطإ  ثطگعٗسُ ِ خعءّاب ٍ  CTF-18-1تطت٘ات،   ، ثا

CTF-18-2 ٖگاصاضٕ   . ثبٗس زاًؿات، ًابم  زّسضا ًكبى ه
ّااابٕ  ثطگطفتاااِ اظ ػجااابضت ICTF  ٍCTFٕ خعءّاااب

"Incomplete Trefftz Function "ٍ "Complete 

Function Trefftz "ٖثبقٌس. ه 
 

 
  ّبٕ وبهلخعء زضخٔ آظازّٕبٕ آضاٗف  2قىل 

 

ّابٕ وبهال، اًترابة    ، زض خاعء زقَهٖذبططًكبى  
ِ   زضخٔ آظازٕ آضاٗف ّابٕ تابثغ   ٍاثؿتِ ثِ قاوبض خولا

ّبٕ ًبلص پؽ خعء ، تبثغ ه٘ساىوِ زضحبلٖه٘ساى اؾت. 
ٕ ّابٕ  اظ اًتربة آضاٗف هؼ٘بضّابٕ   ٔٗا پبثط زضخأ آظاز
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، پاؽ اظ  ضٍ اظاٗيآٗس. هٖ زؾت ثِ ّبٕ آظازٕ ثطتط،زضخِ
ِ   آظهَزى آضاٗف ّابٖٗ واِ هابتطٗؽ    ّابٕ هوىاي، گًَا

  ٖ قاًَس. اظ  ٌّسؾٖ ٍٗػُ ٍ ووجَز ضتجِ زاضًس حاصف ها
( زضًْبٗاات اًتراابة 2ه٘اابى آًْااب، زٍ آضاٗااف قااىل ) 

 اًس.  قسُ
 

 های عددیآزمون

إ ػااسزٕ ثااط  ٔزض اٗااي ثرااف، حاال چٌااس ًوًَاا    
ٖ آظهاابٖٗ خااعء  ضاؾااتٖ آٗااس. ثااب  ّاابٕ پ٘كااٌْبزٕ هاا

 ّٓبٕ هتمابضى ٍ ًبهتمابضى، هبًٌاس ثابض گؿاتطز      ثبضگصاضٕ
ٗىٌَاذاات، ثاابض هتوطوااع، ثاابض ؾٌَ٘ؾااٖ ٍ ثاابض هثلثااٖ، 

ّبٕ هتفبٍت پصٗطز. گًَِ هّٖبٕ گًَبگًَٖ اًدبم آظهَى
ّبٕ گ٘طزاضٕ، ؾبزُ، گبُگبّٖ هبًٌس تىِّ٘بٕ تىِ٘ قط 

هتماابضى ٍ  صااَضت ثااِّااب زض گَقااِ آظاز ٍ ؾااتَى ٔلجاا
ِ ًبهتمبضى  ٖ  وابض  ثا ٕ  پبؾاد  ضًٍاس. ثبٗاس زاًؿات،   ها  ّاب
فمس ثِ ثبضگاصاضٕ خاعء ثؿاتگٖ     (2خسٍل ) ذصَصٖ

 ثبقاس.  اثط هٖ ثٖآًْب  ثطضٍٕگبّٖ ّبٕ تىِ٘زاضز ٍ قط 
ثطاثاط   شوط ًكسُ اؾت ًؿجت پَاؾَى ٖٗ وِّبآظهَى زض
َ هٖهٖ ثبقس. ذبططًكبى 3/0ثب  ٕ  ، پبؾاد زقا زل٘اك   ّاب

. ثبٗاس افاعٍز، زض حبلات    [27] ٌسّؿت ّب زض زؾتهؿئلِ
ّب ثاطإ ثابض   ؾبزُ، پبؾد توبمگ٘طزاض ٍ  توبمّبٕ گبُتىِ٘

)خااعء  DKQ[28,13]ّاابٕ خااعء ٔگؿااتطزُ ثااب ًت٘داا 
 ARS-T9[29]و٘طقْف ًبپَ٘ؾاتِ(،   صفحٔچْبضپْلَٕ 

ٕ  9پْلَ ثب  ؾِ)خعء   -ضاٗعًاط  ًٓگاط  ٔٗا ثطپب زضخأ آظاز
زضخأ   12)خعء چْبضپْلَ ثب  ARS-Q12[2]هٌ٘سل٘ي( ٍ 

ضاٗعًاط( ٍ ّوچٌا٘ي، ثاطإ     -هٌ٘سل٘ي ًٓگط ٔٗثطپب آظازٕ
، DKQ[13,28]ّابٕ  ثبضگصاضٕ هتوطوع گطّٖ ثاب خاعء  

ACM[30]  صااافحٔ)خاااعء چْااابضپْلَٕ ًبؾااابظگبض 
ٕ  12و٘طقْف ثاب   )خاعء  RGC-12[30] ٍ ( زضخأ آظاز

زضخأ   12ذوكٖ ًبظن ثاب   صفحٔچْبضپْلَٕ ؾبظگبض 
همبٗؿااِ ذَاٌّااس قااس. ثبٗااس افااعٍز، زض تواابهٖ  (آظازٕ
قاست   ٓثؼس ٍ هؿتمل اظ اًاساظ ّب ذ٘ع ٍ لٌگط ثٖآظهَى

  ثبض ٍ ثؼسّبٕ صفحِ ّؿتٌس.
 

 یکنواخت ۀمربعی با بار گسترد صفحۀ

ظٗط اثط  aإ هطثؼٖ ثب پْلَٕ زض ًرؿت٘ي آظهَى، صفحِ

ِ  ، ثاب قاط   qٗىٌَاذات   ٓثبض گؿاتطز  گابّٖ  ّابٕ تى٘ا
خبٖٗ ٍ لٌگط هطواع  خبثِ ًٔت٘د گطزز.ٖهتفبٍت تحل٘ل ه

ّاابٕ پ٘كااٌْبزٕ زض ثااطإ خااعء (a=b)هطثؼااٖ  صاافحٔ

اًاس.   ( آهاسُ 4 ٍ 3ّابٕ ) ّبٕ گًَبگَى زض خسٍلحبلت
ٗاٖ ذ٘اع   گطا ّن(، ًوَزاضّبٕ 3-5ّبٕ )ّوچٌ٘ي، قىل

ِ  ِ لجا  ٍ لٌگطّب ثطإ حبلت ٗه ؾابزُ ضا  ِ لجا  گ٘اطزاض ٍ ؾا
 زٌّس.ًكبى هٖ

 

 
 ّبٕ هتفبٍتهؿتط٘لٖ ثب ثبضگصاضٕ صفحٔصَصٖ ّبٕ ذپبؾد  2 خسٍل

 ثبضگصاضٕ اٗؿتبٖٗ ٔپبؾد ذصَصٖ هؼبزل

2 2 2

P

q
W (x y )

64D
  ٗىٌَاذت ثب قست  ٓثبض گؿتطزq 

2 2

P p p

q
W r Ln(r )

64D


   
2 2 2

p p p
r (x x ) (y y )     زض صفحِ  (xp , yp)اثط ثب هحل  Pثبض هتوطوع  

4

P 0 2 2

x y1 1
W (q D( )) sin( ) sin( )

a b a b

 
    ٍٕهؿتط٘لٖ ثِ ثؼسّبٕ  صفحٔثبض ؾٌَ٘ؾٖ ضa  ٍb 

2 2 20

P

q
W x(x y )

192aD
   ٍٕهطثؼٖ ثب طَل پْلَٕ  صفحٔثبض هثلثٖ ضa 
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ّبٕ ؾبزُ ظٗط اثط گبُهطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع   3خسٍل 

 (wc/(qa4/100D))ٗىٌَاذت  ٓثبض گؿتطز

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 4458/0 4161/0 4085/0 

ICTF-17-2 4461/0 4162/0 4086/0 

ICTF-17-3 4467/0 4167/0 4090/0 

ICTF-17-4 4444/0 4158/0 4086/0 

ICTF-16-1 4437/0 4157/0 4087/0 

ICTF-16-2 4440/0 4159/0 4088/0 

ICTF-16-3 4437/0 4157/0 4087/0 

ICTF-16-4 4437/0 4156/0 4086/0 

ICTF-16-5 4438/0 4157/0 4087/0 

ICTF-16-6 4429/0 4154/0 4084/0 

DKQ 4060/0 4062/0 4062/0 

ARS-T9 3973/0 4041/0 4057/0 

ARS-Q12 4060/0 4062/0 4062/0 

 4062/0 پبؾد زل٘ك

 

 گبُ ؾبزُ ظٗط هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔلٌگط زض هطوع   4خسٍل 

 (Mc/(qa2/10))ٗىٌَاذت  ٓاثط ثبض گؿتطز

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0455/0 0475/0 0479/0 

ICTF-17-2 0455/0 0457/0 0479/0 

ICTF-17-3 0463/0 0474/0 0477/0 

ICTF-17-4 0451/0 0473/0 0479/0 

ICTF-16-1 0447/0 0473/0 0479/0 

ICTF-16-2 0455/0 0478/0 0484/0 

ICTF-16-3 0445/0 0472/0 0479/0 

ICTF-16-4 0446/0 0472/0 0479/0 

ICTF-16-5 0446/0 0472/0 0479/0 

ICTF-16-6 0457/0 0474/0 0478/0 

DKQ 0484/0 0480/0 0479/0 

ARS-T9 0482/0 0480/0 0479/0 

ARS-Q12 0484/0 0480/0 0479/0 

 0479/0 پبؾد زل٘ك

 

گبُ گ٘طزاض هطثؼٖ ثب ٗه تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع ٖٗ گطا ّن  3قىل 

 (wc/(qa4/100D))ثبض گؿتطزُ ٗىٌَاذت  ٍؾبزُ  گبٍُ ؾِ تىِ٘

 

 
هطثؼٖ ثب ٗه  صفحٔهطوع  زض Mx لٌگطٖٗ گطا ّن  4قىل 

ثبض گؿتطزُ ٗىٌَاذت  ؾبزُ ٍ گبُطزاض ٍ ؾِ تىِ٘گ٘ گبُ تىِ٘
(Mc/(qa2/10)) 

 

گبُ هطثؼٖ ثب ٗه تىِ٘ صفحٔهطوع  Myٖٗ لٌگطگطا ّن  5قىل 

ٗىٌَاذت  ٓثبض گؿتطز ؾبزُ ٍ گبُطزاض ٍ ؾِ تىِ٘گ٘
(Mc/(qa2/10)) 
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ّاابٕ خااعء (، ثطتااط4ٕ ٍ 3ّاابٕ )خااسٍل ًٔت٘داا 

ّابٕ  زٌّس. آقاىبض اؾات، خاعء   هٖ پ٘كٌْبزٕ ضا ًكبى

ICTF لجَلٖ  لبثلّبٕ ثؿ٘بض ّن پبؾد 16*16 ٔثب قجى

ٖ ا ّاابٕ س وااِ اٗااي ٍٗػگااٖ ضا خااعء  ٌاازّضائااِ هاا

DKQ[28,13] ،ARS-T9[29]  ٍARS-T12[2] 

 زٍٕ  زٍثاااِ ًٔساضًاااس. اظ ؾااإَ زٗگاااط، ثاااب همبٗؿااا

ٍ  ICTF-16-1  ٍICTF-16-2ّااابٕ آضاٗاااف خاااعء 

ٍ  ICTF-16-3  ٍICTF-16-5 ،ICTF-16-1ّوچٌااا٘ي 

ICTF-16-3 ،ICTF-16-2  ٍICTF-16-5 ٍزٍٕ  ثِوِ ز

ظٍج تفابٍت زاضًاس،    ٔبضت اظ زؾتآًْب فمس زض ٗه ػج

ّابٕ  خولِ ٓگ٘طًسزضثطّبٕ تَاى زضٗبفت وِ ػجبضت هٖ

x
n  ٍy

n تاطٕ زاضًاس. ّوچٌا٘ي، اٗاي     ّبٕ ؾرتپبؾد

 ٗبثٌس.اثطّب ثب ثبلا ضفتي هطتجِ افعاٗف هٖ
 

ّبٕ گ٘طزاض ظٗط اثط گبُهطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع   5خسٍل 

 (wc/(pa2/100D))وطوع ه٘بًٖ ثبض هت

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-

1 5544/0 5590/0 5605/0 

ICTF-17-

2 
5547/0 5593/0 5606/0 

ICTF-17-
3 

5457/0 5564/0 5600/0 

ICTF-17-

4 
5539/0 5596/0 5615/0 

ICTF-16-

1 
5379/0 5544/0 5592/0 

ICTF-16-
2 

5410/0 5555/0 5597/0 

ICTF-16-

3 
5365/0 5541/0 5592/0 

ICTF-16-

4 
5384/0 5543/0 5599/0 

ICTF-16-
5 

5393/0 5548/0 5595/0 

ICTF-16-

6 
5335/0 5527/0 5590/0 

DKQ 5895/0 - - 

ACM 5803/0 5672/0 - 

RGC-12 5550/0 5596/0 - 

 5605/0 پبؾد زل٘ك

 

ط ّبٕ ؾبزُ ظٗط اثگبُهطثؼٖ ثب تىِ٘ ٔذ٘ع هطوع صفح  6خسٍل 

 (wc/(pa2/10D))ثبض هتوطوع ه٘بًٖ 

 32*32 16*16 8*8 جىِق

ICTF-17-1 1154/0 1158/0 1160/0 

ICTF-17-2 1155/0 1158/0 1160/0 

ICTF-17-3 1146/0 1156/0 1159/0 

ICTF-17-4 1157/0 1160/0 1161/0 

ICTF-16-1 1140/0 1154/0 1159/0 

ICTF-16-2 1142/0 1155/0 1159/0 

ICTF-16-3 1138/0 1154/0 1159/0 

ICTF-16-4 1139/0 1154/0 1159/0 

ICTF-16-5 1141/0 1154/0 1159/0 

ICTF-16-6 1135/0 1152/0 1159/0 

DKQ 1194/0 - - 

ACM 1183/0 1167/0 - 

RGC-12 1155/0 1159/0 - 

 1160/0 پبؾد زل٘ك

 

 عی با بار متمرکس میانیمرب صفحۀ

آظهااَى پ٘كاا٘ي ثااطإ ثاابض  ٓزض اٗااي ثرااف، ؾاابظ 

ٖ     Pهتوطوع  قاَز. توابم   زض هطواع صافحِ ٍاوابٍٕ ها
ٖ      گابُ  تىِ٘ ثبقاٌس.  ّابٕ صافحِ گ٘اطزاض ٍ ٗاب ؾابزُ ها

ّبٕ ذ٘ع زض هطوع صافحِ ضا  ( پبؾد6ٍ  5ّبٕ )خسٍل
زٌّس. ثبٗس زاًؿت، لٌگط زض هطواع  زض زؾتطؼ لطاض هٖ

ًْبٗت ه٘ال  هحل اثط ثبض هتوطوع ثِ ثٖ ٔؾبظُ ٍ زض ًمط
 وٌس ٍ لبثل هحبؾجِ ً٘ؿت.هٖ

س هثابل پ٘كا٘ي ثاب ثابض گؿاتطزُ، زض حبلات       ّوبًٌ 
ّابٕ  ّبٕ پ٘كٌْبزٕ اظ خعءثبضگصاضٕ هتوطوع ً٘ع، خعء

DKQ[13,28] ،ACM[30]  ٍ RGC-12[30] تَاًااابتط

ّابٕ  گًَِ وِ پ٘ف اظ اٗي اقبضُ قس، خعءثَزًس. ّوبى
ICTF-16-3  ٍICTF-16-5 ّاابٕ زض اًتراابة ػجاابضت

ّابٕ  خاعء  هتفبٍت ّؿتٌس. ّوچٌا٘ي، آضاٗاف   6 ٔزؾت

ICTF-17-1  ٍICTF-17-2 تفااااابٍتٖ هكااااابثِ زض ،
زاضًس. ثب ثطضؾاٖ زٍ خاعء    2 ّٔبٕ اًتربثٖ زؾت ػجبضت

ICTF-17-1  ٍICTF-17-2 ٖزل٘ل ثِقَز وِ ، آقىبض ه 
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ّب تفبٍت چٌاساًٖ  پبٗ٘ي، پبؾد هطتجٔ ٔاذتلاف زض زؾت

ّابٕ  خاعء  ًٔساضًس. اظ ؾَٕ زٗگط، اٗي اثاط زض همبٗؿا  
ICTF-16-3  ٍICTF-16-5ّبٕ ، وِ تفبٍت زض ػجبضت

 قَز. ثبلا زاضًس، ث٘كتط زٗسُ هٖ هطتجٔ ٔزؾت
 

ّبٕ گ٘طزاض ظٗط اثط گبُهطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع   7خسٍل 

wc/(q0a)  ثبض ؾٌَ٘ؾٖ زٍططفِ
4/100D)) 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0905/0 0911/0 0914/0 

ICTF-17-2 0906/0 0912/0 0914/0 

ICTF-17-3 0894/0 0908/0 0912/0 

ICTF-17-4 0902/0 0912/0 0914/0 

ICTF-16-1 0886/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-2 0889/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-3 0886/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-4 0887/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-5 0888/0 0907/0 0912/0 

ICTF-16-6 0879/0 0905/0 0911/0 

 0913/0 ٘كپبؾد زل

 

 مربعی با بار سینوسی دوطرفه صفحۀ

 ظٗاط   aهطثؼاٖ ثاب پْلإَ     ٔزض اٗي آظهَى، ٗه صفح 
 اثااااااااط ثاااااااابض ؾٌَ٘ؾااااااااٖ زٍططفااااااااِ، 

0
q q sin( x / a) sin( y / b)   ثاااااب زٍ حبلااااات ،

ٖ     تىِ٘  ٔگاطزز. ًت٘دا  گبّٖ ؾابزُ ٍ گ٘اطزاض تحل٘ال ها
ّابٕ  ثطإ خاعء  (a=b)هطثؼٖ  صفحٔخبٖٗ هطوع  خبثِ

اًس. اظ ؾَٕ زٗگاط،  ( زضج قس7ُل )پ٘كٌْبزٕ زض خسٍ
 صاافحٔٗااٖ ذ٘ااع ٍ لٌگااط ثااطإ  گطا ّاانًوَزاضّاابٕ 

 ِ ( ًوبٗابى  7ٍ  6ّابٕ ) ّابٕ ؾابزُ، زض قاىل    گابُ  تى٘ا

 اؾت. 2/0 ثبقس. ًؿجت پَاؾَى ً٘ع، ثطاثط ثب هٖ
ٍ ثطضؾااٖ آضاٗااف  هؿاائلِپااؽ اظ حاال چٌااسٗي  
ّابٕ  ّبٕ تبثغ ذ٘ع اظ زؾتِّب، ثْتط اؾت وِ خولِ خعء

ّبٕ فطز ّط . چَى زض زؾتٍِظى ثبقٌس فطز ّن ٓثب قوبض
 ثْتط ػجبضتتٌْبٖٗ هتمبضى ً٘ؿت، اًتربة زٍ  ثِ ػجبضت

ّاب اظ آى هطتجاِ   إ وِ توبهٖ خولِگًَِ ذَاّس ثَز، ثِ

 گ٘طز.زضثطضا 
 

گبُ ؾبزُ  تىِ٘هطثؼٖ ثب  صفحٖٔٗ ذ٘ع زض هطوع گطا ّن  6قىل 

 ظٗط اثط ثبض ؾٌَ٘ؾٖ زٍططفِ

 

 
گبُ ؾبزُ  تىِ٘هطثؼٖ ثب  صفحٖٔٗ لٌگط زض هطوع گطا ّن  7قىل 

 ظٗط اثط ثبض ؾٌَ٘ؾٖ زٍططفِ

 

 مربعی زیر اثر فشار مثلثی صفحۀ

ٔ اٗي ثبض،   ظٗاط اثاط فكابض     aهطثؼاٖ ثاب پْلإَ     صافح
هثلثٖ

0
q q x / aِ٘ؾبزُ توبمبٕ هتمبضى ّگبُ، ثب تى  ٍ
ِ  ؾِگ٘طزاض ٍ  لجِ ٗهّوچٌ٘ي ًبهتمبضى  ُ تحل٘ال  ؾابز  لجا

ِ  ٗهگطزز. ثبٗس زاًؿت، زض حبلت هٖ گ٘اطزاض ٍ ؾاِ    لجا
( گ٘طزاض ذَاّس ثاَز.  8زض قىل ) BCؾبزُ، پْلَٕ  لجِ

ّبٕ ّبٕ ذ٘ع ٍ لٌگط گطُ ه٘بًٖ صفحِ زض خسٍلپبؾد
اًااس. ّوچٌاا٘ي، ًوااَزاض   ( ًواابٗف زازُ قااسُ 10-8)

ِ    گطا ّن گابُ ؾابزُ زض   ٖٗ ذ٘اع ٍ لٌگاط زض حبلات تى٘ا
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هسُ اؾت. ثبٗس افعٍز، زض حابلتٖ  ( آ10ٍ  9ّبٕ )قىل
ِ ىوِ چْبضپْلَٕ صفحِ ت گابُ ؾابزُ زاضًاس، ًؿاجت     ٘ا

 قَز.هٖ زضًظط گطفتِ 2/0پَاؾَى ثطاثط 
 

 
 هطثؼٖ ثب ثبضگصاضٕ هثلثٖ صفحٔ  8قىل 

 

 ٔلجگ٘طزاض ٍ ؾِ  ٔ لج  ٗههطثؼٖ ثب  صفحٔذ٘ع هطوع   8خسٍل 

wc/(q0a)  ؾبزُ ظٗط اثط ثبض هثلثٖ
4/100D)) 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 1289/0 1284/0 1284/0 

ICTF-17-2 1290/0 1284/0 1285/0 

ICTF-17-3 1267/0 1280/0 1283/0 

ICTF-17-4 1299/0 1287/0 1287/0 

ICTF-16-1 1284/0 1283/0 1284/0 

ICTF-16-2 1286/0 1284/0 1284/0 

ICTF-16-3 1284/0 1283/0 1284/0 

ICTF-16-4 1276/0 1280/0 1283/0 

ICTF-16-5 1285/0 1283/0 1284/0 

ICTF-16-6 1271/0 1279/0 1283/0 

 13/0 پبؾد زل٘ك

 

گ٘طزاض ٍ  ٔلجهطثؼٖ ثب ٗه  صفحٔزض هطوع  Mxلٌگط   9سٍل خ

Mc/(q0a)  اثط ثبض هثلثٖؾبزُ ظٗط  ٔؾِ لج
2)) 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0187/0 0189/0 0189/0 

ICTF-17-2 0187/0 0189/0 0189/0 

ICTF-17-3 0188/0 0188/0 0188/0 

ICTF-17-4 0188/0 0190/0 0190/0 

ICTF-16-1 0189/0 0193/0 0193/0 

ICTF-16-2 0191/0 0195/0 0196/0 

ICTF-16-3 0188/0 0193/0 0193/0 

ICTF-16-4 0184/0 0187/0 0188/0 

ICTF-16-5 0189/0 0193/0 0193/0 

ICTF-16-6 0185/0 0190/0 0190/0 

 0190/0 پبؾد زل٘ك

گ٘طزاض ٍ  ٔهطثؼٖ ثب ٗه لج صفحٔزض هطوع  Myلٌگط  10خسٍل 

Mc/(q0a) ؾبزُ ظٗط اثط ثبض هثلثٖ ٔؾِ لج
2)) 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0156/0 0158/0 0159/0 

ICTF-17-2 0156/0 0158/0 0159/0 

ICTF-17-3 0156/0 0158/0 0158/0 

ICTF-17-4 0160/0 0158/0 0158/0 

ICTF-16-1 0154/0 0158/0 0158/0 

ICTF-16-2 0156/0 0160/0 0160/0 

ICTF-16-3 0153/0 0157/0 0158/0 

ICTF-16-4 0151/0 0157/0 0158/0 

ICTF-16-5 0154/0 0157/0 0158/0 

ICTF-16-6 0155/0 0157/0 0158/0 

 016/0 پبؾد زل٘ك

 

  
گبُ ؾبزُ هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٖٔٗ ذ٘ع زض هطوع گطا ّن  9قىل 

 ظٗط اثط ثبض هثلثٖ

 

 
گبُ ؾبزُ هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٖٔٗ لٌگط زض هطوع گطا ّن  10قىل 

 ظٗط اثط ثبض هثلثٖ

 

ّبٕ ظٗاط  ّبٕ گؿتطزُ، ًت٘دِ ٍاوبٍٕپؽ اظ اًدبم  

 زض زؾتطؼ لطاض گطفتٌس:
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ٍخاَز گاطُ    ؾجت ثِ(، 1اظ قىل ) 7زض آضاٗف  -1    

ازٕ ًؿاجت ثاِ آضاٗاف    آظ زضخٔافعاٗف قوبض ٘بًٖ ٍ ه

ِ  1-8قىل ) ّاب ثاِ    ثٌاسٕ، پبؾاد  (، ثب ضٗع قاسى قاجى

 قًَس. تط هٖزل٘ك ًعزٗههمساض 

ثااِ  ًؿااجت ICTF-17-4ضؾااٖ ضفتاابض خااعء اظ ثط -2    

ٖ خعءؾبٗط  خاَٖٗ اظ  تاَاى ًت٘داِ گطفات، ثْاطُ    ّب ها

 ٔهطتجا اٗؿتبٖٗ ٍ افاعاٗف   هؼبزلّٔبٕ ثبلاتط پبؾد زؾتِ

ٗاٖ وواه   گطا ّنّب زض تبثغ ه٘ساى، ثِ ثْجَز ًطخ خولِ

زض خاسٍل   k ّٓبٕ ثاب قاوبض  وٌس. ثبٗس افعٍز، زؾتِهٖ

ِ ( پَ٘ؾت هكرص قس18ُ) ّابٕ  اًس ٍ هٌظَض اظ زؾات

 تط اؾت. ثعضي k ٓثب قوبض ٔثبلاتط، زؾت

(، 18خاسٍل )  ظٍج زض k ّٓبٕ ثب قوبضزؾتِزض  -3    

ِ ّط ٗه اظ چْبض ػجبضت زؾاتِ، خو  ٔ ّابٖٗ ثاب   لا  هطتجا

، اًتربة تٌْب ٗه ػجابضت اظ آى  ضٍ اظاٗيهتمبضى زاضًس. 

تَاًس وبفٖ ثبقس ٍ اًتربة قوبض ث٘كاتط آًْاب   زؾتِ هٖ

 اذت٘بضٕ اؾت.

ّابٕ   ّبٕ ظٍج ػجبضتٖ وِ زاضإ خولِزض زؾتِ -4    

x
n  ٍy

n ٖتاطٕ ًؿاجت ثاِ    ّابٕ ؾارت  ثبقس، پبؾاد ه

  ِ ٖ  زضثاط ّاب ضا  آًْبٖٗ وِ اٗاي خولا س، ًت٘داِ  ًا طگً٘وا

ٖٗ اظ ثبلا گطا ّنزّس. ثبٗس زاًؿت، ظهبًٖ وِ ًوَزاض  هٖ

تاط  ثِ پبؾد زل٘ك ًعزٗه قسُ اؾت، اٗاي خاعء ؾاطٗغ   

ٖ  گاطا  ّن قاَز. اظ ؾإَ زٗگاط، ثاطإ حابلتٖ واِ       ها

ٗبثس. ٖٗ وبّف هٖگطا ّنٖٗ اظ پبٗ٘ي ثبقس، ًطخ گطا ّن

ّبٕ ثبلاتط، اثط اٗي ػبهال  ، زض زؾتِزقَهٖذبططًكبى 

 اؾت. ث٘كتط

ّاابٕ اًتراابة زٍ ػجاابضت اظ زؾااتِ زضصااَضت -5    

ّاب  قًَس وِ توبهٖ خولِ هٖظٍج، آى زٍ تبٖٗ ثطزاقتِ 

 ٓقاوبض  ٔس. ثطإ ًوًَِ، زض زؾتًگ٘طزضثطاظ آى هطتجِ ضا 

ثْتاط   27ٍ  25اظ  27ٍ  26ٗاب   26ٍ  25، زٍ ػجبضت 6

 .ّؿتٌس
 

 

 
ط ثبض ّب ظٗط اثهطثؼٖ ثب چْبض ؾتَى زض گَقِ صفحٔ  11قىل 

 ٗىٌَاذت ٓگؿتطز

 

ّب هطثؼٖ ثب چْبض ؾتَى زض گَقِ صفحٔذ٘ع هطوع   11خسٍل 

 (wc/(qa4/10D))ٗىٌَاذت  ٓگؿتطزظٗط اثط ثبض 

 20*20 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 2658/0 2578/0 2569/0 

ICTF-17-2 2658/0 2579/0 2569/0 

ICTF-17-3 2657/0 2578/0 2568/0 

ICTF-17-4 2661/0 2583/0 2573/0 

ICTF-16-1 2656/0 2578/0 2569/0 

ICTF-16-2 2656/0 2579/0 2569/0 

ICTF-16-3 2656/0 2579/0 2569/0 

ICTF-16-4 2655/0 2578/0 2568/0 

ICTF-16-5 2656/0 2578/0 2569/0 

ICTF-16-6 2654/0 2578/0 2568/0 

T 13-5[31] 2573/0 

BCIZ[32] 244/0 

Cheung[33] 236/0 

 

 ها مربعی با چهار ستون در گوشه صفحۀ

قاىل،   إ هطثاغ ( صفح11ِزض اٗي هثبل ّوبًٌس قىل )

ّبٕ ؾبظُ لاطاض زاضز،  چْبض ؾتَى زض گَقِ ضٍٕ ثطوِ 
 ٓگؿاتطز  صَضت گطزز. ثبض ٍاضز ثط صفحِ ثِهٖتحل٘ل 

ثبقس. طَل ّط پْلَٕ صفحِ هٖ qٗىٌَاذت ثِ قست 

فماس زض چْابض   ّابٕ صافحِ   گابُ اؾت. تىِ٘ aثطاثط ثب 
قااًَس. گاابُ ؾاابزُ فااطض هااٖگَقااِ ّؿااتٌس ٍ تى٘ااِ

ِ    قط  ّاب فماس صافط ثاَزى     ّبٕ هاطظٕ زض اٗاي ًمطا

  ٖ ( 11. خااسٍل )(w=0)ثبقااس تغ٘٘طهىاابى لاابئن هاا
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ضازاهِ آهسُ اؾت. ذ٘ع هطوع صفحِ زٔ ًت٘د ٓگ٘طًسزضثط

ثب پبؾد خاعء   زض اٗي خسٍل پبؾد خعءّبٕ پ٘كٌْبزٕ
خاعء هثلثاٖ    72ثب  [31]هحسٍز ضضبئٖ پػًس ٍ اذتطٕ 

 ٍBCIZ [32]  خعء ٍ  72ثبCheung  ٍChan [33]   ثاب

 تَاى زضٗبفت وٍِ هٖاًس گطّٖ همبٗؿِ قسُ 8خعء  16
ٕ ءّبٕ پ٘كٌْبزٕ ثب خاعء  خع پبؾد ِ  ّاب قاسُ   قاٌبذت
 ز.ذَاًٖ زاض ّن

 

ها و یک لبه مربعی با دو ستون در گوشه صفحۀ

 گاه ساده تکیه

ِ  ( 12)ل ٕ هطثؼٖ قىصفحِزض اٗي هثبل،  گابُ  ثاب تى٘ا
 ٔزض زٍ گَقا  ؾاتَى زض پْلَٕ ؾوت چپ ٍ زٍ  ؾبزُ
هاَضز   qٗىٌَاذات ثاب قاست     ٓثبض گؿاتطز ٍ  ضٍِ ضٍث

ِ  12. خسٍل )گ٘طزتحل٘ل لطاض هٖ ّابٕ  ( گَٗابٕ ًت٘دا
ّب ثب  ثبقس. پبؾدصفحِ هٖ ٔآهسُ ثطإ ذ٘ع ه٘بً زؾت ثِ

 Cheung  ٍChanگطّاٖ(   10)خعءّبٕ  خعئٖ 8 ٔقجى
همبٗؿاِ   [31]ئٖ ضضبئٖ پػًس ٍ اذتاطٕ  خع72ٍ  [33]
ٖ قسُ ِ   اًس ٍ هكبّسُ ها ّاب ًؿاجت ثاِ    قاَز واِ ًت٘دا

  ٗىسٗگط ذطبٕ ووٖ زاضًس.
 

 
 ِب ٍ ٗه لجّهطثؼٖ ثب زٍ ؾتَى زض گَقِ صفحٔ  12قىل 

 ٗىٌَاذت ٓثبض گؿتطز گبُ ؾبزُ ٍ تىِ٘
 

 های ناقصهای کامل و جسءجسء ۀمقایس

ّبٕ ًابلص  ٍ خعء ّبٕ وبهلخعء زض اٗي ثرف، پبؾد
ٔ ثب ٗىسٗگط همبٗؿِ هٖ هؿئلِثب حل ٗه   قًَس. صافح

گبُ گ٘اطزاض زض زٍ  ّبٕ پ٘ك٘ي، ثب زٍ تىِ٘هطثؼٖ آظهَى
 ٍ زٗگاط  ٔگبُ ؾبزُ زض زٍ لجا ضٍ ٍ زٍ تىِ٘پْلَٕ ضٍثِ

ٖ ٗىٌَاذاات  ٓثبضگااصاضٕ گؿااتطز  . گااطززتحل٘اال هاا

ٖ 14ٍ  13ّبٕ )گًَِ وِ خسٍل ّوبى زٌّاس،  ( ًكبى ها
ّابٕ  ّبٕ وبهل ثؿ٘بض وٌستط اظ خعءٖٗ خعءطاگ ّنًطخ 

ِ   ًبلص اؾت. ثِ ّابٕ  ذبطط ثبٗس ؾپطز وِ قاوبض زضخا
 ّبٕ وبهل ث٘كتط هٖ ثبقس.  آظازٕ خعء

 

ٍ ٗه  هطثؼٖ ثب زٍ ؾتَى زض گَقِ صفحٔذ٘ع هطوع   12خسٍل 

 (wc/(qa4/10D))ت ٌَاذٗى ٓگؿتطزثبض  ٍ ؾبزُ لجٔ

 20*20 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 1919/0 1856/0 1848/0 

ICTF-17-2 1919/0 1856/0 1849/0 

ICTF-17-3 1917/0 1856/0 1848/0 

ICTF-17-4 1919/0 1856/0 1849/0 

ICTF-16-1 1918/0 1856/0 1849/0 

ICTF-16-2 1919/0 1857/0 1849/0 

ICTF-16-3 1918/0 1856/0 1849/0 

ICTF-16-4 1917/0 1855/0 1848/0 

ICTF-16-5 1919/0 1856/0 1849/0 

ICTF-16-6 1915/0 1855/0 1848/0 

T 13-5[31] 1852/0 

Cheung&Chan[33] 175/0/0 

 

گبُ ؾبزُ ٍ گ٘طزاض ٍ هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔذ٘ع هطوع   13 خسٍل

 (wc/ (qa4/100D))ٗىٌَاذت  ٓگؿتطز ثبض

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 1989/0 1935/0 1920/0 

ICTF-17-2 1996/0 1937/0 1921/0 

ICTF-17-3 1971/0 1931/0 1921/0 

ICTF-17-4 1977/0 1934/0 1923/0 

ICTF-16-1 1935/0 1922/0 1919/0 

ICTF-16-2 1939/0 1924/0 1920/0 

ICTF-16-3 1936/0 1923/0 1919/0 

ICTF-16-4 1954/0 1927/0 1920/0 

ICTF-16-5 1938/0 1923/0 1919/0 

ICTF-16-6 1945/0 1924/0 1919/0 

CTF-18-1 2056/0 1967/0 1933/0 

CTF-18-2 2238/0 1999/0 1933/0 

 1920/0 پبؾد زل٘ك
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گبُ ؾبزُ ٍ هطثؼٖ ثب تىِ٘ صفحٔزض هطوع  Mxلٌگط   14 خسٍل

 (Mc/ qa2/10)ٗىٌَاذت  ٓثبض گؿتطزگ٘طزاض ٍ 

 32*32 16*16 8*8 قجىِ

ICTF-17-1 0181/0 0228/0 0243/0 

ICTF-17-2 0181/0 0228/0 0243/0 

ICTF-17-3 0176/0 0227/0 0240/0 

ICTF-17-4 0185/0 0231/0 0243/0 

ICTF-16-1 0156/0 0228/0 0246/0 

ICTF-16-2 0173/0 0235/0 0251/0 

ICTF-16-3 0157/0 0229/0 0246/0 

ICTF-16-4 0181/0 0228/0 0239/0 

ICTF-16-5 0157/0 0229/0 0246/0 

ICTF-16-6 0181/0 0231/0 0243/0 

CTF-18-1 0198/0 0234/0 0242/0 

CTF-18-2 0204/0 0234/0 0241/0 

 0244/0 پبؾد زل٘ك

 

 پیشنهادی هایجسء بندی رتبه

زٍ هؼ٘ابض   ٔٗثطپبّب ّبٕ خعءػسزٕ، پبؾد ٔزض ّط ًوًَ

ًوًَاأ ػااسزٕ،  16ثااب ٍاواابٍٕ  ،ً٘ااطٍ ٍ تغ٘٘طهىاابى

ؿتطزگٖ حدن وبض، تٌْب ثاِ  گ زل٘ل ثِ. ًساُقسثٌسٕ  ضتجِ

زض اٗي همبلِ ثؿٌسُ گطزٗس.  اهْن ٍ وبض ٔچٌس ًوًَ ٔاضائ

 1ً٘طٍٖٗ ٍ تغ٘٘طهىابًٖ اظ   ّٔب، زٍ ضتجهؿئلِزض توبهٖ 

قسُ اؾت واِ ثْتاطٗي خاعء زض    ثِ ّط خعء زازُ  10تب 

ذطبٕ پبؾد ٍ  ٔٗثطپبثٌسٕ  ضزُٗه لطاض زاضز. اٗي  ٔضتج

ٍ  15ّابٕ ) زض خسٍل ٖٗ اؾتَاض هٖ ثبقس.گطا ّنًطخ 

16 ،)kij  زّس وِ زض آًْاب  هٖ ّبٖٗ ضا ًكبى هؿئلِقوبض

ٔ ضا گطفتِ اؾت. ثط اٗي پبٗاِ،   j ٔضتج iخعء  ولاٖ   هطتجا

ِ  ً٘ا  ٔخعء زض اضائ ٍ  18ّابٕ ) طٍ ٍ تغ٘٘طهىابى اظ ضاثطا

( ًكبى زازُ قسُ 17آٌٗس ٍ زض خسٍل )هٖ زؾت ثِ( 19

 11ثاطإ   ػسزٕ تٌْاب  ًٔوًَ 16اؾت. ثبٗس زاًؿت، اظ 

ِ ًوًَِ، همساض ً٘طٍّب حؿبة قسًس ٍ تٌْب زض ؾ هؿئلِ

Mx  ٍMy  ًجَزًس.ثطاثط 
 

(18)  
10

i ij

j 1

R 100 k (11 j) /140


    

(19)  
10

i ij

j 1

R 100 k (11 j) /160


    

 

 ً٘طٍ ٔٗثطپبثٌسٕ خعءّب  ضتجِ  15 خسٍل

Ri 

kij ًبم خعء i 
j=10 j=9 j=8 j=7 j=6 j=5 j=4 j=3 j=2 j=1 

48 0 3 2 2 1 2 2 1 1 0 ICTF-16-1 1 

23 9 2 0 0 0 1 2 0 0 0 ICTF-16-2 2 

43 1 2 2 3 3 1 0 1 1 0 ICTF-16-3 3 

50 1 1 4 2 2 0 0 1 0 3 ICTF-16-4 4 

55 0 0 2 4 2 3 0 1 0 2 ICTF-16-5 5 

69 0 0 1 0 3 2 2 1 5 0 ICTF-16-6 6 

73 0 0 1 1 2 0 2 2 5 1 ICTF-17-1 7 

71 0 0 1 2 0 1 2 5 1 2 ICTF-17-2 8 

35 3 6 0 0 0 2 2 0 1 0 ICTF-17-3 9 

78 0 0 1 0 1 2 2 2 0 6 ICTF-17-4 10 
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 تغ٘٘طهىبى ٔٗثطپبضتجِ ثٌسٕ خعءّب   16 خسٍل

Ri 
kij ًبم خعء i 

j=10 j=9 j=8 j=7 j=6 j=5 j=4 j=3 j=2 j=1 

56 0 0 3 2 6 0 2 0 1 2 ICTF-16-1 1 

43 1 4 3 0 1 3 4 0 0 0 ICTF-16-2 2 

47 0 4 1 6 0 1 0 2 2 0 ICTF-16-3 3 

39 0 5 5 0 3 0 2 0 1 0 ICTF-16-4 4 

52 0 0 0 1 4 6 1 2 0 0 ICTF-16-5 5 

38 8 1 0 1 0 1 3 0 0 2 ICTF-16-6 6 

77 0 0 2 0 2 0 0 3 7 2 ICTF-17-1 7 

75 0 2 1 1 0 0 0 4 3 5 ICTF-17-2 8 

42 5 1 1 2 0 2 3 2 0 0 ICTF-17-3 9 

72 2 0 0 2 0 1 1 3 2 5 ICTF-17-4 10 

 
 ّبثٌسٕ ًْبٖٗ خعءضتجِ  17 خسٍل

Ri ٕهلان ضتجِ ثٌس 
5 4 3 2 1 

ICTF-16-5 ICTF-16-6 ICTF-17-2 ICTF-17-1 ICTF-17-4 طًٍ٘ ٔٗثطپب 

ICTF-16-5 ICTF-16-1 ICTF-17-4 ICTF-17-2 ICTF-17-1 تغ٘٘طهىبى ٔٗثطپب 

 

 وردهاآدست

زض اٗي پاػٍّف، تابثغ تطفتاع ثاطإ الگَؾابظٕ ذ٘اع       
ضفت. اٗي تبثغ پبؾد ثرف  وبض ثِّبٕ و٘طقْفٖ صفحِ
ثبقس. ّسف ٗبفتي حبون ثط ضفتبضؾبظُ هٖ هؼبزلّٔوگي 

ّابٕ ذ٘اع ٍ    ّبٕ تبثغ تطفتع زض زلات پبؾاد  اثط خولِ
 ِ  ٔٗااثطپبّاابٕ ذوكااٖ ثااَز. زضآ اابظ،   لٌگااط صاافح

تالاـ زض حفا  تمابضى    پ٘كٌ٘٘بى ٍ ثاب  آٍضزّبٕ  زؾت
ّب، اظ ه٘بى ّكت گًَاِ  ّبٕ آظازٕ ٍ گطُزضخِ آضاٗف

زضخأ   16ٍ  17چٌ٘ف هتفبٍت، زٍ خعء هؿتط٘لٖ ثاب  
ّب، ثاب ثبثات   اًتربة قسًس. تبثغ ه٘ساى اٗي خعء آظازٕ

ّبٕ آظازٕ ٍ اًتربة چٌس تبثغ پٌساقتي چ٘سهبى زضخِ
، ؾبظٕ خعء وبهلآهسًس. زض ضاثطِ زؾت ثِتطفتع ًبلص 

ِ ٗه تبثغ ه٘ساى  ِ   هطتجا ّابٕ تابثغ تطفتاع    پاٌح اظ خولا
پ٘ابپٖ تطفتاع ضا    ٔخول 15قس. اٗي تبثغ ه٘ساى، گعٌٗف 

گ٘طز وِ ثب ؾِ حطوات خؿان ؾارت، قاوبض     هٖ زضثط
ٖ  18ّبٕ تبثغ ه٘اساى ثاِ   خولِ ، زٍ ّوچٌا٘ي . ضؾاس ها
زض  اًترابة قاسًس.   زضخٔ آظازٕ 18هتفبٍت ثب  آضاٗف
ساى پااؽ اظ ثطپاابٖٗ ّاابٕ ه٘ااّاابٕ ًاابلص، تاابثغخااعء
ِ ّبٕ آظازٕ ّبٕ هٌبؾت زضخِ چٌ٘ف آهسًاس.   زؾات  ثا

ّبٕ وبهل، ًرؿت تبثغ ه٘ساى وبهل ثطپب قس ثطإ خعء

ّبٕ آظازٕ هتٌبؾات ثاب آى   ٍ پؽ اظ آى، آضاٗف زضخِ
 اًتربة قس.

ّابٕ ثطتاط هؼطفاٖ     اٗي ه٘بى، زُ خعء ثاب پبؾاد  اظ  
(، 17ّااط خااعء زض خااسٍل )  ٔضتجاا ٔٗااثطپبگطزٗسًااس. 

ّن  ICTF-17-1 ،ICTF-17-2  ٍICTF-17-4 ّبٕ خعء
تغ٘٘طهىبى ثْتاطٗي ضفتابض ضا زاقاتٌس.     زض ً٘طٍ ٍ ّن زض

ٔ گاطُ ٍ ٗاه   تَاى ٍخَز ٗاه   هٖ آظازٕ ث٘كاتط   زضخا
ضا زل٘ل ثطتطٕ آًْب  ICTF-16ّبٕ گطٍُ ًؿجت ثِ خعء

ّابٕ  ثٌسٕ خاعء  ضتجِگًَِ وِ اظ  ّوبىزاًؿت. ثٌبثطاٗي، 
ّاب ٍ  ٘اٌف هٌبؾات گاطُ   آٗس، چثطهٖ ICTF-16 گطٍُ 

 ٓاّو٘ت ث٘كتطٕ ًؿجت ثِ ًحَ ّبٕ آظازٕقوبض زضخِ
پبؾاد   ّٔبٕ تبثغ ه٘ساى زاضًس. ثاب همبٗؿا  اًتربة خولِ

ّب ثب پبؾد خعءّبٕ وبهل، آقىبض گطزٗاس واِ   اٗي خعء
ِ  ،زض ثْطُ خؿتي اظ تبثغ تطفتع ّاب  اًتربة توبهٖ خولا

تبثغ  جٔهطتتَاى ثطإ ثبلاثطزى ، هٖضٍ اظاٗيً٘ؿت. لاظم 
  ِ  ّابٕ آظازٕ اظ تابثغ  ه٘ساى ثسٍى افعاٗف قاوبض زضخا
تاط زؾات   ّبٕ زل٘اك ًبلص ً٘ع ثْطُ خؿت ٍ ثِ پبؾد

اٗؿااتبٖٗ ضا ثطلااطاض  هؼبزلاأچااَى تاابثغ ه٘ااساى  .ٗبفاات
 ٖ ّااب، زلاات ّاابٕ ً٘طٍٗاٖ ث٘كااتط خااعء وٌااس، پبؾااد ها
 س.ّب زاضًخبٖٗ ّبٕ خبثِتطٕ ًؿجت ثِ پبؾد فعٍى
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 ٓ)ؾبظُ(، زاًكىس زوتطإ ترصصٖ ػوطاى ًٔبه، پبٗبى«پبؾد تحل٘لٖ ّٔب ثطپبٍٗاوبٍٕ ذطٖ ٍ ًبذطٖ ٌّسؾٖ صفحِ»وبضوي، هحوس، . 1
 (.1393هٌْسؾٖ، زاًكگبُ فطزٍؾٖ هكْس، )

2. Soh, A.K., Cen, S., Long, Y.Q. and Long, Z.F., "A new twelve DOF quadrilateral element for 

analysis of thick and thin plates", European Journal of Mechanics-A/Solids, Vol. 20(2), pp. 299-326, 

(2001). 

3. Sheikh, A.H., Haldar, S. and Sengupta, D., "A high precision shear deformable element for the 

analysis of laminated composite plates of different shapes", Composite Structures, Vol. 55(3), pp. 

329-336, (2002). 

4. Prathap, G. and Viswanath, S., "An optimally integrated four‐node quadrilateral plate bending 

element", International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 19(6), pp. 831-840, 

(1983). 

5. Somashekar, B.R., Prathap, G. and Babu, C.R., "A field-consistent, four-noded, laminated, 

anisotropic plate/shell element", Computers & structures, Vol. 25(3), pp. 345-353, (1987). 

6. Sheikh, A.H., Haldar, S. and Sengupta, D., "A high precision shear deformable element for the 

analysis of laminated composite plates of different shapes", Composite Structures, Vol. 55(3), pp. 

329-336, (2002). 

7. Rezaiee-Pajand, M. and Mohamadzade, H., "A finite element template for four-sided kirchhoff plate 

bending element", J. Civil Environ. Eng., Vol. 40, pp. 25–38, (2010), (in Persian). 

8. Batoz, J.L. and Katili, I., "On a simple triangular Reissner/Mindlin plate element based on 

incompatible modes and discrete constraints", International Journal for Numerical Methods in 

Engineering, Vol. 35(8), pp. 1603-1632, (1992). 

9. Razaqpur, A.G., Nofal, M. and Vasilescu, A., "An improved quadrilateral finite element for analysis 

of thin plates", Finite elements in analysis and design, Vol. 40(1), pp. 1-23, (2003). 

10. Batoz, J.L. and Tahar, M.B., "Evaluation of a new quadrilateral thin plate bending element", 

International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 18(11), pp. 1655-1677, (1982). 

11. Jirousek, J. and Wroblewski, A., "T-elements: state of the art and future trends", Archives of 

Computational Methods in Engineering, Vol. 3(4), pp. 323-434, (1996). 

12. Jirousek, J. and Leon, N., "A powerful finite element for plate bending", Computer Methods in 

Applied Mechanics and Engineering, Vol. 12(1), pp. 77-96, (1977). 

13. Pian, T.H. and Wu, C.C., "A rational approach for choosing stress terms for hybrid finite element 

formulations", International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 26(10), pp. 2331-

2343, (1988). 

14. De Miranda, S. and Ubertini, F., "A simple hybrid stress element for shear deformable plates", 

International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 65(6), pp. 808-833, (2006). 

15. Spilker, R.L. and Munir, N.I., "The hybrid‐stress model for thin plates", International Journal for 

Numerical Methods in Engineering, Vol. 15(8), pp. 1239-1260, (1980). 

16. Cen, S., Long, Y. and Yao, Z., "A new hybrid-enhanced displacement-based element for the analysis 

of laminated composite plates", Computers & structures, Vol. 80(9), pp. 819-833, (2002). 

17. Jirousek, J., "Hybrid‐Trefftz plate bending elements with p‐method capabilities", International 

journal for numerical methods in engineering, Vol. 24(7), pp. 1367-1393, (1987). 



 1397، زٍؾبل ث٘ؿت ٍ ًْن، قوبضٓ   هىبً٘هًكطٗٔ ػلَم وبضثطزٕ ٍ هحبؾجبتٖ زض 

 

116 

18. Jirousek, J., Wróblewski, A. and Szybinski, B., "Alternative displacement frame formulations in 

hybrid-Trefftz Kirchhoff plate p-elements", Computer Assisted Mechanics and Engineering Sciences, 

Vol. 4, pp. 417-452, (1997). 

19. Jirouseka, J. and Guex, L., "The hybrid‐Trefftz finite element model and its application to plate 

bending", International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 23(4), pp. 651-693, 

(1986). 

20. Qin, Q.H., "Trefftz finite element method and its applications", Applied Mechanics Reviews, Vol. 

58(5), pp. 316-337, (2005). 

21. Petrolito, J., "Analytical formulation of hybrid-Trefftz thick plate elements", Computer Assisted 

Mechanics and Engineering Sciences, Vol. 10(4), pp. 575-586, (2003). 

22. Dhananjaya, H.R., Pandey, P.C. and Nagabhushanam, J., "New eight node serendipity quadrilateral 

plate bending element for thin and moderately thick plates using Integrated Force Method", 

Structural engineering and mechanics, Vol. 33(4), pp. 485-502, (2009). 

23. Rezaiee-Pajand, M. and Karkon, M., "Two higher order hybrid-Trefftz elements for thin plate 

bending analysis", Finite Elements in Analysis and Design, Vol. 85, pp. 73-86, (2014). 

24. Rezaiee-Pajand, M., Yaghoobi, M. and Karkon, M., "Hybrid trefftz formulation for thin plate 

analysis", International Journal of Computational Methods, Vol. 9(04), pp. 1250053(1-29), (2012). 

25. Herrera, I., "Boundary methods: an algebraic theory", Pitman Advanced Pub. Program, (1984). 

)ؾبظُ(،  وبضقٌبؾٖ اضقس هٌْسؾٖ ػوطاى ًٔبه ، پبٗبى«ذوكٖ صفحٔآظازٕ زض خعء هثلثٖ  زضخٔاثط هحل گطُ ٍ ًَع »اذتطٕ، هحوسضضب،  .26
 (.1375هٌْسؾٖ، زاًكگبُ فطزٍؾٖ هكْس، ) ٓزاًكىس

27. Timoshenko, S.P. and Woinowsky-Krieger, S., "Theory of plates and shells", McGraw-hill, New 

York, (1959). 

28. Wanji, C. and Cheung, Y.K., "Refined quadrilateral discrete Kirchhoff thin plate bending element", 

International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 40(21), pp. 3937-3953, (1997). 

29. Soh, A.K., Long, Z.F. and Cen, S., "A new nine DOF triangular element for analysis of thick and thin 

plates", Computational Mechanics, Vol. 24(5), pp. 408-417, (1999). 

30. Yu-qiu, L. and Ke-gui, X., "Generalized conforming element for bending and buckling analysis of 

plates", Finite Elements in Analysis and Design, Vol. 5(1), pp. 15-30, (1989). 

31. Rezaiee-Pajand, M. and Akhtary, M.R., "A family of 13-node plate bending triangular elements", 

Communications in numerical methods in engineering, Vol. 14(6), pp. 529-537, (1998). 

32. Zeinkiewicz, O.C. and Taylor, R.L., "The Finite Element Method", 4th Edition, Volume 2, McGraw-

Hill, London, (1991). 

33. Cheung, Y.K. and Chan, H.C., "A family of rectangular bending elements", Computers & Structures, 

Vol. 10(4), pp. 613-619, (1979).



 ً٘لَفط ضخت ظازُ -هؼصَهِ هله ظازُ -هحوس ضضبٖٗ پػًس  ...اثطّبٕ هؼبلٔ اٗؿتبٖٗ ٍ تبثغ تطفتع ثط پبؾد ّبٕ 

 

117 

 

های تابع ترفتسجمله -پیوست یکم  
 ّبٕ تبثغ تطفتعخولِ 18  خسٍل
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همساض 
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6 4 2 2 4 6
x 5x y 5x y y   
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6 4 2 2 4 6
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5 3 3 56x y 20x y 6y x  
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2 2
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