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پايـداري گرانشـي    درحقيقـت  .باشـد  مـي  گرانشي ةيافت تعميم ةنظري يك در چارچوب اي ههاي حلقسيستمهدف از اين مقاله بررسي  چكيده 
. بـراي ايـن كـار ابتـدا     شود مي درحال گردش حول يك جسم مركزي سنگين  مطالعه mهاي برابر جرمذره با  N متشكل از اي هسيستمي حلق

شـده  خطـي از آنـاليز اختلالـي، معـادلات حركـت      بااستفاده. سپس يدآمي دست بهديناميك سيستم در حالت پايه توصيف و معادلات حركت 
از مقـادير تجربـي    بااسـتفاده . شـود  مـي  پاشندگي سيسـتم محاسـبه   ةشده، معادلخطياز آناليز فوريه و معادلات  بااستفاده . نهايتاًيدآ مي دست به

 به اختلالات كوچك پيدا نسبت هاي مختلف بررسي و شرايط پايداري سيستمپاشندگي را براي حالت ةمعادل، الذكرفوق ةپارامترهاي آزاد نظري
  .شود يمبا سيستم متناظر در گرانش نيوتوني مقايسه  را آمدهدست بهنتايج  سپس ،شود مي
  

  .گرانشي ةيافت تعميم ةنظري گرانشي، ناپايداري  ي كليديها هواژ

  

 
On the Dynamical Stability of Astrophysical Rings  

M.H. Khashen    M. Roshan 

 

Abstract   The purpose of this paper is to consider the ring systems in the context of a modified gravity 

theory. In fact, the gravitational stability of a ring system consisted of N particle with the same mass m 

rotating around a massive object at the center is studied. After finding the equation of motion and 

considering the dynamics of the system in the equilibrium state, perturbative analysis is used in order to 

find the linearized version of the equations of motion. Finally using the Fourier analysis, the dispersion 

relation of the system is derived. At the end, using the observational values of the free parameters of the 

above mentioned theory and also the dispersion equation the stability criterion of the system for several 

cases is derived. Finally, the results have been compared with the corresponding results in Newtonian 

gravity. 
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  مقدمه
هـاي  سيسـتم برخي از اجزاي اصلي ها ها و قرصحلقه

در  آنهاهستند، بنابراين پايداري و تحولات  ياخترفيزيك
 گـرانش ر اسـت.  اخترفيزيك از اهميت بالايي برخوردا

 يها نقشاين سيستم در تعيين پايداري و تحول تواند مي
در  كـه  ثابـت شـده اسـت    براي مثالكند.  كليدي بازي

خـودگرانش، نسـبت بـه    هاي زحـل و اورانـوس   حلقه
 كه منجر اي هگون به ؛[1] است تر قوي ديگر مؤثرعوامل 

 ةاندازشرايط انتقال و  شود مي امتقارنهاي ن ناپايداريبه 
حضـور  . كنـد  را فـراهم مـي  ها  و جرم در حلقهحركت 

هاي ديناميكي يك عامل مهم در تعيـين   ناپايداريچنين 
مثـال نگـاهي بـر     عنـوان  بـه  .[3 ,2] ساختار حلقه است

توانـد اهميـت    مـي  زحـل  ةي سـيار هـا  هحلق ـ ةتاريخچ
ها سال پس از دهكي را نشان دهد. يهاي دينام ناپايداري

گاليله رصد شد، ماهيت  ةوسيل هبهاي زحل حلقه كه اين
ات مـورد بحـث در محافـل    هـا يكـي از موضـوع   حلقه

كردند كـه آنهـا صـفحاتي    . برخي اظهار مينجومي بود
بردند ديگران گمان مي كه درحاليجامد از مواد هستند، 

 هستند كه هـر  كوچك ةها ذرها متشكل از ميليونحلقه
شبيه به قمري فرضي اطراف زحل درحال حركتند. يك 

كردنـد   مـي  چنين اسـتدلال  صفحات جامد ةرقباي نظري
جامـد    ةكه فعاليت نيروهاي كشندي برروي يـك حلق ـ 

دتي كوتاه حلقه را از تواند طي مبسيار قوي است و مي
بـه احتمـال بعيـد حلقـه از      كـه  ايـن مگر  هم جدا كند،

ر زمـين ناشـناخته   مقداري مـواد بسـيار چسـبنده كـه د    
جامد  ةحلق ةهستند، تشكيل شده باشد. طرفداران نظري

پيشنهاد كردنـد كـه درواقـع حلقـه از نوارهـاي بسـيار       
نيروهـاي   صـورت  ايـن  درباريك سـاخته شـده اسـت،    

جداسازي حلقـه را نخواهنـد    برايكشندي فشار كافي 
 رصـدها، خطـي بسـيار نـازك و     1675داشت. در سال 

را هـا   آشكار كردند، كه حلقهها  لقهح در ميانتاريك را 
 دروني به نام ةحلق و Aبيروني به نام  ةبه دو بخش حلق

Bاخترشناسـان   1850 سـال  كرد. در اواسط، تقسيم مي

آشـكار   B ةاي كوچك و جديـد را در ميـان حلق ـ  حلقه
شود. ايـن واقعيـت   شناخته مي C ةنام حلق بهكردند، كه 

 .]4[جامد نيستند ها  داد كه حلقهجدي نشان مي طور به

آشكار  1857در سال  هاي زحل نهايتاًماهيت حلقه  
شد. فيزيكدان اسكاتلندي جيمز كـلارك ماكسـول كـه    

از  بااسـتفاده الكترومغناطيس را ارائه كـرد،   ةها نظريبعد
هـاي جامـد هرگـز    فيزيك نيوتوني نشان داد كه حلقـه 

متشـكل از   بايدتوانند پايدار باقي بمانند؛ و بنابراين نمي
ــند   ــز باش ــت. ]5[ذرات ري ــاختار و وي  درحقيق از س

دانسـت، امـا فـرض    هاي زحل چيزي نميتركيب حلقه
هـا از مـايع، جامـد و حتـي     كرد كه ممكن است حلقـه 

از  بااسـتفاده تشكيل شـده باشـند. او    سنگ قطعههزاران 
مكانيك نيوتني نشان داد كه آناليز پايداري ديناميكي در 

تواننـد مـايع يـا     ها با توزيع نسبتاً يكنواخت نمـي حلقه
دنبال سومين فرض خود بـراي   بهجامد باشند؛ بنابراين، 

جـرم تمـام    كـه  ايـن هاي زحل رفت و بـا فـرض   حلقه
طـور يكنواخـت در   يكسـان اسـت و بـه   هـا   سنگ قطعه

ــره ــدارهاي داي  ــم ــال چــرخش ب  دور زحــل هاي در ح
در هـا   سـنگ  قطعـه ، نتيجه گرفت كه اگر جرم باشند مي
  :]5[ ها پايدارندحلقه ،زير صدق كند ةرابط

  

)1(                               m ≤ ଶ.ଶଽ଼୑୬మ 

يا ذرات حلقـه اسـت و   ها  سنگ قطعهجرم  mه در آن ك تعـداد ذرات   ݊جرم زحل يا جسم مركزي اسـت و   ܯ
  سيستم است. ةدهند تشكيل

هاي متنوع ديگري نتايج او  پژوهشبعد از ماكسول   
كردند، براي نمونـه چنـد مـورد درادامـه آمـده      ييد أترا 

هـا  تيسراند فرض كـرد كـه حلقـه    1889است. در سال 
 ـ از ايـن   بااسـتفاده او  .ثيري روي زحـل ندارنـد  أهيچ ت
 دسـت  بـه تحليلي  طور بههمان شرط ماكسول را  ،فرض

هـا را  پايـداري حلقـه   [6] پنـدس  1935آورد. در سال 
هـاي   ݊او ثابـت كـرد كـه بـراي      دوباره بررسي كـرد. 

ــر از  كوچــك ــزرگ 6ت ــر از  (و ب ــه2ت ــاً) حلق ــا حتم  ه
امواج  ةاز نظري [7]ويلردينگ  1986ناپايدارند. در سال 
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اي كه ماكسول ستفاده كرد و نشان داد كه نتيجها چگالي
در  هاي بزرگ صحيح اسـت. ݊ آورده است در  دست به

فرض كردنـد كـه اجسـام     [8]سالو و يودر  1988سال 
 .انـد يكنواخت حول جسم مركزي توزيـع نشـده   طور به

 آنها نشان دادند كه برخي ساختارهاي نامتقـارن پايـدار  
ويـن و   1991. در سال باشنده توانند وجود داشت مي نيز

تحليل پندس را تعميم دادند، و نشان دادند  [9]چيرس 
 ݊پايداري تابعي از  ةكوچك است نيز آستان ݊كه وقتي 

ــداري خطــي  [10]مووكــل  1994اســت. در ســال  پاي
يكنواخت حول جسم  طور بهجسمي را وقتي  ݊تم سسي

او نشـان داد كـه وقتـي     .چرخند بررسي كرد مركزي مي
هاي متقارن پايدار باشد حلقه 7تر از  تعداد ذرات بزرگ

كار مووكل را تعميم  [11]رابرت  2000هستند. در سال 
ها تعيين كـرد كـه بـا    داد و معياري براي پايداري حلقه

  مطابقت داشت. [9]معيار وين و چيرس 
ي مشـابه  هـا  ههدف اين مقاله بررسي پايداري حلق  

از  اي هكه از مجموع ـاست  MOGيافته  تعميم ةدر نظري
مادة معماي يه براي حل . اين نظراند هذرات تشكيل شد

ايــن مشــكل يكــي از  [12].شــده اســت ه ارائــ تاريــك
هاي فيزيك نظـري اسـت. بـه بيـان      ترين چالش اساسي
دهند كه شواهد  مي تر رصدهاي اخترفيزيكي نشان دقيق

ــوني و     ــرانش نيوت ــين گ ــتلاف ب ــراي اخ ــتقيمي ب مس
مثـال منحنـي چـرخش     عنوان به ؛وجود داردمشاهدات 

ي دور نسـبت بـه   هـا  هي مارپيچي در فاصـل ها نكهكشا
طبـق گـرانش    كـه  درحاليمركز كهكشان تخت هستند. 

توابع تخت باشـند،   كه اينجاي  بهها  نيوتني، اين منحني
  كاهشي هستند.

ي ها هبر اين يك مشكل جدي در جرم خوش علاوه  
ــز وجــود دارد  ــروي كهكشــاني ني ــن  درحقيقــت. ك اي

تر از آنچه هستند كـه   شش مرتبه پرجرم ها تقريباً خوشه
درنتيجـه   .شـوند  مـي  مرئي رصد صورت بهبا تلسكوپ 

اي در دنيـا   و گمشـده  مادة تاريكدانان معتقدند  فيزيك
وجود دارد كه تاكنون آشكارسازي نشده است. بـا ايـن   

ــا   ــياري ب ــه بس ــود، اگرچ ــف  روشوج ــاي مختل در ه
امـا   ،گردنـد  دنبال اين ذرات مي بههاي مدرن  آزمايشگاه

  هنوز نشاني از آنها رصد نشده است.
دادن  تعمـيم يك رهيافت ديگر براي حل اين معما،   
گرانش استاندارد است. به بيان ديگر شايد قانون  ةنظري

هيچ  درحقيقتگرانش استاندارد بايستي اصلاح شود و 
 ـ  مادة تاريك ايـن   MOG ةي در دنيا وجـود نـدارد. نظري

لحـاظ رياضـي ايـن نظريـه      بهكند.  رهيافت را دنبال مي
نسبيت عام انيشـتين اسـت.    ةتر از نظري پيچيدهمراتب  به

ي كلاسيك ديگري نيـز دارد  ها نميدا MOG درحقيقت
دهنـد. بـه بيـان     مي كه درجات آزادي نظريه را افزايش

 ـ MOGتر  دقيق بـرداري   -اسـكالر  -تانسـور  ةيك نظري
است و داراي دو ميدان اسكالر و يـك ميـدان بـرداري    

 ـ  MOGاز هـا   پروكا است. اين ميدان  مـؤثر  ةيـك نظري
   .اند هتساخ مادة تاريكبراي حل مشكل 

 
 MOGة نظريدر  اي هذر اي هسيستم حلق

ابتدا لازم است تـا حالـت زمينـه يعنـي سيسـتم بـدون       
كار لازم اسـت تـا پتانسـيل      . براي اينشودپيدا  اختلال

 .شــودمعرفــي  MOG ةيافتــه در نظريــ تعمــيمگرانشــي 
ناشـي از جـرم    توان نشان داد كه پتانسـيل گرانشـي   مي
  :در اين مدل عبارت است از M اي هنقط

  

)2(                 ߶௘௙௙ = −ீெ௥ (1 + ߙ −   (ఓబ௥ି݁ߙ

ثابت جهاني گرانش نيوتن است. از طـرف   ܩكه در آن 
پارامترهاي آزاد نظريه هستند كـه توسـط    ଴ߤو  αديگر 

هـاي   كهكشـان منحنـي چـرخش   رصدهاي مربـوط بـه   
آمـده اسـت. ايـن مقـادير      دسـت  بهمارپيچي مقدار آنها 

  :[13] از ترتيب عبارتند به
  

α = 8.89 ± ߤ	                                                   	0.34 = 0.042 ±                                     ଵିܿ݌݇	0.004
   

ذره بـا   ݊كنـيم  فـرض مـي  با داشتن اين پتانسـيل،    
 Mحول جسم مركزي سنگين با جرم  ݉هاي برابر جرم

تشـكيل   ݎ شـعاع  بهاي در حال چرخش هستند و حلقه
ــي ــتلط را   م ــات مخ ــر ذره در مختص ــان ه ــد. مك دهن



  1397، دوسال بيست و نهم، شمارة     نشرية علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك
  

92  

  :دهيم نشان ميزير  صورت به
  

)3                         (              x୨ = re୧(ன୲ାమౠಘ౤ )  

 اي هتوان نشان داد كه سرعت زاوي مي صورت اين در  
  :شود مي زير داده ةذرات با رابط

  

)4 (߱ଶ = ீெ௥య + ீ௠௥య ௡ܫ + ீெ௥య ߙ ቈ1 − (1 +
ఓబ௥ି݁(ݎ଴ߤ + ఓସ ∑ ଵି௘షమೝ	ೞ೔೙ೖഏ೙ ିଶఓబ௥௘షమೝ	ೞ೔೙ೖഏ೙ୱ୧୬ೖഏ೙௡ିଵ௞ୀଵ ቉  

  ،كه در آن

௡ܫ              )                  5( = ∑ ଵସ	ୱ୧୬	(௞గ/௡)௡ିଵ௞ୀଵ  

 ـ مي    ـ هراحتـي نشـان داد ك ـ   هتـوان ب ن سـرعت از  اي
سرعت متناظر در مكانيك نيوتوني اندكي بيشتر اسـت.  

حـول   mاي با جرم ذرهعبارت ديگر سرعت چرخش  به
، بـه  ݎشـعاع   بـه اي روي دايره Mجسم مركزي با جرم 

هاي گرانشي كـه  گرانشي وابسته است. در نظريه ةنظري
انـد، گـرانش   ساخته شـده  مادة تاريكبراي حل معماي 

تر است. بنابراين سرعت نسبت به گرانش نيوتوني قوي
تـر از مكانيـك نيوتـوني اسـت.      چرخش ذرات بـزرگ 

تـر بـودن نيـروي گرانشـي      ه ذكر است كـه قـوي  ب لازم
به مكانيك نيوتوني، براي توجيه منحني چـرخش   نسبت

حتـي بـراي    ؛هاي مـارپيچي لازم اسـت  تخت كهكشان
هـا در  هاي تصـادفي بـزرگ كهكشـان   توصيف سرعت

 درحقيقـت . نيز امري مهـم اسـت   هاي كهكشانيخوشه
در چـارچوب مكانيـك نيوتـوني،     دانـيم كـه   امروزه مي

هاي كهكشاني قابل ها در خوشهسرعت بزرگ كهكشان
 مـادة تاريـك   ةنشد حلاين همان مشكل  توجيه نيست.

  در اخترفيزيك است.
ــتگاه       ــت در دس ــادلات حرك ــر مع ــرف ديگ از ط
,ݎ) اي هاستوان ߮,   :عبارتند از (ܼ

  

۔ۖۖەۖۖ
ۓ ሷ௝ݎ − ௝൫ݎ ሶ߮ ௝ + ߱൯2 = డ௎ೕడ௥ೕݎ௝ ሷ߮ ௝ + ሶ௝൫ݎ2 ሶ߮ ௝ + ߱൯ = 1௥ೕ డ௎ೕడఝೕሷܼ௝ = డ௎ೕడ௓ೕ

	݆ = 1,2, … , ݊ )6(  

 ـ به ௝ܷ درحقيقت   تعريـف شـده اسـت كـه      اي هگون
 دهـد.  دست مـي  بهام را  j ةگراديان آن نيروي وارد بر ذر

 ـاختلا ،شود مطالعه ميكه پايداري سيستم  ازآنجايي  يلات
  :شود مي اعمال را به مختصات ذرات شكل زير به

  

)7     (                                        r୨ = 1 + ρ୨  
)8(                                         ߮௝ = ௝ߠ2 + ௝ݖ  ௝ߪ = 0 + ௝ݖݖ )9(                                            

  

ــالا     ــط ب ــعاع ذرات، ௝ߩ	در راواب ــتلال در ش  	௝ߪاخ
 اخـتلال در ارتفـاع ذرات   	௝ݖݖذرات و ةاختلال در زاوي

باشد و ازآنجاكه اختلالات بسيار كوچك هسـتند در   مي
  :كنندروابط زير صدق مي

۔ۖەۖ
ۓ ఘೕ௥ೕ ≪ 1ఙೕఝೕ ≪ 1௭௭ೕ௭ೕ ≪ 1 )10(                                              

) 6گذاري اختلالات در معادلات حركـت (  با جاي  
اول اختلال، بـه معـادلات    ةداشتن ضرايب تا مرتب نگهو 

  :رسيم مي خطي زير ةشد مختل
ሷߩ   − ሶߪ2߱ = ߱ଶߩ + ߩܣ + ߪܤ ሷߪ              )        11( + ሶߩ2߱ = ߩܥ + )12(                                     ߪܦ ሷݖݖ  = ݖݖܧ )13 (                                               

  

,ܣكه در آنها  ,ܤ ,ܥ هاي ضرايب هستند.  ماتريس ܧو  ܦ
بسـيار   ଴ߤطور كه قبلاً نيز اشاره كـرديم، پـارامتر    همان

كنـيم كـه   كوچك اسـت، بنـابراين درادامـه فـرض مـي      ଴rߤ ≪ 1 )r  .(جملات  صورت اين درشعاع حلقه است
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؛ داريـم نگـه مـي   ଴rߤدوم  ةرا فقط تـا مرتب ـ  ଴rߤشامل 
௝௝ܣ  بنابراين داريم: = 2 + ߤ2 − ݇ߠ)ଷܿݏ8෍ܿߤ − ௡ିଵ(݆ߠ

௞ஷ௝− 3 csc(݇ߠ − −(݆ߠ ଴ଶߤߙ csc(݇ߠ − (݆ߠ ൣ1+ cos൫2(݇ߠ − ௝௞ܣ ൯൧(݆ߠ = 8ߤ ቂܿܿݏଷ(݇ߠ − (݆ߠ + csc(݇ߠ − +(݆ߠ ଴ଶߤߙ csc(݇ߠ − (݆ߠ ൣ1+ cos൫2(݇ߠ − +൯൧ቃ(݆ߠ ݇ߠ)(2	cos	ߤ2 −  ((݆ߠ
௝௝ܤ = ݇ߠ)൫2݊݅ݏ෍ߤ− − ൯[1(݆ߠ + ଴ଶ2௡ିଵߤߙ

௞ஷ௝ − ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − +(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ −  [(݆ߠ
௝௞ܤ = ݇ߠ)൫2݊݅ݏ	ߤ − ൯[1(݆ߠ + −଴ଶ2ߤߙ ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − +(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − ௝௝ܥ [(݆ߠ = ௝௞ܥ ௝௝ܤ = ݇ߠ)൫2݊݅ݏ	ߤ− − ]൯(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − −(݆ߠ ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − (݆ߠ − 2] 
௝௝ܦ = ݇ߠ)൫2ݏ݋෍ܿߤ − ൯(݆ߠ ቈ1 + ଴ଶ2௡ିଵߤߙ

௞ஷ௝ + ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − +(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − +቉(݆ߠ 316 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − +(݆ߠ ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ −  (݆ߠ

௝௞ܦ = ݇ߠ)൫2ݏ݋ܿߤ− − ൯(݆ߠ ቈ1 + +଴ଶ2ߤߙ ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶ8ߤߙ − +(݆ߠ 116 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − +቉(݆ߠ 16ߤ3 ݇ߠ)ଷܿݏܿ − +(݆ߠ ݇ߠ)݊݅ݏ8ߤ଴ଶߤߙ −  (݆ߠ
௝௝ܧ = −(1 + (ߤ ቆ1 − ଴ଶ2ߤߙ ቇ

− ݇ߠ)ଷܿݏ8෍ܿߤ − ௡ିଵ(݆ߠ
௞ஷ௝+ 2 ݇ߠ)݊݅ݏ଴ଶߤߙ −  (݆ߠ

௝௞ܧ = ߤ− ቆ1 + ଴ଶ2ߤߙ ቇ + 8ߤ ݇ߠ)ଷܿݏܿ] − 2+ (݆ߠ ఈఓబమ௦௜௡(ఏ௞ିఏ௝)] )14(                                                 
   

 ـ هلازم به ذكر است كـه فـرض كـرد      و  GM=1م اي ߤ = كردن شـكل ضـرايب از تغييـر     سادهبراي  .ܯ/݉
  كنيم: مي شكل زير استفاده بهديگري  هايمتغيير

ߩ  = ℱߦ	  
ߪ   = ℱߟ )15(                                                 

ݖݖ = ℱߞ 

  شود:شكل زير تعريف مي به ℱ در آن كه
  
)16     (                                      ℱ௟௞ = ݁ଶ௜ఏ௟௞ 

شـكل زيـر    بـه را  )11-13(صـورت روابـط    ايندر  
  كنيم:نويسي مي باز
ሷߦ   − ሶߟ2߱ = ߱ଶߦ + Λ஺ߦ + )17(                        ߟ஻߉  
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ሷߟ + ሶߦ2߱ = ߦ஼߉ + ሷߞ )18(                                  ߟ஽߉ = )19(                                                         ߞா߉  
  

 ݔي قطري از ويژه مقادير مـاتريس  ماتريس ௫߉در آن كه
  :اند هدر زير آمدها  اين ماتريس است.

஺௝߉   = 2 + 2ߤ ( ௝ܿ + ௝݀) + ߤ ൬2ܬ௝ − 14 +௝൰ܮ ଴ଶ2ߤߤߙ ௝ܽ 

஻௝߉ = ௝ܬ)ߤ1−√ + ௝ܯ18 + ଴ଶ2ߤߙ ௝ݏ − ଴ଶ4ߤߙ ௝ܾ)	 
஼௝߉ = ௝ܬ2)ߤ1−√ − ଵ଼ܯ௝ + ఈఓబమସ ௝ܾ)  ߉஽௝ = ௝(1ܬ−)ߤ + ఈఓబమଶ ) + ଵସ ௝ܰ + ఈఓబమଶ ௝ܽ)  ߉ா௝ = −(1 + (ߤ ቀ1 + ఈఓబమଶ ቁ − ఓଵଶ ൫ܮ௝ + ௝ܰ൯ −ఈఓఓబమଶ ௝݀ − ఓଶ (1	 + ఈఓబమଶ ) ௝ܵா )20(                              

  :همچنين لازم به ذكر است كه
  

௝ܽ = ෍ܿݏ݋ଶ(݇ߠ)sin(݇ߠ) ௞ୀଵ(݆ߠ݇)ଶ݊݅ݏ  

௝ܾ = ෍cos	(݇ߠ)(݆ߠ2݇)݊݅ݏ௞ୀଵ  

௝ܿ = ෍ܿݏ݋ଶ(݆݇ߠ)sin(݇ߠ)௞ୀଵ  

௝݀ = ෍݊݅ݏଶ(݆݇ߠ)sin(݇ߠ)௞ୀଵ  

௝ܮ =෍1+ ଷߠ݇݊݅ݏଶߠ݇݊݅ݏ sinଶ݆݇ߠ௞  

௝ܰ = ෍1 + ଷߠ݇݊݅ݏଶߠ݇ݏ݋ܿ sinଶ݆݇ߠ௞  

௝ܯ =෍ ߠଶ݇݊݅ݏߠ݇ݏ݋ܿ ௞ߠ2݆݇݊݅ݏ  

௝ܬ = ൜0									݆ ≠ 1				n/2						j = 1 

Sj=ቊ0											صورت	اين	غير	݊در								݆ = 1, ݊ − 1  

௝ܵா=ቊ2݊ − 2															j = n−2صورت	اين	غير	در )21  (                        

 

  پايداري خطي خارج از صفحه
 ،كه معادلات مرتبه اول اختلال را در دست داريـم  حال
را بررســي كنــيم. در هــا  تــوانيم تحــول ناپايــداري مــي
ترين حالت، اختلالات فقط درراسـتاي عمـود بـر     ساده

براي پيدا كردن شرط پايداري خـارج  لذا ؛ قرص هستند
از صفحه، فقط اختلال درراستاي عمـود بـر صـفحه را    

 ـ  صورت اينگيريم. دردرنظر مي لازم بـراي   ةتنهـا معادل
  باشد:) مي19( ةبررسي پايداري رابط

ሷߞ   = 	ߞா߉ )22       (                                    

باتوجه به معادله واضح اسـت كـه بـراي پايـداري       
منفي باشد. اجازه دهيد ابتدا فرض كنـيم   ா߉لازم است  صورت شرط پايداري عبـارت   نايباشد، در ݊مخالف  ݆

  است از:
  
)23(     1 + ఈఓబమଶ + ఓଵଶ ൫ܮ௝ + ௝ܰ൯ + ఈఓఓబమଶ ௝݀ > 0  

݆از طرف ديگر براي    = شكل  بهشرط پايداري   ݊
  زير است:

 (1 + (2 + 1	)(ߤ	(݊ + ఈఓబమଶ ) > 0 )24(                

  ) داريم:24( ةسازي رابط سادهبا 
଴ଶߤߙ   > −2 )25 (                                           

) 25تـوان نشـان داد كـه اگـر شـرط (     راحتي مي هب  
) نيـز برقـرار اسـت. ازطرفـي     23گـاه (  برقرار باشد، آن

تـوان  مثبت هستند؛ مي ߙو  ଴ߤمقادير  كه اينتوجه به  با
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نتيجه گرفـت كـه هماننـد مكانيـك نيوتـوني، سيسـتم       
به اختلالات خارج از نسبت اي متشكل از ذرات،  حلقه
 ـحلقه پايدار است. اي ةصفح  ةن حقيقت با ماهيت جاذب

تـوان  نيروي گرانش كاملاً سازگار اسـت. بنـابراين مـي   
و گــرانش   MOGنتيجــه گرفــت تفــاوت مهمــي بــين

نيوتوني در اختلالات خـارج از صـفحه وجـود نـدارد.     
توان فركانس نوسانات پايدار را محاسـبه كـرد.   البته مي

فـوق متفـاوت    ةرسد اين فركانس در دو نظرينظر مي به
رود نوسانات پايـدار در  تر انتظار مي دقيقباشد. به بيان 

تر از مكانيك نيوتوني  بزرگ MOG ةدر نظري zراستاي 
 ـ اين انتظـار صـرفاً   باشد. خـاطر قـوي بـودن نيـروي      هب
  ي در اين نظريه است.شگران

  
  پايداري در صفحه

بــراي پيــداكردن شــرايط پايــداري در صــفحه بايــد دو 
كـار   درنظر بگيريم. بـراي ايـن   نيز) را 18و  17( ةمعادل

  شكل زير باشد: بهكنيم تحول زماني اختلالات فرض مي
,ߦ   ,ߟ )௜ఒ௧                                                    )26݁	~	ߞ  
  

ــاي    ــا ج ــذاري ( ب ــط (26گ ) و 18و  17) در رواب
  رسيم : مي زير ةتركيب دو معادله به رابط

ସݔ   − ଶݔݍ + ݔݎ + ݏ = 0                         )27(  
  

,ݍدر آن  كه ,ݎ زيـر   صورت به ߙو  ଴ߤ،݆	،ߤتوابعي از  ݏ
  :هستند

ݍ   = 3 − ௸ಲା௸ವఠమ                                       )28(  
ݎ  = ଶ(௸಴ି௸ಳ)ఠమ                                           )29(  
ݏ  = ௸ಲ௸ವାఠమ௸ವା௸ಳ௸಴ఠర                                )30(  

  است: ߣتابعي از  ݔو 
ݔ   = ఒఠ )31(                                                  /  

 ߣبراي پايداري بايد شرايطي را بررسي كنـيم كـه     
توان نشـان داد كـه   صورت مي اين درحقيقي باشند،  ݔيا

  برقرار باشند:زمان  بايستي همسه شرط زير مي
ݍ   > 0		                                                    )32( ߂  > 0                                                     )33( ߁  > 0                                                     )34(  
  

  كه در آنها:

߂ = ଶݎଷݍ4 − ସݎ27 + ݏସݍ16 − ݏଶݎݍ144 ଶݏଶݍ128− + ଷݏ256                                     )35(  
߁  = ଶݍ)ݍ2 − (ݏ4 − ଶݎ9                             )36(  

  

روش تحليلي قابـل بررسـي    بهاما چون اين شرايط   
 كنـيم و  مي رسم عددي صورت به نيستند، نمودار آنها را

 7=݊كنيم. اجازه دهيد بـا   مي شرايط پايداري را بررسي
كه مرز پايداري در مكانيك نيوتني است، شروع كنـيم.  

 طـور  بـه  αميانگين  ،نيز اشاره كرديم طور كه قبلاً همان
دادن ايــن عــدد نمــودار  بــا قــرار اســت. 89/8تجربــي 
 .كنيمرا رسم مي موردنظر

رســم شــده اســت،  7=݊كــه بــراي  )1(شــكل در   
اي كه سيستم نسبت به اختلالات كوچـك پايـدار   ناحيه

صـفر باشـد،    ଴ߤماند مشخص شده است. اگـر  قي ميبا
  شود:زير بازنويسي مي صورت بهشرط پايداري 

  μ ≤ 0.00715 )37          (                                 

  

 دسـت  بهكه همان شرطي است كه در مكانيك نيوتوني 
نسبت جـرم يـك    ߤكنيم كه  ميتأكيد بار ديگر آورديم. 

جالب است كه اين  مركزي است.ذره در حلقه به جرم 
را  توانـد شـرط پايـداري مسـئله     مـي  تنهـايي  بـه پارامتر 

  دهد. دست به
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ــي  رس
سيسـتم   
 بمانـد  
 منفـي   
଴ߤجواب  = 
وتــوني 

ــرانش 
نسـيل     
كـه در   

نـد  نتوا
 جـرم  

سيسـتم   
متنـاظر  

ش قبـل    
دارهـا      

ايم رده
 تيم در 

ـرانش   

،دوت و نهم، شمارة 

   اي هذر هشت  

را برر اي هت ذر
كـه در آن س ي

توانـدنمـي  ଴ߤك پايدار باقي
منفي است از ج 

0ار داريـم در   
 در سيســتم نيو

 سيســتم بــا گــ
سيسـتمي بـا پتا

طـور ك د. همـان  تذراتي كه مي ߤ
 بـاقي بماننـد،  
راتي كـه در س
ز جرم ذرات مت

  ست.

  ات
مـده در بخـش
بـا تحليـل نمو
ها ابتدا فرض كر
قبل انتظار داشـت

آمد كـه در گـ ت

سال بيست 

پايدار سيستم ةحي
  

ــتم هشــت  سيس
اي هشـكل منطق ـ  

ختلالات كوچك
كـه   . ازآنجايي

଴ߤكه داراي را 
طور كه انتظـا ان

رســيم كــه مــي

وري اســت كــه
଴ߤ  = بـه س  0

ديل خواهد شد
଴ߤت با افزايش 

 كوچك پايدار
اما جرم ذ ؛شت

مانند از باقي مي
تر اس كوچكاي 

  
ايج و پيشنهاد

آ دسـت  بهنتايج 
بخـش اسـت، ب
ي رسم نموداره

طور كه از ق مان
دست به نتايجي 

ناح  2 شكل

ــكل  )2(در ش
 ـ ه م. در ايـن شاي

واند نسبت به ا
خص شده است

رهايي د؛ قسمت
م. همااي هف كرد

همــان جــوابي
  ديم.

لازم بــه يــادآو
حـد  يافته در يم

شي نيوتوني تبد
ل مشخص است

ختلالاتت به ا
ري خواهند داش

اي پايدارذره  ت
ذره  هفتسيستم 

نتا
ترين ن جاكه مهم

دارهاي انتهاي ب
براي كنيم.وع مي α ߤثابت باشد. هم଴ = همان 0
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ـيل
؛ يم
بـه
ـتر
بـه

در 
ـل
ر از
ت
ـتم
ض
بـه
ور
اي
اي
ـت
جود
جرم
ــار
 ـت

 
هكرد
تو مي

مشخ
باشد
حذف
بــه ه
رسيد

 
تعميم
گرانش
شكل
نسبت
بيشتر
هشت

سدر 

ازآنج
نمود
شروع

αكه 
حد

 ك

 اي هذر 7

سـيل بـه پتانسـ
شرطي را داشـتي

باتوجـه .كندي
بـين ذرات بيشـ
تواننـد نسـبت

଴ߤنـد. وجـود
دليـ همين به ،كند
اما اگر ،شود مي

 ـ  بـين ذرا ةجاذب
د اخـتلال سيسـ

اع را يـك فـرض
يست. باتوجـه
و در فواصــل د
هـار در جـواب

هـارو قسـمت  ن
لازم اسـ ـرديم.

ان برداري موج
م كه جظار داري

باتوجــه بــه رفتــ
ايـن كميـ رواقع

  ت نيست.

اسباتي در مكانيك

ستميس يداريپا ةي
଴ߤ  باشد، پتانس =

، انتظار چنين ش
ن شرط تغيير مي

 ـ  ب ةنيروي جاذب
تهاي بيشتر مي
ـدار بـاقي بمانن
ت را بيشتر مي

تر بزرگ داري
 باشد نيـروي ج
رصورت وجود
نجاكـه مـا شـعاع
ار كار راحتي ني
فــي باشــد نيــرو

عبـارت ديگـر ـه 
ايناز ،منفي باشد

نقش جرم ميد ߤداري حـذف كـ
كند و انتظ زي مي

 مثبــت باشــد. ب
دردانيم كه  مي ل

ثابت كند و لزوماً

وم كاربردي و محا

ةيناح  1 شكل

=نجاكه اگر  0
شود تبديل مي

اين ଴ߤياد شدن 
 ଴ߤشدن  زيادا 
هذرات با جرم ،

ت كوچـك پايـ
بين ذرات ة جاذب

پايد ةش آن ناحي
تر خاصي بزرگ

و د شود ميياد 
اما ازآنج ؛پاشدمي

ن اين معياي تعي
منفـ ଴ߤ) اگــر2(

بـهشـود.  ت مـي 
تواند منمي ଴ߤ 

 از مناطق پايـد
଴ߤ شان كنيم كه

را بازي MOG ةي
هــا  بــه ميــدان

ناختي اين مدل
د با زمان تغيير ك

نشرية علو
  

 

ازآن  
نيوتوني
اما با زي

با كه اين
شود،مي

اختلالات
پتانسيل

با افزايش
مقدار خ
بسيار زي
از هم مي

ماي هكرد
( ةرابطــ
نهايت بي

فيزيكي
منفي را
خاطرنش
در نظري
وابســته
شن كيهان
تواند مي
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توانـد  نمـي  ଴ߤدانيم كه آمده است. مي دست بهنيوتوني 
كنـد و  شرايط تغيير مـي  ଴ߤمنفي باشد؛ اما با زياد شدن 

ت بـه  تر نسب هاي بزرگتواند با جرماي ميسيستم حلقه
گرانشي  اختلالات كوچك پايدار بماند. ازآنجاكه نيروي

گرانشـي   تـر از نيـروي   مقداري بزرگ MOG ةدر نظري
نيوتوني است اين نتيجـه دور از انتظـار نبـود. امـا ايـن      

يابـد و پـس از آن سيسـتم    خاصي ادامه مي ଴ߤروند تا 
  شود. اي در هر صورتي ناپايدار ميحلقه
اي يك فرض كرديم كه شعاع سيستم حلقه در ابتدا  

 	ݎ଴ߤباشد، ازآنجاكه متغير اصلي در معـادلات حركـت   
هـاي بـا شـعاع    توان نتيجه گرفـت كـه سيسـتم   بود مي
تـر   هـاي بـا شـعاع كوچـك    تر نسبت بـه سيسـتم   بزرگ

اي بـا  ناپايدارترند. در گـرانش نيوتـوني سيسـتم حلقـه    

هـر صـورتي ناپايدارنـد. ايـن     در  7تر از  ذرات كوچك
اگـر تعـداد ذرات   افتـد.   مـي  نيز MOG ةاتفاق در نظري

توانـد پايـدار   تر مـي  جرم بيشتر شود سيستم با ذرات كم
  دو سيستم برابر باشد. در  ଴ߤكه  البته درصورتي ،بماند
بررسـي پايـداري    كـه  كنـيم  مي درپايان خاطرنشان  

وهش قابـل  اين پژ ةسيالي نيز درادام ةموضعي يك حلق
ي هـا  هزايـي در حلق ـ  ستارهانجام است و براي توصيف 

  تواند كمك كند. مي كهكشاني
  

  تقدير و تشكر
اين پژوهش با حمايـت دانشـگاه فردوسـي بـا شـماره      

  انجام شده است. (19/09/1393)32039اعتبار 
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