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1- Introduction 

While the kinematic and dynamic modeling of mechanical 

systems is well developed, the numerical solution of the 

governing equations of many of these models is still a large 

field under investigation. In any constrained mechanical 

system, the connections of the connected bodies restrict 

their relative movement. Therefore, the governing 

equations of the model usually form a system of 

differential-algebraic equations that includes both 

differential and algebraic equations. It should be noted 

that, unlike the analytical and numerical solutions of 

differential equations, the analytical and numerical 

behavior of differential-algebraic equations is more 

complex and completely different from differential 

equations. In this paper, a high-accuracy method for 

solving the system of differential-algebraic equations 

arising in mechanical systems is presented. The presented 

method is based on the use of a pseudospectral method that 

will transform the solution of the system of differential-

algebraic equations into the solution of a system of 

algebraic equations. Next, an optimization technique is 

utilized to facilitate solving the obtained system of 

algebraic equations. In the end, some numerical 

experiments are performed on several benchmark 

problems to show the accuracy and applicability of the 

method. 

2- Problem Statement 
In this paper, differential-algebraic equations are 

investigated in the most common form of its 

representation, which is the following form  
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And is called a nonlinear semi-explicit form. Here, 

1( ) [ ( ),..., ( )]Tpt y t y ty and 1( ) [ ( ),.... ( )]Tqt z t z tz  are 

differential and algebraic functions, respectively, and 

: p pqf  and : p q qg  

are continuously  
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differentiable functions. Furthermore, the initial and 

boundary conditions 

should be placed next to the system of nonlinear semi-

explicit differential-algebraic equations.  
 
3- Proposed Method 

To implement the proposed method for solving the system 

of nonlinear semi-explicit differential equations, first, 

suppose that 

0 0
ˆ ( ) ( ) / 2,   1,...,i iT t T t i n  for a 

given positive integer n , are the shifted Legendre-Gauss-

Radau (LGR) points to the interval 0[ , )t T . By adding the 

point 1
ˆ
n T , a set of 1n  points   

 1 2 1
ˆ ˆ ˆ{ , ,..., },n T  

is constituted which are used for approximating  
( )ty y and ( )tz z . For this purpose, we 

approximate the k th component of ( )ty y and 

( )tz z as 
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in which 
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are the Lagrange polynomials based on the shifted LGR 

points to the interval 0[ , )t T . In general, we can write  
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in which 
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are unknown parameters. Now, we can approximate y as 
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By substituting these approximations into the system of 

nonlinear semi-explicit differential equations, and 

then collocating them in just ˆ ,   1,...,j j n , we have 
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In addition, by discretizing the initial and boundary 

conditions of the problem, we have 
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It is worth noting that although 1
ˆ
n T  is used beside 

the shifted LGR points to approximate ( )ty y  and 

( )tz z , we do not use this point for the collocation 

process. Now, with the Kronecker property, we have 
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in which 

 

 ˆ ˆ( ),   1,..., 1,   1,..., ,ij i jd i n j n  

is the ( , )i j th component of the 1n by 1n  matrix 

D , which is called the differentiation matrix. Furthermore, 

using the Kronecker property, we also have   
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and therefore,  
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Finally, the system of nonlinear semi-explicit differential 

equations beside its initial and boundary conditions is 

discretized to the following system of nonlinear algebraic 

equations 
1

1 1 1 1
1

1

1

1 1 1

0

1

1 0

1

1

1 0

1 1

2 ˆ( , , )

2 ˆ( , , )

ˆ( , , )

ˆ( , , )

( , , )

n

i i
i

n

i i
n

n

n n n n
i

n n n

nn

d
T t

d
T t

T

c f c d

c

c f c d
c

d g c d

d g c d

c y

g c d

,0  

 

in which, to make it easier to solve, we transform it into 

the following optimization problem 
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After solving the optimization problem, the unknown 

parameters , , 1,..., 1,i i i nc d  are obtained, and 

solving the target system of nonlinear semi-explicit 

differential equations will be completed.  

 

4- Conclusion 

In this paper, a Radau pseudospectral method based on 

using the Legendre-Gauss-Radau points was applied, 

along with optimization techniques, for solving the system 

of differential-algebraic equations appearing in 

mechanical systems. Four illustrative benchmark 

examples were given to demonstrate the validity and 

applicability of the proposed method. Compared to the 

existing methods for solving this class of problems, it can 

be said that the proposed method has very good accuracy, 

and it can satisfy the algebraic equations appearing in the 

problem without the occurrence of the drift-off effects. 

Furthermore, using the optimization technique to solve the 

system of algebraic equations, resulting from the 

implementation of the method, makes it possible to 

implement the proposed method without any distress of 

finding a good initial guess for the unknown parameters. 
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 *مکانیکی هایسیستمجبری ظاهر شده در  -رانسیلبرای حل معادلات دیف عددی از مرتبه دقت بالا یک روشارائه 
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سیاری زز بسییاری زز  حل عددی معادلات حاکم بر حل عددی معادلات حاکم بر لکن لکن مکانیکی به خوبی توسعه یافته، مکانیکی به خوبی توسعه یافته،   هایهایسینماتیکی و دینامیکی سیستمسینماتیکی و دینامیکی سیستم  سازیسازیحالی که مدلحالی که مدلدر در    چکیده ب
خود زز آنجایی که در هر سیستم مکانیکی محدود، زتصالات زجسام متصل، حرکت نسبی خیود  ها هنوز یک زمینه بزرگ در حال بررسی زست. ها هنوز یک زمینه بزرگ در حال بررسی زست. زین مدلزین مدل زز آنجایی که در هر سیستم مکانیکی محدود، زتصالات زجسام متصل، حرکت نسبی 

دهند که هم معادلات دیفرزنسیلی و دهند که هم معادلات دیفرزنسیلی و جبری رز تشکیل میجبری رز تشکیل می  -معمولا دستگاهی زز معادلات دیفرزنسیلمعمولا دستگاهی زز معادلات دیفرزنسیل  ،،نمایند، لذز معادلات حاکم بر مدلنمایند، لذز معادلات حاکم بر مدلرز محدود میرز محدود می
عادلات لازم به ذکر زست که برخلاف حل تحلیلی و عددی معادلات دیفرزنسیلی، رفتار تحلیلیی و عیددی معیادلات    شود. شود. هم معادلات جبری رز شامل میهم معادلات جبری رز شامل می عددی م لی و  لازم به ذکر زست که برخلاف حل تحلیلی و عددی معادلات دیفرزنسیلی، رفتار تحلی

حلجهیت حیل    روش عددی زز مرتبه دقت بالاروش عددی زز مرتبه دقت بالاک ک در زین مقاله، یدر زین مقاله، یمتفاوت زز معادلات دیفرزنسیلی زست. متفاوت زز معادلات دیفرزنسیلی زست.   تر و کاملاًتر و کاملاًجبری پیچیدهجبری پیچیده  -دیفرزنسیلدیفرزنسیل هت  ستگاه دسیتگاه    ج د
فی طیفیی  شبهشبهمبتنی بر زستفاده زز یک روش مبتنی بر زستفاده زز یک روش   زرزئه شدهزرزئه شده  روشروشگردد. گردد. میمیه ه ئئزرززرزمکانیکی مکانیکی   هایهایاهر شده در سیستماهر شده در سیستمجبری ظجبری ظ  -معادلات دیفرزنسیلمعادلات دیفرزنسیل سزسی طی به ت بیه  ز ت 

و برزی حل دستگاه و برزی حل دستگاه   تبدیل خوزهد نمودتبدیل خوزهد نمودیک دستگاه زز معادلات جبری یک دستگاه زز معادلات جبری   حل حل   بهبهحاکم بر مدل رز حاکم بر مدل رز جبری جبری   -دستگاه معادلات دیفرزنسیلدستگاه معادلات دیفرزنسیلحل حل   طوری کهطوری که
  تاتا  گیردگیردزنجام میزنجام میمعیارسنج معیارسنج له له ئئمسمس  چندچندروی روی   های عددیهای عددیدر زنتها برخی آزمایشدر زنتها برخی آزمایش. . سازی زستفاده خوزهد شدسازی زستفاده خوزهد شدهای بهینههای بهینهجبری به دست آمده، زز تکنیکجبری به دست آمده، زز تکنیک

 د.د.ووششنشان دزده نشان دزده   روشروش  دقت و کاربردی بودندقت و کاربردی بودن
 

 .طیفیهای عددی، روش شبهجبری، روش -، معادلات دیفرانسیلمکانیکیهای سیستم  کلیدیهای واژه
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of the governing equations of many of these models is still a large field under investigation. Since in any constrained 

mechanical system, the connections of the connected bodies restrict their relative movement, therefore the governing 

equations of the model usually form a system of differential-algebraic equations that includes both differential and 

algebraic equations. It should be noted that, unlike the analytical and numerical solution of differential equations, the 

analytical and numerical behavior of differential-algebraic equations is more complex and completely different from 

differential equations. In this paper, a high accuracy method for solving the system of differential-algebraic equations 

arising in mechanical systems is presented. The presented method is based on the use of a pseudospectral method that 

will transform the solution of the system of differential-algebraic equations into the solution of a system of algebraic 

equations. Then, an optimization technique is utilized to facilitate solving the obtained system of algebraic equations. At 

the end, some numerical experiments are performed on several benchmark problems to show the accuracy and 

applicability of the method. 
 

Key Words  Mechanical Systems, Differential-Algebraic Equations, Numerical Methods, Pseudospectral Method 

                                                                        
 .باشدمی 21/8/1402پذیرش آن  تاریخ و 17/3/1402مقاله  دریافت تاریخ *

 .دزنشگاه تفرشدزنشکده ریاضی، کارشناسی زرشد ریاضی کاربردی، ( 1)

 Email: mehrpouya@tafreshu.ac.ir .تفرش، دزنشکده ریاضی، دزنشگاه دزنشیار ( نویسندۀ مسئول،2)

 .، دزنشکده ریاضی، دزنشگاه تفرش( دزنشیار3)

https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/article_44490.html
https://doi.org/10.22067/jacsm.2023.82824.1186
mailto:mehrpouya@tafreshu.ac.ir
https://orcid.org/0000-0001-9598-4943


 ...جبری-زرزئه یک روش عددی زز مرتبه دقت بالا برزی حل معادلات دیفرزنسیل 110
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 مقدمه
 یاضیر یسازمهم در مدل یهازز زبززر یکی لیفرزنسیمعادلات د

موجود در  نیمانند قوزن عتیطب نیزز قوزن یاریکه بس دنباشیم

 انیب نیتریعیطب ،یشناسستارهو  یشناسستیز ،یمیش ک،یزیف

. معادلات ابندییم یلیفرزنسین معادلات دباخود رز در ز یاضیر

به  .دزرند یادیز کاربرد زین کیدر هندسه و مکان لیفرزنسید

سرعت و مکان آن در  لهیحرکت جسم به وسعنوزن نمونه، 

 فیتوصبا زستفاده زز معادلات دیفرزنسیلی مختلف  یهازمان

 یزکه در وزقع مجموعه زین یجبر -لیفرزنسیمعادلات د .شودیم

 هایکاربرد باشند،یم یو معادلات جبر یلیفرزنسیزز معادلات د

 های، سیستم[1,2] تجزیه و تحلیل مدزرهای زلکتریکیدر  یادیز

های فرزیندسازی ، شبیه[4] های قدرتسیستم ،[3] یکیمکان

علاوه بر زین، حل  .دزرند [6] و مسایل کنترل بهینه [5]شیمیایی 

 خطوط روشزئی با زستفاده زز جبا مشتقات معادلات دیفرزنسیل 

(Method of Lines) با  مثلا  سازی مشتقات مکانیو گسسته

یا  (Finite Element Method) زجززهای زستفاده زز روش

به توزند می، (Finite Difference Method) متناهیتفاضلات 

چنانچه زشاره . [7-3] شود جبری منجر -ادلات دیفرزنسیلمع

جبری  -یلمعادلات دیفرزنسگردید، یکی زز کاربردهای وسیع 

های مکانیکی در سیستمزمروزه مکانیکی زست.  هایدر سیستم

بسیاری زز کاربردها مانند دینامیک خودرو، هوزنوردی، 

گیرند. به لحاظ بیومکانیک و رباتیک مورد زستفاده قرزر می

گردد که دینامیکی، یک سیستم مکانیکی به سیستمی زطلاق می

های صلب یا زلاستیکی با ط جرمی و بدنهدر آن تعدزدی زز نقا

هایی زز زنوزع مختلف مانند زتصالات، فنرها، دمپرها و محدودیت

در زین گونه زز  .ها به یکدیگر متصل شده باشندمحرک

دستگاهی زز معادلات  ها، معادلات حرکت معمولا سیستم

مندزن به قهعلا دهند.جبری غیرخطی رز تشکیل می -دیفرزنسیل

مکانیکی به یک دستگاه زز معادلات  هایسازی سیستممدله نحو

 [3]توزنند به فصل چهارم زز مرجع جبری، می -دیفرزنسیل

  مرزجعه نمایند. 

-لازم به ذکر زست که یک دستگاه زز معادلات دیفرزنسیل 

 شاخصزندیس یا کمک مفهومی تحت عنوزن  جبری به

(Index) شود و زین مفهوم نقش مهمی رز در عیین و شناخته میت

در نحوه زین مسایل به عهده دزرد. بندی و طبقهتجزیه و تحلیل 

های معینی گیری چنین مفهومی، دیده شده زست که کلاسشکل

جبری در حل، مشکلات جزئی زیجاد  -زز معادلات دیفرزنسیل

هایی کلاسکه فائق آمدن بر مشکلات حل  در حالی ،نمایندمی

بندی و لذز طبقهدیگر زز زین معادلات، دشوزرتر زست. 

بندی زین معادلات با توجه به مشکلات ناشی زز حل کلاس

بندی زین طبقهزست.  روری بودهضها زمری تحلیلی یا عددی آن

 تحت عنوزن یتعاریف مختلف و متفاوتی زز مفهومبا معرفی 

در رسیده که در کتب و مقالات به ثبت یا شاخص  زندیس

جبری  -حقیقت معیاری زز دشوزری در حل معادلات دیفرزنسیل

 توزن بهمیزندیس  هایترین نمونهدهند. زز مهمرز نشان می

 آشفتگیزندیس ، [8] (Differentiation Index) مشتقزندیس 

(Perturbation Index) [9] ، غریبگیزندیس (Strangeness 

Index) [10] قابلیت کششزندیس  و (Tractability Index) 

مشتق  که در زین میان به کارگیری زندیس [12]د کرزشاره  [11]

در زین مقاله، باشد. تر میجبری رزیج -دیفرزنسیل برزی معادلات

فعاتی تعدزد د. زیمبه کار گرفتهدر مسایل رز مشتق  زندیسما نیز 

شود تا به جبری مشتق گرفته می -که زز یک معادله دیفرزنسیل

 آن معادله مشتقزندیس  ،رز یک معادله دیفرزنسیلی تبدیل گردد

ادلات نامند. به طور معمول معجبری می -دیفرزنسیل

 .باشندبالاتر می و 1،2،3های جبری دزرزی زندیس -دیفرزنسیل

-ادلات دیفرزنسیلزشاره شده زست که حل مع [13]در مرجع 

بسیار دشوزر توزند های بالاتر زز یک، میجبری دزرزی زندیس

به دلیل پیچیدگی که عمدتا  به دلیل وجود معادلات جبری باشد. 

آید، هموزره به وجود میجبری  -دیفرزنسیلدر حل معادلات 

زز  بسیاری قرزر گرفته زست.ن امحققها مورد توجه حل آن

حل  ،یو معادلات جبر یلیفرزنسیهمانند معادلات د یطرف

به جز در موزرد خاص  زین یجبر -لیفرزنسیمعادلات د یلیتحل

حل  یبرز مناسب یعدد یهابه روش ازین . لذزیستن ریپذزمکان

لازم به ذکر زست  .شودهموزره زحساس میمعادلات  گونه نیز

-های عددی موجود در حل معادلات دیفرزنسیلکه بیشتر روش

روش  همچونکلاسیک هایی زستفاده زز روشجبری مبتنی بر 

، روش [13] (Backward Euler Method) زویلر پسرو

 (Backward Differentiation Method) گیری پسرومشتق
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 (Runge-Kutta Methods) کوتا -های رونگهروش، [14]

 (Pade Approximation Method) روش تقریب پده ،[9,15]

 Adomian Decomposition) و روش تجزیه آدومیان [16]

Method) [17]  ها هموزره در معرض و زین روشبوده

 Order Reduction) مشکلاتی زز قبیل پدیده کاهش مرتبه

Phenomena)زثرزت رهاشدگی ، (Drift-off Effects)  و

 . [13] باشندناپایدزری می

عددی زز مرتبه دقت  روشزرزئه یک به دنبال در زین مقاله  

هر جبری ظا -های معادلات دیفرزنسیلدستگاه برزی حلبالا 

تیم. روش پیشنهادی ما یک هسمکانیکی های شده در سیستم

های طیفی زست که دزرزی روش طیفی زز خانوزدهروش شبه

ی بسیار خوبی در حل عددی معادلات دیفرزنسیلی سابقه

 چنانچه یک معادلهلازم به ذکر زست که . [20-18]    باشدمی

خوزهیم با و جوزب آن هموزر باشد رز بله ئمسدیفرزنسیلی که 

ل کنیم، در زین صورت ساده ح دقت بالا روی یک دزمنه

. برزی [21] طیفی بهترین زنتخاب خوزهند بودهای شبهروش

زجزز و های ها در مقایسه با روشتر، زین روشپایین هایدقت

رز، برخوردزر زز زمان و حافظه کمتری برزی زجمتناهی  تتفاضلا

تقسیم بندی دیگر به طیفی در یک های شبههستند. روش

نیز  (Collocation Methods) مکانیهای همروش یخانوزده

های حل عددی برزی زی بزرگ زز روشکه خانوزده دتعلق دزرن

ت زنتگرزلی و سایر معادلات معادلات دیفرزنسیلی، معادلا

به  طیفیشبههای ورود روش نه دزمنه. متأسفاگردندحسوب میم

جبری به گستردگی دزمنه ورود  -نسیلحل عددی معادلات دیفرز

توزن در و می ها به حل عددی سایر معادلات نیستزین روش

همچون قنبری و محققانی زز زندک هایی زین زمینه به پژوهش

 زشاره نمود [23] و بابلیان و حسینی [22]حسینی  ،[12]قریشی 

جبری به صورت  -که در همه زین تحقیقات معادله دیفرزنسیل

زمر،  نیز یمهم برز لیدل کی. نظر گرفته شده زست خطی در

زز  حاصل یینها یحل دستگاه معادلات جبر یدشوزر

-در حل معادلات دیفرزنسیل طیفیشبه یهاروش یسازادهیپ

 در ظاهر شدهبوده که به دلیل وجود معادلات جبری جبری 

  گردد.زیجاد میجبری -معادلات دیفرزنسیل

 رزدزئوییطیفی شبه شرویک قصد دزریم تا زز  مقالهدر زین  

(Radau Pseudospectral Method) نقاط ، مبتنی بر زستفاده زز

 فرزینددر  (Legendre-Gauss-Radau) رزدزئو-گاوس-لژزندر

 متعامدمکانی هم روشکه در وزقع به نوعی یک  ی،مکانهم

(Orthogonal Collocation Method) شودنیز محسوب می ،

برزی زین دسته زز معادلات زستفاده کنیم و  عددیجهت حل 

 سازی زین روش،حل دستگاه جبری نهایی به دست آمده زز پیاده

که در مرجع سازی های بهینهتکنیکتجربیات به کارگیری زز 

 بهره بگیریم. ،به کار رفته زست [24]

به ، 2زین مقاله در چند بخش طرزحی شده زست: بخش 

ترین ترین و رزیجدر کلیجبری  -معرفی معادلات دیفرزنسیل

 یفیطروش شبه یبه معرف ،3در بخشخوزهد پردزخت. فرم 

حل  تیو در نها یسازعملکرد آن در گسسته و نحوه ییرزدزئو

زختصاص ، 4 بخش .پردززیممی یجبر -لیفرزنسید دلهمعا کی

معیارسنج له ئمس چندنهادی بر روی روش پیشسازی به پیاده

مززیای روش بیان و  مکانیکی هایاهر شده در سیستمظ

  .دزشتخوزهد  پیشنهادی
 

ترین و جبري در كلي -معادلات دیفرانسيل، مسئلهن بيا
 ترین حالترایج

جبری، فرمی به  -ترین شکل نمایش یک معادله دیفرزنسیلکلی

 :صورت

(1                          ) 0( , , ) ,    [ , ]t t t TF y y 0 

به آن یک فرم تمام ضمنی غیرخطی زطلاق شده که  باشدمی 

𝑭:ℝدر آن و  × ℝ𝑝 × ℝ𝑝 → ℝ𝑝  و𝜕𝑭

𝜕𝒚′
 ماتریسی منفرد 

(Singular) در زین مقاله قصد دزریم تا به بررسی . [13] باشدمی

که ترین فرم نمایش آن در رزیججبری  -معادلات دیفرزنسیل

  :فرمی به صورت

(2      )   
0

( , , ),       
[ , ]

= ( , , ),

t
t t T

t

y f y z

0 g y z
 

گردد، خطی زطلاق می صریح غیرنیمهو به آن یک فرم  زست 

 (2در فرم نمایش )باید توجه دزشت که بپردززیم. 

  𝒚(𝑡) = [𝑦1(𝑡), . . . , 𝑦𝑝(𝑡)]
𝑇 

𝒛(𝑡) = [𝑧1(𝑡), … . 𝑧𝑞(𝑡)]
𝑇 

 

𝒇:ℝ و  × ℝ𝑝 × ℝ𝑞 → ℝ𝑝 و 𝒈:ℝ × ℝ𝑝 × ℝ𝑞 → ℝ𝑞 

در ضمن  .هستندپذیر و به طور پیوسته مشتقتوزبعی بردزری 
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 :به صورتو مرزی  زولیهشرزیط 

𝐲(𝑡0) = 𝐲0 

𝟎 = 𝐠(𝑡0, 𝐲(𝑡0), 𝐳(𝑡0)) 

𝟎 = 𝐠(𝑇, 𝐲(𝑇), 𝐳(𝑇)) 

(3) 

زر ( قر2جبری ) -در کنار دستگاه معادلات دیفرزنسیل 

yمتغیرها یا به عبارتی توزبع همچنین د گرفت. نخوزه = y(t)  و

z = z(t)  و توزبع جبری و معادلات به ترتیب توزبع دیفرزنسیلی

y′ = f(t, y, z) و= ( , , )t0 g y z  به ترتیب معادلات دیفرزنسیلی و

       شوند. ( محسوب می2) لهئمسمعادلات جبری 
 

  طيفي رادائویيشبهمعرفي روش 
زی زز دی، زولین گام معرفی مجموعهبرزی طرح روش پیشنها

رزدزئویی زست که نقشی -گاوس-نقاط، تحت عنوزن نقاط لژزندر

ها، گیری روش رز دزشته و برزی درک بهتر زز آنزساسی در شکل

های مختلف به تصویر M ( نحوه توزیعشان به زززی1در شکل )

های زین نقاط در وزقع صفرها یا همان ریشهکشیده شده زست. 

PM−1(t)} لژزندر توزبع + PM(t)} گونه که در  بوده و همان

در روش باشد. می (1+,1−]شکل پیدزست، توزیعشان در بازه 

و  لهئمسسازی شبه طیفی رزدزئویی زز زین نقاط هم در گسسته

لازم به ذکر زست  .زستفاده خوزهیم کردمکانی هم فرزیندهم در 

هایی زیدر، چندجملههای لژزنزیتوزبع یا همان چندجملهکه 

متعامد با زنبوهی زز خوزص و کاربردهای مختلف در ریاضیات 

باشند که به کمک روزبطی بازگشتی و به و علوم مهندسی می

 صورت زیر قابل تولید هستند: 
0 1

1 1

( ) 1,   ( )

2 1
( ) ( ) ( ),  1,2,...

1 1M M M

P x P x x

M M
P x xP x P x M

M M  
 

 
 

 رزدزئویی-گاوس-نمایش توزیع نقاط لژزندر  1 شکل

فرض کنیم برزی زین کار  

0 0
ˆ ( ) ( ) / 2,   1,...,i iT t T t i n، ی مجموعه

رزدزئویی زنتقال دزده شده به بازه -گاوس-ی لژزندرنقطه nشامل 

[t0, T)  باشد )در وزقعiلوباتو -گاوس-ها همان نقاط لژزندر

]در بازه  1, ˆو  (1
i 0ها نقاط زنتقال دزده شده به بازه[ , )t T 

1 نقطه زفزودن باهستند(. 
ˆ
n T به یک مجموعه به زین ،

1نقطه  1n مجموعه شامل 2 1
ˆ ˆ ˆ{ , ,..., }n T رسیم می

)که زز زین مجموعه نقاط برزی تقریب )ty y و( )tz z 

زمین -kو برزی تقریب  به زین منظورزستفاده خوزهد شد. 

)یدرزیه )ty و( )tz :خوزهیم دزشت 
1

,
1
1

,
1

ˆ( ) ( ),    1,...,

ˆ( ) ( ),    1,...,

n

k k i i
i
n

k k i i
i

y t c t k p

z t d t k q

 

 :که در آن
0

0 0

2ˆ ( ) ( )ii

T t
t t

T t T t
 

زنتقال  نقطه 1nهای لاگرزنژ مبتنی بر زین زیچندجمله 

های زیباشند. لازم به ذکر زست که چندجملهدزده شده می

1نقطه +1nلاگرزنژ گذرنده زز  2 1
ˆ ˆ ˆ{ , ,..., }n Tچند ، 

  :هایی به صورت کلیزیجمله
1

1

( )
n

i
i

i i j
j i

t
t  

خاصیتی تحت عنوزن خاصیت دلتای  که دزرزی بوده  

  :هستند. یعنی به عبارت دیگر (Kronecker Property) کرونکر
 

(4                      ) 
1,      

( )
0,      ji ij

i j

i j
 

  توزن نوشت:پس در حالت کلی می 
 

(۵                      ) 

1

1
1

1

ˆ( ) ( )

ˆ( ) ( )

n

i i
i
n

i i
i

t t

t t

y c

Z d

 

 :که در آن

1

1

ˆ ˆ ˆ( ) [ ( ),..., ( )]

ˆ ˆ ˆ( ) [ ( ),..., ( )]
Y

Z

T
i i i N i

T
i i i N i

y y

z z

c y

d z
 

 :به صورت y با تقریب  زکنونباشند. ضرزیب مجهول می 
1

1

ˆ( ) ( )i

n

i
i

t ty c 
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( 2)ه لئمسدر  دست آمدهه ب طروزب گذزریجایو سپس  

  خوزهیم دزشت:

 

1 1 1

0 0
1 1 1

1 1

1 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( , ( ), ( )),  ( )

,    0
ˆ ˆ0 ( , ( ), ( )),                        

n n n

i i i i i
i i i

n n

i i i i
i i

i t t t t t

t T

t t t

c f c d y y

g c d

 
(6) 

 (6)ی دستگاه معادلات سازگسستهتنها کاری که باقی مانده،  

مکان کردن طرفین هم فرزیندزین کار به کمک باشد که می

رزدزئویی زنجام خوزهد گرفت. -گاوس-لژزندرمعادلات در نقاط 

هم  آن مکانی،هم فرزیندسازی با پیادهو در نهایت بدین منظور 

ˆرزدزئویی -گاوس-لژزندردر نقاط فقط  ,   1,...,j j n 

 خوزهیم دزشت:
1 1 1

1 1 1
1 1

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ( ), ( )), 1,...,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 ( , ( ), ( )),               1,...,

n n n

i i i i i
i i i

n n

i i i i
i

i j j j j

j j j
i

j n

j n

c f c d

g c d

 

 ( دزریم:3)مچنین برزی شرزیط زولیه و مرزی ه
 

1
1 1

1 1 1
1 1

1 1

1 1 1

0 0

0 0

1 1

0

ˆ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ( ), ( ))

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ( ), ( ))

n n

i i i i
i i
n n

n i i n i i n
i i

t

t t t

T T T

y y

0 g c d

0 g c d

 

زستفاده رغم  علیزست که در روش پیشنهادی، ذکر لازم به  

1نقطهزز 
ˆ
n T  رزدزئویی-گاوس-نقاط لژزندرسایر در کنار 

)تقریب ه منظور ب )ty و( )tz ، مکانیهم فرزیند درزز زین نقطه 

کار رفته در روش پیشنهادی ما ه و زین نکته ب شودزستفاده نمی

 دزریم:( 4)خاصیت دلتای کرونکر زکنون به کمک  باشد.می
 

1

0 1

2 ˆ( , , ), 1,...,

ˆ( , , ),              1,...,

n

i ij j j
i

j

j

jj

d j n
T t

j n

c f c d

0 g c d

 

 که در آن

 
ˆ ˆ( ),   1,..., 1,   1,...,i ij jd i n j n  

 ( , )i j- زمین درزیه زز ماتریس( 1) ( 1)n n،D 

 (Differentiation Matrix) باشد که به عنوزن ماتریس مشتقمی

خاصیت دلتای با زستفاده زز  مجددز همچنین  شود.شناخته می

 خوزهیم دزشت: ( 4)ر کنکرو

0

1

1 1 1
1

1

1 1 1
1
1

1 1 1
1

ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ

ˆ

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( )

n

i i
i
n

n i i n n
i
n

n i i n n
i

t

T

T

y c c

y

z d

c c

d

 

تبدیل به شرزیط زیر خوزهند ( 3)و لذز شرزیط زولیه و مرزی  

 شد:
1 0

0 1

1

1 1

1 1

ˆ( , , )
ˆ( , , )nn n

t

T

c y

0 g c d

0 g c d

 

 

( 3)شرزیط زولیه و مرزی به همرزه ( 2) لهئدر نهایت، مسو  

زیر غیر خطی به صورت جبری زز معادلات دستگاه یک  به

   :گسسته خوزهد گردید
     
1

1 1 1 1
1

1

1

1 1 1

0

1

1 0

1

1

1 0

1 1

2 ˆ( , , )

2 ˆ( , , )

ˆ( , , )

ˆ( , , )

( , , )

n

i i
i

n

i i
n

n

n n n n
i

n n n

nn

d
T t

d
T t

T

c f c d

c

c f c d
c

d g c d

d g c d

c y

g c d

0         

(7) 

,که پس زز حل آن، مجهولات   , 1,..., 1,i i i nc d  به

( به دست 2) لهئو یک تقریب برزی جوزب مس آمدهدست 

( 7)متأسفانه، حل عددی دستگاه معادلات جبری خوزهد آمد. 

( دقیق (Initial Guess) بدون دزشتن مقادیر زولیه )حدس زولیه

پذیر نخوزهد بود، یا در صورت های مجهول، زمکانبرزی پارزمتر

 یی به سختی حاصل خوزهد شد. لذز، برزی بهگرزهمزمکان، 

یی روش گرزهمدست آوردن یک حدس زولیه مناسب جهت 

به دست آمده، باید زز تکنیک  حل دستگاه معادلات جبری

 یم پردزخت.دیگری زستفاده گردد که در بخش بعد به آن خوزه
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هاي انتخاب حدس اوليه مناسب به كمك تكنيك
 سازيبهينه

سازی مجددز  به دستگاه معادلات جبری به دست آمده زز پیاده

لازم به ذکر زست که، گردیم. طیفی رزدزئویی بازمیروش شبه

 نیوتنشبههای یابی مانند روشهای ریشهشدن در روش گرزهم

(Quasi-Newton Methods)  یا نیوتنی در حل عددی دستگاه

خیلی دقیق برزی  ، بدون دزشتن مقدزر زولیه(7معادلات جبری )

توأم پذیر نیست یا با کندی بسیار های مجهول، یا زمکانپارزمتر

خوزهد بود. لذز برزی رفع زین مشکل، زز یک تکنیک مبتنی بر 

ستفاده لازم به ذکر زست که زمروزه زکنیم. سازی زستفاده میبهینه

های سازی در حل بسیاری زز مدلهای پیشرفته بهینهزز زلگوریتم

 .  [27-25] های مکانیکی روزج پیدز کرده زستحاکم بر سیستم

ما نیز در زینجا با در نظر گرفتن مجموع مربعات لذز  

سازی پیاده فرزیندمعادلات شرزیط زولیه و مرزی گسسته شده در 

هدف و همچنین معادلات  روش پیشنهادی به عنوزن تابع

سازی روش به عنوزن قیود مکانی به دست آمده زز پیادههم

به عنوزن یک ( رز 7)جبری معادلات دستگاه سازی، بهینه مسئله

 :صورتسازی و به بهینه مسئله
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c f c d 0
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(8) 

حل دستگاه معادلات جبری گیریم. به بیان دیگر، در نظر می 

زز آن نماییم. تبدیل می( 8)سازی بهینه مسئلهرز به حل ( 7)

های که توسط زلگوریتم( 8)سازی بهینه مسئله، حل جایی که

به حدس زولیه حساسیت  ،پذیردسازی زنجام میپیشرفته بهینه

کمتری دزرد، لذز حل آن به مرزتب زز حل دستگاه معادلات 

به کمک ی سازی روش پیشنهادجبری به دست آمده زز پیاده

تر خوزهد بود. یابی حساس به حدس زولیه سادههای ریشهروش

 یک حدس زولیه( 8)سازی بهینه مسئلهلذز در نهایت، زز حل 

مناسب برزی پارزمترهای مجهول پیدز شده و لذز حل دستگاه 

  پذیر خوزهد شد.زمکان( 7)معادلات جبری 

های زنجام شده در زین مقاله سازیتمام پیادهکه  توجه شود 

پنج تاپ لببه کمک یک  و Matlab زفززرینرم در محیط

64و یک سیستم GHz CPU 2.53زی با هسته bit 

( 7)باشد. در ضمن برزی حل عددی دستگاه معادلات جبری می

زز تابع فی پیشنهادی طیسازی روش شبهبه دست آمده زز پیاده

fsolve  زفززر نرمدرMatlab  و به منظور تأمین شده زست زستفاده

 TolFunدقت مطلوب در زین تابع، دو پارزمتر تنظیمی آن یعنی 

برزی تأمین . همچنین دزده شدهقرزر  1410روی  TolXو 

 سازیبهینه مسئلهزز حل  تابع،مناسب برزی زین  حدس زولیه

 گیری زز زلگوریتم نقطهبهره و با fmincon، به کمک تابع (8)

آن زستفاده نموده و  (Interior-Point Algorithm) درونی

رز  TolXو  TolFun ،TolConپارزمترهای تنظیمی زین تابع یعنی 

 . نماییمتنظیم می 1410نیز روی 

   

  هاي عدديمثال 
ها زین مثال .خوزهد گردیده ئزرزعددی مثال  چهاردر زین بخش 

جبری با  -هایی زز معادلات دیفرزنسیلدر حقیقت دستگاه

باشند که جهت نشان دزدن می 3و بالاتر زز  3، 2، 1های زندیس

روش پیشنهادی مورد زستفاده قرزر بودن  ربردیدقت و کا

 خوزهند گرفت. 
فرض کنیم   .1جبري با اندیس  -: معادله دیفرانسيل1 مثال

 :معادلات حرکت در یک سیستم مکانیکی به صورت
 

1 1 2

2

( ) cos( ) ( ) (1 ) ( ),     0 1

( ) sin( ) 0

y t t t y t t y t t

y t t  
1و شرزیط زولیه نیز به صورت 2(0) [ (0), (0)] [1, 0]T Ty yy 

. وزضح زست که شرط مرزی به صورت [28] باشد

2(1) sin(1)y  قرزر  مسئلهنیز در کنار شرزیط زولیه زین

دزرزی جوزبی تحلیلی به صورت زیر  مسئلهزین  خوزهد گرفت.

   باشد:می
 

1

2

( ) sin( )

sin( )( )

ty t e t t

ty t  
 مسئلهزکنون به کمک روش پیشنهادی برزی حل تقریبی زین  

های تقریبی، تحلیلی و تابع خطا شویم. جوزبدست به کار می
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( نشان دزده 2) سازی شده، در شکلنقطه گسسته n=15به زززی 

زند. همچنین برزی مشاهده زین موضوع که روش تا چه شده
شده  مسئلهزندززه موفق به برقرزری معادله جبری موجود در 

)2تابع تقریبی زز زست،  ) sin( )y t t  [0,1]رز نیز روی بازه 

شده زست  شیدهبه تصویر ک( 3نتیجه در شکل )نماییم. رسم می
به علاوه باشد. روش پیشنهادی میبالای دقت  که خود گویای

های کلاسیک در حل زثر رهاشدگی که یکی زز مشکلات روش

جبری و مربوط به برقرزر نشدن مطلوب  -معادلات دیفرزنسیل
باشد، می مسئلهمعادلات جبری توسط روش عددی حل کننده 

گونه  جبری هماندر روش پیشنهادی رخ نخوزهد دزد و معادله 
( پیدزست، به نحو بسیار مطلوبی برقرزر خوزهد 3که در شکل )

به های ، برزی مقایسه روش پیشنهادی با روشگشت. همچنین
)1زبع جوزب ودیگر، مقادیر تکار رفته  )y t  2و( )y t  حاصل زز

سازی در نقطه گسسته 15nروش پیشنهادی و به زززی 
( 1) ولزجد، در [0,1]زی زز نقاط گسسته شده در بازه مجموعه

گیری یج به دست آمده زز دو روش مشتقبه همرزه نتا( 2و )

مده زست. آ ،[28] به کار رفته در پسرو و روش تقریب پده
گونه که مشخص زست، دقت روش پیشنهادی نسبت به  همان

بسیار بالاتر زست. در ضمن روش  [28] دردو روش به کار رفته 

سازی موفق به پیشنهادی با زستفاده زز نقاط بسیار کم در گسسته
شده زست که  (Machine Accuracy) دقت ماشینرسیدن به 

  بالای زین روش دزرد. نشان زز قدرت حل

 
 

 
نمودزر توزبع جوزب تحلیلی، تقریبی و خطای بدست آمده زز روش   2 شکل

 1 پیشنهادی در مثال
 

 
 

تابع تقریبی نمودزر   3 شکل
2( ) sin( )y t t  به کار رفته در سمت چپ

 1 ، به دست آمده زز روش پیشنهادی در مثالمسئلهمعادله جبری 
 

به کار رفته در تقریب پده پسرو و  گیریسازی با دو روش مشتققطه گسستهن n=15زز روش پیشنهادی با  y1(t)مقایسه مقادیر به دست آمده برزی   1جدول 

 1در مثال  1جبری با زندیس  -در معادله دیفرزنسیل [28]

 

 t جوزب تحلیلی روش تقریب پده خطا گیری پسروروش مشتق خطا روش پیشنهادی خطا
3.3e − 16 1.0000 0 1.0000 0 1.0000 1.0000 0 
5.3e − 16 0.9148 2.2e − 07 0.9148 2.7e − 06 0.9148 0.9148 0.1 
4.9e − 17 0.8585 3.9e − 07 0.8585 2.0e − 05 0.8585 0.8585 0.2 
2.9e − 16 0.8295 5.3e − 07 0.8295 6.7e − 05 0.8295 0.8295 0.3 
3.3e − 16 0.8261 6.3e − 07 0.8261 1.6e − 04 0.8262 0.8261 0.4 
2.2e − 16 0.8462 6.9e − 07 0.8462 3.2e − 04 0.8466 0.8462 0.5 
3.9e − 16 0.8876 1.3e − 05 0.8876 5.8e − 04 0.8882 0.8876 0.6 
8.9e − 16 0.9475 8.5e − 05 0.9475 1.0e − 03 0.9485 0.9475 0.7 
1.1e − 16 1.0232 2.3e − 05 1.0232 1.7e − 03 1.0249 1.0232 0.8 
3.3e − 16 1.1116 5.8e − 04 1.1121 2.7e − 03 1.1143 1.1116 0.9 

0 1.2094 2.3e − 03 1.2117 4.2e − 03 1.2094 1.2094 1 
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به کار رفته در تقریب پده پسرو و  گیریسازی با دو روش مشتققطه گسستهن n=15زز روش پیشنهادی با  y2(t)مقایسه مقادیر به دست آمده برزی   2جدول 

 1در مثال  1جبری با زندیس  -در معادله دیفرزنسیل [28]

 

 t جوزب تحلیلی روش تقریب پده خطا گیری پسروروش مشتق خطا روش پیشنهادی خطا
2.2e − 16 0 0 0 0 0 0 0 
4.2e − 17 0.0998 3.5e − 09 0.0998 2.0e − 11 0.0998 0.0998 0.1 
1.1e − 16 0.1987 6.9e − 09 0.1987 2.5e − 09 0.1987 0.1987 0.2 

0 0.2955 1.0e − 08 0.2955 4.3e − 08 0.2955 0.2955 0.3 
0 0.3894 1.4e − 08 0.3894 3.2e − 07 0.3894 0.3894 0.4 

5.6e − 17 0.4794 1.7e − 08 0.4794 1.5e − 06 0.4794 0.4794 0.5 
0 0.5646 3.9e − 05 0.5646 5.5e − 06 0.5646 0.5646 0.6 

1.1e − 16 0.6442 2.0e − 04 0.6440 1.6e − 05 0.6442 0.6442 0.7 
1.1e − 16 0.7174 3.0e − 04 0.7177 4.1e − 05 0.7174 0.7174 0.8 
1.1e − 16 0.7833 2.2e − 03 0.7855 9.4e − 05 0.7834 0.7833 0.9 

0 0.8415 5.2e − 03 0.8467 2.0e − 04 0.8417 0.8415 1 

 

فرض کنیم  .2جبري با اندیس  -: معادله دیفرانسيل2 مثال

 :معادلات حرکت در یک سیستم مکانیکی به صورت
 

1
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 و 

 

 :شرزیط زولیه نیز به صورت
 

1 2 3(0) [ (0), (0), (0)] [0, 0, 0]T Ty y yy 

. وزضح زست که شرط مرزی به صورت [29]باشد 

1 2
1

(1) (1) ln(2)
2

y y  مسئلهنیز در کنار شرزیط زولیه زین 

دزرزی جوزبی تحلیلی به صورت  مسئلهقرزر خوزهد گرفت. زین 

 باشد:  زیر می
 

1

2

3

ln(1 )( )

( )
1
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1

ty t
t

y t
t

y t t

t

 

 

 مسئلهزکنون به کمک روش پیشنهادی برزی حل عددی زین  

خطا به زززی های تقریبی، تحلیلی و تابع نماییم. جوزبزقدزم می

n=20 زند.( نشان دزده شده4سازی شده، در شکل )نقطه گسسته 
 

 
 

 
 

دست آمده زز ه نمودزر توزبع جوزب تحلیلی، تقریبی و خطای ب  4شکل 

 2روش پیشنهادی در مثال 

 

همچنین برزی مشاهده زین موضوع که روش تا چه زندززه  

شده زست،  مسئلهموفق به برقرزری معادله جبری موجود در 

تقریبی زز تابع 
2

1 2( ( ) ( ) ln(1 ) )
1

t
y t ty t t

t
رز نیز روی  

شیده ( به تصویر ک۵. نتیجه در شکل )کنیممیرسم  [0,1]بازه 

باشد. روش پیشنهادی میبالای دقت  شده زست که خود گویای
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های کلاسیک زثر رهاشدگی که یکی زز مشکلات روش به علاوه

باشد، در روش جبری می -در حل معادلات دیفرزنسیل

گونه که در  جبری همان پیشنهادی رخ نخوزهد دزد و معادله

گشت.  ه نحو بسیار مطلوبی برقرزر خوزهد( پیدزست، ب۵شکل )

یی روش، مقدزر گرزهمهمچنین برزی آگاهی یافتن زز نرخ 

های مختلف رسم  nجاد شده در روش رز به زززی خطای زی

گونه که زز زین  ( آمده زست. همان6نماییم. نتیجه در شکل )می

کاهش  ، میززن خطا با شیب مطلوبیn شکل پیدزست، با زفززیش

خوزهد یافت و زلبته چنین زنتظاری رز با توجه به زین که روش 

زست، زز های طیفی روشی متعلق به خانوزده روش پیشنهادی

 قبل متصور بودیم.  

 

 
 

: نمودزر تقریبی تابع ۵شکل
2

1 2( ( ) ( ) ln(1 ) )
1

t
y t ty t t

t
به کار  

، به دست آمده زز روش پیشنهادی مسئلهرفته در سمت چپ معادله جبری 

 2 در مثال

 

 
 

 های مختلف در nبه زززی  y1مقدزر خطای تابع نمودزر   6 شکل

 2مثال  در 2جبری با زندیس -دیفرزنسیلعادله مروش پیشنهادی مربوط به 

 

فرض کنیم  .3جبري با اندیس  -: معادله دیفرانسيل3 مثال

 :معادلات حرکت در یک سیستم مکانیکی به صورت
 

2

1

1

2 3

( ) ( ),         0 1

( ) ( )

( ) 0    t

y t y t t

y t y t

y t e  
:و شرزیط زولیه نیز به صورت  

 

1 2 3(0) [ (0), (0), (0)] [1, 1,1]T Ty y yy 
 

. وزضح زست که شرط مرزی به صورت [30] باشد 
1

1(1) 0y e  قرزر  مسئلهنیز در کنار شرزیط زولیه زین

دزرزی جوزبی تحلیلی به صورت زیر  مسئلهخوزهد گرفت. زین 

 باشد:  می

1

2

3

( )

( )

( )

t

t

t

y t e

y t e

y t e
 

 

 مسئلهزکنون به کمک روش پیشنهادی برزی حل عددی زین  

خطا به زززی های تقریبی، تحلیلی و تابع نماییم. جوزبزقدزم می

n=15 زند. ( نشان دزده شده7سازی شده، در شکل )نقطه گسسته

همچنین برزی مشاهده زین موضوع که روش تا چه زندززه موفق 

شده زست، تقریبی زز  مسئلهبه برقرزری معادله جبری موجود در 

)1تابع ) ty t e  نماییم. نتیجه رسم می [0,1]رز نیز روی بازه

دقت  زست که خود گویای( به تصویر کشیده شده 8در شکل )

باشد. به علاوه زثر رهاشدگی که یکی روش پیشنهادی میبالای 

-های کلاسیک در حل معادلات دیفرزنسیلزز مشکلات روش

باشد، در روش پیشنهادی رخ نخوزهد دزد و معادله جبری می

( پیدزست، به نحو بسیار 8)گونه که در شکل  جبری همان

 مطلوبی برقرزر خوزهد گشت. 

یی روش، مقدزر گرزهمهمچنین برزی آگاهی یافتن زز نرخ  

های مختلف رسم  nخطای زیجاد شده در روش رز به زززی 

گونه که زز زین  ( آمده زست. همان9نماییم. نتیجه در شکل )می

دی کاهش زیا، میززن خطا با شیب n شکل پیدزست، با زفززیش

    یی روش گرزهمن معناست که نرخ یابد و زین بدزمی

جبری  -طیفی رزدزئویی برزی حل معادلات دیفرزنسیلشبه

  بالاست. 
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دست آمده زز ه نمودزر توزبع جوزب تحلیلی، تقریبی و خطای ب  7 شکل

 3 روش پیشنهادی در مثال

 
 

)1نمودزر تقریبی تابع  8 شکل ) ty t e  به کار رفته در سمت چپ معادله

 3 ، به دست آمده زز روش پیشنهادی در مثالمسئلهجبری 

 
 

های مختلف در روش nبه زززی جوزب زبع ومقدزر خطای تنمودزر   9 شکل

 3در مثال  3جبری با زندیس  -عادله دیفرزنسیلمپیشنهادی مربوط به 

فرض کنیم  جبري با اندیس بالا. -دیفرانسيلمعادله : 4 مثال

  :سیستم مکانیکی به صورت معادلات حرکت در یک
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 :به صورتنیز شرزیط زولیه  و
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دزرزی جوزبی تحلیلی به صورت زیر  مسئله. زین [3] دنباش
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زین قصد دزریم تا به کمک روش پیشنهادی به حل زکنون  

های تقریبی، تحلیلی و جوزب(، 10در شکل ). پردززیمب مسئله
8توزبع خطا برزی به طور مثال توزبع  4 1( ), ( ), ( )t y t y ty  10و( )y t 

همچنین . زنددزده شده نشان [0,1.5]روی بازه  15nبه زززی 
برزی مشاهده زین موضوع که روش تا چه زندززه موفق به 

های شده زست، طرف مسئلهبرقرزری معادلات جبری موجود در 
رز  مسئلهچپ موجود در پنج معادله جبری ظاهر شده در زین 

نماییم. نتایج در رسم می [0,1.5]روی بازه تقریبی به صورت نیز 
بالای دقت  مشاهده زست، که خود گویای ( قابل11شکل )

همچنین زثر رهاشدگی که یکی زز  باشد.روش پیشنهادی می
-های کلاسیک در حل معادلات دیفرزنسیلمشکلات روش
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و معادلات  باشد، در روش پیشنهادی رخ نخوزهد دزدجبری می
( پیدزست، به نحو بسیار 11گونه که در شکل ) جبری همان

  مطلوبی برقرزر خوزهند گشت.

 

 

 
 4 دست آمده زز روش پیشنهادی در مثاله ب نمودزر توزبع جوزب تحلیلی، تقریبی و خطای  10 شکل

 

 

 
 4 زز روش پیشنهادی در مثال، به دست آمده مسئلهبه کار رفته در سمت چپ معادلات جبری  تقریبی زز توزبعنمودزر   11 شکل
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  گيرينتيجه
رزدزئویی، مبتنی بر زستفاده طیفی شبه شرویک در زین مقاله زز 

در کنار ، یمکانهم فرزیندرزدزئو در -گاوس-نقاط لژزندرزز 

دستگاه عددی مناسب  برزی حلسازی های بهینهتکنیک

های مکانیکی جبری ظاهر شده در سیستم -معادلات دیفرزنسیل

مشاهده معیارسنج  مسئله چهارزستفاده شد و نتایج کار روی 

های موجود برزی حل زین دسته زز گردید. در مقایسه با روش

ناسبی مدقت بسیار فت که روش پیشنهادی توزن گمسایل می

معادله یا معادلات جبری ظاهر شده توزند به خوبی میو  دزشته

 و بدون رخ دزدن زثرزت رهاشدگی رز با دقت بالا مسئلهدر 

جهت حل سازی نهبهیدر ضمن زستفاده زز تکنیک برآورده سازد. 

زین زمکان  ،سازی روشدستگاه معادلات جبری حاصل زز پیاده

سازد که بتوزن روش پیشنهادی رز بدون نیاز به رز فرزهم می

حدس زولیه دقیق برزی متغیرهای تصمیم، با آسودگی خاطر 

  بیشتر پیاده نمود.  
 

 نامهواژه 
 State variable                                        طیفیروش شبه

  Orthogonal Collocation Methodمکانی متعامدروش هم

 Lagrange Polynomial                         زی لاگرزنژچندجمله

  Legendre-Gauss-Radau Points    رزدزئو-گاوس-نقاط لژزندر

 Kronecker Property                        خاصیت دلتای کرونکر

 Differentiation Matrix                              مشتقماتریس 

 Convergency                                                ییگرزهم

 Initial Guess                                                   حدس زولیه

 Method of Lines                                           روش خطوط

 Finite Element Method                      متناهی یزجززروش 

 Finite Difference Method                روش تفاضلات متناهی

 Backward Euler Method                        روش زویلر پسرو

 Backward Differentiation Method  گیری پسروروش مشتق

 Kutta Methods-ungeR                   کوتا-رونگههای روش

  Pade Approximation Method                روش تقریب پده

 Adomian Decomposition Method        روش تجزیه آدومیان

 Order Reduction Phenomena              پدیده کاهش مرتبه

 Drift-off Effects                                    زثرزت رهاشدگی

 Differentiation Index                                  زندیس مشتق

 Perturbation Index                                    زندیس آشفتگی

 Strangeness Index                                     زندیس غریبگی

 Tractability Index                             زندیس قابلیت کشش

 Quasi-Newton Methods                     نیوتنی-های شبهروش

 Interior-point Algorithm                   درونی زلگوریتم نقطه

 Machine Accuracy                                         دقت ماشین

 Benchmark Problem                               معیارسنج مسئله
 

 و تشکر  تقدیر

نویسندگان این مقاله از داوران محترمی که  بدینوسیله

موجب بهبود این مقاله  شمندشاننظرات و پیشنهادات ارز

  نمایند. گردید، سپاسگزاری می
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