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قطري   سه تبراي حل دستگاه معادلاموازي   توماسو رهيافت متناوب موازي  كاهش ،متناوب الگوريتم كاهش سه در اين مقاله  چكيده
 براي ارزيابياست.  سراسري مورد بحث قرار گرفته ةبه حافظمكان  همو غير مكان هم دسترسي و اثر هاي گرافيكي معرفي كمك پردازنده به

ة روي پردازند اجراشدهكلاسيك  نتايج الگوريتم توماس با )يك مورد مطالعاتي(سازي جريان درون حفره  شبيهنتايج  ،ها اين الگوريتم توانايي
 كلاسيك در برابر الگوريتم توماس )گرافيكي پردازنده( مذكورالگوريتم سه  در شده مشاهده افزايش سرعتبيشينه . است شدهمقايسه مركزي 

حدوداً  افزايش سرعت ،مكان همدسترسي  با كهاست  هنشان داده شدنين چ هم .باشد مي 45/38و  2/5، 4/4 ترتيب حدود ي) بهزندة مركز(پردا
  د.وش ميگرافيكي حاصل ة دوبرابري براي پردازند

 .الگوريتم كاهش متناوب ;گرافيكي ةپردازند ;قطري معادلات سه دستگاه ;پردازش موازي ;رهيافت توماس موازي  هاي كليدي واژه

 
  

Parallel Thomas Approach in Computational Fluid Dynamics  
with GPUs- Lid-driven Cavity 

P. Akbarzadeh       H. Mahmoodi Darian       M. Nazari       M. Souri 

Abstract  In this paper three algorithms of Cyclic-Reduction, Parallel-Cyclic-Reduction and Parallel-
Thomas are introduced to solve the Tridiagonal system of equations using GPUs and the effect of 
coalesced-memory-access and uncoalesced-memory-access to global memory are studied. To assess the 
ability of these algorithms, as a case-study the simulation of the lid-driven cavity flow have been 
compared to the results of Runtimes and physical parameters of the classical Thomas algorithm, executed 
on CPU. The maximum speed-up of these algorithms against CPU runtime is about 4.4x, 5.2x and 38.5x, 
respectively. Also, approximately a 2x speed-up achieved in coalesced-memory access on GPU. 
 
Key Words  Parallel Thomas approach; Parallel Processing; Tridiagonal system of equations; Graphic 
Processor; Cyclic Reduction algorithm  
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 مقدمه 

علمـي بـه    جوامـع باتوجـه بـه نيـاز     هاي اخيـر  در سال
 مختلـف بـا پيچيـدگي بيشـتر، نيـاز بـه       مسائلبررسي 
، شد مي احساس شتريب  ةهايي با سرعت و حافظ كامپيوتر

 هـاي مركـزي   پردازنـده اسـتفاده از  بنابراين محققان بـه  
)Central Processor Unit, CPU(   بيشـتر   بـا سـرعت 

گيري از  امروزه بهره ،رويكرداين در كنار روي آوردند. 
 ,Graphic Processor Units( هـاي گرافيكـي   پردازنده

GPU( ــز ــه، ني ــل  ب ــاي  دلي ــالا و پهن ــيار ب ــرد بس عملك
، جايگـاه  زيـاد   حافظـه  )Memory Band Width(بانـد 
به محاسبات علمي ها و  سازي پديده اي را در شبيه ويژه

هـاي   پردازنـده  ساختار معماريد. ان خود اختصاص داده
كوتـاه   يزمـان  درتوانـد   مياست كه  اي گونه بهگرافيكي 

 ي را روي تعـداد زيـادي داده  محاسباتيك دستورالعمل 
روند روبه رشد  .زمان اجرا نمايد و همموازي  صورت به

  ةدهنـد  شـتاب  عنوان بههاي گرافيكي  استفاده از پردازنده
برتر حـال   هاي اي است كه ابركامپيوتر گونه محاسبات به

هــاي گرافيكــي بهــره  حاضــر دنيــا از قــدرت پردازنــده
ــي ــد مـ ــياري از در  .[1] برنـ ــائلبسـ ــي،  مسـ مهندسـ

يـك  تشـكيل   منجـر بـه  معادلات حـاكم   يساز گسسته
سـريع ايـن   حل  كهد شو قطري مي دستگاه معادلات سه

ديناميك  يز دربرانگ يك موضوع چالشدستگاه معادلات 
ــباتي   ــيالات محاس ــي س ــوب م ــردد محس ــي از  .گ يك

بـراي حـل    سـرعت رايـج و پر  هاي قـديمي امـا   روش
كـه   اسـت  قطري، الگوريتم توماس دستگاه معادلات سه

ــوس  ــذفي گ ــاي روش ح ــي برمبن ــد م ــه. باش  ازآنجاك
 بنابراين ،م ترتيبي استيك الگوريت روش الگوريتم اين

 قطـري  براي حل معادلات سـه  يجايگزين هاي ريتمالگو
هـاي گرافيكـي    پردازش موازي در پردازنـده با رويكرد 

كـاهش   و )Cyclic Reduction( متنـاوب  كـاهش نظير 
ــاوب ــوازي متنـ ) Parallel Cyclic Reduction( مـ

همين  بهكه  نظاير آنهاها و  اين الگوريتم. اند شده يمعرف
هـاي موجـود در    الگـوريتم  ماننـد ( انـد  شده ابداعمنظور 

ن امناسبي براي بسـياري از محقق ـ  هاي ابزار )[2] جعمر

هـاي   دنبال تقويت عملكرد كاربرد پردازنده كه به هستند
  .باشند ميمختلف  مسائلحل گرافيكي در 

 ابتــدا روي 2009در ســال  [2]ژانــگ و همكــاران   
كاهش متنـاوب و كـاهش   ي ها الگوريتم اجراي قابليت

بحــث هــاي گرافيكــي  روي پردازنــده مــوازيمتنــاوب 
هـاي   سـپس يـك روش تركيبـي از الگـوريتم     .اند كرده
روي گـوريتم را  لو عملكرد هـر ا  را پيشنهاد شده يمعرف

كردنـد. لازم بـه    قطـري آزمـايش   هاي سـه  حل ماتريس
 مشـكل كـاهش متنـاوب   الگـوريتم   توضيح اسـت كـه  

 مشـترك   ةدر حافظ ـ )Bank Conflict( تـداخل حافظـه  
كـار بـردن    بـراي بـه   نينچ همو  داردرا كارت گرافيكي 

هاي كاهش متناوب و كاهش متنـاوب مـوازي    الگوريتم
باشـد.   n2قطري حتماً بايد محدود بـه   دستگاه سه ةانداز

 در مـــورد [3] اســـترودكاگـــودك و  2011در ســـال 
كـارت   حافظـة مشـترك  محدوديت ابعـاد مـاتريس در   

ل پياپي كه انتقا دادند نشانآنها اند.  گرافيكي بحث كرده
كـارت   سراسري ةو حافظ حافظة مشتركاطلاعات بين 

در سـال   .گـذارد  مي ريتأث عملكرد الگوريتم بر گرافيكي
يـــك الگـــوريتم  [4] ديويدســـون و همكـــاران 2011

 بـا  قطـري  براي حل دستگاه معادلات سه يا چندمرحله
 كه نتايج كار آنها نشان ندگرافيكي پيشنهاد كرد ةپردازند

برابـر افـزايش    پنجپيشنهادي تا سرعت الگوريتم  داد مي
  هاي حل غيرمـوازي دسـتگاه   سرعت در مقابل الگوريتم

 [5] اگلـوف  .دسـت آورده اسـت   قطري بـه  معادلات سه
تگاه بـراي حـل دس ـ   را كاهش متناوب موازيالگوريتم 

بسيار بـزرگ در معـادلات     ةمعادلات سه قطري با انداز
دليل استفاده  و به كار برد جزئي بهنسيل با مشتقات ديفرا

ــرياز  ــة سراس ــرعت را  درصــد 60، حافظ ــاهش س ك
محـدوديت در   دليل به [6]كيم و همكاران  .گزارش داد

 هـاي  دسـتگاه ، پيشنهاد دادند كـه بـراي   حافظة مشترك
كـاهش متنـاوب   بزرگ ابتدا آنهـا را توسـط الگـوريتم    

سپس اين  ،كنند تبديل تر كوچك هاي دستگاهبه  موازي
حـل  توسـط الگـوريتم تومـاس     دستگاه معادلات مجزا

به بحث و بررسـي روي   [7]توتكن و همكاران  شوند.
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سازي جريان توسط معادلات مرتبه بالا و حـل آن   شبيه
هاي گرافيكـي پرداختنـد. آنهـا نشـان      كمك پردازنده به

 يك الگـوريتم پـردازش مـوازي    مؤثر كه عملكرد دادند
 ،سـرعت حـل   ازنظـر  بالا دي مرتبهسازي عد براي شبيه

 ارد.قطري د دستگاه سه گرحل سرعت بستگي زيادي به

سـازي   با پياده [8] اصفهانيان و همكاران 2012در سال 
گرافيكـي را بـراي    ةكارايي پردازند بالا هاي مرتبه روش

اصـفهانيان و  نـد.  بررسـي كرد  حل معادلات هذلولوي،
كـار بسـتن الگـوريتم     با بـه  2013در سال  [9] همكاران

سازي جريـان   به حل و شبيهشده 0 بهينه كاهش متناوب
بـه   ند وبعد پرداخت  در دو و سه روي استوانه و ايرفويل

برابـر در دو بعـد و    2/15تـا   9/1فزايش سرعت حـل  ا
در سـال   نـد. يافت بعـد دسـت     در سه برابر 3/20تا  4/6

به بررسـي  نيز  [10] و همكاران داريان محمودي 2014
يكــي زنــدة گرافبــا كمــك پرداو حــل معــادلات اويلــر 

يكي زندة گرافدو نوع پردا توسطپرداختند، اين ارزيابي 
 105انجام شد و به حـداكثر افـزايش سـرعت     مختلف

  دست يافتند.ي زندة مركزبرابري نسبت به پردا
هـاي   باتوجه به محـدوديت الگـوريتم   در اين مقاله  

(حتمـاً   قطـري  دسـتگاه سـه   ةدر مورد اندازشده  معرفي
رهيافـت  نـام   روشي بـه از  )باشد n2گاه بايد اندازة دست

حل اين دسته از دستگاه معـادلات  براي توماس موازي 
كـه در قالـب يـك    ايـن رهيافـت    اسـت.  استفاده شـده 

ــي  ــاه نمايش ــزارش كوت ــلايدنما (-گ  Powerpointاس

presentation ( توسط سـاخارنيخ  جزئيات  ةارائبدون و
)Sakharnykh در پايگـاه   2009) و همكارانش در سال

داده شده اسـت،   ) قرارNvidiaاينترنتي شركت انويديا (
طـور   قطري را با الگوريتم توماس به دستگاه سه چندين

 ةكنـد. بـراي مقايس ـ   حـل مـي   هـم موازي و مسـتقل از  
جريان درون  ةلئها مس سرعت و دقت حل اين الگوريتم

سـازي شـده    شـبيه  ،حدود، توسط روش تفاضل محفره
عـادلات بـه   شده و ايـن م  معادلات حاكم گسسته است.

الگـوريتم تومـاس    بـا و سـپس    قطري درآمده شكل سه
 پس از آناند.  ي حل شدهزندة مركزروي پرداكلاسيك 

و  كاهش متناوب مـوازي  ،كاهش متناوب هاي الگوريتم
نتايج . اند شده  استفادهبراي حل  رهيافت توماس موازي
 ــ ــره توســط  ئحاصــل از حــل مس ــان درون حف له جري

و  شده مقايسه [11]با نتايج مرجع هاي موازي  الگوريتم
 ـدرنهااسـت.   شـده   حاصلاز صحت نتايج اطمينان   تي

گيـري و بـا هـم     هاي حـل انـدازه   زمان حل تمام روش
ــده  ــه ش ــد. مقايس ــداكثر  ان ــه   ح ــرعتي ك ــزايش س اف

مـوازي و  هاي كاهش متناوب، كاهش متناوب  الگوريتم
يكـي  زندة گرافرهيافت توماس موازي اجراشده در پردا
از خــود نشــان  در برابــر الگــوريتم تومــاس كلاســيك

نين چ همباشد.  مي 45/38و  2/5 ،4/4 ترتيب د بهنده مي
مكان بـه   و غير هم مكان هم دسترسي در اين تحقيق، اثر
مورد بررسي قرار گرفتـه و نشـان داده    حافظة سراسري
سـرعت  افـزايش   مكـان،  دسترسي هـم  با شده است كه

يكـي  زنـدة گراف ) براي پرداقابل توجهي(حدوداً دو برابر
  شود. حاصل مي

  
 يكيگراف يها پردازندهدر  پردازش موازي

 يهــا پردازنــدهمــوازي بــودن ذاتــي معمــاري  دليــل بــه
هـا ايـن    سازندگان اين تراشـه  2006، در سال يكيگراف

بـراي   يك ـيگراف يها پردازندهاگر  كه دايده را ارائه دادن
، دليل وضوح تصوير توانا است  انجام محاسبات پيچيده
كه در محاسبات عـددي و علمـي    و مانعي وجود ندارد

اين تفكـر باعـث ايجـاد     .دنداشته باشنديگر نيز كاربرد 
امـروزه   .شـد  منظوره همه يكيگراف يها پردازندهمفهوم 

 يهـا  پردازنـده رويكردهاي مختلفـي بـراي اسـتفاده از    
بـه  تعريف شده است كه هر يـك  منظوره  هگرافيكي هم

(از جملــه پردازنــده  وابزارهــايي بــراي ارتبــاط كــاربر 
و  )OPENCL( ال سـي  و اپـن  )CUDA( افزار كودا ميان

 ها چهارچوبي هسـتند  . در واقع اين ابزارغيره) نياز دارد
ــده ــه راه اســتفاده از پردازن ــراي  ك هــاي گرافيكــي را ب

محاسباتي كه ارتباطي با نمايش گرافيكي ندارند هموار 
افزار كودا پركـاربردترين   در حال حاضر ميان د.نساز مي
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يكي است. كودا زندة گرافپردا ةبر پاي نويسي ابزار برنامه
ــرم ــ يــك محــيط ن و ي محاســبات مــوازي راافــزاري ب

طراحي شـده   ++C/Cزبان   ةت كه بر پاياسپذير  مقياس
سـاخته شـده   هاي  افزار مختص پردازنده . اين مياناست

  .باشد مي )Nvidia( شركت انويدياتوسط 
زنـدة  يـك پردا بـا   يكـي زندة گرافمعماري يك پردا  
هـاي   گرافيكي ترانزيستور ة پردازند ي تفاوت دارد.مركز

ايـن  ي دارد كـه  مركـز هـاي   بيشتري نسبت به پردازنده
در مـورد  ول محاسـبات هسـتند، امـا    ئها مس ترانزيستور

نين چ همهاي كنترل جريان برنامه و واحد منطق و  واحد
مركـزي   هـاي  دروني نسبت بـه پردازنـده    ةاز نظر حافظ

درواقـع  ، يك ـيگراف يهـا  پردازنـده  .باشـند  ميتر  ضعيف
 چندنخي يها سامانهكه از  هاي موازي هستند پردازشگر

)Multi Threads( براي تحقـق   كنند. عظيمي استفاده مي
يكــي داراي تعــدادي  زنــدة گرافايــن امــر هــر پردا  

باشد كه هر چندپردازنده داراي چندين  چندپردازنده مي
است. هر هسته كودا بـراي  ) CUDA Core( كودا ةهست

و اجـــراي يـــك نـــخ محاســـباتي برنامـــه پـــردازش 
)Computational Threadشــود داده مــي ) اختصــاص .

 افـزاري و  يـك واحـد كوچـك نـرم     يك نخ محاسباتي
  ةن واحد از دستورات در يـك برنام ـ تري درواقع كوچك
كودا يك واحد كوچك  ةدرمقابل هست .كامپيوتري است

كه تركيب اين دو پـردازش مـوازي   است افزاري  سخت
ــي ــه م دهــد. را شــكل م ــي در جموع دســتورات اجراي

شـناخته   )Kernel( هاي گرافيكي به نـام كرنـل   پردازنده
ــان  مــي ــع در زب هــاي معمــول  شــوند كــه هماننــد تواب
ها وقتي اجرا  نويسي هستند با اين تفاوت كه كرنل برنامه
صـورت   شوند هر دستور را يك نـخ محاسـباتي بـه    مي

در سـاختار پـردازش    د.كن ـ جداگانه (موازي) اجرا مـي 
در  هاي محاسـباتي  ، نخهاي گرافيكي با پردازنده موازي
شـوند و   مي يبند دسته) Block(يي به نام بلوك ها واحد
  رندهيدربرگآخرين واحد به نام شبكه كه خود  تيدرنها

 )1(اين ساختار در شـكل   .باشد تعداد زيادي بلوك مي
هاي  موازي باكمك پردازندهپردازش  در .مشخص است

ــانزنــدة مركــزگرافيكــي بــه پردا و بــه  )Host( ي ميزب
گويند در شكل  مي )Device( يكي دستگاهزندة گرافپردا

خص هسـتند.  دستگاه و ميزبان مش ـ  ةساختار حافظ )2(
دارد كه فقط  )Register( ثباتي  ةهر نخ محاسباتي حافظ

حافظة است اما  دسترس  قابلبراي همان نخ محاسباتي 
هـاي داخـل    براي تمام نخ) Shared-Memory( مشترك

و  حافظـة سراسـري   هسـتند.  دسـترس   قابليك بلوك 
 يدسترس ـ قابـل  هـا  ي تمام بلـوك ها نخ هم توسط ثابت

هـا   ها را از ايـن حافظـه   تواند داده مي هم ميزبانهستند. 
  ميزبـان نيـز حافظـه    هـا ارسـال كنـد.    دريافت يا بـه آن 

  ندارند. مستقيم مجزايي دارد كه نخها به آن دسترسي
هاي گرافيكـي   نويسي باكمك پردازنده برنامه اصولاً  

زنـدة  توسـط پردا اسـت كـه دسـتورات     صورت نيابه 
بـه قـدرت   هايي كه  شوند و در قسمت ي اجرا ميمركز
زنـدة  پرداهـا   توسط كرنل ،استزشي بالايي احتياج پردا
، پس از اجراي شود جريان محاسبات ميوارد  يكيگراف

دسـتورات را   ةي ادام ـزندة مركـز دستورات دوباره پردا
ادامـه پيـدا   تـا پايـان برنامـه    كند و ايـن رونـد    اجرا مي

 محاسبات ناهمگندر اصطلاح . به اين رويكرد، كند مي
)Heterogeneous Computations(  شـكل   گوينـد  مـي)
هـاي گرافيكـي    در پردازش موازي توسط پردازنـده  .)1

 هــاي پردازنــده و مشخصــات فنــي عــلاوه بــر قــدرت
ش و عوامل مختلفي بر افـزايش بـازده پـرداز    گرافيكي،
جملــه دسترســي از ؛ثر هســتندؤزمــان حــل مــكــاهش 

 Coalesced Memory( حافظـة سراسـري  مكان بـه   هم

Access( در طـول   هـاي محاسـباتي   ، معطل نماندن نـخ
حافظـة  درست از  ةو استفاد پردازش و درگير بودن آنها

هـاي بعـدي بـه تفصـيل بـه آنهـا        كه در بخش مشترك
  خواهد شد.  پرداخته

  
 قطري سه هاي حل دستگاه معادلات روش

قطري، الگوريتمي است  دستگاه معادلات سه حلگريك 
ݔܣرا در  ݔكه بردار مجهولات  =   ܣيابـد، كـه    مـي  ݀

بـرداري بـا    dماتريس ضرايب با سه قطـر غيرصـفر و   
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مقادير معلوم است. در ماتريس ضرايب نيـز سـه قطـر    
 ܽو  ܿ، b ترتيـب بـا    اصلي، قطر بالا و قطـر پـايين بـه   

هاي متفـاوتي بـراي حـل     الگوريتم اند. نمايش داده شده
چنين دستگاه معادلاتي وجود دارد اما به اين دليـل كـه   
الگوريتم توماس يك الگوريتم بسيار سريع است بـراي  

هــاي  كشـيدن توانــايي و سـرعت پردازنــده  بـه چــالش  
. در ايـن  ، انتخـاب شـده اسـت   مسائلگرافيكي در حل 

يج و شـناخته شـده بـه نـام     تحقيق الگوريتم توماس را
شـود تـا از رهيافـت     الگوريتم توماس كلاسيك ذكر مي

شـود   توماس با رويكرد موازي كه در ادامه معرفـي مـي  
  تمايز داده شود.

  

  
  ساختار پردازش موازي در روند اجراي برنامه  1شكل 

  

  
  يكيزندة گرافساختار حافظه در پردا  2شكل 

  

تـرين و   يكـي از سـريع    .كلاسـيك  توماسالگوريتم 
هـاي حـل دسـتگاه معـادلات      تـرين الگـوريتم   پركاربرد

الگـوريتم تومـاس شـامل دو    الگوريتم تومـاس اسـت.   

  توسـط معـادلات    رو پـيش كـاهش   الـف) مرحله است: 
   .)3( ةيعني معادل رو جايگزيني پس ب) ،)2و  1(

  ܿଵᇱ = ܿଵܾଵ  , ܿ௜ᇱ = ܿ௜ܾ௜ − ܿ௜ିଵᇱ ܽ௜             ݅ = 2,3, … . , ݊ − 1            )1(  ݀ଵᇱ = ݀ଵܾଵ  , ݀௜ᇱ = ݀௜ − ݀௜ିଵᇱ ܽ௜ܾ௜ − ܿ௜ᇱܽ௜                  ݅ = 2,3, … , ௡ݔ )2(  ݊ = ݀௡ᇱ   , ௜ݔ = ݀௜ᇱ − ܿ௜ᇱݔ௜ାଵ               ݅ = ݊ − 1 , ݊ − 2 , … , 1 )3( 
  

نيز  متناوبالگوريتم كاهش   .متناوبالگوريتم كاهش 
 اي است: مانند الگوريتم توماس يك الگوريتم دومرحله

در . [2] رو جايگزيني پـس (ب)  رو، پيشكاهش (الف) 
دستگاه را در هر مرحله  ةالگوريتم انداز ،رو پيش ةمرحل

تـا   دهد ادامه مي و اين روند را دهد به نصف كاهش مي
 ـجايي كه  مرحلـه   در هـر مسـتقل برسـد.    ةبه دو معادل

هـاي بـالا و پـايين و سـمت      و قطـر  مقادير قطر اصـلي 
پـس   ند.نك تغيير مي )4-6(راست معادله طبق معادلات 

، دســتگاهي بــه )4-6(كــه بااســتفاده از معــادلات  از آن
اي بـا   حاصل شد، اين دستگاه دو معادلـه  2 در 2 ةانداز
شـود. درادامـه بااسـتفاده از     هاي مرسوم حل مـي  روش
 ـ   مي  )7( ةمعادل  دسـت  هتوان تمام مجهـولات ديگـر را ب

  دارد. رو نام آورد. اين مرحله جايگزيني پس 
  

ܽ௜ᇱ = −ܽ௜ିଵ݇ଵ , ܾ௜ᇱ = ܾ௜ − ܿ௜ିଵ݇ଵ − ܽ௜ାଵ݇ଶ )4(  

   ܿ௜ᇱ = −ܿ௜ାଵ݇ଶ , ݀௜ᇱ = ݀௜−݀௜ିଵ݇ଵ − ݀௜ାଵ݇ଶ    )5(    ݇ଵ = ܽ௜ܾ௜ିଵ   , ݇ଶ = ܿ௜ܾ௜ାଵ    )6(  

௜ݔ =  ݀௜ᇱ − ܽ௜ᇱݔ௜ିଵ − ܿ௜ᇱݔ௜ାଵܾ௜ᇱ  )7(  



 1396سال بيست و هشتم، شمارة دو،     نشرية علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك

  

158 

الگـوي الگـوريتم كـاهش      ةنشان دهنـد  )3(شكل   
با سـه   .است 8در  8 ةانداز براي يك دستگاه به متناوب

بـا نصـف    ،دستگاه معـادلات بار اجراي الگوريتم روي 
دو  سـوم  ةگاه در هر مرحله، در مرحل ـاندازة دستشدن 

سـادگي قابـل    كه به آيد مي دست بهمعادله با دو مجهول 
  .حل است

  
الگـوريتم كـاهش     .الگوريتم كاهش متناوب مـوازي 

 ــ متنــاوب مــوازي،  ةيــك الگــوريتم بهبوديافتــه بــر پاي
الگـوريتم   خلافالگوريتم كاهش متناوب است. امـا بـر  

كــاهش متنــاوب فقــط داراي يــك مرحلــه اســت و آن 
اسـت. تفـاوت ديگـر ايـن دو      رو پـيش كـاهش   همرحل

ر الگـوريتم كـاهش متنـاوب    الگوريتم اين اسـت كـه د  
موازي در هـر مرحلـه ضـرايب تمـام معـادلات تغييـر       

مراحـل الگـوريتم   ) 4(كننـد. بـراي مثـال در شـكل      مي
 8معادلـه   8كاهش متناوب موازي بـراي يـك دسـتگاه    

انـد. در هـر    شماتيك نشان داده شده صورت بهمجهول 
مرحلــه از الگــوريتم كــاهش متنــاوب مــوازي دســتگاه 

 .شـوند  مستقل تبـديل مـي   كاملاًمعادلات به دو دستگاه 
در الگوريتم كاهش متنـاوب مـوازي بـر     رو پيش ةمرحل
 )4-6(معادلات الگوريتم كاهش متناوب است و از  ةپاي

دسـت   كـه بـه   رو پـس  ةجاي مرحل كند. اما به پيروي مي
اســـت،  )7( ةآوردن مجهـــولات بااســـتفاده از معادلـــ

الگوريتم كاهش متنـاوب مـوازي بـه تعـداد مشخصـي      
صـورت   رسـد كـه بـه    دستگاه دو معادله دو مجهول مي

هاي مستقل قابل حل هستند. يكي از  ه موازي اين دستگا
هاي الگوريتم كاهش متناوب موازي بر الگوريتم  برتري

ين امر است كه در هر لحظه تمام كاهش متناوب در هم
هاي محاسباتي در حال انجام وظايف خـود هسـتند،    نخ

امــا در الگــوريتم كــاهش متنــاوب در بيشــتر مراحــل،  
ماننـد و همـين    هاي محاسباتي معطل مـي  تعدادي از نخ

منفـي دارد.   ريتـأث موضوع در عملكـرد ايـن الگـوريتم    
بهترين حالـت در پـردازش مـوازي ايـن اسـت كـه در       

  ها درگير محاسبات باشند. جراي برنامه تمام نخا

رهيافـت تومـاس مـوازي از      .رهيافت توماس موازي
گيرد كـه در مسـائل بـا بـيش از      ت ميئاين موضوع نش

عددي (باتوجه بـه معـادلات    ةبعد، هر سطر از شبك يك
قطري تشكيل دهـد   تواند يك دستگاه سه ) مي13و  12

هـاي ديگـر    دستگاه كه هر سطر يا هر دستگاه مستقل از
حل هر سـطر   ةتوانند حل شوند. در اين روش وظيف مي

قطري بـه يـك نـخ محاسـباتي      سه  ةيا هر دستگاه معادل
مشـخص   )5(طـور كـه در شـكل     همان شود. سپرده مي

تواند يك دسـتگاه معادلـه را    است هر نخ محاسباتي مي
توســط الگــوريتم تومــاس كلاســيك و مســتقل از      

نمايد. هر نخ محاسباتي بااستفاده  هاي ديگر حل دستگاه
تواند دستگاه مربوط بـه خـود را    مي )1-3(از معادلات 

حل نمايد. مزيت اين روش اين اسـت كـه از سـرعت    
زمـاني كـه     بـرد و ايـن بهـره    الگوريتم توماس بهره مي

زمان شروع به حل با اين الگوريتم  طور هم چندين نخ به
  شود. كنند، چند برابر مي مي

 

  
  

  معادله 8الگوريتم كاهش متناوب براي يك دستگاه   3ل شك
  مجهول 8 و 

  

  
  مراحل الگوريتم كاهش متناوب موازي براي   4شكل 

  مجهولي 8يك دستگاه 
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 و معادلات حاكم لهئمس  ةهندس

و بررسـي  شـده   معرفـي هـاي   كار بردن الگوريتم براي به
هـا درمقايسـه بـا     عملكرد، دقت و سرعت اين الگوريتم

حفـره  جريـان درون    مسئلهالگوريتم توماس كلاسيك، 
سازي جريان درون حفره  . شبيهدرنظر گرفته شده است

در ديناميك سيالات محاسباتي  مسائلترين  يكي از رايج
ن بسياري در مورد تمام جوانـب  ااست، و تاكنون محقق

انــد، و نتــايج ايــن  حــث و گفتگــو كــردهب لهئمســايــن 
علـت   بـه  مسـئله . اين [14-11] اند شده منتشرتحقيقات 

در  معمـولاً اي كـه دارد،   و شرايط مـرزي سـاده    هندسه
يك نمونـه   عنوان بههاي جديد عددي از نتايج آن  روش
  مسـئلة كننـد. در ايـن مقالـه،     سنجي اسـتفاده مـي   اعتبار

و  400، 100هــاي  جريــان درون حفــره بــراي رينولــدز
 [11]پايدار بررسي و نتايج با مرجع  حالت درو  1000

سـازي جريـان درون حفـره،     اند. براي شبيه مقايسه شده
 -روش تفاضــل محــدود روي معــادلات تــابع جريــان

تـاوايي   -تاوايي اعمال شده است. معادلات تابع جريان
آينـد.   دست مـي  ابع جريان بهبرمبناي تعريف تاوايي و ت
 ـ   ) و تـاوايي نيـز توسـط    8( ةتابع جريـان توسـط معادل

 ـ چ هـم شـوند.   ) تعريف مـي 9( ةمعادل ) 10( ةنـين معادل
  پخشي براي تاوايي است. -جايي هجاب ةمعادل

࢛   = ࣒࢟ࣔࣔ , ࢜ = − ࣒࢞ࣔࣔ   )8(  

࣓ = ࢞ࣔ࢜ࣔ −   )9(  ࢛࢟ࣔࣔ

  

ܝ ૒૑૒ܠ + ܞ ૒૑૒ܡ = ૅ ቆ૒૛૑૒ܠ૛ + ૒૛૑૒ܡ૛ ቇ     )10(
 

 ـ    ـ8( ةبا قرار دادن معادل اي  )، رابطـه 9( ة) در معادل
   آيد: مي دست بهتاوايي  بين تابع جريان و

  ߲ଶ߲߰ݔଶ + ߲ଶ߲߰ݕଶ = −߱  )11(  

تـوان جريـان    ) مـي 11 و 10بااستفاده از معادلات (  
مسـتطيلي   ةبعدي را در يـك هندس ـ  ناپذير دو لزج تراكم

پيوستگي تحليل كـرد. در ايـن    ةبدون نياز به حل معادل
هـا،   سبب جريـان بـدون لغـزش روي ديـواره     به مسئله
. اسـت هاي ثابـت صـفر    ي سرعت روي ديوارهها مؤلفه

توان نتيجه گرفت كـه   ) مي8( ةبنابراين باتوجه به معادل
ها يـك عـدد ثابـت اسـت      تابع جريان روي اين ديواره

߰(مثلاً  = 0.(   
  

  
رهيافت توماس هاي محاسباتي براي اجراي  ساختار نخ  5 شكل

  عددي ةروي يك شبك موازي
  

استفاده نيز با روي مرزهامرزي براي تاوايي شرايط   
بـراي حـل معـادلات،     .آينـد  ميدست  ه) ب11( ةاز معادل

گرفتــه  درنظــر )6(شــكل ي هماننــد شــبكة عــدديــك 
با روش تفاضل محدود  )11و  10(شود و معادلات  مي

بـا مرتـب كـردن معـادلات     و  شوند مركزي گسسته مي
آينـد كـه    مـي  دسـت  بـه ) 13و  12ترتيب، معادلات ( به
ߚكـه  انـد.  قطري مرتب شده شكل سه به = ୼௫୼௬   ݆و  ݅و 

محاسباتي هستند. براي ايـن    ةهاي شبك هاي گره انديس
ߚتحقيق  =   درنظر گرفته شده است. 1

߰௜ାଵ,௝ + ߰௜ିଵ,௝ − 2ሺ1 + ଶሻ߰௜,௝ߚ =−Δݔଶ߱௜,௝ − ଶ൫߰௜,௝ାଵߚ + ߰௜,௝ିଵ൯    
)12( 
  

 

   

, , 2
1, 1, ,

,2
, 1 , 1 , 1 , 1

Δ Δ
1 1 2 1

2 2

Δ
 

2

 

   

   
       

   

   

i j i j
i j i j i j

i j
i j i j i j i j

u x u x
ω ω β ω

ν ν

βv x
β ω ω ω ω

ν  
)13( 
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  ي براي روش تفاضل محدود شبكة عدد  6 شكل

  و شرايط مرزي سرعت
  

  يكيزندة گرافروي پرداالگوريتم سازي  پياده
 ،اسـت  شـده  يبررس ـديگري كه در اين تحقيـق   مسئلة

بـه   مكـان  هـم مفهوم دسترسي بردن  كار به ريتأثارزيابي 
افـزار   در سـاختار سـخت   .اسـت در زمـان حـل   حافظه 
طي ذخيره صورت خ ها به متغير ،دستگاه و ميزبان ةحافظ
در حافظـه  مثـال اگـر يـك مـاتريس      عنوان به .شوند مي

 ـ اول از سـطر اول مـاتريس در    ةذخيره شده باشد، دراي
ترتيـب   شـود و بـه   مكان مشخصي از حافظه ذخيره مـي 

شـوند تـا آخـرين     هاي بعدي در ادامه ذخيره مـي  درايه
ــ آن از بعــدســطر اول،  ةدرايــ ــين دراي  ســطر دوم ةاول
شود و بـه همـين ترتيـب     مي يساز رهيذخ دهي و آدرس

كـه   علـت ايـن   براي ميزبان بـه  شود. اين روند تكرار مي
فقط بـه يـك    پردازنده ساختار ترتيبي دارد در هر لحظه

يكـي  زندة گرافاما در مورد پردا قسمت حافظه نياز دارد
زمـان در حـال    كـه چنـدين پردازنـده هـم     علـت ايـن   به

پردازش هستند و طبيعتاً هر پردازنده بنا بر دستوري كه 
كند ممكن اسـت بـه مقـادير ذخيـره شـده در       اجرا مي
در واقـع   و فظه نياز داشته باشدهاي مختلف حا قسمت

 هاي مختلف حافظه زمان مقادير از قسمت فراخواني هم
زنـدة  تواند سرعت پردا باتوجه به پهناي باند حافظه، مي

بـراي حـل    گيري كاهش دهد. يكي را تا حد چشمگراف
اين مشكل در پـردازش مـوازي بايـد دقـت شـود كـه       

هاي محاسباتي هنگـام پـردازش بـه يـك منطقـه از       نخ
 ـبـا   كـه حافظه نياز داشته باشـند   از  فراخـواني  بـار  كي

   هـاي  شـكل در هـا بـرآورده شـود.     حافظه نياز تمام نـخ 

ــه )8 و 7( ــمترتيــب دسترســي  ب و دسترســي  مكــان ه
 بـه  )UnCoalesced Memory Access( مكـان  غيـرهم 

حافظــة  شــده در مقــادير يــك متغيــر دوبعــدي ذخيــره
 انـد.  نشان داده شـده  هاي محاسباتي توسط نخ سراسري
 ةنويس بيانگر شـمار  انديس پايين )8و  7(هاي  در شكل

  سطر است. ةبيانگر شمار سيبالانوستون و انديس 
  

  
  هاي محاسباتي به حافظه سراسري مكان نخ دسترسي هم  7شكل 

  

  
  هاي محاسباتي  مكان نخ دسترسي غيرهم  8شكل 

  حافظة سراسريبه 
  
  نتايجبحث 

در اين قسمت ابتدا به بررسي صحيح بودن نتـايج حـل   
  پرداختـه شـده   [11]عددي و مقايسه بـا نتـايج مرجـع    

است. در اين قسمت تمام نتايج براي تطابق بـا مرجـع   
ܸ از عبارتند، كه اند بعد گزارش شده بي [11] = ቀ ௩௎బቁ ،  ܷ = ቀ ௨௎బቁ، ܺ = ቀ௫௅ቁ ،ܻ = ቀ௬௅ቁ  ߗو = ቀఠ௅௎బቁ(.  در

5/0ܻعمـودي سـرعت روي خـط     ةمؤلف )9(شكل  = 
توسـط رهيافـت تومـاس و دو     مسـئله حاصل از حـل  

الگــوريتم كــاهش متنــاوب و كــاهش متنــاوب مــوازي 
ايسه شده اسـت. بـه همـين    مق [11]گزارش و با مرجع 

5/0ܺافقي سـرعت نيـز روي خـط     ةمؤلف ترتيب در  =
هـاي   اند. در شـكل  مورد مقايسه قرار گرفته )10(شكل 
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ــبكه    )10 و 9( ــك ش ــا ي ــايج حــل ب ــراي نت ــادير ب مق
  اند. شده ارائه 128×128
 ةمسـئل زمـان حـل   سرعت  شافزاي )11(در شكل   

جريان درون حفـره توسـط اجـراي رهيافـت تومـاس،      
الگوريتم كاهش متناوب و كاهش متناوب مـوازي روي  

زنـدة  توسـط پردا  مسـئله يكي با زمان حل گرافزندة پردا
 1000براي  ي و اجراي الگوريتم توماس كلاسيكمركز

 )12(شكل در  اند. مقايسه شده 1000تكرار در رينولدز 
شـده روي  يش سرعت رهيافت توماس موازي اجراافزا
ــدة گرافپردا ــا دسترســي زن ــي، ب ــم يك ــاي ه ــان و  ه مك

ســيك مكــان نســبت بــه الگــوريتم تومــاس كلا غيــرهم
ــدة مركــزاجراشــده روي پردا ــد.  ي، مقايســه شــدهزن ان

مشخص است كه در هر تعداد گره محاسباتي سـرعت  
 سـرعت  مكان حدوداً دو برابـر  الگوريتم با دسترسي هم

   مكان است. الگوريتم با دسترسي غيرهم
  

  
  عمودي سرعت روي خط ةنمايش مؤلف  9شكل 

 5/0 Y حاصل از  1000و  400، 100 نولدزريبراي سه عدد  =
الگوريتم كاهش  )(ب ،) رهيافت توماس موازي(الفنتايج: 

  ) الگوريتم كاهش متناوب موازي(ج ،متناوب

 گيري نتيجه

كـاهش   در اين تحقيق دو الگوريتم كـاهش متنـاوب و  
هـاي گرافيكـي    متناوب موازي براي اجرا روي پردازنده

الگــوريتم تومــاس  ةپايــنــين برچ هــممعرفــي شــدند و 
تـوان دسـتگاه    كلاسيك، اين ايده مطـرح شـد كـه مـي    

معادلات مربوط به هـر سـطر محاسـباتي را مسـتقل از     
 ةاسـتفاد  ها حل كرد و اين نكته منجـر بـه   ديگر دستگاه

ــاده  رهيافــت ــا پي ســازي ايــن  تومــاس مــوازي شــد. ب
 ةمسـئل يكي، اجرا و حل زندة گرافها روي پردا الگوريتم

ــان درون ح ــرهجري ــايج حاصــل از حــل توســط   ،ف نت
ي و زندة مركزيكي با نتايج حل روي پردازندة گرافپردا

از تطــابق قابــل قبــولي برخــوردار بودنــد.  [11]مرجــع 
هـاي مختلـف    افزايش سرعت زمان حـل بـراي انـدازه   

نسبت بـه زمـان حـل     1024×1024تا  64×64شبكه از 
ي، براي الگـوريتم كـاهش متنـاوب بـين     زندة مركزپردا

ي الگــوريتم كــاهش آمــد و بــرا دســت بــه 4/4تــا  4/0
 رهيافـت متغير بود. امـا   2/5تا  47/0 متناوب موازي از

توماس موازي نيز با دو نوع رويكـرد متفـاوت از نـوع    
مورد بررسي قرار گرفـت.   حافظة سراسريدسترسي به 

گرفـت   مكان صـورت   دسترسي از نوع هم كه در زماني 
برابر،  3/20مكان تا  غيرهمو در دسترسي  5/38حداكثر 

مكان در  در دسترسي هم شد. افزايش سرعت حاصل مي
محاسباتي رهيافت توماس موازي  ةهاي شبك تمام اندازه

افزايش سرعت نشان داد اما هنگامي كـه   ةمسئلدر حل 
نبود بالا دسترسي به حافظه بهينه نبود، سرعت حل  نوع

بت كاهش سـرعت نس ـ  64×64 ةو حتي در اندازه شبك
روش اجـراي  ي ثبـت شـد.   زندة مركزبه زمان حل پردا

اي است كه بـراي ديگـر    گونه رهيافت توماس موازي به
خواهـد داشـت. زمـاني كـه      كـاربرد هاي حل نيز  روش

ها حل  بتوان هر سطر محاسباتي را مستقل از ديگر سطر
تواند  محاسبات هر سطر را يك نخ محاسباتي مي ،نمود
قطري  شده سه تشكيل ةاه معادلعهده گيرد خواه دستگ به

تـوان معـادلات را بـا     يعنـي مـي   ؛قطري خواه پنج ،باشد



 1396سال بيست و هشتم، شمارة دو،     نشرية علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك

  

162 

تعــداد (افــزايش درگيــري بــالاتر گسســته كــرد  ةمرتبــ
مـاتريس ضـرايب از   كـه طبيعتـاً    )محاسـباتي  هـاي  گره

شود و بـراي مثـال بـه يـك      خارج ميقطري  حالت سه
در ايـن شـرايط   . گـردد  مـي  قطـري تبـديل   پنجماتريس 

كار بردن الگوريتم توماس  بههايي نظير  توان از روش مي
اعمـال   [16 ,15]مطابق مراجـع  بلوكي براي هر سطر يا 

 )ADI Compact( فشــرده متغيــر بــرايروش ضــمني 
بـالاتر بـه يـك     مرتبـه  ةگسسـت منظور تبديل معادلات  به

حل آنهـا  براي سپس و نمود استفاده  ،قطري دستگاه سه
شده و ترجيحاً رهيافت تومـاس   معرفيهاي  الگوريتماز 

هاي رهيافت توماس  از ديگر مزيت .بهره گرفت موازي
ذكر  n2گاه معادلات به اندازة دستموازي، محدود نبودن 
كاربرد اين رهيافـت را   ةتواند گستر شد. اين توانايي مي

 ـدرنها .افزايش دهـد  تـوان   شـده مـي   از نتـايج ارائـه   تي
 عنـوان  بـه هاي گرافيكـي   دريافت كه استفاده از پردازنده

دهنده به محاسبات عددي، يـك ابـزار كارآمـد و     شتاب
د و ن ـآي حسـاب مـي   صـرفه بـه   بـه  بسيار سريع و مقرون

توان در آينده براي تحقيقات گوناگون از قدرت آنها  مي
   سود برد.

  

  
ܺ 5/0سرعت روي خط  افقي ةنمايش مؤلف  10 شكل ) رهيافت توماس الف( حاصل از نتايج: 1000و  400، 100 براي سه عدد رينولدز  =

  ) الگوريتم كاهش متناوب موازيج( ،الگوريتم كاهش متناوب )ب( ،موازي

  

  
  تكرار 1000در طي  1000براي رينولدز  هاي موازي زمان حل الگوريتم نمايش افزايش سرعت  11 شكل
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  مكان به حافظه  مكان و غيرهم ي در حالت دسترسي همزندة مركزافزايش سرعت پردازش موازي دربرابر پردا ةمقايس  12شكل 

  1000براي تعداد گره محاسباتي مختلف در رينولدز 

  
 افقي سرعت (بدون بعد) ةمؤلف ms-1( U(افقي سرعت ةمؤلف u )ms-1(سرعت روي مرز متحرك U଴ ها تعداد ستون n  هاتعداد سطر m )m(مقدار طول و عرض حفره L گره محاسباتي در راستاي محور عرض ةشمارند j گره محاسباتي در راستاي محور طول ةشمارند i بردار مقادير معلوم d قطريقطر بالا در ماتريس سه c قطريقطر اصلي در ماتريس سه b ماتريس ضرايب A قطريقطر پايين در ماتريس سه a فهرست علائم

vعمودي سرعت ةمؤلف)ms-1(  V (بدون بعد)عمودي سرعت ةمؤلف  xمحور طول )m(  Xمحور طول بدون بعد  y  محور عرض)m( Y محور عرض بدون بعد  
  )m2 s-1 لزجت سينماتيكي ( υ  تاوايي (بدون بعد) Ω  )s-1(تاوايي ω )m2 s-1(تابع جريان  ψ  علايم يوناني
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