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  )3(بهشتيحميد      )2(ابوطالبيفرهاد حاجي   )1(مهدي نجيمي

  
چگالي انرژي كرنشي  كمينهنرخ رهايش انرژي و  بيشينهتنش مماسي،  بيشينهمعيارهاي مختلفي مانند معيار  ابتدا ،در اين پژوهش  چكيده

براي تنش  تضرايب شددر يك پليمر مدرج تابعي،  )M(انتگرال  گيري روش انتگرال تعامليكارهد. سپس با بنگيرمورد ارزيابي قرار مي
آغاز ترك از معيارهاي مختلف  ةزاويبااستفاده از نتايج حاصل، گردد. گيري ترك و خواص مكانيكي ماده محاسبه ميهاي مختلف جهتحالت

 كمينهتنش مماسي و  بيشينهمعيارهاي  هاي بيني يشپ كند كهد. نتايج آشكار ميشومقايسه ميموجود در مقالات آمده و با نتايج تجربي  دست به
چگالي انرژي كرنشي از دقت بهتري برخوردار است. در آخر، مسير رشد ترك  كمينهولي معيار  استهم نزديك  چگالي انرژي كرنشي به

  شود.ميچگالي انرژي كرنشي، نشان داده  كمينهو دقت معيار  گردد مي مقايسه ها پژوهشموجود در با نتايج تجربي  شدهمحاسبه 
  

  .دوداجزاي محروش  ;روش انتگرال تعاملي ;پليمر مدرج تابعي ;معيارهاي رشد ترك  هاي كليدي واژه

  
Evaluation of Crack Growth Criteria in Functionally Graded Polymer using Finite 

Element Method 

M. Najimi  F. Haji Aboutalebi   H. Beheshti 

Abstract  In this research first, different fracture criteria such as maximum tangential stress, maximum 
strain energy release rate, and minimum strain energy density are evaluated. Then, employing the 
interaction integral (M-integral) method in a functionally graded polymer, stress intensity factors for 
different directions of the crack orientation and mechanical properties are calculated. Applying the 
achieved results, the initiation angle of the crack is obtained by the various fracture criteria and 
compared with the experimental results existed in the papers. The results reveal that the predicted results 
of the maximum tangential stress and the minimum strain energy density criteria are close to each other 
but, the minimum strain energy density criterion has better accuracy. Finally, the calculated crack 
growth path is compared with the experimental results existed in the researches and the accuracy of the 
minimum strain energy density criterion is shown. 
 

Key Words  Crack Growth Criteria; Functionally Graded Polymer; Interaction Integral Method; Finite 
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  مقدمه
و نياز به موادي كه علاوه بـر سـختي    فناوري ةبا توسع

ــيت    ــاد داراي خاص ــي زي ــت حرارت ــوب و مقاوم مطل
چقرمگي بالا نيز باشند، پژوهشگران مجبور به سـاخت  

 عنـوان  بـه مواد مركب مواد تركيبي شدند. به همين دليل 
كـرد  اي تغيير مـي لايه صورت بهموادي كه خواص آنها 

گرديد و تمركز تنش  ساخته شدند. اين تغيير لايه باعث
 ةمحققان را بـر آن داشـت تـا مـوادي بـا تغييـر پيوسـت       

  خواص را ابداع نمايند.
ــابعي     ــدرج ت ــواد م  Functionally Graded( م

Materials( ، ــواد مركبــي ــا  م هســتند كــه خــواص آنه
كند. اين پيوسته و تابعي از موقعيت، تغيير مي صورت به

ــار در ســالمــواد   آزمايشــگاهدر  1984 بــراي اولــين ب
و د ش ـهوافضاي ژاپن بـا ريزسـاختار نـاهمگن توليـد     

تـدريجي و پيوسـته از    صورت به آنهاخواص مكانيكي 
ايـن پيوسـتگي در    كرد. سطحي به سطح ديگر تغيير مي

هاي پسـماند و نيـز كـاهش    باعث كاهش تنش اتتغيير
ضرايب شدت تنش گرديد. مـواد مـدرج تـابعي طيـف     

ري شامل ابزارهاي بـرش،  اي از كاربردهاي تجاگسترده
هـاي  پزشكي، فيبرهاي نوري و پوشش ابزارهاي زيست

  .[1]د نشومقاوم به سايش و حرارت را شامل مي
ترين مـود گسـيختگي   دهد رايجتحقيقات نشان مي  

در اين مـواد، ايجـاد تـرك و رشـد آن اسـت. تـاكنون       
مختلفي بر روي مواد مدرج تـابعي انجـام    يها پژوهش

  گردد.آن اشاره ميمهم دامه به چند مورد گرفته كه در ا
اطـراف   يهـا  دانيمنشان دادند كه  [2]نودا جين و    

در مواد مدرج تابعي هماننـد   يحالت تكينو نوك ترك 
كــه تغييــر خــواص مــواد همگــن اســت، بــه شــرط آن

 [3]وو اردوغـان و  . پيوسـته تعريـف گـردد    صـورت  به
و ضريب پواسـون ثابـت   دار تحت بار با اي تركصفحه

ضريب يانگ متغير نمايي را مورد مطالعـه قـرار دادنـد.    
هـاي  تحقيقـات ايشـان يكـي از بهتـرين تحليـل      ةنتيج

. باشـد دود مـي اجزاي مح ـمقايسه با نتايج  برايموجود 

مـدرج   ة، تحليـل آسـيب ناحي ـ  [4] و همكـاران هوانگ 
تحت بارهاي عمودي، برشي و  تابعي بين دو صفحه را

اي مورد بررسي قرار دادند. ايشـان از   شكل صفحهتغيير
بديل انتگـرال فوريـه اسـتفاده    تروش ماتريس انتقال و 

و ضرايب شدت تـنش تـرك را از حـل عـددي      ندكرد
، ضـرايب شـدت   [5,6]دگ  .آوردنـد  دست بهمعادلات 

ــفحات  ــنش را در ص ــابعي  ت ــدرج ت ــانگرد م و  همس
 تحت بارگـذاري حرارتـي محاسـبه نمـود     ناهمسانگرد

 نــي بــر انتگـرال دامنــه معــادل ت. وي از روشـي مب [5,6]
)Equivalent Domain Integral( تحليـل  ةتوسـع  براي 

تحت  ناهمسانگرددر مواد مدرج تابعي يك آسيب مود 
چنـين در  هاي حرارتي اسـتفاده كـرد. او هـم    تنش تأثير

 ةبـراي محاسـب   J انتگرال روش ةتحقيقي ديگر به توسع
تـرك در مـواد مـدرج تـابعي تحـت       نـوك پارامترهاي 

، [7] و همكـاران  نظـري  .هاي حرارتـي پرداخـت   تنش
شكسـت در فـولاد مـدرج تـابعي را بررسـي       چقرمگي

كردند. ايشان فولاد مدرج تـابعي را از ذوب الكتريكـي   
كه در ساختار جدا نشان دادند و  ندالكترودها توليد كرد

شكســت بــه آرايــش قطعــات  چقرمگــيشــدن تــرك، 
 نيچن ـ هـم  آنهـا رد. اوليـه و فـاز آن بسـتگي دا    الكترود

شكسـت   چقرمگيدر ساختار توقف ترك، دريافتند كه 
ميـاني   ةسبت به لايآن ن ةترك و فاصل نوكبه موقعيت 

 كارگرنوينبينيت يا مارتنزيت وابسته است. ترشيزيان و 
هـاي شكسـت مـود تركيبـي داراي      ، تحليل مكانيزم[8]

اي  در دو جهـت صـفحه  را  گيري دلخـواه  ترك با جهت
با مواد مدرج تابعي بررسي نمودند. ايشان بااسـتفاده از  

 ـ روشتبديل انتگـرال فوريـه و    انتگـرال تكـين    ةمعادل
ضـرايب تمركـز تـنش در نـوك      ند ومسئله را حل كرد

و اثرات  ندترك تحت بارهاي مكانيكي را محاسبه نمود
 گيري ترك بر مقدار ضرايب شدت تنش در مـود  جهت

  شكست را تعيين كردند. ويك و د
ابتدا، تعـدادي از معيارهـاي رشـد     پژوهشدر اين   
شـروع و رشـد    ةبيني زاويمعرفي و در مورد پيش ترك

كدام بحث خواهد شد. سپس، انتگرال تعـاملي   ترك هر
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ضرايب شدت تنش در مواد مدرج تابعي  ةمحاسب براي
 يهـا  مثـال مورد بررسي قرار خواهد گرفـت. در ادامـه   

نتايج و نتايج عددي با  گيرد ميعددي مورد مطالعه قرار 
و صـحت  شـود   مـي مقايسـه   موجود در مقالاتتجربي 
چنين ضرايب گردد. همميييد أتمدرج تابعي ماده رفتار 

  ااســتفاده از روش انتگــرال تعــاملي  شــدت تــنش ب 
M-integral  آغاز تـرك توسـط    ةزاوي شود؛ ميمحاسبه

بينـي  توانايي پيشگردد و  ميمعيارهاي مختلف بررسي 
معيارهاي مختلف و معيار مناسـب مـورد مطالعـه قـرار     

سـنجي رشـد تـرك،     صـحت  منظـور  بـه خواهد گرفت. 
مسيرهاي رشد ترك توسط معيار مناسـب محاسـبه، بـا    

و  شـود  مـي مقايسـه   ها پژوهشموجود در تجربي  نتايج
   گيرد.دقت آن مورد بررسي قرار مي

  
  معيارهاي شكست

ميدان تنش براي در مواد مدرج تابعي ، )1( شكلمطابق 
و  شـود  ميالاستيك خطي درنظر گرفته  صورت بهترك 

   :[9] استزير قابل بيان مطابق روابط 
  

)1( 
σ୰୰ = 1√2πr cos θ2 [K୍ ൬1 + sinଶ θ2൰ + 32 K୍୍ ൬sin θ − 2 tan θ2൰] 

)2( 
σ஘஘ = ଵ√ଶ஠୰ cos ஘ଶ [K୍ cosଶ ஘ଶ  − 32 K୍୍ sin θ]

)3( 
σ୰஘ = 12√2πr cos θ2 [K୍ sin θ           +۹۷۷(૜ ܛܗ܋ ી − ૚)

به مود اول و دوم ضرايب شـدت تـنش    ூூܭو           ூܭ   
هـاي تـنش در   مهم در مـورد ميـدان   ةكند. نكتاشاره مي

هـا در  مواد مدرج تابعي اين است كه چون ايـن ميـدان  
علـت كوچـك    گردند، بـه نزديك نوك ترك بررسي مي

مورد بررسي، در اين ناحيه رفتاري هماننـد   ةبودن ناحي

، حالت تكين در اين دهند ميمواد همگن از خود نشان 
و  اسـت  ଵ/ଶ൯ିݎ൫مرتبه با مواد همگن و برابـر   مواد، هم

. [11 ,10] اي نيز همانند مواد همگـن اسـت  توابع زاويه
امكـان اسـتفاده از معيارهـاي     اين همگن بـودن محلـي  

مدرج تابعي را بـا ايـن    شكست مواد همگن براي مواد
تفــاوت كــه شــرايط در نزديكــي نــوك تــرك بررســي 

  ، فراهم نموده است. گردد يم
دوم و  ،پارامترهــاي شكســت مــود اول )2(شــكل   

را  )ூ஼ )Fracture Toughnessܭ شكســت چقرمگــي
 Crack Driving( ترك رانشدهد. اگر نيروي نشان مي

Force (كافي بـزرگ  هاي نوك ترك به حد براي ميدان
باشد كه به مرز منحني برسد، ترك رشد خواهد نمـود.  

هــاي مختلفــي ماننــد منحنــي شكســت از طريــق روش
  آيد.مي دست بهدو  تجربي، تحليلي يا تركيبي از هر

مواد مدرج تابعي در نزديـك نـوك تـرك رفتـاري        
در ايـن  . دهنـد مانند مـواد همگـن از خـود نشـان مـي     

يارهـاي شكسـت مـواد    پژوهش، رشد ترك از طريق مع
 يتنش مماس بيشينهمانند معيار محلي  صورت بههمگن 

)Maximum Tangential Stress( ،نرخ رهـايش   بيشينه
 كمينـه و ) Maximum Energy Release Rate( انـرژي 

 Minimum Strain Energy( چگـالي انـرژي كرنشـي   

Density ( ــين ــيتعي ــردد.م ــا   گ ــن معياره ــه اي در ادام
  .شوند يمختصر توضيح داده م صورت به
  

 
مدرج تابعي دلخواه  ةشرايط مرزي و بارگذاري در يك ماد  1 شكل

  θ଴ [9] شروع رشد ترك ةزاويبا  داراي ترك



  1396دو،  ة، شمارو هشتمسال بيست     علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك ةنشري
  

38  

  
شكست  چقرمگيمنحني شكست شامل مود اول، دوم و   2 شكل

  )اندشده بعد يب ூ஼ܭ(پارامترها نسبت به 
  

بـراي   [12]سيه اردوغان و   .تنش مماسي بيشينهمعيار 
تنش مماسـي را پيشـنهاد دادنـد.     بيشينهاولين بار معيار 

تـنش   بيشـينه تـرك در جهتـي كـه     ،براساس اين معيار
و در اين جهـت،   كند ميرشد  افتد يماتفاق  ఏఏߪمماسي

 ـ نيچن همبرابر صفر خواهد بود.  ௥ఏߪتنش برشي   ةزاوي
از طريـق معـادلات زيـر حاصـل      ଴ߠآغاز رشـد تـرك   

  گردد: مي
  

ߠఏఏ߲ߪ߲ )4( = 0 , ߲ଶߪఏఏ߲ߠଶ < 0 → ߠ =  ଴ߠ
  

يـا  بيشـينه  قسمت اول مربـوط بـه   فوق،  ةدر معادل  
بودن است.  بيشينهبودن و قسمت دوم مربوط به كمينه 

شرايط آغاز ترك  )4( ةتنش در معادل با جايگزين كردن
  :دشوميتعيين  زير ةمعادل صورت به

  

)5( 
cos ൬ߠ଴2 ൰ ൤ܭூ cosଶ ଴2ߠ − 32 =଴൨ߠூூ sinܭ  (ݔ)ூ஼ܭ

  

 و همكـاران هوشين   .نرخ رهايش انرژي بيشينهمعيار 
انـرژي را بـراي مـواد     ينـرخ رهـاي   بيشينهمعيار  ،[13]

تـرك   ،معيار پيشنهادي ايشانمطابق  .دادندارائه همگن 
در جهتي رشد خواهد كـرد كـه نـرخ رهـايش انـرژي      

آغاز خواهد شد كه مقدار آن گردد و زماني رشد  بيشينه
   :نرخ رهايش انرژي به يك مقدار بحراني برسد بيشينه

  

ߠ߲(ߠ)߲࣡ )6( = 0 , ߲ଶ࣡(ߠ)߲ߠଶ < 0 → ߠ  =  ଴ߠ
 

يك حل الاستيك براي ترك اصلي مسـتقيم  ايشان   
، فتاي يمدلخواه گسترش  ةو يك شاخه ترك كه با زاوي

زيـر   صورت بهو نرخ رهايش انرژي را  ندآورد دست به
  د:دنبيان نمو

  

(ߠ)࣡ = ∗௧௜௣ܧ4 ൬ 13 + cosଶߠ൰ଶ ቌ1 − π1ߠ + πߠቍఏ஠ ×                [(1 + 3 cosଶ ூଶܭ (ߠ + 8 sin ߠ cos ߠ ூூ                +(9ܭ ூܭ − 5 cosଶ )ூூଶ]                         )7ܭ (ߠ  
  
 دسـت  بـه  زيـر  ةاز ترك از طريق معادلزاوية آغلذا   
  آيد:مي

  

ߠ߲(ߠ)߲࣡ )8( = 0 , ߲ଶ࣡(ߠ)߲ߠଶ < 0 → ߠ  =  ଴ߠ

  

از ترك حاصـل، شـرايط   زاوية آغاكنون باتوجه به   
  زير خواهد بود: صورت بهآغاز ترك 

  

(଴ߠ)࣡ )9( = ࣡஼(ݔ) 

  

نرخ رهايش انرژي بحراني  (ݔ)஼࣡، فوق ةدر معادل  
  قابل محاسبه است: )10( ةاست كه از طريق رابط

 

)10( ࣡஼(ݔ) = ூ஼ଶܭ ∗௧௜௣ܧ(ݔ)  

   

معيـار   [14]سـيه    .چگالي انرژي كرنشي كمينهمعيار 
براي مواد همگـن ارائـه   چگالي انرژي كرنشي را  كمينه
كند، ترك در جهتي رشـد  بيني مياين معيار پيش .نمود
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 كمينـه ضريب چگالي انرژي كرنشـي   ܵ خواهد كرد كه
زير تعيـين   صورت به ଴ߠاز ترك زاوية آغشود. بنابراين 

  گردد:مي
  

ߠ߲(ߠ)߲ܵ )11( = 0 , ߲ଶܵ(ߠ)߲ߠଶ > 0 → ߠ  =  ଴ߠ
  

از ترك، شرايط آغاز تـرك  زاوية آغاكنون با تعيين   
  آيد:مي دست بهزير  صورت به

  

(଴ߠ)ܵ )12( = ܵ஼(ݔ) 

  

ــرژي  (ݔ)஼ܵ، فــوق ةدر رابطــ   ضــريب چگــالي ان
  زير قابل محاسبه خواهد بود: صورت بهكرنشي است و 

 

)13( ܵ஼(ݔ) = ௧௜௣ߢ − 18 ௧௜௣ߤ ூ஼ଶܭ  (ݔ)
  

  مدول برشي در نوك ترك است. ௧௜௣ߤكه 
  

   )Interaction Integralي (روش انتگرال تعامل
روشي دقيق جهت  M-integral)( روش انتگرال تعاملي

محاسبه ضرايب شدت تنش در مواد مدرج تابعي است 
ضـرايب شـدت    ةبراي محاسباين روش، . [16 ,15 ,9]

ماننــد هــايي كمكــي از ميــدانتــنش در مــود تركيبــي 
ــه ) ௔௨௫ߪ) و تــنش (௔௨௫ߝ)، كــرنش (௔௨௫ݑجــايي ( جاب

هـاي متنـوعي بـراي    كنـد. انتخـاب  مناسب استفاده مـي 
هاي كمكي در مواد مدرج تابعي وجـود دارد. در  ميدان

از ميدان تنش غيرتعادلي  [15]مطابق مرجع اين تحقيق 
هــاي ميــدان ةغيرتعــادلي كــه از توســع حــل راهو يــك 

و كرنش مواد همگن حاصل گرديده استفاده  جايي جابه
  شود.  مي

زيـر قابـل بيـان     صـورت  بـه ماده ساختاري  ةمعادل  
  است:

 

௔௨௫ߪ )14( =  ௔௨௫ߝ (ݔ)ܥ
  

جـايي،  هـاي جابـه  است. ميدان سفتيتانسور  (ݔ)ܥكه 
  گردند:زير انتخاب مي صورت بهتنش و كرنش 

 

)15( 

௔௨௫ݑ = ௧௜௣ߤூ௔௨௫ܭ ට ߨ2ݎ ݃ூ(ߠ)              + ௧௜௣ߤூூ௔௨௫ܭ ට ߨ2ݎ ݃ூூ(ߠ) 
௔௨௫ݑ   = ௧௜௣ߤூ௔௨௫ܭ ට ߨ2ݎ ݃ூ(ߠ)              + ௧௜௣ߤூூ௔௨௫ܭ ට ߨ2ݎ ݃ூூ(ߠ) )16( 
௔௨௫ߝ )17( = (sym ∇) ݑ௔௨௫ 

ترتيب ضرايب شدت تـنش مـود    به ூூ௔௨௫ܭو          ூ௔௨௫ܭ   
مدول برشـي در نـوك تـرك     ௧௜௣ߤاول و دوم كمكي و 

  و ضـرايب آن در مراجـع   (ߠ)ூூ݃ ، (ߠ)ூ݃است. توابع 
از بااسـتفاده  تعـاملي  انتگـرال   باشـد. موجود مي [9,15]

 Rice( [17]( كه توسط رايس J انتگرال مستقل از مسير
مواد مدرج تابعي داراي ترك در حالت  برايارائه شده، 

و  آيـد  مي دست بهو كمكي  دو حالت واقعي والاستيك 
  :[18] شود يمنوشته  )18رابطة ( صورت به

 

)18( 

M = න ൛σ୧୨u୧,ଵୟ୳୶ + σ୧୨ୟ୳୶u୧,ଵ 
୅ − σ୧୩ε୧୩ୟ୳୶δଵ୨ൟq,୨dA 

   + ׬ ൛σ୧୨ୟ୳୶u୧,ଵ − C୧୨୩୪,ଵε୩୪ϵ୧୨ୟ୳୶ൟqdA ୅
  

و ضرايب شـدت تـنش مـود     J ارتباط بين انتگرال  
  باشد:مي) 19ة (معادل صورت بهاول و دوم 

 

௟௢௖௔௟ܬ )19( = ூଶܭ) + ∗௧௜௣ܧ/(ூூଶܭ  
  

∗௧௜௣ܧاي كه در حالت تنش صفحه = و در حالـت    ௧௜௣ܧ
∗௧௜௣ܧاي كرنش صفحه = ௧௜௣ /൫1ܧ − ߭௧௜௣∗ ൯  .خواهد بود

ــي (  ــدان واقعــ ــراي دو ميــ ,ݑبــ ,ߝ ــي ߪ ) و كمكــ
,௔௨௫ݑ( ,௔௨௫ߝ  :[19]توان نوشت ) مي௔௨௫ߪ
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௟௢௖௔௟௦ܬ )20( = ூܭ) + ூ௔௨௫)ଶܭ + ூூܭ) + ∗௧௜௣ܧூூ௔௨௫)ଶܭ  

          = ௟௢௖௔௟ܬ + ௟௢௖௔௟௔௨௫ܬ +  ௟௢௖௔௟ܯ
  

محاسـبه  زير از طريق رابطه  ௟௢௖௔௟௔௨௫ܬ، اخير ةدر معادل  
  گردد:مي

 

௟௢௖௔௟௔௨௫ܬ )21( = ଶ(ூ௔௨௫ܭ)] + ∗௧௜௣ܧ/[ଶ(ூூ௔௨௫ܭ)  
  آيد:مي دست به )22( ةمعادلنيز از طريق           ௟௢௖௔௟ܯ   
 

௟௢௖௔௟ܯ )22( = ூ௔௨௫ܭூܭ)2 + ∗௧௜௣ܧ/(ூூ௔௨௫ܭூூܭ  
  

 زيـر درنتيجه ضرايب شدت تنش از طريق روابـط    
  :اند محاسبهقابل 

 

ூܭ )23( = ௟௢௖௔௟(ଵ)ܯ ∗௧௜௣ܧ /2  
ூ௔௨௫ܭ)         = 1.0 , ூூ௔௨௫ܭ = 0.0) 

ூூܭ )24( = ௟௢௖௔௟(ଶ)ܯ ∗௧௜௣ܧ /2   
ூ௔௨௫ܭ)          = 0.0 , ூூ௔௨௫ܭ = 1.0) 

  

ــادلات     ــين مع ــاط ب ــواد  )24و  23(ارتب ــد م همانن
همگن است، با اين تفاوت كه براي مواد مدرج تـابعي،  

  شوند.مقادير مورد نظر در نوك ترك ارزيابي مي
  

  دوداجزاي محسازي شبيه
 افـزار نـرم آغاز و رشـد تـرك از    يساز هيشببراي انجام 

ــد  ــك دوبع   Fracture Analysis Software(ي فرن

2 Dimension- Franc2D (   كه توسـط دانشـگاه كرنـل 
)Cornell (اســتفاده اســت ارائــه و توســعه داده شــده ،

تابعي  يها المانامكان تعريف  افزار نرمگردد. در اين  مي
  .وجود داردتعريف مواد ناهمگن  براي
هـاي مثلثـي   از المان افزارنرم، اين )3(مطابق شكل   

كه داراي شش گره هستند براي خنثي كردن اثر تكينـي  
ــ اســت، اســتفاده  ଵ/ଶ൯ିݎ൫ܱ ةنــوك تــرك كــه از مرتب

 ـ بـراي پـيش   نيچن همافزار فوق نرم. كند يم  ةبينـي زاوي
د كـه  كن ـشروع و رشد ترك از چنـد گـام اسـتفاده مـي    

  نشان داده شده است. )4( در شكلآن الگوريتم حل 
  

  
  هاي نوك ترك در مواد مدرج تابعيالمان  3 شكل

  

  
  الگوريتم حل جهت رشد ترك  4 شكل

  
تغيير كليه خواص مانند ضريب الاستيك، ضـريب    

شكست، ضخامت (در صورت نياز)  چقرمگيپواسون، 
گـردد. ابتـدا   تعريف مي وابعي خطيت صورت بهو غيره 
بنـدي،  و پـس از المـان   شـود  مـي مسئله ايجـاد   ةهندس

شـود. بـا اعمـال    تابعي انجام مي صورت بهانتساب ماده 
يـك تحليـل    ،شرايط مرزي، بارگـذاري و محـل تـرك   

و  گـردد  مـي داراي تـرك انجـام    ةخطي بر روي هندس ـ
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ضرايب شدت تنش به روش انتگرال تعـاملي محاسـبه   
جهـت   ةد. از ضرايب شدت تنش براي محاسـب نشومي

تنش مماسي،  بيشينهرشد ترك در هر يك از معيارهاي 
چگـالي انـرژي    كمينـه نـرخ رهـايش انـرژي و     بيشينه

شكست  چقرمگياز علاوه  بهگردد. كرنشي، استفاده مي
نمونه و ضرايب شدت تنش، براي تعيين شـرايط رشـد   

شود. براساس ميزان رشد ترك تعريف ترك استفاده مي
، ابتــدا موقعيــت نــوك تــرك جديــد ଴ߠ ةشــده و زاويــ
ها از اطـراف آن حـذف   سپس المان گردد.مشخص مي

هـاي  شود. در ادامه، المـان و ترك رشد داده مي شود مي
هاي و المان ميرشودجديد در اطراف نوك ترك ريخته 

هـاي نـوك تـرك تجديـد     شده نيز مطابق با المان حذف
هـاي اصـلي   خواص المان ،مجدد بنديالمانگردند. مي

نمايي از  )5(كند. شكل مانند خواص تابعي را حفظ مي
هـاي  از المـان تصـويري   )6(مجدد و شكل بندي  المان

  دهد.نوك ترك را نشان مي
  

  
   ي مجددبند مراحل المان  5 شكل

  

  
  هاي نوك تركالمان  6 شكل

 هــاي ايزوپارامتريــك هندســه از طريــق المــان    
)Isoparametric (مطابق شـكل  گردد. تابعي تعريف مي
هاي مثلثـي  المانهاي مورد استفاده شامل المان، ـ)ه-5(

 ةهــاي ميــاني در فاصــلكــه گــره ،T6qp( يگرهــ شــش
) براي چهارم طول ضلع و نزديك نوك ترك هستند يك

) بـراي نـواحي   Q8گرهي ( هاي هشتنوك ترك، المان
) براي فضـاي بـين   T6هاي مثلثي منظم (دورتر و المان

   .باشدگرهي مي هاي نوك ترك و هشتالمان
هاي مختلف مورد در اين بخش سه مثال در حالت  

اجـزاي  هـاي  سازيپس از انجام شبيه اند و بودهبررسي 
 و دود، نتايج عددي حاصل با نتـايج تجربـي آبـانتو   مح

ابتـدا،   ايشانگيرد. مورد مقايسه قرار مي [20] لامبروس
 150و  300نـازكي از يـك پليمـر بـه ابعـاد      يهـا  ورقه
سـاعت   300تـا   5مدت زمـان متغيـر   براي متر را  ميلي

خواص مكـانيكي   تابش، در اثرتحت تابش قرار دادند. 
نرمـي بـه   حالـت  پليمر از سمتي به سـمت ديگـر و از   

هـاي  هـا را در حالـت  تردي تغيير نمـود. سـپس، ورقـه   
و رشد  دند، تحت كشش خالص قرار داندمختلف بريد

  بررسي كردند. آنهادر ترك را 
   

ا ترك مايل و تغيير خـواص در  مدرج تابعي ب ةصفح
رج صـفحة مـد  ، يـك  )7( مطابق شكل  .جهت عرضي

تابعي نازك داراي ترك مايل كـه تغييـر خـواص آن در    
شـود. تغييـرات   راستاي عرضي است، درنظر گرفته مـي 

مدول الاسـتيك، تـنش و كـرنش شكسـت صـفحه در      
چنين ابعاد هندسـي  نشان داده شده است. هم )8( شكل

شـده  بيـان   )1( گيري تـرك در جـدول  صفحه و جهت
مـدل نسـبت بـه تغييـر      تيموقعبراي يافتن بهتر  است.

تر نيـز  سخت ةخواص، موقعيت نوك ترك نسبت به لب
ــده در جــدول  ــه گردي ضــريب پواســون و  اســت.ارائ

و  45/0 ترتيب برابر بـا  جا يكسان و بهضخامت در همه
 ةجايي يكنواخـت بـه لب ـ  جابه. باشد يممتر ميلي 406/0

پاييني  ةلب گردد؛ مياعمال  ݕو در راستاي صفحه بالايي 
جلوگيري از  منظور بهو  شود ميدر جهت عمودي مقيد 

جـايي افقـي گوشـه پـايين سـمت      ، جابهبحركت صل
  شود.مي محدودراست صفحه نيز 
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  رج تابعي با ترك مايل صفحة مدهندسه و شرايط مرزي   7 شكل

  و تغيير خواص در جهت عرضي
  

  
  

  خواص مكانيكي مدل  8 شكل
  

  گيري ترك  ابعاد هندسي و جهت  1 جدول
 ߛ ابعاد هندسي مدل

(rad) 
߮ 

(rad) 
 موقعيت نوك ترك

(mm)

a 
(mm) 

h  
(mm)  

W 
(mm) 

H  
(mm) 

6/−π 3/π 43 26 45  70  90  
  
 ـردگالاستيك خطي مـدل   صورت بهرفتار ماده    ه دي

سنجي رفتار ماده مدرج تـابعي،  منظور صحت بهو است 
و  شـود  مـي سـازي  سالم و بدون ترك شـبيه  ةابتدا قطع

 انجام اين كار برايد. نگردمياعتبارسنجي نتايج عددي 
بـه   ݕدر راستاي  متر يليم 10يكنواخت  ييجا جابه ابتدا
و توزيع تـنش صـفحه    شود ميبالايي صفحه اعمال  ةلب

گردد. سپس، مقادير تنش با حاصل مي )9( مطابق شكل

௬௬ܹ(1ߪ ةاستفاده از رابط − ߭ଶ)/ܧଵ ଴ܸ  ܧكهଵ   مـدول
 ـالاستيك در لبه سمت چپ است،  و  شـود  مـي  بعـد  يب

 [12] سـيه اردوغان و جربي با نتايج ت )10(مطابق شكل 
 37/0حداكثر خطـا  مطابق شكل فوق، گردد. مقايسه مي

دقـت  اين ميـزان نـاچيز خطـا، بيـانگر     كه است درصد 
 ييـد أت كـاملاً عددي را بوده و نتايج  ها يساز هيشببالاي 

   نمايد. مي
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تنش  بيشينهدقت معيارهاي  ةبراي ارزيابي و مقايس  
چگـالي   كمينـه نـرخ رهـايش انـرژي و     بيشينهمماسي، 

 ـنمو )7(مطـابق شـكل   انرژي كرنشـي،   داراي تـرك   ةن
از زاوية آغ ـ، ضرايب شدت تنش و گردد مي يساز هيشب

 و لامبـروس  آمده با نتايج تجربـي آبـانتو   دست بهترك 
شود. مقايسه مي [21] و همكاران )Oralو اورال ( [20]

دهـد. لازم بـه ذكـر    اين مقايسه را نشان مي )2(جدول 
)، نسبت به راستاي αشروع رشد ترك ( ةاست كه زاوي

  گردد.اوليه ترك سنجيده مي
معيارهـاي  ، دينما يمبيان  )2( گونه كه جدول همان  
چگـالي انـرژي كرنشـي     كمينـه تنش مماسـي و   بيشينه

بينـي معيـار   كنند ولي پـيش بيني مينتايج دقيقي را پيش
چگالي انرژي كرنشي، بيشـتر بـه نتـايج تجربـي،      كمينه
  تري است.و درنتيجه معيار دقيق استتر نزديك

نــرخ رهــايش انــرژي داراي  بيشــينهنتــايج معيــار   
 تـأثير كـه  و علـت آن ايـن اسـت     اسـت خطاي زيادي 

-T( T ماننـد تـنش   )Non-Singular( عبارات غيرمنفرد

Stress( بارگـذاري،   ةچنـين نحـو  در مواد پليمري و هم
و ايـن معيـار بـه پارامترهـاي فـوق       استقابل ملاحظه 
ردي اسـت كـه   عبـارت غيـر منف ـ   Tتنش  وابسته است.

در مـود   اساسـاً و  گـردد  مـي پوشـي  از آن چشم معمولاً
در معيـار بيشـينه نـرخ     .[22] بيشتري دارد تأثيرتركيبي 

) Mixed Modeبه مود تركيبي ( Tرهايش انرژي، تنش 
߰ صـورت  بهو  ߰كه توسط  = tan−1 ቀܫܭܫܫܭ ቁ   تعريـف

به صفر و شرايط  ߰گردد وابسته است. هرچه مقدار مي
باشـد، ايـن معيـار نتـايج      تر كينزدبه مود اول شكست 

بهبـود   منظـور  بـه در مواردي  دهد.تري را نشان ميدقيق

نيز به ايـن معيـار اضـافه     ܶتنش  تأثيردقت اين معيار، 
در ايـن مـواد    فوق كه باعث بهبود نتايج معيار گردد مي
 .[23,24] شود يم

  

  
   برايسالم  ةآزمايش كشش قطعتوزيع تنش در   9 شكل

  سنجي رفتار مادهصحت
  
  

  
  جربي شده با نتايج ت بعد يبمقادير تنش  ةمقايس  10 شكل

 [12] و سيه اردوغان

  

  
   [21] و همكاران و اورال [20] و لامبروس از ترك با نتايج تجربي آبانتوزاوية آغضرايب شدت تنش و  ةمقايس  2 جدول

  )%خطا (  از تركزاوية آغK୍(MPa√m)K୍୍(MPa√m)  نتايج
    -28  ±5/1 179/0 755/0 [20]و لامبروس آبانتو
      204/0 722/0 [21]و همكاران اورال

  ெ௜௡ 735/0  225/0  04/28 -  14/0(ߠ)ܵ  ெ௔௫ 735/0  225/0  61/16  32/159(ߠ)࣡  ఏఏெ௔௫ 735/0 225/0 53/29-  46/5ߪ       225/0 735/0 سازيشبيه
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بينـي  بررسي مسير رشد ترك، نتايج پـيش  منظور به  
چگالي انـرژي كرنشـي    كمينهتر يعني معيار معيار دقيق

گردد. و با نتايج تجربي مقايسه مي ميرشوددرنظر گرفته 
 نتايج حاصـل از معيـار فـوق را بـا     ةمقايس )11( شكل

كنـد.  آشـكار مـي   [20] و لامبـروس  نتايج تجربي آبانتو
مطابق شكل نتايج رشد ترك با دقت مناسـبي از نتـايج   

تـر، مسـير   راحـت  ةنمايد. براي مقايستجربي تبعيت مي
شده با رنگ سفيد نمايش داده شده  ينيب شيپرشد ترك 

  است.
  

رج تابعي با ترك افقي و تغيير خـواص در  صفحة مد
رج صفحة مد )12( مطابق شكل  .تركجهت عمود بر 

اي و خواص بـه گونـه   شود ميتابعي با ترك افقي مدل 
قائمه بسـازد.   ةگردد كه با راستاي ترك زاويتعريف مي

 )3(گيري ترك در جـدول  ابعاد هندسي، زوايا و جهت
خواص مكـانيكي   )13(چنين شكل ارائه شده است. هم

را نمايش  قرارگيري مدل نسبت به خواص ماده ةو نحو
  دهد.مي

  
و  با نتايج تجربي آبانتو ெ௜௡ܵرشد ترك معيار  ةمقايس  11 شكل

 [20] لامبروس

  

  
رج تابعي با ترك افقي صفحة مدهندسه و شرايط مرزي   12 شكل

و تغيير خواص در جهت عمود بر ترك

  

 گيري تركابعاد هندسي و جهت  3 جدول

 ߛ ابعاد هندسي مدل
(rad) 

߮ 
(rad) 

 موقعيت نوك ترك

(mm)

a 
(mm) 

h  
(mm)  

W 
(mm) 

H  
(mm) 

  75  70  5/32 30 52 ߨ/2 ߨ/2

  

  
  

  خواص مكانيكي مدل   13 شكل
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 [21] و همكاران و اورال [20] و لامبروس از ترك با نتايج تجربي آبانتوزاوية آغضرايب شدت تنش و  ةمقايس  4 جدول

  انحراف (درجه)  از تركزاوية آغூூ(MPa√m)ܭூ(MPa√m)ܭ نتايج
    0  ±5/1 039/0 554/0 [20]و لامبروس آبانتو
      -022/0 551/0 [21]و همكاران اورال

  σ஘஘୑ୟ୶ 560/0 007/0- 43/1  43/1  ࣡(θ)୑ୟ୶ 560/0 007/0- 75/0 -  75/0 -  S(θ)୑୧୬ 560/0 007/0- 43/1  43/1      -007/0 560/0 سازيشبيه
  

انجام شده، ضرايب شـدت   ي عدديهاسازيشبيه  
) توسط معيارهاي مختلف ߙشروع ترك ( ةتنش و زاوي
نتـايج عـددي    ةمقايس ـ )4(گـردد. جـدول   محاسبه مـي 

و  [20] و لامبـروس  آبـانتو حاصل را با نتـايج تجربـي   
ايـن  دهـد. مطـابق   نمـايش مـي   [21] همكارانو اورال 
چگـالي   كمينهتنش مماسي و  بيشينهمعيارهاي  ،جدول

نمايند. لازم بيني ميرا پيش يكسانيانرژي كرنشي نتايج 
نتـايج  نرخ رهايش انرژي  بيشينهبه ذكر است كه معيار 

چـون در   علت اين است كه. كندبيني ميدقيقي را پيش
ود بـر راسـتاي تـرك    خـواص عم ـ تغييـر   فـوق  ةمسئل
و بارگذاري نيـز در راسـتاي تغييـر خـواص و      باشد مي

باشد، در نوك تـرك مـود دوم كمتـر    عمود بر ترك مي
جسـم  شـود كـه   باعث ميو اين عامل  شود ميتحريك 

. مقـادير كوچـك و   دتحت مود اول شكست قرار بگيـر 
در واقع  كند.ييد ميأفوق را ت دليل، ூூܭنزديك به صفر 

، مقـدار  دتحت مود اول شكسـت باش ـ جسم ه زماني ك
نرخ  توان از معيار بيشينهو مي ردكمتري دا تأثير Tتنش 

   .[22] نيز استفاده كرد رهايش انرژي
توسط شده  از ترك ارائهزاوية آغ چوندر اين مثال   

بـراي مقايسـه   باشـد،  برابر صـفر مـي  آبانتو و لامبروس 
شـكل   گرديـد. جاي درصد خطا از انحراف اسـتفاده   به
 كمينـه شـده توسـط معيـار     بينـي مسير ترك پـيش  )14(

آن بـا نتـايج تجربـي     ةچگالي انرژي كرنشـي و مقايس ـ 
گونه كـه   همان. دهدرا نشان مي [20] و لامبروس آبانتو

از ، نتــايج عـددي و تجربــي  شـكل آشـكار مــي نمايـد   
  .باشند يممطابقت خوبي برخوردار 

  
  با نتايج تجربي  ெ௜௡ܵرشد ترك معيار  ةمقايس  14 شكل

 [20] و لامبروس آبانتو
  

رج تابعي با ترك مايل و تغيير خـواص در  صفحة مد
رج تــابعي بــا تــرك مايــل صــفحة مــد  .جهــت تــرك

درنظـر گرفتـه    سـازي شـده در مثـال اول مجـدداً     شبيه
جاي تغيير خـواص در جهـت    شود. در اين مسئله به مي

. شـود  يم ـداده عرضي، خواص در راستاي ترك تغييـر  
گيـري تـرك در   ابعاد هندسي، شرايط مـرزي و جهـت  

چنـين  آورده شده اسـت. هـم   )5(و جدول  )15(شكل 
قرارگيـري مـدل نسـبت بـه      ةتغيير خواص ماده و نحو

  مشخص گرديده است.  )16(خواص در شكل 
، ضـرايب  عـددي  يهـا  يسـاز  هيشـب پس از انجـام    

معيارهـاي  ) توسط ߙشروع ترك ( ةشدت تنش و زاوي
نتـايج   ةمقايس ـ )6(شـود. جـدول   مختلف محاسبه مـي 

 [20] و لامبروس آبانتوعددي حاصل را با نتايج تجربي 
ــارانو اورال  ــي [21] و همك ــايش م ــد نم ــد. همانن   ده

چگـالي   كمينـه هاي قبلي، در اين مثـال نيـز معيـار    مثال
تـري را نسـبت بـه دو معيـار     انرژي كرنشي نتايج دقيق

بينـي شـده توسـط    دهد. مسير ترك پيشديگر نشان مي
ــار و مقايســ ــن معي ــي  ةاي ــايج تجرب ــا نت ــانتوآن ب و  آب

  آورده شده است. )17(نيز در شكل  [20] لامبروس
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  رج تابعي با ترك مايل و تغيير خواص در جهت تركصفحة مدهندسه و شرايط مرزي   15 شكل

  
 گيري ترك  هندسي و جهتابعاد   5 جدول

 ߛ ابعاد هندسي مدل
(rad) 

߮ 
(rad) 

 موقعيت نوك ترك

(mm)

a 
(mm) 

h  
(mm)  

W 
(mm) 

H  
(mm) 

  π 57 25 45  70  90/3 صفر
  

  
  خواص مكانيكي مدل  16 شكل

  
 [21] و همكاران و اورال [20] و لامبروس از ترك با نتايج تجربي آبانتوزاوية آغضرايب شدت تنش و  ةمقايس  6 جدول

  )%خطا (  از تركزاوية آغூூ(MPa√m)ܭூ(MPa√m)ܭ  نتايج
    -19  ±5/1 224/0 969/0 [20]و لامبروس آبانتو
       230/0 878/0 [21]و همكاران اورال

  σ஘஘ெ௔௫ 915/0 210/0 65/23-  47/24  ࣡(θ)ெ௔௫ 915/0 210/0 99/12  36/168  ܵ(θ)ெ௜௡ 915/0 210/0 74/22-  68/19     210/0 915/0 سازيشبيه
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  با نتايج تجربي  ெ௜௡ܵرشد ترك معيار  ةمقايس  17 شكل

  [20] و لامبروس آبانتو
  

  بنديگيري و جمعنتيجه
يك پليمر  در اين پژوهش، به بررسي رفتار شكست در

معيارهـاي مختلفـي   ابتـدا   و مدرج تابعي پرداختـه شـد  
نـرخ رهـايش    بيشـينه تنش مماسـي،   بيشينهمانند معيار 

چگالي انرژي كرنشي مورد ارزيابي قرار  كمينهانرژي و 
كـارگيري روش انتگـرال تعـاملي     گرفت. سپس، بـا بـه  

تعيين ضرايب شدت  براي) كه روشي دقيق M(انتگرال 
 ةتنش در مواد مـدرج تـابعي اسـت، الگـوريتم محاسـب     

تنش و تعيين مسير رشد ترك، ارائه شد.  ضرايب شدت
فاقـد   ةمدرج تابعي در يـك صـفح   ةدر ادامه، رفتار ماد

سنجي گرديـد.   ترك مطالعه و درستي رفتار ماده صحت
 ةچنين بااستفاده از روش انتگرال تعاملي، رفتـار مـاد  هم

مدرج تابعي بررسي شد و ضرايب شـدت تـنش بـراي    
گيــري تــرك و خــواص هــاي مختلــف جهــتحالــت

مكانيكي ماده محاسبه گرديد. بااستفاده از نتايج حاصل، 
آمـده و   دسـت  بهاز ترك از معيارهاي مختلف زاوية آغ

هـاي  بينـي آشكار كـرد كـه پـيش    ارزيابي گرديد. نتايج
چگـالي انـرژي    كمينـه تنش مماسي و  بيشينهمعيارهاي 
چگـالي   كمينـه ولي معيار  باشد ميهم نزديك  كرنشي به

انرژي كرنشي از دقت بهتري برخـوردار اسـت. علـت    
نـرخ رهـايش انـرژي نيـز ايـن       بيشينهدقت كمتر معيار 

گـذار  تأثير T است كه پارامترهاي غيرمنفرد مانند تـنش 
درواقـع هرچـه   ، ولي اثر آن لحاظ نگرديده است. است

ــه مــود اول شكســت   ߰مقــدار  ــه صــفر و شــرايط ب ب
تـري را نشـان   قيـق ايـن معيـار نتـايج د    باشد، تر يكنزد

شده با نتايج در آخر، مسير رشد ترك محاسبه  دهد. مي
ايسـه گرديـده و دقـت    مق ها پژوهشموجود در تجربي 

  چگالي انرژي كرنشي نشان داده شد. كمينهمعيار 
   

MPa(نرخ رهايش انرژي ࣡  )MPa( مدول الاستيكܧ  )MPa( سفتيتانسور ܥ فهرست علائم ∙ m(  ضريب شدت تنش  ܭ)MPa ⋅ mభమ(  شعاع  ݎ)m(  جايي جابه ݑ)m(  

ܹ 
براي بستن ترك بر واحد لازم كار 

J(ضخامت  ⋅ mିଵ(  
  

  )MPa(تنش  ߪ  )MPa( مدول الاستيسيته برشيߤ  )degree(زاويه ߠ  كرنش  ߝ  علائم يوناني
  

  كمكيݔݑܽ  ها سيبالانو
  در راستاي مماسي ߠߠ  نوك ترك݌݅ݐ  در راستاي برشي ߠݎ  در راستاي شعايي ݎݎ  مود دوم شكست ܫܫ  شكست و مود اول ةمقادير در لحظܥܫ  مود اول شكستܫ  شكست ةمقدار نهايي در لحظ ܥ  اوليه ةمقدار در لحظ0  هازيرنويس
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