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   هاي پيزوالكتريك در دو حالت مدار باز و بستههاي ساندويچي هدفمند با لايهكمانش ورق حل تحليلي
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هاي پيزوالكتريك تحليل شده هاي مستطيلي هدفمند كوپله شده با لايهتئوري كلاسيك ورق، كمانش ورق ةحاضر، بر پاي ةدر مقال  چكيده

كه توزيع عرضي تابع پتانسيل الكتريكي تركيبي از دو تابع خطي و درجه دوم باشد، معادلات تعادل براي تحليل كمانش  است. با فرض اين
شرايط مرزي شامل شرايط روي سطوح بالا و پايين ورق براي مدار باز و  ةماكسول و هم ةحاصل شد. معادلپيزوالكتريك هاي  ورق با لايه

بار بحراني  چنين همبسته و شرايط مرزي لوي ارضا شدند. نتايج نشان داد كه بار بحراني كمانش در حالت مدار باز بيشتر از مدار بسته است. 
  يابد. مي افزايش ريكلاية پيزوالكتكمانش با افزايش ضخامت 

  هدفمند. ةكمانش، پيزوالكتريك، ورق مستطيلي، مدار باز، مدار بسته، ماد  هاي كليدي واژه
  

Analytical Solution for Buckling of FGM Plates with Integrated Piezoelectric Layers 
under Open and Closed Circuit Conditions 

 
M.A. Ghasemabadian                A.R. Saidi 

 
Abstract  In the present paper, based on the classical plate theory, buckling analysis of piezoelectric 
coupled FGM rectangular plates is investigated. By assuming the transverse distribution of electric 
potential to be a combination of a parabolic and a linear function of thickness, the equiblirium equations 
for buckling analysis of plate with surface bonded piezoelectric layers are established. The Maxwell’s 
equation and all boundary conditions including the conditions on the top and bottom surfaces of the plate 
for closed and open circuited and Levy type of boundary conditions are satisfied. Numerical results show 
that, the critical buckling load for open circuit is more than that of closed circuit. Furthermore, the 
critical buckling loads increase by increasing the thickness of piezoelectric layers. 
 
Key Words  Buckling, piezoelectric, rectangular plate, open circuit, closed circuit, functionally graded 
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  مقدمه
وسيعي از  ةگستر مواد، علم زمينه در اخير هاي پيشرفت

 مـورد  مـواد  انتخـاب  بـراي  نامواد را در اختيار محقق ـ
 قـرار داده  نظـر  مـورد هـاي   ويژگـي  به توجه با نيازشان
 نيـاز  مورد ةماد هايويژگي از اطلاع كه طوري به ؛است

 را مطمئن و درست انتخابي موجود، مواد هايويژگي و
 سـاخته  هايسازه تحليل ديگر سوي از. كند مي تضمين

 كـه  چنـان  آن دارد، چنـدان  دو اهميتي مواد اين از شده
 و آناليز به ن،امحقق تلاش و توجه از توجهي قابل بخش
 شـده  معطـوف  كـاربرد  پرهاي  سازه در مواد اين تحليل
 مواد اين از دسته دو پيزوالكتريك و هدفمند مواد. است
 فردشـان  بـه  منحصـر  هـاي ويژگـي  علـت  به كه هستند
 تعـداد  بررسـي  مـورد  تـاكنون  آنهـا،  بـودن  نو رغم علي

  اند.بوده پژوهشگران از زيادي
هـاي  در تحليـل كمـانش ورق  جواهري و اسلامي  

ســاخته شــده از مــواد هدفمنــد، كمــانش ورق تحــت  
را براسـاس   [2]و مكانيكي  [1]هاي حرارتي بارگذاري

گـاه  تئوري كلاسيك با شرط مرزي چهـار طـرف تكيـه   
كمانش حرارتـي   چنين هم [3]ساده بررسي كردند. آنها 

سـوم بـا    ةورق ضخيم را براساس تئوري برشـي مرتب ـ 
گاه سـاده انجـام دادنـد و    شرط مرزي چهار طرف تكيه

حـل دقيـق    صورت بهدرجه حرارت بحراني كمانش را 
كمانش ورق تحت بارگـذاري   [4]آوردند. وو  دست به

گاه سـاده  حرارتي را براي شرط مرزي چهار طرف تكيه
بررسي كرد. شـريعت   مرتبة اولبراساس تئوري برشي 

تحليـل كمـانش ورق تحـت بارگـذاري      [5]و اسلامي 
اول ارائه دادند.  ةمكانيكي را براساس تئوري برشي مرتب

همچنين حل بسته بار بحراني كمانش را براي  [6]ها آن
گـاه سـاده و   ورق با شـرط مـرزي چهـار طـرف تكيـه     

بـا   مادة هدفمندسوم براي  ةبراساس تئوري برشي مرتب
تغييرات خطي و بارگذاري مكانيكي و حرارتـي، ارائـه   

و همكارانش براسـاس تئـوري برشـي     [7]دادند. فريرا 
سوم و استفاده از روش بدون المـان، تغييرشـكل    ةمرتب

هاي مستطيلي ضـخيم تحـت بارگـذاري    استاتيكي ورق

گـاه سـاده را   عرضي و شرط مرزي چهار طـرف تكيـه  
 هايورق كمانش اران،همك و محمدي آوردند. دست به

-تئوري براساس را يكنواخت مكانيكي بارگذاري تحت

 .دادند انجام [9]اول  ةمرتب برشي و [8]كلاسيك  هاي

 نظـر  در بـا  نيـز  [10]سـعيدي   و بـداغي  چنين هم 
 مرتبـة سـوم   تئوري پايه بر و لوي مرزي شرايط گرفتن
. دادنـد  ارائـه  را مسـتطيلي  ورق كمـانش  تحليـل  برشي

 ةصـفح  به نسبت متقارن هدفمند مواد از جامعيتحليل 
 و كياني. گرددمي بر [11]زنكور  كارهاي به ورق مياني

 برشـي  اول ةمرتب ـ تئـوري  نيز براسـاس  [12]همكاران 
مستطيلي سـاخته شـده از مـواد هدفمنـد      ورق كمانش
 . دادند ارائه را الاستيك بستر روي بر متقارن

هـاي  ورق كمـانش  بـه  مربـوط  مطالعـات  ةزمين در 
 تئوري ، براساس[13] باتيا و پيزوالكتريك، چاندراشخرا

 بـا  كامپوزيت ورق كمانش فعال كنترل برشي مرتبة اول
 جنـگ  و باترا. را انجام دادند محدود ياجزا سازي مدل
 بر را پيزوسراميك هاي محرك ةانداز و شكل ثيرأت [14]

 و وارلـيس . كردنـد  بررسـي  كمـانش  بار ةانداز افزايش
 كمـانش  پـس  و كمـانش  پيش پاسخ نيز [15] ساراوونز

 عنـوان  بـه  پيزوالكتريك هايلايه با كامپوزيتي هايورق
 دينـاميكي  تحليـل . كردنـد  بررسـي  را حسگر و محرك
 پيزوالكتريـك  هـاي لايـه  بـا  لايه چند هايورق كمانش
 حالـت  دو در حرارتـي  و الكترومكانيكي بارهاي تحت

 توســط [17]دمــا  بــه وابســته و [16] مســتقل خــواص
 حرارتـي  كمـانش  بعـدي  سه تحليل. شد انجام شرعيات

 محـدود  لايه روش با كامپوزيت هاي پيزوالكتريكورق
 ةزمين ـ در. پـذيرفت  انجام [18] اخرس و لي توسط نيز

ــه مربــوط معــادلات ،[19]يانــگ  تحليلــي، كارهــاي  ب
شن . آورد دست به را پيزوالكتريك خالص ورق كمانش

 بـا  ايلايـه  مسـتطيلي  ورق حرارتـي  كمانش پس [20]
 چهـار  مـرزي  شـرط  بـراي  را پيزوالكتريك هايمحرك
ــه طــرف  و حرارتــي بارهــاي تحــت و ســاده گــاه تكي

 ايمقايسـه  [21]وي  آن بـر  عـلاوه . داد ارائه الكتريكي
 و حرارتـي  محـيط  در فشـاري  كمانش پس تحليل بين
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n  باشد كـه تغييـر    مي مادة هدفمندنشان دهنده انديس
شود. با توجه به كـم   مي در آن باعث تغيير خواص ماده

 بودن تغييرات ضريب پواسون اين كميت ثابـت فـرض  
بــه  ترتيــب بــه mو  b ،tهــاي  شــود. بــالانويس مــي
اشـاره   مـادة هدفمنـد  ر هاي بالا، پـايين و هسـته د   لايه

مياني  ةهدفمند نسبت به صفح ةدارند. متقارن بودن ماد
در مرز با لايه فلز داراي  مادة هدفمندبدان معناست كه 

 گي فلز و در مرز بـا مـاده پيزوالكتريـك، سـراميك    ژوي
گـرد اسـت    همسـان  مادة هدفمنـد جا كه  باشد. از آن مي
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و مكانيكي در مواد پيزوالكتريك با روابـط خطـي زيـر    
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D Ey yy y

e eD Ez xy z






                   
          
        

              

  

 
كه در آن  E ، D ،  ، C و  e ترتيب بـردار   هب

الكتريكـي، مـاتريس    تغيير مكانميدان الكتريكي، بردار 
لايـة  گذردهي دي الكتريك، ماتريس ثوابـت الاسـتيك   

لكتريكـي و  و ماتريس كوپلينگ خـواص ا  الكتريكپيزو
هم بيانگر اثر اين ميدان  pباشند. بالانويس  مي مكانيكي

 باشد. مي الكتريكلاية پيزوتنش بر روي 

  
  هاي الكتريكي و مكانيكي ميدان

 تغييــر مكــانبراســاس تئــوري كلاســيك ورق، ميــدان 
 :[8]شود  مي زير در نظر گرفته صورت به

  
  
)5(  

,1

2 ,

3

( , , ) ( , )

( , , ) ( , )

( , )( , , ) 0

x

y

wu x y z u x y

u x y z v x y z w

w x yu x y z

    
          

     
    

 

 

 1u 2 وu 3 وu تغييـر مكـان  هاي  مؤلفه ترتيب به 
بــه  در هــر نقطــه از صــفحه z و x، y در راســتاي

 wو  u  ،vميـاني ورق هسـتند.    ةاز صفح z ةفاصل
 برحسـب ميـاني ورق   ةصـفح  تغييـر مكـان  هـاي   مؤلفه

ــاي  ــديس   y و xمتغيره ــتند و ان ,)هس ــانگر  ( بي
 گيــري نســبت بــه مختصــات كــارتزين مربــوط مشــتق

  باشد. مي
كرنش با استفاده از فرضيات فون كارمن هاي  مؤلفه 

 چنـين  هـم و  تغييـر مكـان  براي روابط غيرخطي كرنش 
ميدان پتانسيل الكتريكي كه در راسـتاي ضـخامت ورق   

 عرضي فـرض  تغيير مكان ةمؤلفمرتبه دوم از  صورت به
  :[27 ,8]شوند  مي زير نوشته صورت بهشود  مي
 
  
)6.1(  

 
 
 
  
 
)6.2(  

2 /2, , ,2 /2, , ,
2, , , , ,

u w wx x xxxx
v w z wyy y y yy
u v w w wxy x y x y xy





             
       

                 
 

 

 

 

2
/2

1 ,
/ 2

, ,
2

/ 2
1 ,

/2

z h h p
x y Az B

h p

h z h h px y z
z h h p

x y A z B
h p

h h z hp







              

   

                     
    
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داراي ولتـاژ   الكتريكلاية پيزواگر هر دو سطح هر  
گاه شرط الكتريكي مـدار بسـته و ميـدان     صفر باشند آن

پتانســيل الكتريكــي حــاكم بــر ورق بــراي ايــن شــرط 
 :[27]شوند  مي زير نوشته صورت به ترتيب به

  
)7.1( 
  
  
  
)7.2( 

( ) 0
pz h z h h    

 

 

 

 

 

2
/2

1 ,
/2

, ,
2

/2
1 ,

/2

z h hp
x y

hp

h z h hp
x y z

z h hp
x y

hp

h h z hp







           
   

 
           

   


   

 

 
داراي  الكتريـك لاية پيزوو در صورتي كه سطح داخلي 

ولتاژ صفر و سطح خارجي عايق باشد شرط الكتريكـي  
مدار باز برقرار است و ميدان پتانسيل الكتريكي مربوط 

 شود: مي زير نوشته صورت به ترتيب بهبه آن 

  
  
)8.1(  
  
)8.2(  

0

0( )

z h

Dz z h hp

 

 

    

 

2

31

33

/ 2 4( )
, , 1 ,

/ 2

[ ( )]( )

p

p p

xx yy xx yy p

p

z h h z h
x y z x y

h h

e
h h z h

h z h h

 

   



           

     

  

  

  
  
)8.3(  

  

   

 

2

31

33

/ 2 4( )
, , 1 ,

/ 2

[ ( )]( )

p

p p

xx yy xx yy p

p

z h h z h
x y z x y

h h

e
h h z h

h h z h

 

   



            

     


    

  

  

بردار گراديـان   ةقرين صورت بهميدان الكتريكي نيز  
 :[27]شود  مي ميدان پتانسيل الكتريكي تعريف

  
)9(  E  



 

با استفاده از اصل مينيمم انرژي پتانسيل سه معادله   
  شوند: حاكم بر ورق به صورت زير حاصل مي

 
  
)10( 

: 0, ,

: 0, ,

: ( ), , , , ,

( ) 0, , , , ,

u N Nxx x xy y

v N Nxy x yy y

w N w N w M Mxx x xy y xx x xy y x

N w N w M Mxy x yy y xy x yy y y







 

 

  

    

 

 

كه در آن  N,M  زيـر   صـورت  بـه تـنش  هـاي   منتجـه
 شوند: مي مشخص

  
  
)11( 

 

 

, , , ,

, , , ,

h hp
N N N dzxx xy yy xx xy yyh hp

h hp
M M M zdzxx xy yy xx xy yyh hp

  

  

      

      

 

 

هـاي   )، منتجـه 11) در (2و  3و  6(گذاري  با جاي 
  شوند: مي حاصل تغيير مكانهاي  مؤلفه برحسبتنش 

  
22  الف)-12(

,,( ) ( )11 , 22 ,2 2

ww yxT TN A u A vxx x y     

22  ب)-12(
,,( ) ( )22 , 11 ,2 2

ww yxT TN A u A vyy x y   
 

)  )ج-12( )11 , , , ,
TN A u v w wxy y x x y  

11  )د-12( , 22 ,
T T TM D w D wxx xx yy     

22  )ه-12( , 11 ,
T T TM D w D wyy xx yy     

2  )و-12( 12 ,
TM D wxy xy  

  

آورده  پيوست) در 12كه ثوابت ذكر شده در معادلات (
معـادلات   [8] اند با در نظر گرفتن معيار همسايگيشده

  شوند: مي زير حاصل صورت بهتعادل 

  

)13( 

1 1
0, ,

1 1 0, ,

0 1 0 1 0 12, , ,

1 1 1
2 0, , ,

N Nxx x xy y

N Nxy x yy y

N w N w N wxx xx xy xy yy yy

M M Mxx xx xy xy yy yy

 

 

 

   
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 مربـوط بـه   ترتيـب  بـه  0و  1هـاي  كه در آن بـالانويس 
باشـد   مي آن يگيهمسا تيوضع و ورق تعادل تيوضع

0و 0 0(N , N , N )xx xy yy   مي توانند با نيروهاي پيش كمـانش
  شوند.حاصل از شرايط تعادل جايگزين 

)، 13نيـرو و ممـان در (  هـاي   با قـرار دادن منتجـه   
ــر مكــانهــاي  مؤلفــهمعــادلات تعــادل برحســب   تغيي

 آيند:مي دست بهزير  صورت به

  
   1 1 1 1 011 , 22 , 11 , ,

T T TA u A v A u vxx xy yy xy     

   1 1 1 1 011 , , 22 , 11 ,
T T TA u v A u A vxy xx xy yy     

)14(  0 1 0 1 0 1
2, , ,

1 1 1211 , 22 , 11 ,

1 1 14 012 , , ,

N w N w N wxx xx xy xy yy yy

T T TD w D w D wxxxx xxyy yyyy

T T
D w xxyy xx yy 

 

  

      
 

 

 
و  مــادة هدفمنــدبايــد توجــه داشــت از آنجــا كــه  

مياني  ةپيزوالكتريك در نظر گرفته شده، نسبت به صفح
 ــ ــتند، دو معادل ــارن هس ــه 14اول ( ةورق داراي تق ) ك

و  uاي  درون صـفحه  تغيير مكـان هاي  مؤلفهبرحسب 
v تغيير مكان ةمؤلفسوم كه برحسب  ةهستند از معادل 

 شـوند  ميباشند جدا  مي و تابع پتانسيل  wعرضي 
و در فرآيند يافتن بار كمانش بحراني مورد استفاده قرار 

 )14( ةگيرنــد. بــا كمــي دقــت در ضــرايب معادلــنمــي
 زير را يافت: ةتوان رابط مي

  
)15(  T T T

11 22 12D D 2D 
 

) را 14آخر ( ةتوان معادل مي رابطهبا استفاده از اين   
  زير نوشت: صورت به
  
)16(  0 1 0 1 0 1

2, , ,

4 1 2 1
011

N w N w N wxx xx xy xy yy yy

T T
D w 

 

     
 

 
ــاد    ــر م ــوي ديگ ــوز  ةاز س ــك در ح  ةپيزوالكتري

 ماكسول را ارضا نمايد: ةمتغيرهاي الكتريكي بايد معادل
  
  

)17(  

h hp DD Dyx z dz
x y zh

h DD Dyx z dz 0
x y zh hp

   
        

   
          

 

 
 زير نوشته صورت به تغيير مكانهاي  مؤلفهكه برحسب 

 شود: مي

  
)18(  1 1 1 12 4 2

01 2 3 4w w             
 

ــادلات   ــ )16و  18(مع ــر ورق  ةدو معادل ــاكم ب ح
باشند. براي حل اين معادلات از  مي و  wبرحسب 

گذاري در  و با جاي آيد دست مي به 2)، 18( ةمعادل
ــاده16( ــه  ) و س ــري معادل ــازي جب  wاي برحســب س
 آيد: مي دست به

  
 

  

)19(  

6 2 2 0 1
m w m w m (N w1 2 3 xx ,xx

0 1 0 1 0 12N w N w ) N wxy ,xy yy ,yy xx ,xx

0 1 0 1
2N w N w 0xy ,xy yy ,yy

    

  

  

 

  

  اند.  آورده شده پيوستدر  imكه ضرايب 
  

  شرايط مرزي مكانيكي و الكتريكي
ورق در  ةشود كه دو لب ـ مي براي ورق مورد نظر فرض

ــتاي ــي  yراس ,0(يعن x x aــه ــاده  ) تكي ــاه س  گ
باشد و در ضمن ايـن دو لبـه از نظـر الكتريكـي بـه       مي

باشند. دو  مي اند و داراي پتانسيل صفر زمين وصل شده
 خـواه  داراي شرايط مـرزي دل  xديگر در راستاي  ةلب

آزاد). بـا اسـتفاده    گاه ساده، گيردار و هستند (يعني تكيه
از اصــل مينــيمم انــرژي پتانســيل كــل شــرايط مــرزي 

شود: (در سراسر اين  مي زير حاصل صورت بهمكانيكي 
گاه آزاد،  تكيهترتيب بيانگر  به Cو  F ،Sمتن حروف 
  باشند) مي ساده و گيردار
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  گاه ساده: تكيه
)20(  0w M yy 

  

  گاه گيردار تكيه
)21(  w w 0,y 

  

  گاه آزاد تكيه
)22(  0 1 0 1

V (N w N w ) M 0y xy ,y yy ,y yy     
  

1كه در آن  1
V 2M My xy,x yy,y   باشد مي.  

دو شود كـه   مي فرض علاوه بر شرايط مرزي فوق  
باشند بنابراين  مي عايق الكتريكي yلبه ورق در راستاي

 بقاي شار الكتريكي منجر به شـرط مـرزي زيـر    ةمعادل
  شود: مي

)23(     
h hp h

D x,y,z dz D x,y,z dz 0y y
h h hp

 
  
 

 

  
  تحليل كمانش

 bو عـرض   aدر اين مطالعه ورق مستطيلي با طـول  
اي در نظـر گرفتـه شـده     تحت نيروهـاي درون صـفحه  

است. نيروهاي پيش كمانش با استفاده از شرايط تعادل 
  شوند: مي زير حاصل صورت به

  
  
)24(  

0
N Pxx 1 1

0N Pyy 2 1

0
N 0xy

 





 

  
 2و  1باشد و  مي نيرو بر واحد طول 1Pكه در آن 

شـرايط بارگـذاري    ترتيب بهپارامترهاي نيرو هستند كه 
ــور   ــتاي مح ــيف yو  xدر راس ــي را توص ــد.  م كنن

2

1
R     و  1، 0نيز نسبت نيروست كه براي مقـادير

بيانگر بارگذاري تـك محـوره، دو محـوره     ترتيب به -1
جـا   باشـد. از آن  مي فشاري كششي ةفشاري و دو محور

گيردار است،  گاه تكيه yكه ورق در دو لبه در راستاي 
تواند بيـان   مي سري زير با wعرضي ورق  تغيير مكان

  شود:
  

)25(    m x
w f y sin

am 1

    
 

 

ــرار دادن (   ــا ق ــ19) در (25ب ــيل  ة) معادل ديفرانس
  شود: مي معمولي زير حاصل

  
  
  
  
)26(  

 

 

 

   

6d
f y1 6dy

4d2 0
[ 3 N ] f y1 3 yy 2 4dy

4 2 0[3 2 N1 2 yy

2d2 0 0(N N )] f y3 xx yy 2dy

4 6 0 2 0 4N N f y 02 1 xx 3 xx



       

      

  

         

 

  
mكــه در آن  x

a

  ــ  ــالا  ةاســت. حــل كلــي معادل ب
  باشد: مي زير صورت به
  
  
)27(  

     
   
   

f y C sinh y C cosh y1 21 1

C sinh y C cosh y3 42 2

C sinh y C cosh y5 63 3

   

   

   

 

  

ــه در آن  iCك (i 1,...,6)   .ــتند ــول هس ــت مجه ثواب
( 1,2,3)i i   اند. بـه ايـن نكتـه     داده شده [8]نيز در

) براي مقادير 27( ةبايد توجه كرد كه حل عمومي معادل
معتبر هستند و بـراي مقـادير موهـومي آن     iحقيقي 

 coshو  sinhجـايگزين   ترتيـب  به cosو  sinبايد 
شوند. با در نظر گرفتن دو شرط مرزي مكانيكي و يك 

اي  مجموعـه  ،ورقهـاي   شرط مرزي الكتريكي روي لبه
شـوند كـه بـار     مـي  از معادلات جبري همگـن حاصـل  

بحرانــي كمــانش بــا برابــر صــفر قــرار دادن دترمينــان  
 آيد. مي دست به iCماتريس ضرايب 
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  بحث و بررسي نتايج عددي
جهت بررسي صحت حل صورت گرفته، با ناچيز قرار 

و صــفر قــرار دادن  الكتريــكلايــة پيزودادن ضــخامت 
، نتايج حاصل با نتـايج موجـود در   مادة هدفمندانديس 

  مقايســه گرديــد   [8]تحليــل محمــدي و همكــاران   
). از سـوي ديگــر تنهـا بــا صـفر قــرار دادن    1(جـدول  

ــاگون  ، حالــتالكتريــكلايــة پيزوضــخامت  هــاي گون
با نتايج موجود در تحليل  مادة هدفمندقرارگيري فلز و 

). 2 ارزيـابي قـرار گرفـت (جـدول     مـورد  [11]زنكور 
 هاي خواني خوب مقادير عددي ارائه شده در جدول هم

ــه را  )1و  2( ــورت گرفت ــل ص ــحت تحلي ــدأيت ، ص  ي
4PZTاز خـواص   نتايج عـددي،  ةارائ براينمايد.  مي  

اسـتفاده شـده اسـت.     گرديـده ذكـر   )3(كه در جـدول  
ــن   ــر اي ــلاوه ب ــراع ــيتع يب ــا ني ــدد جينت ــت يع   حال

 سـت ا آن يمعنا به كه است شده گرفته نظر در 1-2-1
 برابـر  نييپـا  و بـالا  مـادة هدفمنـد   قسمت ضخامت كه

  .آنهاست از كي هر برابر دو فلز ةيلا ضخامت و است
بدين معناست كه ضخامت  2-1-2حالت  چنين هم  

و دو برابـر   اسـت ين يكسان يبالا و پا ةلاي مادة هدفمند
مدول الاستيسيته قسمت فلز باشد.  مي فلز ةضخامت لاي

و مـــدول  70GPaاز جـــنس آلومينيـــوم بـــا مـــدول 
 ترتيــب بــه مــادة هدفمنــدفلــز و ســراميك  ةالاستيســيت

70GPa  380وGPa  در نظر گرفته شده است. ضريب
0.3پواسون در كل ضخامت ثابت و برابر    انتخاب

ها، بار بحراني كمانش ورق ترسيمه ةشده است. در هم
متـر و ضـخامت ورق هدفمنـد     1مربعي به طول ضلع 

برحسب نسبت ضخامت  2-1-2متر براي حالت  0.01
 2با انـديس   مادة هدفمندبه ضخامت  الكتريكلاية پيزو

ي كه در حالت مدار باز رسم شده است (مگر در موارد
  .خلاف آن ذكر شده باشد)

 -گيـردار  گاه تكيهتحت شرط مرزي  )2(در شكل   
گيردار، تغييرات بار بحراني كمانش براي شـرايط مـدار   
باز و بسته مورد مقايسـه قـرار گرفتـه اسـت. مشـاهده      

، بـار  الكتريـك لايـة پيزو شود كه در ضخامت معـين   مي
است.  بحراني كمانش براي مدار باز بيشتر از مدار بسته

بـراي   الكتريـك لايـة پيزو ، با افزايش ضخامت چنين هم
هر دو حالت مـدار بـاز و بسـته، بـار بحرانـي كمـانش       

  يابد. مي افزايش
 بحرانــي بــار مختلــف، پيزوالكتريــك مــواد بــراي  

مـادة  به  پيزوالكتريك ضخامت نسبت برحسب كمانش
 نشان شكل اين. است شده رسم )3( شكل ، درهدفمند

 كمانش بحراني بار مقدار كمترين بيشترين و كه دهدمي
  .باشد مي PZT-6B و PZT-5A به مربوط ترتيب به

  
 [8]نتايج حاصل با نتايج موجود در تحليل محمدي و همكاران  ةمقايس  1جدول 

 ܴ    
-1 01 2ℎ௣ ܽൗܽ bൗ  ݊ 

3.22520 2.353691.84256 [8] 0.5 SSSC 
3.22720 2.355151.84370 Closed
3.22772 2.355531.84400 Open
3.22520 1.971460.91450 [8] 1 
3.22720 1.972680.91506 Closed
3.22772 1.973000.91521 Open
3.22520 1.865330.77870 [8] 1.5 
3.22720 1.866480.77918 Closed
3.22772 1.866780.77931 Open
1.61262 1.495981.36347 [8] 0.5 SSSF 
1.61361 1.49691 1.36432 Closed
1.61385 1.49711 1.36445 Open
0.66578 0.481370.36238 [8] 1 
0.66620 0.481670.36261 Closed
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0.66628 0.481720.36264 Open
0.75284 0.294590.17213 [8] 1.5 
0.75331 0.294780.17224 Closed
0.75340 0.294800.17225 Open
1.66765 1.532901.37663 [8] 0.5 SCSF 
1.66868 1.533851.37749 Closed
1.66893 1.534051.37763 Open
0.85305 0.567550.39275 [8] 1 
0.85358 0.567900.39200 Closed
0.85369 0.567960.39302 Open
0.98636 0.443460.21682 [8] 1.5 
0.98697 0.443740.21696 Closed
0.98710 0.443770.21697 Open

  
 [11]نتايج حاصل با نتايج موجود در تحليل زنكور  ةمقايس  2جدول 

crP  n  
1-2-1 1-1-12-1-21-0-1

6.86896 6.868966.868966.86896 [11]0 
6.86593 6.865936.865936.86593Open 
6.86571 6.86571 6.86571 6.86571 Closed 
4.80762 4.390324.127983.82699[11]0.5 
4.80582 4.388774.126593.82577Open 
4.80561 4.388554.126373.82555Closed 
3.89203 3.340753.013662.66624[11]1 
3.89078 3.339833.012942.66572Open 
3.89057 3.339613.012712.66550Closed 
2.42859 1.828661.553521.36540[11]5 
2.42820 1.828641.553671.36565Open 
2.42798 1.828411.553441.36543Closed 
2.19111 1.629621.401701.28493[11]10 
2.19087 1.629721.401941.28523Open 
2.19065 1.629491.401711.28501Closed 

   
خواص مواد مختلف پيزوالكتريك  3جدول 

Dielectric constants 
(C/Vm) 

Electric constants 
(C/m2) 

Elastic constants (GPa)  
materials 

33           11  15e  31e  33e  
13
EC  12

EC  55
EC  33

EC  11
EC  

5.841 e-9 7.124e-9 10.5 4.1 14.1 73 71 26 115 132 PZT-4 

7.35 e-9 8.11 e-9 12.3 5.4 15.8 75.4 75.9 21.1 111 121 PZT-5A 

3.42 e-9 3.60 e-9 4.60 0.9 7.10 84.2 84.7 35.5 163 168 PZT-6B 

2.08 e-9 4.07 e-9 9.20 2.1 9.50 81.3 76.1 25.3 131 148 PZT-7A 

5.14 e-9 7.97 e-9 10.4 4.0 17.5 71.1 69.9 31.3 123 137 PZT-8 
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 روي بـر  مكانيكي مرزي شرط اثر ةمقايس منظور به 
   و )بو  الـــف-4( اشـــكال كمـــانش، بحرانـــي بـــار

 رسـم  بـاز  و بسـته  مـدار  براي ترتيب به )بو  الف-5(
كـه   شـود مـي  ها مشـخص اين شكل ةمقايس با .اند شده
 روي تـر قـوي  قيـد  بسته و باز مدار حالت دو هر براي
  شود. مي بيشتر كمانش بحراني بار به منجر مرزي شرط
 ترتيـب  تـوان  مـي  بـدين معناسـت كـه    اين مطلب 

را  مـرزي  شـرايط  مرتبط با كمانش بحراني بار صعودي
ــه ــورت بـ  و SFSF ، SFSS، SFSC، SSSS، SCSS صـ

SCSC بار بحرانـي   )الف و ب- 6(كرد. در شكل  بيان
 مـادة هدفمنـد  هـاي مختلـف    كمانش ورق بـراي تـوان  

بـراي مـدار بسـته و بـاز رسـم شـده اسـت         ترتيـب  به
گونه كه مشخص است براي هر دو شـرط مـرزي    همان

، مقـدار بـار   مـادة هدفمنـد  الكتريكي، با افزايش انديس 
  يابد. مي بحراني كمانش افزايش

تغييرات بار بحراني براي مقادير كوچـك   چنين هم  
تر قابـل   در مقايسه با مقادير بزرگ مادة هدفمندانديس 
  باشد.  مي ملاحظه

  
 SCSCبار بحراني كمانش ورق  2شكل 

  نسبت ضخامت برحسب
   SSSSبار بحراني كمانش ورق   3شكل 

  نسبت ضخامت برحسب
  

    

   
  ب)(  الف)(
  نسبت ضخامت (الف: مدار باز ب: مدار بسته)برحسببار بحراني كمانش4شكل

hp

P cr

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.3

0.6

0.9
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1.5

1.8
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hp

P
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0
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PZT-6B
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PZT-5H
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P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
1

1.5

2

2.5

3

SCSC
SCSS
SSSS

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
1

1.5

2

2.5

3

SCSC
SCSS
SSSS
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  ب)(  الف)(
  ب: مدار بسته) ،نسبت ضخامت (الف: مدار بازبرحسببار بحراني كمانش5شكل

  

   
  ب)(  الف)(

  )بستهب: مدار ،نسبت ضخامت (الف: مدار بازبرحسبSCSCبار بحراني كمانش ورق6شكل
    

   
  ب)(  الف)(

  ب: مدار باز)،نسبت ضخامت (الف: مدار بستهبرحسبSCSCبار بحراني كمانش ورق7شكل
  

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

SFSC
SFSS
SFSF

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

SFSC
SFSS
SFSF

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.250.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

n= 10
n= 5
n= 2
n= 1

hp/h

P cr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.250.4
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0.6
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0.8
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n= 1

hp
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0.4

0.8
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ab  دارگير -دارگير گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   4جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗRn
75.9206 18.9802 Closed 0.2 

0 
 
 
 
 
 
1 

75.5866 18.8967 Open   
75.9115 18.9779 Closed 0.1
75.8199 18.9550 Open    

106.4876 26.6219 Closed 0.2 
-1 106.0190 26.5048 Open   

106.4747 26.6187 Closed 0.1
106.3463 26.5866 Open    
37.8050 14.6195 Closed 0.2 

1 37.6386 14.5552 Open   
37.8004 14.6178 Closed 0.1
37.7548 14.6002 Open     
75.9192 18.9798 Closed 0.2 

0 
 
 
 
 
 
2 

75.6275 18.9069 Open   
75.9113 18.9779 Closed 0.1
75.8328 18.9582 Open    

106.4856 26.6214 Closed 0.2 
-1 106.0764 26.5192 Open   

106.4744 26.6186 Closed 0.1
106.3643 26.5911 Open    
37.8043 14.6193 Closed 0.2 

1 37.6590 14.5631 Open   
37.8003 14.6177 Closed 0.1
37.7612 14.6026 Open     

  
ab  ساده -گير دار گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   5جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗRn

56.6616 16.9119 Closed  0.2 
0 

 
 
 
 
 
1 

56.4123 16.8375 Open   
56.6547 16.9098 Closed  0.1
56.5864 16.8894 Open   

92.7465 23.1738 Closed  0.2 
-1 92.2873 23.0719 Open   

92.6990 23.1710 Closed  0.1
92.5722 23.1431 Open   

26.2835 13.2392 Closed  0.2 
1 26.1679 13.1810 Open   

26.2803 13.2376 Closed  0.1
26.2486 13.2217 Open   

56.6538 16.9115 Closed  0.2 
0 

 
 
 
 
 
2 

56.4428 16.8466 Open   
56.6546 16.9098 Closed  0.1
56.5960 16.8923 Open   

92.7188 23.1734 Closed  0.2 
-1 92.3372 23.0844 Open   

92.6886 23.1709 Closed  0.1
92.5879 23.1470 Open   

26.2830 13.2390 Closed  0.2 
1 26.1820 13.1881 Open   

26.2802 13.2376 Closed  0.1
26.2531 13.2239 Open   

ab ساده  -ساده گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   6جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗ  R n 
39.505915.4320 Closed  0.2  

0 
 
 
 
 
 
1 

39.310315.3556 Open   
39.485715.4241 Closed  0.1 
39.431615.4030 Open    
82.303920.5760 Closed  0.2  

-1 81.896420.4741 Open   
82.261820.5655 Closed  0.1 
82.149220.5373 Open    
19.753012.3456 Closed  0.2  

1 19.655212.2845 Open   
19.742912.3393 Closed  0.1 
19.715812.3224 Open     
39.494115.4274 Closed  0.2  

0 
 
 
 
 
 
2 

39.331615.3639 Open   
39.481315.4224 Closed  0.1 
39.438315.4056 Open    
82.279320.5699 Closed  0.2  

-1 81.940720.4852 Open   
82.252620.5632 Closed  0.1 
82.163120.5408 Open    
19.747112.3419 Closed  0.2  

1 19.665812.2912 Open   
19.740712.3379 Closed  0.1 
19.719212.3245 Open     

  
ab  آزاد -گيردار گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   7جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗ  R n 

16.333611.0211 Closed  0.2  
0 

 
 
 
 
 
1 

15.923710.8627 Open   
16.321311.0165 Closed  0.1 
16.127910.9475 Open    
24.534711.9872 Closed  0.2  

-1 24.159411.8588 Open   
24.523611.9835 Closed  0.1 
24.356611.9306 Open    
11.31219.9044 Closed  0.2  

1 10.89239.6513 Open   
11.29949.8971 Closed  0.1 
11.09459.7791 Open     
16.330411.0200 Closed  0.2  

0 
 
 
 
 
 
2 

15.973910.8825 Open   
16.319611.0160 Closed  0.1 
16.154310.9571 Open    
24.532011.9864 Closed  0.2  

-1 24.205311.8747 Open   
24.522311.9831 Closed  0.1 
24.379411.9379 Open    
11.30879.9025 Closed  0.2  

1 10.94329.6831 Open   
11.29759.8961 Closed  0.1 
11.12229.7954 Open     
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اثر شرايط بارگذاري بـر روي بـار    ةمنظور مطالع به  
هاي  كمانش بحراني در دو حالت مدار بسته و باز شكل

  رسم شده است. ترتيب به )الف و ب -7(
  

ab  آزاد -ساده گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   8جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗRn
13.850810.7549 Closed 0.2 

0 
 
 
 
 
 
1 

13.544310.6110 Open   
13.841710.7508 Closed 0.1
13.699310.6890 Open    
19.148611.5913 Closed 0.2 

-1 18.855211.4725 Open   
19.139911.5879 Closed 0.1
19.009511.5395 Open    
10.43429.8086 Closed 0.2 

1 10.09329.5744 Open   
10.42409.8018 Closed 0.1
10.25989.6938 Open     
13.848510.7540 Closed 0.2 

0 
 
 
 
 
 
2 

13.582010.6290 Open   
13.840510.7503 Closed 0.1
13.718810.6975 Open    
19.146411.5905 Closed 0.2 

-1 18.891211.4873 Open   
19.138811.5875 Closed 0.1
19.027411.5462 Open    
10.43159.8068 Closed 0.2 

1 10.13509.6040 Open   
10.42259.8009 Closed 0.1
10.28229.7088 Open     

  

كمانش بـراي   بيشترين و كمترين مقدار بار بحراني  
هر دو حالت مدار باز و بسته مربوط بـه بارگـذاري دو   

  كششي و دو محوره فشاري مي باشد.-محوره فشاري
نيز بـار بحرانـي كمـانش بـراي      )4-9(در جداول   

شرايط مرزي متقارن و نامتقارن در حل لوي و شـرايط  
نتايج جداول ذكـر   اند. ازبارگذاري گوناگون آورده شده

ه افزايش بار بحراني كمانش با عـواملي  شده مي توان ب
همچون افـزايش ضـخامت لايـه پيزوالكتريـك، تغييـر      
شرط مرزي الكريكي از حالت مـدار بسـته بـه حالـت     
مدار باز، قيـد قـوي تـر روي شـرط مـرزي مكـانيكي،       

  افزايش انديس ماده هدفمند اشاره نمود.
ab آزاد -آزاد گاه تكيهبار بحراني بدون بعد كمانش   9جدول  = 1 ab = 0.5  h୮ aൗ  R n 

9.40819.6074 Closed  0.2  
0 

 
 
 
1 

9.24149.4928 Open   
9.40329.6107 Closed  0.1 
9.32849.5576 Open    
9.50279.6735 Closed  0.2  

-1 9.36329.5802 Open   
9.49879.6762 Closed  0.1 
9.43769.6348 Open    
9.21319.4057 Closed  0.2  

1 8.99139.2194 Open   
9.20679.4111 Closed  0.1 
9.10369.3190 Open     
9.40699.6070 Closed  0.2  

0 
 
 
 
2 

9.26229.5076 Open   
9.40269.6099 Closed  0.1 
9.33879.5645 Open    
9.50179.6732 Closed  0.2  

-1 9.38069.5922 Open   
9.49829.6756 Closed  0.1 
9.44619.6401 Open    
9.21159.4050 Closed  0.2  

1 9.01919.2439 Open   
9.20589.4097 Closed  0.1 
9.11789.3311 Open     

 
  گيري نتيجه

ــ هدفمنــد هــاي  حاضــر تحليــل كمــانش ورق ةدر مقال
پيزوالكتريك بـا  هاي  ساندويچي مستطيلي كوپله با لايه

تئوري كلاسيك ورق و اعمـال شـرايط مـرزي لـوي و     
تحت شرايط الكتريكي مدار باز و بسته مـورد بررسـي   

انجام شده نشـان داد كـه بـار     ةقرار گرفته است. مطالع
حـالات   ةبحراني كمانش در حالت مـدار بـاز، در هم ـ  

بارگذاري و شرايط مرزي از مقدار مربوط به مدار بسته 
تـوان   مي مهم ديگر ةعنوان نتيج هب چنين همبيشتر است. 

لايـة  به افزايش بار بحراني كمانش با افزايش ضـخامت  
اشاره كرد. كاهش بار بحراني كمـانش در   الكتريكپيزو

اثر كـاهش قيـود مكـانيكي بـر روي مرزهـا و كـاهش       
  نيز از ديگر نتايج اين مطالعه است. هدفمند مادةانديس 
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